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Resumo

Esta dissertacdo apresenta um estudo sobre métodos iterativos para resolugéao de sistemas
lineares de grande porte nao simétricos. Foram estudados trés métodos: GMRES, CMRH
e LCD. Os métodos GMRES e CMRH séo baseados em espacos de Krylov. A principal
diferencga entre eles € a forma como a base desses espacos € construida. Enquanto o
GMRES utiliza o método de Arnoldi, através do processo de ortogonalizacao de Gram-
Schmidt, o método CMRH utiliza o processo de Hessenberg, via fatoracao LU. O método
LCD é baseado em vetores de diregdes conjugadas a esquerda. Uma versdo do método
CMRH, denominado CMRH-OVER, que inclui um processo de sobre-armazenamento,
também é abordado. Em todos os métodos, exceto o CMRH-OVER, aplica-se um processo
de reinicializag&o cujo intuito é diminuir o custo computacional em armazenar os vetores
que formam a base do espago. Com o objetivo de comparar o desempenho computacional,
seja 0 tempo de execugcao ou a quantidade de iteragdes necessdrias para calcular a
solucao do sistema, os métodos foram testados em matrizes genéricas e em um problema
aplicado, através da equacéao de convecgao-difusado transiente, resolvida numericamente
via elementos finitos. A solu¢gdo numérica dessa equacao também é apresentada neste
trabalho.

Palavras-chave: Sistemas Lineares. Métodos lterativos. Equacado de conveccao-difusao-
reagao transiente.
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Capitulo 1

Introducao

A resolucado de sistemas lineares, um dos problemas fundamentais da algebra, possui
varias aplicagdes em diferentes areas do conhecimento. Esses sistemas estao presentes no
calculo de tensdes e correntes em um circuito elétrico, na solugéo de equagdes diferenciais
via métodos numéricos assim como na determinacédo do esforco mecanico em cada viga
de uma estrutura metélica, entre outros. Para exemplificar um problema em que aparece a
resolugao de sistemas lineares, sera mostrado o balanceamento de uma equagao quimica,
forma de se descrever uma reacao quimica envolvendo reagentes e produtos. No caso, tem-
se a reacgéo do carbonato férrico (Fe(C'O3)3) com acido sulfirico (H,S0,) transformados
em sulfato férrico (Fe2(S0,)3), agua (H20) e gas carbonico (CO,s). Essa reagao é descrita
na equacao 1:

X1F€2(003)3 + X2H2504 — X3F€2(SO4)3 + X4H20 + X5COQ. (1)

Com variaveis x1, X3, - - - , X5, tem-se o sistema linear oriundo da equacao 1:

-1 0 0 X1
0 0 -1 Xo
-12 -1 -2 X3 | =
0 -2 0 X4
-3 0 0 X5

S O © W =
— N e O O

o O O o O

A solucao deste sistema informa a quantidade de cada substancia presente no reagente
e no produto dessa reacao quimica. Sistemas como esse sao observados na solugao de
diferentes tipos de problemas e buscar a forma mais eficiente de resové-los € uma das
razdes que motivam este trabalho.

A definicdo de um sistema linear pode ser dada da seguinte maneira: seja A € R™*™ uma
matriz ndo singular, x € R™ um vetor de incognitas e b € R", um sistema linear pode ser

1



escrito como
Ax —b=0. (2)

A ndo singularidade de A garante que esse sistema tenha solucao Unica. Para resolver
esses sistemas sao utilizados métodos diretos ou métodos iterativos. Os métodos diretos
encontram a solucdo exata do sistema enquanto os métodos iterativos encontram um
solucédo aproximada. Entre os métodos diretos mais conhecidos estéo eliminagdo Gaussiana,
fatoracao LU ou fatoracdo de Cholesky (BURDEN; FAIRES, 2011). Contudo, dependendo
da estrutura e da dimensao da matriz, os métodos diretos tornam-se inviaveis devido ao
alto custo computacional que apresentam. Ja os métodos iterativos partem de uma solugao
inicial o e criam uma sequéncia de solu¢des que convergem para a solugao exata do
sistema. Para matrizes simétricas, o método Gradiente Conjugado é eficiente. Para matrizes
nao simétricas existem diferentes métodos na literatura dos quais, neste trabalho, trés serao
estudados, todos baseados em espacos de Krylov.

O GMRES (Generalized Minimal Residual Method)(SAAD; SCHULTZ, 1986) usa o método
de Arnoldi, através do processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt, para construcao
de uma base para o espaco de Krylov, enquanto o método CMRH (Changing Minimal
Residual Method Based on the Hessenberg Process) (SADOK, 1999) usa o processo
de Hessenberg via fatoragéo LU. Outra versdao do método CMRH (CMRH-OVER), com
sobrearmazenamento, proposta por (HEYOUNI; SADOK, 2008) também é estudado neste
trabalho. O terceiro método estudado, LCD (Left Conjugate Directions) (DAI; YUAN, 2004),
constréi vetores de diregbes conjugadas a esquerda para calcular a solugdo do sistema.
Todos 0os métodos apresentados encontram uma solucdo aproximada para sistemas lineares
nao simétricos de grande porte.

Equacdes diferenciais parciais possuem, em geral, solugao analitica complexa. Por isso,
€ comum usar-se ferramentas numéricas para encontrar uma solugdao aproximada para
essas equacgodes, como Método de Elementos Finitos (MEF) (ZIENKIEWICZ et al., 1977)
(SOLIN, 2006), Método de Diferencas Finitas (THOMAS, 2013) e Método de Volumes Finitos
(EYMARD; GALLOUET; HERBIN, 2000). Na aplicacdo dessas ferramentas aparecem
sistemas lineares que, dependendo da discretizagdo do espago das fungdes, resultam em
matrizes esparsas e de grande porte. Além disso, essas fun¢des podem ser dependentes do
tempo. Por isso, em cada iteragcdo, havera um sistema linear para ser resolvido. Surge entao
a necessidade de haver métodos que sejam eficientes para a resolugdo desses sistemas.

Neste trabalho sera estudada a equagéo de convecgao-difusdo-reagao-transiente via MEF.
Este € um tipo de equacéo diferencial presente em diversos problemas de modelagem:
escoamento de fluidos (CROCHET; DAVIES; WALTERS, 2012), (WERNER, 2011), turbulén-
cia (ILINCA; PELLETIER, 1998), entre outros. A discretizacao temporal da equacao sera
feita pelo método de diferencas finitas de segunda ordem de Crank-Nicolson, enquanto a



espacial sera feita via MEF. Com isso, a solugédo da equacao recai na resolugao de sistemas
lineares.

Inicialmente, os métodos LCD, GMRES, CMRH e CMRH-OVER seréo aplicados em matrizes
genéricas, como realizado por (SADOK; SZYLD, 2012), com o objetivo de avaliar seu
desempenho computacional. Em seguida, a comparacao dos métodos sera feita através de
uma aplicacdo em um problema de Elementos Finitos.

1.1 Objetivos

1.1.1  Objetivo Geral

O objetivo deste trabalho é realizar um estudo comparativo de trés métodos iterativos
de resolucao de sistemas lineares de grande porte, através do tempo de execucgao e da
quantidade de iteragées que os métodos levam para convergir.

—

.1.2 Objetivos Especificos

—h

. Apresentar a fundamentagao tedrica sobre os métodos iterativos para resolucao de
sistemas lineares de grande porte: LCD, GMRES e CMRH.

N

. Apresentar o MEF para a resolugéo do problema de convecgao-difusdo-reacao-transiente
usando discretizacao temporal através de diferencas finitas de Crank-Nicolson.

3. Fazer um estudo comparativo entre os métodos estudados.

=y

. Apresentar os resultados obtidos avaliando a acuracia e a eficiéncia dos métodos.

1.2 Organizagao do Trabalho

Esta Dissertacao de Mestrado encontra-se divida em capitulos. No primeiro capitulo é
apresentada a introducao do trabalho, assim como a definicdo do problema e quais sao os
objetivos a serem alcangados.

O capitulo 2 apresenta os trés métodos estudados neste trabalho: GMRES, CMRH e LCD,
assim como os algoritmos correspondentes.

O capitulo 3 apresenta a equagao de convecgao-difusdo-reagao-transiente, sua formulacao
variacional e o MEF, bem como os aspectos computacionais necessarios para sua resolucao.

O capitulo 4 apresenta os resultados dos experimentos numéricos assim como a aplicacao
no problema de Elementos Finitos.



Por fim, o capitulo 5 expde as conclusées e trabalhos futuros.



Capitulo 2

Métodos Iterativos para Sistemas
Lineares nao Simétricos

De modo geral, os métodos iterativos para resolugao de sistemas lineares do tipo Ax=b,
sendo A nado singular, consistem na geragdo de uma sequéncia finita de aproximacoes x1,
s, 3, - -+, T, a partir de uma solugao inicial ¢y. A ndo singularidade da matriz A garante
a unicidade da solugéao, portanto ao longo de todo o texto, A sera sempre uma matriz nao
singular. Dois dos métodos estudados neste trabalho, GMRES e CMRH, séo baseados em
projecoes em espacos de Krylov, sendo descritos a seguir.

Defini¢ao 2.0.1. Sgja A € R"*" ewv € R", v # 0. O espago
Ki(A,v) = span{v, Av, A%v,--- , AF v} (3)

€ chamado de espaco de Krylov de ordem k, associado a A e v.

Sendo xy uma aproximagao inicial para a solugao do sistema Ax = b, define-se o residuo
inicial desta aproximagao como rq = b — Axy. Os métodos de Krylov constroem a
sequéncia de aproximagdes por

T = To + 2k, (4)

sendo que z;, € Kx(A, 7o) € minimiza a norma do residuo r, = b — Ax;, sobre este espaco.
O produto interno usual em R™ é representado por (-, -), enquanto a norma euclidiana
é representada por || - ||. Uma dificuldade que surge nesse processo é exatamente a
minimizag&o da norma do residuo sobre o espaco de Krylov. Uma estratégia para contornar
este problema é, a partir da construgao de bases especiais para Ky, transformar o problema
de minimizacao sobre K; em um problema de minimizagdo sobre R". Essa técnica €
empregada tanto no GMRES quanto no CMRH.



2.1 GMRES

Como mencionado anteriormente, deve-se construir uma base para o espaco ki (A4, o). O
método GMRES faz este processo empregando o método de Arnoldi (SAAD, 2003), uma
variacao do método de Gram-Schmidt (HOFFMAN; KUNZE, 1971), construindo uma base

ortonormal vy, va, - - - vk para Ky (A, re). O vetor v; é obtido normalizando-se 7, ou seja,
To
V1 = .
[|7ol|

Desta maneira, obtém-se uma base para o subespago K; (A, rg). A fim de se obter uma
base ortonormal para K;.1(A, ro) a partir da base ortonormal KC;(A, rg), 0 vetor Av; de
IC;+1(A, o) seré ortonormalizado com relagdo ao espago K;(A, ro) da forma como segue.
Seja h; ; = (v;, Av;), entao

j
b1 = Av; — > hyv;. (5)
i=1
O vetor v;41 € dado por
Vjt1
Viy1 = (6)
T 19l

Tal procedimento encontra-se descrito no algoritmo a seguir.

Algoritmo 1: Método de Arnoldi
Entrada: Matriz A, vetores xy e b e dimensao k.
To = b— Amo
v1 = 1o/||70l|
paraj=1,2,--- k faca
Vjt1 = Av;
para:=1,2, ---,j faca
hij = (vs, Avj)
Vi1 = Vi1 — hijvi

fim

hjv1j = l|vjqal]

se h;y1; = 0 entéo
| Pare

fim

Vjt1 = Vjq1/hji
fim

O algoritmo 1, além de construir uma base para o espago (A, rq) através do processo
de Arnoldi, constréi também uma matriz de Hessenberg H;, (GOLUB; LOAN, 1989) com



dimensao k x k definida por

hii hig haz oo hag

hoir hog hos -+ hg

(Hp)ij=hij=1 0 hz hsy -+ hg
| 0 - 0 i g—1 Pk |

além do elemento hj.1 , que ndo esta presente em Hj,. A matriz H;, vem da definigao de
hij = (Av;, v;). Os vetores vy, v, - - - , vy, S80 tais que:

Z) ’Ck(A7 TO) = Spa'n{vla V2, 7/Uk};

ZZ) <’U,L',’Uj> = 5ij e ||’U,|| =1.

Isto € uma consequéncia direta do processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt, uma vez

que os vetores vy, vs, - - - , Vg SA0 ortonormais. Em seguida, serd mostrado como a matriz
Hy e abase {vy,--- , v} resolverdo o problema de minimizagao do residuo 7.
Seja Vi = [v1 w2 - vi].xk @ Matriz cujas colunas s&o os vetores v;. E possivel verificar
que

H, = VIAV. (7)

De fato, observe que
AVk = [A’Ul A’Uz s A’Uk,]

’UkT
Se: < j+1,entdo

(Hk)m = ’UZ'T . A’Uj = <’U,L', A’Uj) = <A’Uj, ’Uz'>.
Portanto, pode-se concluir que
(Hi)ij = hij-
Das equagdes (5) e (6), tem-se

i
Avy =Y v = vja - |0,

i=1



Como hji1; = ||Vj41]], entdo

J

A’Uj = Z hmvi + ’Uj+1hj+17j (8)

=1

j+1
- Zhi,j'v’ia vj: 17 )k' (9)

i=1

Dessa forma
j+1 j+1

<A’Uj, ’Ui> = <Z hkj’l)k,, ’UZ'> = Z hkj <’Uk, Ui>.
k=1 k=1

Sei > j+ 2, entdo ¢ # k. Neste caso, v € v; S0 ortonormais e assim (v, v;) = 0.
Portanto, parai > j + 2,
(VIAV)i; = (Hy)y =0,

e isso prova a identidade (7). Seja H, a matriz com dimenséo (k + 1) x k cujos elementos
sa0 0s mesmos da matriz Hy, exceto por uma linha adicional cujo Unico elemento nao nulo
esta na posigéo (k + 1) x k. A matriz H,, e os vetores v; satisfazem a relag&o:

AV, = Vi1 H. (10)

Com o objetivo de resolver o sistema Ax = b, pode-se aplicar uma técnica de projecao
ortogonal sobre o espago de Krylov Ki(A, o). Para isso, seja o uma aproximagao inicial
para a solugao do sistema e a aproximacao na k-ésima iteragao definida como xy = xo+ 2k,
sendo z, € K(A, 7o) obtido de modo a se garantir que o residuo 7, = b — Axy, seja
ortogonal a (A, rg). Como zi, € Ki(A, o) € 0S vetores vy, va, - - - , Vg S80 linearmente
independentes, pode-se entdo escrever z; como uma combinagdo linear de V. Desse
modo, tem-se

k
zZr = Y _yv; (11)
j=1
2 = ‘/;Cyka (12)
sendo yr = (y1,92, - ,ur)’ € R¥. Nesse caso,

rr=b— Az, =b— A(xg + 2x) = 10 — AV ys.
Como o residuo é ortogonal a K, entao
ViIr, = 0.
Sendo assim,
0=V (ro— AViyr) = Viro =V AVeyr = Hyys.- (13)
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Sabendo que v; = ﬁ,
To

Hiyw = Viiro (14)
= VlIrollon (15)
= ||rol[Vi v (16)
= ||7olles, (17)
esendoe; = (10---0)T tem-se que
Y = Hy '|rollex. (18)

Pode-se entao definir o seguinte algoritmo, uma estratégia para resolucdo do sistema
Ax = b.

Algoritmo 2: Método de Ortogonalizagdo Completa.
Entrada: Matriz A, vetores xq e b.

To = b— AIBO

v1 = To/||Tol|

paraj =1,2,--- , kfaca

para:=1,2 ---, j faca
| hiy = (Avj, v5)
fim
o)+ 1= Av; — 301 v
hjv1 = H@J‘HH
se vj41 = 0 entdo
| Pare
fim
Vi1 = Uj1/hji

fim
T = To + Viyr, sendo yr, = H, '||7o|e1

Uma dificuldade encontrada no algoritmo (2) é a inversao da matriz H; que, mesmo sendo
uma matriz de Hessenberg, pode ter um alto custo computacional. Para contornar esse
problema de inversao da matriz, 0 método GMRES obtém a melhor solugao aproximada x;,
minimizando o residuo r através da solugdo do problema de minimos quadrados.

min{||b — Az||; x =xo+ 2,2 € Kt} = Zmei}éle—Awo—AzH (19)
k
= pin |lro — Az||. (20)

Se z € K, entao existe y € R" tal que z = V,y e pode-se ver a norma a ser minimizada
como o seguinte funcional de y:

J(y) = [|Bvs — AV, (21)
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sendo = ||ro||. Sabendo que fv; = V1 5es, isto porque o produto matriz vetor V1€
resulta na primeira linha da matriz V., 1, que € justamente o proprio v;, tem-se das equacgdes
(10) e (21) que

J(y) = |[fv1— Vk+1Hky|| (22)
= ||[Vis1[Ber — Hyylll (23)
= |[Visall l|Ber — Heyll. (24)

Como V}1 é ortogonal, o funcional a ser minimizado é
J(y) = | Ber — Hyyl. (25)
A solugao para o problema de minimos quadrados € dada por
Ty = To + Vilk, (26)

sendo que ¥y, minimiza o funcional J(y) sobre y € R*. A minimizacdo desse funcional é
computacionalmente menos cara que a inversao da matriz Hy.

Algoritmo 3: GMRES

Entrada: Matriz A, vetores x( e b, dimensao do subespaco k.
To = b— ACL'O

v1 =To/||Tol|

paraj =1,2,---  kfaca

para:=1,2 ---, j faca
| hig = (Avj, vy)
fim
’i)j +1= A’Uj — 2321 hi,jvi
hj+1,j - Hf’j+1|’
se h;1; = 0 entéo
| Pare
fim
Vjtr = Vg / Ny

fim
xr = To + Viyr, sendo que yx minimiza ||fvy — Vi1 Hyyl|.

O custo computacional cresce significativamente a medida que a dimensao do subespaco de
Krylov aumenta. Isso se deve ao espago de meméria utilizado para armazenar os vetores
v; € a quantidade de operacdes flop necessarias para execugao do método. Para resolver
esse problema, utiliza-se a versao GMRES reinicializado -GMRES(m)- que, apds m passos,
reinicializa o algoritmo tomando como aproximagao inicial o ultimo valor x;, calculado. Nesse
caso, a quantidade de vetores que precisa ser armazenada é condicionada a quantidade
de itera¢des que o método ira executar antes de ser reinicializado. Consequentemente, a
quantidade de flops também sera menor uma vez que se tem uma menor quantidade de
vetores armazenados. O algoritmo com reinicializa¢do € apresentado a seguir.
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Algoritmo 4: GMRES(m)
Entrada: Matriz A, vetores xq e b, iteragdes m.

Passo 1:
To = b— Awo
v =T7o/||Tol|
Passo 2:
paraj =1,2,--- ,m faca
para:=1,2, ... ,j faca
| hiy = (Avj, v5)
fim
b+ 1= Av; — 320 hij;
hjvrg = [[0j4l]
se h;y1; = 0 entéao
| Pare
fim
Vjt1 = Vjp/ Nyt

fim

xr = To + Viyr, sendo que yx minimiza ||fvy — Vi1 Hyyl|.

Reinicio: calcule r,,, = b — Ax,,. Se for satisfatorio, PARE. Senao, entao calcule
g = Lm

V1 =T /|[Tml]]

Volte para o passo 2.

2.1.1 Problema de Minimos Quadrados

Um dos passos cruciais do algoritmo consiste na resolucdo do seguinte problema de
minimos quadrados:

min ||Be; — HkyH'
YRk

Um modo classico e eficiente de resolver esse tipo de problema é através do processo de
fatoracdo () R usando rotagdes de Givens no plano (GOLUB; LOAN, 1989), isso devido ao
fato de H;, ser uma matriz de Hessenberg. Conhecida a estrutura desta matriz H;, o que é
necessario ser feito é a eliminacao dos elementos abaixo da diagonal principal, tornando-a
uma matriz triangular.

Seja a matriz (Fj)(x+1)x (k+1) dada por

1

F; = ’ + j-ésima linha
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com c? + s? = 1. Matrizes com o padrao acima sdo ortogonais e chamadas matrizes de
rotagéo de Givens. Os coeficientes c; e s; sdo selecionados a fim de eliminar os elementos
hj1; da matriz H; ao multiplica-la por F;. Para isso, os coeficientes, na j-ésima rotagao
F}, sao definidos como:

o B

g .
2 2 2 2
Vg T Vgt Ry
Em cada iteragéo, isto &, a cada vez que multiplica-se a matriz Hy, por F};, o elemento h;

é eliminado. Assim, ap6s k passos do processo, encontra-se uma decomposi¢éo para Hj,.
Para isso, seja

R" = @, (28)
e
RY = F,RV™Y. (29)
Apés k iteracdes, tem-se:
R,=R" =FRR" VY =FF_ - KRR (30)

Definindo Q. = Fi.Fy_1 - - - F5 I}, pode-se escrever
R, = QuH;. (31)

Como F} é ortogonal para todo j, @), também é e, por construgéo, Ry, é triangular superior.
Sendo assim, tem-se a fatoragédo QR para H,, :

Hy = Q' Ry.. (32)

Se simultaneamente forem aplicadas as rota¢des F); a H;, e modificar o vetor ey, ao fim do
processo sera obtido o vetor

g, = QrBer = (717 te ,’Yk+1)> (33)

com
Vi = € (34)
Vi+1 = —857;- (35)

Uma vez que @)y, € ortogonal, entao

J(y) = |lBer — Huyll (36)
= 1@« ||Ber — Hyyl| (37)
= ||Qx(Ber — Hyy)l| (38)
= |lg, — Rk?JH- (39)
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Como a ultima linha de H;, possui um Unico elemento n&o nulo (A1), @ Gltima linha
de R; sera completamente nula. Assim, o problema de minimizagéo de .J(y) é obtido ao
resolver um sistema triangular superior que resulta da remocéo da Ultima linha de R;, e
da dltima linha que compde g;. A Proposicao (2.1.1) traz trés importantes resultados, cuja
demonstracao parcial encontra-se discutida anteriormente, e resume toda a discussao
precedente.

Proposicéo 2.1.1. Dada a decomposicdo R;, = Q,H;, e o vetor g, obtidos anteriormente,
seja Ry, a matriz triangular superior de dimensdo k x k obtida de R;, eliminando sua ultima
linha e gy, o vetor com dimenséo k obtido pelos k primeiros elementos de g,.. Entéo:

1. O posto de AV}, é igual ao posto de R,.. Em particular, se ry, = 0 entdo A é singular.

2. O vetory € R* que minimiza
J(y) = ||fex — Hpyl|
é dado por
y =R, 'gr

3. Oresiduo na k-ésima iteracdo satisfaz

b— Az, = Vi1 (Ber — Hiyr) = Vi1 QF (Yrr1€k11)

e, como resultado
16 — Azg|| = |yp1al-

A demonstracdo formal da Proposicdo (2.1.1) pode ser encontrada em (SAAD, 2003).

Encontrada a solugao do sistema, o vetor obtido da diferenga b — Ax;, possui um Unico
componente ndo nulo, na (k + 1)-ésima posic¢ao, cujo valor é ;1. Analisando o algoritmo
(4), observa-se que a unica possibilidade de parada é quando h;;,; = 0, na j-ésima
iteracdo. O proximo vetor ndo pode ser calculado, portanto o algoritmo para, encontrando a
solucédo exata. Pode-se também afirmar que, caso o algoritmo pare na j-ésima iteracéo,
comb— Azx; =0, entdo h;;,; = 0.

Teorema 2.1.1. Seja A uma matriz ndo singular. Entao o algoritmo GMRES para no passo
Jj,ouseja, hj; =0, se e somente se a solugdo aproximada x; é exata.

A demonstracdo desse teorema também é encontrada em (SAAD, 2003)
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Para um sistema com dimenséo n x n, o0 método GMRES converge para a solugdo com, no
maximo, n iteracdes. Definir a quantidade ideal de vetores na base do subespaco de Krylov
€ uma dificuldade pertinente no método. Caso essa quantidade seja pequena, tem-se uma
quantidade menor de operagoes, porém sao necessarias mais iteragdes. Caso seja uma
grande quantidade de vetores, a convergéncia do método se da com menos iteragdes,
contudo com custo computacional maior, uma vez que sera necessario armazenar mais
vetores para a base do espaco. O algoritmo completo do GMRES(m) € apresentado a
seguir cujos parametros de entrada sdo: matriz A, solugao inicial ¢ , vetor b, quantidade
de vezes que o algoritmo pode reinicializar /,,,.., nUmero de vetores da base do subespaco
de Krylov k.. € tolerancia para a solugao tol.

Algoritmo 5: GMRES(m) com fatoragdo QR
Entrada: A, xo, b, k, l,42, tol.
Calcule € = tol/||b||
Definal =1
i=1u;=b— Awge; = |Juil|;us = T p =
para p > ¢ e faca
Uiq41 = A'U,,L'
Ortogonalizacdo de Gram-Schmidt:
paraj =1,2,--- i faca
\ hj; = UiTJrlUj; Uit1 = Uiy1 — hjuy;

fim
Uit+1
hivr = |[wisall; wiva = 35
Algoritmo QR:
paraj =1,2,--- i —1faca
| hig = Chya+ sl Py = —sihya+ cihygg
fim

hi; .
r )

1
r= (thz + h12+1,i)2; Ci =

_ hig1a, e
Si = — 3 hi,i_'rv

hi+1,i =0; ejp1 = —sie;
e; = ciei; p = |eip1l;
1=1+1;

fim

1=1—1;

paraj =i,:—1,---,1faca
o ej_Z;:j+l hj,ll/l'
7 hj.j '

fim

( .
T = Zj:l Yjujs

2.1.2 Analise Computacional

Seja A a matriz do sistema Ax = b cuja dimensao é (n x n) e n, 0 nUmero de elementos
nao nulos pertencentes a matriz A. Para calcular os vetores vy, - - - , vy, base do espaco
de Krylov de ordem k, através do processo de Arnoldi, na j-ésima iteracao, o algoritmo
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necessita realizar (25 + 1)n + n, multiplicagdes, isso para o vetor nao normalizado. Na
ultima iteragao, o algoritmo executa (k + 1)n multiplicagdes, ou seja, k - n iteragdes a menos
gue nos demais casos. Portanto, para a construcao dos vetores, o total de multiplicagbes é
aproximadamente

kE(k+2)n+kn, — kn = k(k+ 1)n + kn,.

Para calcular a solugéo aproximada x; = x¢ + Vi, y, S0 executadas k - n multiplicagdes.
As k iteragdes do método GMRES requerem k(k + 2)n + kn, multiplicagdes, resultando
(k 4+ 2)n + n, iteragdes em média (SAAD; SCHULTZ, 1986). A complexidade para calcular
os vetores yy, solugdo do problema de minimos quadrados, é O(nm?).

2.2 CMRH

Assim como o GMRES, o CMRH (SADOK, 1999), (HEYOUNI; SADOK, 2008) é um método
de resolucéo de sistemas lineares que usa a ideia de projecao da solugdo sobre o espacgo
de Krylov. O que os difere é a forma como sdo construidas as bases de K(A, 7). No
GMRES, a base ¢é construida usando-se o processo de Arnoldi enquanto no CMRH usa-se
0 processo de Hessenberg.

2.2.1 Método de Hessenberg
Dados rg € R" e A € R™*", considere o espaco de Krylov

K = Kip(A,70) = span{rg, Arq, - -- , A" 'rg}
para algum inteiro 1 < k < n, exatamente como no método GMRES.

Sejav; = A7 1rg,Vj =1,k e (V}).x; @ matriz cujas colunas sé&o os vetores vy, - - - , v;.
A matriz V; € chamada matriz de Krylov associada a K. O objetivo é construir uma base
{ly,--- 1} para K, distinta da apresentada no GMRES. Para isso, sera usada a fatoragéo
LU de V.

Dada uma matriz com dimenséo n x k, pode-se particiona-la como

Vi,
V}: ’ ,ijl,"',k,
V2,

sendo V'1; uma matriz quadrada com dimensdo j x j5,Vj = 1,---k e V2; uma matriz
com dimenséo (n — j) x j,Vj = 1,---k. Se V1, é n&o singular, define-se Vf como a
pseudo-inversa de V; por

V)T = (Vi o),

J
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sendo (Vlj‘l, 0) a matriz formada pela inversa de V'1; acrescida de n — k colunas de zeros
e I € a matriz formada pela matriz de identidade de ordem ; acrescida de n — j linhas
nulas.

Sendo V; uma matriz retangular com dimenséo n x k, caso a fatoragéo LU exista, pode-se
escrever V; = L;U; sendo L,; uma matriz trapezoidal com dimensdo n x k e U; uma matriz
triangular superior quadrada de ordem k.

Uma condi¢&o suficiente para que V; tenha fatoragdo LU ((GOLUB; LOAN, 1989)) é:
det(V1;) #,0Vj=1,--- k. (40)

Obviamente, se V; satisfaz a condi¢éo acima, para qualquer j = 1,--- , k, a matriz V; possui
fatoragao LU. Além disso, se

Vi=L;Uj e Vipn = LjnUjp,
sendo (L;).x; € (U;);x; fatoragbes LU de V; e V., respectivamente, tem-se que
Ljpa = [Lj Lj]
e pode-se assumir que U; tem diagonal unitaria para todo j.

Teorema 2.2.1. Sgjarg € R", A € R™" ev; = AV 'rg, paraj = 1,--- , k. Suponha que
para cada j, det(V'1;) # 0. Entgo:

1. Ky = span{ly,--- ,l;}, sendo os vetores l; as colunas da matriz L, da fatoracdo LU de
Vi.
2. Paracadaj=1,--- k-1, tem-se

sendo L;, L;, as matrizes da fatoragdo LU de V; e V;,, e

i — | Hidixs
=
ejT
no qual (H;);«; € uma matriz de Hessenberg e e; = (0,--- ,0,1)T € R7,

3. lipa = Alj — L;LTAL;, Vj=1,--- k—1comly = vy =Ty

Demonstragdo
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1. Considere a fatoragdo LU da matrizV; = L;U;. Dessa maneira, os vetoresly,--- ,1; s&o

linearmente independentes devido ao fato de que, pela hipotese sobre V'1;, a matrizU; & ndo

singular. Assim, os vetores 14, - - - ,l; s&o uma base para o espago K, e consequentemente
span{ly,--- i} = Kr(A, 7).
2.
‘/}+1 = [’Ul Vg - ’Uj+1] = [TO A'l"o cee Aj_l’r'o Aj'r'o].
Assim, as j dltimas colunas de V., podem ser escritas como Arq, A(Arg), -, A(A7"'r).

Dessa forma,

[AT'O AQT'O s 'Aj’l"()] = A[’I’O A’I’O s Aj_lATo]
= AV,

Logo V;i1 = [ro AV;]. Seja I; a matriz identidade com dimens&o j x j. Considere a matriz

0 o ;
0 --- 0 B O1s
: Lo
0 O MG
Observe que
0 0
Vi | ] =[ro AV}] | 7 | = AV, (41)
1 I

Pela hipdtese det(V'1;) # 0, pode-se tomar a decomposicdo LU de V; e V1
Vi=L;Uj e Vi1 = LjaUjpr, sendo Ljy = [Lj Lja].
Sendo assim:

01

L.

J

0 .
LinUja | 9 | = ALU; — ALj = Lj\ Uy Ut (42)

j
Como U; é triangular superior unitaria, devido a fatoraggo LU, U j‘l também o é. Entao,
tem-se o seguinte produto:

[0 0 0 |
0 5 1 g Uiy
1X3 Uj—l _ li(f _ O 1 (43)
Ij Uj (G+1) x4 :
: U(j—1)xj
i 0 0 1 ]
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Seja a matriz

Hj=Ujn

01><J' -1
U-
e

com dimenséo (j+1) x j. Observe que sei > m+2, entdo h;,, = 0. De fato, a linhai de U,
01x;

fl
primeiras entradas ndo todas nulas e as demais nulas. Como i > m i 2=1—1>m+ 1.
Sendo assim, o produto da linha pela coluna se anula. Além disso, como as diagonais de

possui as i — 1 primeiras entradas nulas, enquanto a colunam de [ ] possuiasm+1

Uit1eU j_+11 s&o unitarias, os elementos h; ., ; = 1. Portanto, a matriz H ; tem a forma

hi T hy ;

1 h272 e hg’j

Hj = 0 1 h373 s hgyj
0 -+ 0 1 hy

Definindo (H,),~; como a matriz obtida de H; pela exclus&o de sua dltima linha, tem-se:

T
J

B H. _
i, = [ J ] — AL; =L;1H;, Vj=1,--- |k (44)
e
0 que prova o item 2.

3. Observe que

_ H.
ALj = Lj+1Hj = [LJ lj_|_1] [ e; ] = LjHj + lj+1ef. (45)
3
Se multiplicar a matriz identidade pela pseudo-inversa a esquerda de L;, tem-se

H; H;
LIAL; = LY[L; 1;14] [ e; ] = [LIL; Ll1;44] [ ej, ] : (46)

J J

Como L; e triangular inferior, entado L} tem o formato

211 0 0 0 0
T .
Li=1 : A :
Zin 0 oz, 000 - 0 o
Além disto, l;-.”+1 =0 -0l --- Lilj11). Logo L}lHl = 0,x1. Devido a fatoraggo LU,
tem-se
i H;
LiAL; = [1; 0jx1] o7 = H; (47)
J
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Novamente, da equacéao (45) tem-se

AL; = LL'AL; + 111 €T (48)

Portanto
lj_|_1 = ALjej — LjL;ALjej (49)
= Al; — L;L1Al;. (50)

Observe ainda que a equagdo (47) mostra que a linha i da matriz H; pode ser calculada por

T
Lt AL,

O processo de Hessenberg, que constroi os vetores [, € apresentado a seguir, com base
no Teorema (2.2.1).

Algoritmo 6: Processo de Hessenberg
Entrada: Matriz A, vetor rg, escalar n.

llz’U
parak=1,2,--- nfaca
paraj =1,2,---  k faca
Bj:uj/ljj
hjr = B;
Uj:O

paral=j5+1,--- ,nfaca
‘ ul:ul—ﬁjlj
fim

J

fim
hgy1 =1
lk:-',—l =u

fim

No algoritmo (6) pode ocorrer uma falha caso ;; = 0. Para contornar esse problema, usa-se
uma estratégia de pivoteamento, analoga a aplicada na Eliminagdo Gaussiana, equivalente
a substituir a matriz inversa de L, por

LL = (Y, L)Y (51)

sendo Y, = [y1 --- yx| @ matriz das permutagdes necessarias para a estratégia de
pivoteamento, com colunas yr = e, e p; € {1,---,n}. Sera mostrado agora como

determinar py..

Suponha que py, - - - , pr ja tenham sido obtidos e deseja-se determinar p;.. ;. Calcula-se,
inicialmente, u = Al e subtrai-se os mdltiplos de 14, - - - , I com o objetivo de eliminar os &
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componentes py, - - - , pr, de u para obter o vetor w. Escolhe-se i, tal que ||w||w = |w;, |-
Define-se py11 = 7y e 0 vetor [, é dado por

w

Lkt = (52)

20
Desta forma, o vetor I, € tal que ||lk+1||c« = 1, contendo & componentes nulas. O algo-
ritmo (6) produz uma matriz de Hessenberg superior unitéria H;, e uma matriz trapezoidal L,
nao unitaria. Usando o pivoteamento, o algoritmo a seguir produz uma matriz de Hessenberg
superior ndo unitaria e uma matriz trapezoidal inferior P L, unitaria (SADOK, 1999).

Algoritmo 7: Processo de Hessenberg com Pivoteamento
Entrada: Matriz A, vetor ry, escalar n.
Sejap = (Oa 1727' o 7n)T

Seja i, tal que |ro;,| = ||T0||~
l, = TO/TOiO
p1l < pi,
parak=1,2,--- nfaca
paraj =1,2,---  k faca
thg = up].
u, =0

paral=j+1,--- ,nfaca
| up, =y —cl

Ip,
fim
fim
se k£ < n entao
Determine i, tal que |u;| = ||u|o
Pk+1 7 Pig

hk+1,k = U4y
lpy1 = U/uio

fim
fim

O simbolo «> significa troca de valores das variaveis.

2.2.2 Descricao do Método CMRH

Seja a matriz A € R"*" e o vetor b € R"”, o método CMRH busca uma sequéncia de
aproximagées xi, - ,x, para a solugcao do sistema linear Ax = b, a partir de uma
aproximag&o inicial x, através da minimizagéo da norma residual ||b — Az || na k-ésima
iteracao:

min [|b — Awy||. (53)

O vetor aproximagao x; é dado por

Ty = To + 2k, 2K € Ky = span{ry, Arg,--- ,Akflro} (54)
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Se z € K, entdo Az € K1, bem como rg € K D Kiy1. Sendo assim
Az — 19 € Kiyq. (55)
Isso implica que existe u € R**! tal que
Az —rog=Lpju — u= LLH(Azk —Tp). (56)
A matriz LLH € uma pseudo-inversa de L, e por essa razdo o problema de minimizacao
min ||Az — 7o
ZeRy
€ semelhante ao problema de minimizagao
- t
Zp = L. (Az —1rg)ll. 57
k= min || L, ( o)l (57)

Por outro lado, se z € K, entdo existe y € R tal que z = L,y. Desta forma, tem-se

znéllgk LLH(AZ —To) = 5&[& HLJ,LH(Aka — 7o) (58)
. + k+1
= i [|LL (L Fiy = BLiner )] (59)
= min ||fe; ") — Hpyl| (60)
YRk
sendo ( = ||7o|| € 7o = BLis1€¥ ! pois Ly = H:(|’| . O algoritmo CMRH é apresentado a
0| |oco

seqguir.

21



Algoritmo 8: CMRH
Entrada: Matriz A, vetor b, xg, .
ro = b— Az
p=1[0,1,2,--- ,n]
Determine iy, tal que |ro;,| = ||70||
l, = 7‘0/7“0i0
D1 £ Dig
parak = 1,2, ... condigdo faca
paraj =1,---  k faca
hj,k = ’U,pj
u, =0
paral=7j+1,--- ,nfaca
‘ Uy, = Uy, — cl
fim
fim
se k < n entao
Determine iy € {k + 1---n} tal que |u| = ||up,,,:p, |00
Pr+1 7 Pig
Pi1 ke = i
lpr1 = u/u;,

py

fim

se k =nou|lb— Axy|| < ¢ entdo

x) = To + Liyyk, sendo que yx, minimiza || Hyyx — ro;,e1 V||, y € RE
Pare a iteragéao!

fim

fim

A resolugéo pelo método CMRH também recai em um problema de minimizagdo. Para
isto, serd utilizado o mesmo procedimento adotado no método GMRES: Fatoracdo QR via
rotacao de Givens. A aplicacdo desse procedimento ira transformar a matriz H, em uma
matriz triangular e o sistema pode ser resolvido utilizando retrosubstituicdo. Assim como o
GMRES, o método CMRH pode apresentar alto custo computacional caso a quantidade
de vetores da base do subespaco de Krylov seja grande, devido ao espaco de meméria
utilizado. Nesse caso, novamente utiliza-se uma verséo reinicializada -CMRH(m)- sendo
a aproximagao inicial o ultimo vetor calculado. Essa versao é apresentada no algoritmo a
seguir.
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Algoritmo 9: CMRH (m)
Entrada: Matriz A, vetor b, xg, , m.

To = b— ACUO
p = [031927"' 7n]
Determine iy, tal que |ro;,| = ||70||
Li=7o/[|T0sll
D1 < Pig
parak=1,2,--- ,m faca
paraj =1,---  k faca
hj,k = ’U,pj
u, =0

paral=7j+1,--- ,nfaca
‘ Up, = Up, — Cljpz

fim
fim
se k < n entao
Determine iy € {k + 1---n} tal que |wio| = |2y, ., p, ||
Pr+1 < Pig
hk+1,k = Ujy,
L = w/|ug ||
fim
se k=nou|lb— Az, < || entdo
xy = To + LYk, sendo que yx minimiza || Hyyx — ro;,e1 V||, yr. € R*
Pare a iteragéo!

fim

fim

Ty = To + LiyYm, s€ndo que y,,, minimiza || H,,y — (ro)i,e1™ V||, y € R*
Lo = m

Volte ao inicio.

2.2.3 Analise Computacional

Seja A a matriz do sistema Ax = b cuja dimensdo é n x n € seja n, 0 numero de

elementos nao nulos desta matriz. O processo de Hessenberg, na k-ésima iteragao, requer
k

> (n—j) = nk — k(k + 1)/2 multiplicagGes além de um produto matriz-vetor com n(n — k)
j=1
multiplicagdes, sendo n(n — k) < n,. Para m iteragbes, o algoritmo requer cerca de

nm?/2 —m3/6 + Zn(n — k) multiplicagbes. Portanto, o processo de Hessenberg tem
k=1

custo computacional menor que o processo de Arnoldi.

Para calcular o vetor u = AL, sdo necessarias n(n — k) multiplicagdes para uma matriz
densa e n(n — k) < n, para uma matriz esparsa. Sem considerar o célculo de y, 0 método
CMRH necessita, para a k-ésima iteragéo, kn + n(n — k) com n(n — k) < n,. Por isso, o
método CMRH tem custo computacional menor que o método GMRES (SADOK, 1999).
Assim como no GMRES, a complexidade para calcular os vetores y, solugao do problema
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de minimos quadrados, é O(nm?).

2.2.4 CMRH com Sobre-armazenamento

Nesta subsecao, sera feito um resumo sobre 0 método CMRH com sobre-armazenamento
(CMRH-OVER), outra versao do método CMRH proposto por (HEYOUNI; SADOK, 2008).
Este método apresenta uma implementagéo sem a estratégia de reinicializagéo. A principal
diferenga entre os métodos CMRH e CMRH-OVER ¢ a forma de armazenar as matrizes
A, L e H. Diferentemente do método CMRH, o método CMRH-OVER n&o armazena trés
matrizes, mas apenas uma. Isso diminui expressivamente o uso de memoria. Neste método,
as matrizes L, e Hj, s@o escritas sobre a matriz A do sistema Ax = b. Resumidamente,
o método pode ser divido em duas partes: construcao da base para o espago de Krylov
através do processo de Hessenberg e a resolucao do sistema por fatoracdo QR.

Apbs k iteracdes do algoritmo que constrdi a base para o espacgo de Krylov, através do
processo de Hessenberg, obtém-se uma matriz L, trapezoidal inferior unitaria. Ao calcular
o produto Al, as k — 1 primeiras colunas da matriz A nao sao utilizadas. Assim, para
minimizar o uso de meméria, a parte superior de H;, e a parte inferior de L, podem ser
escritas sobre a matriz A . Um vetor h com dimensao k£ armazena a subdiagonal de Hj. O
algoritmo abaixo descreve o processo de Hessenberg com sobre-armazenamento.

Algoritmo 10: Processo de Hessenberg com sobre-armazenamento.
Entrada: Matriz A, vetor b, xg, €, m.

p:[la 7n]T
Determine i, tal que |v;o| = ||v]|o
f=vi,v=0v/p

Dio < P1; Vip <— U1
AiO,: — Al,:; A:,i[) — A:,l
para k = 1 até m faca
u = A:,k + A:,k—i—l:nvk—i—l:n
Ak,k+1:n = Vk+1:n
para j = 1 até k faca
Ach =Uj, U; = 0
Ujt1n = Uj41:n — Aj,k'Aj—i-l:n,j
fim
Determine i, tal que |vi| = ||v||
his1 = Uio; v = w/hipy
Pio < Pk+1; Vio < Vk41
Ajo > Apgr, Ao — Aijna

fim

Assim como o CMRH, o CMRH-OVER € um método que usa projecao sobre o espago de
Krylov Ki(A, o), baseado no processo de Hessenberg e consiste em criar uma sequéncia
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de aproximacgoes x1, - - - , xx da forma
Ty = T + 2k, 2k € Kk(ATO)
para o sistema Ax = b, sendo rq = b — Axg 0 residuo inicial.

A matriz L;, com dimensao (n x k) é calculada pelo processo de Hessenberg e suas colunas
formam uma base para o espaco de Krylov. Dessa forma, z, pode ser escrito como uma
combinacao linear das colunas de L;. Sendo assim, tem-se

ZE = Lkdk

com d;, € R*. Assim como no CMRH, o objetivo do método é minimizar o residuo e a
aproximacao x, € obtida como

T = g + Lkdk

e dy, € calculado através do problema de minimos quadrados

min ||feq — Hpdygl|.
dj crE+1
Para resolver o problema de minimos quadrados, o método transforma a matriz de Hes-
senberg H;, em uma matriz triangular superior por fatoracdo QR através do processo de
Rotacdes de Givens, essencialmente, os mesmos procedimentos usados no método CMRH.
O algoritmo completo do método CMRH-OVER ¢é apresentado a seguir.
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Algoritmo 11: CMRH com sobre-armazenamento.

Entrada: Matriz A, vetor b, solugao inicial g € €.

p=1I1,--- m]T

b= b—A.’EQ

Determine i, tal que |b;o| = ||b]]x
B =0bp;b=0b/p

Pio < P1; bio <— by
Ajo A1y Ao —— Ay
para k = 1 até a convergéncia do método faca
u = A:,k + A:,k:-l—l:nbk-l-l:n
Ak,k+1:n = bk+1:n
para j = 1 até k faca
Aj,k =Uj;, U; = 0
Wjt1m = Wjtrm — AjpAjiim

fim
Determine i, tal que |u;,| = ||u||x
h=up,;v=u/h
Dio < Pk+1; Vio < Vg1
Ajo —— App1 Ajo <— A
Atualizacao da Fatoracdo QR de H;,
Aplique as rotagdes de Givens sobre a k- ésima coluna de Hy, ou seja aplique

F,,i=1,--- k—1 sobre [Axx,h]
Calcule os coeficientes ¢, e si
TSk+1 = —SkTSk, 'S = CiT'SE
Ap e = ckAp g + sih
Se |rsg41 < €|, siga passo 2.
Passo 2:
Resolva H.d;, = fe;q
T = g + Lkdk
Reordenacao dos componentes de xy,
para: =1, --- ,nfaca

‘ bpz‘ = Tk,
fim

fim
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Além de ter um custo de armazenamento menor que o CMRH, uma vez que os vetores
que formam a base do espaco de Krylov sdo armazenados na prépria matriz A, este
método executa, na k-ésima iteragdo, um produto matriz-vetor, como no CMRH, porém nao
da matriz A inteira, mas sim das n — k colunas de A. Portanto, a medida que k£ aumenta,
o método executa menos multiplicagdes. Isso o torna mais eficiente que o CMRH. Uma
consequéncia da forma como esse método armazena os vetores € que, ao fim do processo
iterativo, a matriz A esta totalmente modificada.

2.3 LCD

O método LCD foi desenvolvido para resolver sistemas lineares do tipo Ax = b, sendo A
uma matriz ndo singular e ndao simétrica (DAI; YUAN, 2004). O método consiste basicamente
em encontrar um conjunto de vetores de diregdes conjugadas a esquerda de A, que formam
uma base do espaco vetorial, no qual a solugdo exata =* = A~'b pode ser obtida através
de uma combinacgdo linear dos vetores dessa base.

Definicao 2.3.1. Os vetores p1,p2, - - , pn S0 chamados de dire¢bes conjugadas a es-
querda de uma matriz real A ndo singular se

TAp,; = < 7
{pz p; =0V i<y; (61)

plAp; 0V i.
Seja P = [p1 p2 -+ pn] @ matriz cujas colunas sdo os vetores py,pa2,- - ,Pn, €NLE0 a

matriz L, definida como L = PT AP, é triangular inferior com L;; # 0.

A seguir, serao vistas quais as condicées necessarias para que uma matriz tenha vetores
de direcbes conjugadas a esquerda, assim como um algoritmo para sua construgao.

Seja A € R™" uma matriz ndo singular e seja o conjunto {p1, p2, - ,Pn} C R" formado
por vetores de direcdes conjugadas a esquerda de A. Entao py, p2, - - - , pn 80 linearmente
independentes.

De fato, assuma que P = [p; p2 - -+ pn]. Pela definicdo, tem-se
PTAP =1L
sendo L uma matriz triangular inferior e portanto 1;; # 0. Entao,
det(PTAP) = det(L) # 0.

Sabendo que det(PTAP) = det(PT) - det(A) - det(P) e, da ndo singularidade de A , segue
que det(P) # 0. Portanto, {p1, p2,- - , Pn} S80 linearmente independentes.
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Lema 2.3.1. Suponha que p1,--- ,p; € R"™ sejam diregcbes conjugadas a esquerda de uma
matriz A néo singular. Seja S; = {u € R" : pf Au =0V i =1,2,---1}. Entdo para cada
uy € S)\{0}, deve existir algum vetor us € S, tal que uT Aul # 0.

Demonstracao: Sejam p,,--- ,p, diregbes conjugadas de A e T; = span{p1,- - ,pi}-
Como os vetores p; séo linearmente independentes, entdo dim(1;) = .
Se u € S, pela definigdo de S;, tem-se que Au € T;-. Por outro lado, se v € T;-, entdo
pfv=0Vi=1,---,l e existe um dnico u, € R" tal que v = Au,, pois A é ndo singular.
Decorre que:

Vi=1,---,1:0=p;v =p;Au, = u, € 9. (62)

Sendo assim, existe uma correspondéncia 1 — 1 entre os elementos de S, e de T;-. Portanto
dim(S)) = dim(T;") =n — 1 (63)
Ainda como consequéncia da discussao acima,
T ={veR"vTAu =0, Vuce S} (64)
Pela definicdo de direcdo conjugada a esquerda, tem-se
P} Auy =y p) Apy, 7 0.

Seul'Au =0, Yu € S, entdo u, € T, e portanto

!
u; = E Q;P;.
i=1

Como u; # 0, escolha o menor indice i tal que o; # 0, que sera denotado por i,. Desta
forma

l l
PLAuy =pLAY api =) a;plAp;
=1

=10

e, pela definicdo de direcoées conjugadas a esquerda,
Py Auq = a;,p} Api, # 0.
Por outro lado, como u, € S;, pg;Aul = 0. Uma contradicdo. Logo, existe us € S) tal que
ul Au, # 0.
[

Lema 2.3.2. Suponha que py,--- ,p € R" (I < n) sejam diregbes conjugadas a esquerda
de uma matriz A ndo singular. Suponha que u; e uy sdo vetores em S, com ul Aus # 0.
Entéao existem numeros reais ndo nulos o e 3 tais que os vetores p;y,--- ,pi—1, D} =
P+ auy, Py = pL+ Bug S0 + 1 diregbes conjugadas a esquerda de A.
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Demonstragcdo: Como p., - - - , p; S0 diregbées conjugadas a esquerda de A, para que ﬁ;‘”
e ﬁﬁl também sejam, basta encontrar o e 3 tais que:

P AP # 0, (65)
ﬁlT+1A1_71+1 # 0, (66)
P Api1 # 0 (67)
ﬁlTAz_jl = p;FApl + Oéqupl + QQuTA'u,l
Pl ADiy =  pFAp + BulAp + f*ul Aus (68)

D AP, = plAp + auT Apy + aful Aus,.

Seja o/ o conjunto de todos os « tal que p{ Ap, = 0, e % o conjunto de todos os {3 tais que
2_9lT+1A1_71 11 = 0. Observe que </ e % possuem no maximo dois elementos uma vez que, do
conjunto de equacgoées (68), tem-se o e B como incognitas de equacgdes de grau 2. Ent&o,
existe algum « ¢ o/ U {0} tal que

Pl Api+ auf Ap,
aul Au,

B = ¢ 2 U{0}. (69)

Assim, desde que o ¢ <7 e § ¢ 9B, entdo as duas igualdades (65) e (66) continuam validas
assim como « e 3 satisfazem (68). Isso completa a prova. ]

A demonstracao do Lema (2.3.2) pode ser encontrada em (DAI; YUAN, 2004).

Teorema 2.3.1. Para cada matriz A € R™" n&o singular e ndo antissimétrica, AT # —A,
existem n dire¢ées conjugadas a esquerda.

Demonstracao: Desde que A seja ndo antissimétrica, existe um vetor p, tal que p;* Ap, #
0. Este vetor p; pode ser considerado como uma dire¢do conjugada a esquerda de A.
Geralmente, assume-se que | (< n) diregbes conjugadas a esquerda p;,--- ,p, foram
encontradas. Entdo pelo Lema (2.3.1), existem u; e u, € S; que satisfaca u,* Aus # 0, e
pelo Lema (2.3.2), existem | + 1 dire¢cées conjugadas a esquerda de A e, por indugdo, A

possuin direcdes conjugadas a esquerda (DAI; YUAN, 2004). [ |
Seja A € R™*™ uma matriz ndo singular e ndo antissimétrica e sejam py, p2, - - - , P, Vetores
de diregcdes conjugadas a esquerda de A. Dado um vetor g € R" fixo, € possivel escrever
qualquer € R™ como uma combinagao Unica de {p1, p2,- - ,Pn} na forma
T =9+ Y upi, (70)
=1
sendo que «; (i = 1,2,--- ,n) é determinado unicamente por {py, p2, - ,Pn}, UMa vez

que esses vetores sao linearmente independentes. Seja «* a solugao do sistema Ax = b,
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segundo a observacéao (70), tem-se
x* =xo + Z o;Pg (71)
i=1

para um dado xq fixo. Uma vez que x* é solugdo de Ax = b, entdo

A (mo +> a@-pi> =b, (72)
=1

portanto
Azo+ ) iAp; = b. (73)
=1
Seja r o vetor residual, ou seja, a diferenca entre b e Ax*. Sendo assim, tem-se

r=>b— Ax*. (74)

Da Equagéo (72), tem-se
r = b— Axg — Z a; Ap; (75)

=1
= ro— Y aiAp; (76)
=1
sendo ro = b — Axq 0 residuo inicial. Como o objetivo do método LCD é fazer com que o
residuo se anule, r = 0, € necessario encontrar os coeficientes «;, @ = 1,--- ,n uma vez
que os vetores p1, - -+ , Py ja deverao ser conhecidos. Como os vetores sao linearmente
independentes, o residuo r sera nulo caso ele seja ortogonal atodo p;, i =1,--- ,n,0u
seja,

piir=0,Vji=1,--n (77)

Tem-se entao

0 = pf (ro—ZaiApi) (78)
1=1

= pf(rg—alApl _'“_OéiApi_ "'_anApn) (79)
i—1

- pzT <T0 - Z ajAp; — i Ap; — Qi1 Apipr — - — OznApn> . (80)
j=1

Sendo

i—1

Ti—1="T0 — E OéjApjv

j=1
pode-se reescrever (80) como

Py ric1 — P} Ap; — 01D} Apiyr — -+ — anp; App =0, (81)
=0 =0
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e concluir que

PfTi—l - CYz‘p,TApz’ =0, (82)
ou seja
T
D; Ti—1
i = G (83)
P?Apz'
sendo
ry = b—Ax; =11 — ;Ap;, (84)
Ty = To+ Z QPr = Ti—1 + O4P;. (85)
k=1
Da discusséo anterior, uma vez conhecidos os vetores {p, - - - , pn }, n diregdes conjugadas

a esquerda de A, o algoritmo LCD é descrito abaixo.

Algoritmo 12: LCD

Entrada: Matriz A, vetores x, b e os vetores conjugados a esquerda {p1, p2, - ,Pn}
To — b— ACCO
para k = 1 até pare faca
_ pgrk—l
pprk
se p; Apy, = 0 entdo
| Pare
fim
senao
T = Te—1 + Pk
T =b— Az =181 — 1 Apy
fim

677

fim

Teorema 2.3.2. Sgja A € R"*" uma matriz nao singular e ndo antissimétricae p1,- -+ , Pn
um conjunto de vetores de diregées conjugadas a esquerda de A. Na auséncia de erros
de arredondamentos, o algoritmo LCD obtém a solugdo exata do sistema Ax = b com no
maximo n iteragoes.

Demonstragcao: Pela equagao (71), a solugao do sistema Ax = b pode ser determinada por
P1, - ,Pn € pelo vetorxy € R™*" da seguinte maneira:

T* = xo + Z ;P (86)

=1
O método LCD obtém a solugio se existir k < n tal que r,, = 0. Suponha que ry, # 0,Vk =

1,---,n—1. Assim,

rn:b—Amn:b—Amo—ZaiApi.

i=1
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Escolhe-se «; de modo que r,, seja ortogonal a todo p; (i = 1,2,---,n) linearmente
independente. Pode-se concluir que r,, deve ser nulo e, consequentemente, x,, € solucao
do sistema Ax = b. |

2.3.1 Construcéo das Direcoes Conjugadas a Esquerda

Seja A uma matriz ndo singular e ndo antissimétrica. Uma das dificuldades do método
LCD é determinar um conjunto de vetores de direcées conjugadas a esquerda de A que
sejam linearmente independentes. O modo como serdo construidos esses vetores sera
apresentado a seguir. Suponha que

K
Pk41 =Tk + Z BiPi; (87)

=1

sendo p; escolhido de forma que pf Ap; # 0. Segundo a Definigao (2.0.1), para todo
j: ]-727”' ,k’,

p;pAkarl =0,
ou seja,
pT Apy 0 0 B pT Ary,
pérApl pprz 0 Bo P;Ark
: . = . (88)
: : 0 :
p}prl pZApz - 0 Br p;;rAT'k
Ao resolver esse sistema, cujas variaveis sao i, o, - - - , Bk, tem-se a seguinte relacao de
recorréncia:
o = Tk (89)
8 = _pffCIi—l (90)
p; Api
4G = Qi1+ Bip; (91)
Pr+1 = Qg (92)
(93)
Portanto, se p; é tal que plTApl # 0, arelacao de recorréncia acima fornece ps, ps3, - , Pn

e, de acordo Dai e Yuan (2004), o método LCD é descrito pelo seguinte algoritmo:
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Algoritmo 13: LCD2

Entrada: Matriz A, vetores x4, b, p; sendo que pT Ap; # 0.
T = b — Awl,

g1 = Ap:

para k = 1 até n faca

ap = Py Tk/Dy, Ak

Tpt+1 = Tk + APk

T+ 1 =17y — apqg

D1 =Tk
Qr+1 = APrt1
parai:=1,2,--- ,nfaca
8, = %
D; q;

Pk+1 = Prk+1 — BiDs
Qk+1 = Qr+1 — Biq;
fim

fim

Na primeira parte do algoritmo (13) ha o armazenamento de n vetores py e n vetores q,
além de dois produtos matriz-vetor para encontrar x,. Um algoritmo reinicializado, como o
GMRES(m), € proposto por Catabriga, Coutinho e Franca (2004). Nesse algoritmo, /,,,4. €
0 numero maximo de reinicializagdes, tol é a tolerancia para o residuo, m é o nimero de
vetores de direces conjugadas a esquerda de A para cada processo de reinicio. Catabriga,
Coutinho e Franca (2004) escolhnem p; = rparal =1e p; = pgy1 paral =2,3,--- com
base em experimentos numéricos.
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Algoritmo 14: LCD(m)

Entrada: Matriz A, vetores xq € k, 1,42, tol.
ro = b — Axy;

Determine p; tal que pT Ap; # 0;

paral =1 até l,,,, faca

parai: =1 até m faca

q; = Airpi;
Q; = p,’ ;:i—l ,
qi Di

T; = Tj—1 + OGP;;
ri =b— Ax; = r;_1 — o; Ap;;
se ||r;|| < tol entao

| Pare oloop e x; é solugéo;

fim
senao
| Pit1 = T4

fim

para j = 1 até : faca
3, — _qJsz'-q-y

’ ap;’

Pit+1 = Pit1 + Bip;j

fim

fim

Escolha um novo p; tal que p] Ap; # 0.
fim

2.3.2 Analise Computacional

Seja A a matriz do sistema Ax = b, suja dimenséo é (n x n). Para calcular o vetor g; e
o residuo r;, efetua-se produto matriz-vetor com custo n? e n? + n, respectivamente. Os
vetores ay; e x; realizam 4n — 2 e n operagdes. O vetor 3, realiza 4n — 2 enquanto o vetor
p; executa 2n operagdes. Em média, cada iteragdo executa 2n? + 3n(3 + 3m) operagdes.
Como todas as operacoes estao dentro de um loop que varia de 1 até m, ao término do
algoritmo sdo executadas aproximadamente 2n?m + 3mn(2+ 3m) operagdes, determinando
que a complexidade do algoritmo seja O(2n*m,).
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Capitulo 3

A Equacao de
Conveccao-Difusao-Reacao Transiente

A equacgao de convecgao-reacao-difusdo-transiente esta presente em problemas onde
pode ser observado, por exemplo, o transporte de um poluente em um fluido. Sem o
termo transiente, podem ser vistas aplicagdes na equacao de Helmholtz para modelagem
de acustica exterior (HARARI; HUGHES, 1991), equagbes constitutivas viscoelasticas
para modelar as tensdes extras em escoamentos de fluidos ndo-newtonianos (CROCHET;
DAVIES; WALTERS, 2012) e em equacgdes constitutivas para modelar as quantidades
de turbuléncia k e ¢ (ILINCA; PELLETIER, 1998). Um sistema que trata do escoamento
de fluidos em meios porosos, sem o termo reativo € apresentado por (WERNER, 2011).
Neste capitulo, sera apresentada a formulagdo numérica dessa equacao usando o método
de Galerkin no contexto do MEF (SOLIN, 2006). Este capitulo foi baseado no trabalho
(MULLER, 2014).

3.1 Caracterizacao do Problema

Seja Q = Q x (0,7), onde Q C R? é um dominio aberto com fronteira poligonal T e
(0,T),comT > 0eT € R, ointervalo de tempo. A equagdo de convecgéo-difusdo-reagdo
transiente consiste em encontrar a fungéo u = u(z,t), tal que

ou+V - (—eVu+up)+ou = f, em Q; (94)
u = gp, em I'px(0,T); (95)

e(Vu-n) = gy, Iy x(0,7); (96)

u(z,0) = wup(x), em Q, (97)

sendo que t € (0,7") é o tempo, € > 0 é o coeficiente de difusdo, considerado constante
neste trabalho, z = (x,y) € Q é o vetor posigdo, o > 0 é o coeficiente de reagao, 5 :
Q x Q — R? é o campo de velocidades, f : Q — R é o termo de fonte, gy : Ty x (0,7) — R

35



é a condigao de contorno de Neumann e ug(x) : 2 — R a solugéo inicial. A equagéo(94)
representa uma equacao diferencial parcial parabdlica com condigdes de contorno prescritas
na fronteira (I'p e I'y) em que I', é a parte da fronteira onde as condi¢des de Dirichlet
séo prescritas e I'y = I" \ I'p é a parte da fronteira onde as condi¢gdes de Neumann sao
conhecidas. Na equacao acima tem-se:

2 2
Laplaciano de u(z,y) : A(u) = % n g_y?;;
Gradiente de u(z,y) : V(u) = <%, g_Z> ;
Divergente de f(z,y) : V-(B8) = g_i X g_g — Bt B,

Da equagdo (94), tem-se que V - (—eVu) é o termo difusivo, ou é o termo reativo, V - (u3)
€ o termo convectivo e 0;,u é o termo transiente. Para que u seja solugdo da equagao
de conveccao-difusao-reacao-transiente, devem ser satisfeitas as seguintes condigcdes:
ue C*Q)NCQ), f € C@Q),B8 € [C@Q)Pgp € C(Tpx(0,T),gy € C(Tnx(0,T)) e
uy € C(9).

Assume-se que o campo de velocidades seja incompressivel, ou seja, a densidade do
fluido é constante e consequentemente, a massa especifica ndo é funcao das coordenadas

espaciais, tampouco do tempo (FOX, 1998). Esta condicdo pode ser descrita na seguinte

equacao:
vV-pg = 0.
Desta forma
V- (—=eVu+up) = —eV-(Vu)+ V- (up)
= —eAu+uV-g+5-Vu
= —eAu+p-Vu.

Pode-se entdo reescrever o problema (94)-(97) da seguinte maneira:

ou—eANu+p-Vu+ou = f, em Qx(0,7T); (98)
u = gp, em I'px(0,T); (99)

e(Vu-n) = gy, em I'y x (0,7); (100)

u(z,0) = wup(z), em Q. (101)

3.2 Formulacao Variacional

A fim de obter a solugdo do problema (98)-(101), passa-se a sua formulagéo variacional.
Para isso, alguns espacos de fungdes, com seus respectivos produtos internos e normas
usuais, serao apresentados para serem utilizados.
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O espago de Hilbert L?(Q2) das fungdes quadrado integraveis em 2 é definido por

L*(Q) = {v Q- ]R;/ lv|*dx < oo}
Q
onde seu produto interno é

<mw=[y@ww@wmﬂ

e a norma por ele induzida é
[|v]lL2@) = V/(v,0).

Define-se também, para esse problema, os espagos de Hilbert H'(2) e HJ () por

H'(Q) = {v c L*(Q); g—z, g—; € LZ(Q)} ;
Hy(Q) = {ve H'(Q);v=0em 00},

com produto interno

wmm@:[ymmm%m+me»wmﬂwQ

e norma
HUHHl(Q): (U>U)H1(Q)>
onde as integrais presentes sao definidas no sentido de Lebesgue e as derivadas sao

tomadas no sentido das distribuicoes (QUARTERONI, 2010).
Seja V um subespaco de H'! onde

V={veH(Q);v=0paratodo x € I'p},x = (z,y). (102)

As funcgbes teste v € V satisfazem as condi¢coes de contorno homogéneas em I'p e
nao séo dependentes do tempo. A funcéo solugédo u pertence a outro espaco de fungdes,
conhecido como espaco de fungbes admissiveis. Para o espago das fungdes admissiveis
€ transferida a dependéncia do tempo da funcao solucao u. Esse espaco de funcdes é
definido por

Sep = {ulu(.,t) € H(Q),t € [0,T] e u(x,t) = gp paratodo € I'p}. (103)

Isso equivale a dizer que para cada t € [0, T fixo, u(t) € H'(Q2) e satisfaz a condigédo de
Dirichlet, ou seja, u(t) = gp em I'p. A formulagéo variacional de uma equacéo diferencial
€ obtida multiplicando-se a equagao por uma funcao teste e integrando o resultado no
dominio. Ao multiplicar a equacao (98) por uma funcao teste v € V' e integrando o resultado
em (2, obtém-se a seguinte equacao integral:

/((&eu)v —eAw+ (8- Vu)v+ ouww)dx = / fudx.
Q Q
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Ao usar a identidade de Green, pode-se expandir —e/ Auvdx da seguinte maneira:
Q

—6/ Auvdx = e/ Vu - Vdx — 6/(Vu-77)vds
0 0 r

= G/Vu-Vvdx—e/ (Vu-n)vds—e/ (Vu - n)vds
Q rD

N
= e/Vu-VvdX—/ gnvds,
r N

pois,emI'p, v = 0e,em 'y, e(Vu-n) = gn. A formulagéo variacional continua do problema
(98)-(101) é, portanto, definida da seguinte forma: dados f, gp, uo, para qualquer t € (0,71,
encontrar u(z,t) € S,p, tal que

/(&u)vdx—i—/(eVu-Vv—l—(5-Vu)v+auv)dx: / fvdx—i—/ gnvds, Yv € V. (104)
0 Q Q TN

E possivel reescrever a equacao (104) de maneira simplificada
(Qyu,v) + a(u,v) = 1l(v),Yu € V (105)
onde a(-, -) € uma forma bilinear definida por
a(u,v) = /Q(EVU Vv + (6 - Vu)v + ouv)dx

e l(-) é o operador linear dado por,

[(v) :/vadij/FNngds.

O problema (98)-(101) é chamado problema classico ou formulagao forte. A equacgéo (105)
é chamada formulag&o variacional. A forma fraca ou formulagéo variacional é a ferramenta
basica para a discretizacdo espacial via método de elementos finitos de um problema
de valor de contorno (e inicial). Observe que a integracdo por partes (via teorema do
divergente) do termo difusivo (operador com derivadas de segunda ordem) nos permite
introduzir naturalmente a condigao de fluxo prescrita em I'y, além de reduzir a regularidade
imposta sobre u no problema classico. Ou seja, pode-se buscar uma funcdo u que pertenca
ao espago H'(2), paratodo t € (0,7].

O Método de Galerkin baseia-se em converter o problema variacional continuo em um
problema discreto, cujas fungbes (admissiveis e testes) pertengam a espagos de dimensao
finita. O método determina uma aproximacéao de valores de u em determinados pontos do
dominio §2. Assumindo que as condi¢des de contorno de Dirichlet sejam homogéneas, ou
seja, gp = 0, para cada ¢ fixo, os espagos S,p e V' sdo iguais. Nesse caso, considerando
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V}, subespacgo de dimenséo finita de V' = sy, 0 Método de Galerkin consiste em restringir o
problema (105) a esse espago, ou seja, para qualquer ¢ € (0, T| encontrar u;, € V;, tal que

(Oguup, vp) + a(un, vy) = U(vp), Yo, € V), (106)

sendo que uy, e v, S&o aproximagodes de u e v, respectivamente. As fungdes uy, e v, sao
construidas através de combinacgdes lineares das fungdes que pertencem a base escolhida
do espago Vj,.

Observacao 3.2.1. Os espacos V eV}, sdo vetoriais, enquanto que Syp, com gp # 0 e
Sy, (sendo que S;, C S,p tem dimenséo finita) ndo sgo. De fato, se u, e uy € Syp, entdo
w|rp + u2lrp = 2gp ¢ Syp. Para o método de Galerkin, considera-se o mesmo espago
de aproximacdo para as fungcées admissiveis e teste. Para aplicar o método no caso em
que gp # 0, estende-se gp € C(I'p) para o restante da fronteira I' introduzindo a fungao
gp € C(I) tal que

gp = gp em I'p.

A fungdo gp €é uma extensao continua da fungdo gp. Pode-se considerar para todot € (0,T],
Up = ’ljh + Gh,

tal que u, € V;, e G, € HY(Q) satisfazendo G, = gp emT'. G, é a extensdo da fungao
no dominio todo. Usando esse argumento, o problema (94) pode ser escrito da seguinte
maneira: dado t € (0, T encontrar u;, € V,, tal que

(Bytin, vp) + aliin, vy) = L(vn), You € Vi, (107)

no qual

Z(Uh) = Z(Uh) — [(&Gh, Uh) + Cl(Gh,Uh)]. (108)

3.3 Elementos Finitos

Sera agora feita uma apresentacdo sobre MEF. Considere uma parti¢céo 7, do dominio
em n,; subdominios (triangulos ou quadrilateros) dada por 7, = {2} = Q,Q, -+ ,Q,,, de
modo que

el
Q= UQE e QZQQ] :@7 Zuj: 1727'” ) Nl Z#.]
e=1
Um exemplo de partigao triangular no dominio [0, 1] x [0, 1] definida de maneira uniforme,
ou seja, na qual todos os tridngulos possuem o mesmo tamanho, pode ser observada na

Figura 1.
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1/3 it et
0 1/3 2/3 1

Figura 1 — Triangulagéo do dominio [0, 1] x [0, 1].

Os elementos da particdo sao chamados de elementos finitos e os vértices dos triangulos
sao chamados de nés da particao (ver Figura 1) . Seja h. o didmetro do elemento triangular
(2. e 0 parametro caracteristico da malha 7, como sendo h = maxz{h.}. A cada vértice z;
(na figura 1 marcado com o simbolo ®) que nédo esteja prescrito com condigées de contorno
de Dirichlet associa-se uma fungao ¢; € V' satisfazendo

1, sei=y;

pilwi) = { 0, sei=#j. (109)

Para determinar o espaco V},, deve-se construir uma base para esse espaco. Seja, entao

B:¢1’¢27'” a¢n

uma base para o espaco 1}, associada a particao/triangulacdo 7,. Na equacéao (109), a
fungdo ¢; € igual a 1 no n6 x; e 0 nos demais nés da partigdo. Por definigéo, ¢; € uma
fungéo continua em ) e afim (a + bz + cy) em cada tridngulo 2., como pode ser observado
na figura abaixo.

s
1(‘!‘""

Figura 2 — Func&o base ; - Figura extraida de (SULLI, 2002)

As fungdes 1, pso. - -+, , s@0 linearmente independentes. Define-se o espago V), como o
espago gerado pelas fungdes ¢;. Por isso, uma fungéo arbitraria u;, € V}, pode ser escrita
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como uma combinagao linear dessas fungdes, ou seja, para cada t € (0,77,

=) ap;(x). (110)
j=1
A propriedade (109) implica que em cada vértice x;,7i = 1,2,3,--- ,n da malha,
up(xi,t) = aro1(x) + -+ @imr i1 (%) Fai 0i(x) Faq i (35) + 0+ en(X)
=0 =0 =1 =0 =0
= o %’(Xz’)

=1

isto €, as coordenadas «ay, - - - , a,, da combinagéao linear sdo dadas por

a; = o;(t) = up(x4, ).

Ao substituir (110) em (106), obtém-se

<0t2aj(t)<pj(x),vh> +a (Z aj(t)goj(x),vh> = l(vp), Yo, € Vj.

De outro modo

n n

Z(@W@l CY] +Za¢]790l Oé] Z(QDZ), 221727 y 10,
j=1 j=1
que é simplesmente um sistema de equacdes diferenciais ordinarias que, escrito de forma
matricial, é
MU (t) + KU (t) = F(t), (111)
U(0) = Uy (112)
sendo que U, é a solugéo inicial (vetor), M = [m;;],,x, € R"*" é a matriz com os seguintes
elementos

mij Z(%,soj):/soi%dx
Q

F = [f:], € R™ é o vetor com os elementos

fi=(fr0i) + (gn, pi)ry /fsolder/F fwids,

K = [kijlnxn € R™™ & a matriz com os elementos

kij = alpi, pj) = / (eVpi - Vi + (8- Vj)ei + opip;) dx,
Q
U = [u;], € R™ é o vetor incégnita com
uj = o = un(x;,1).

Pelas condi¢des sobre a equacgao (111), o sistema (111)-(112) possui solugdo unica devido
ao Teorema de Existéncia e Unicidade para sistemas de EDO’s (IORIO, 2001), (FIGUEI-
REDO, 2000). Ao resolver este sistema de equacdes diferenciais ordinarias, encontra-se
uma aproximagao para a solugao desejada no instante ¢. Para resolver numericamente,
sera utilizado o método de diferencas finitas de Crank-Nicolson.

41



3.3.1 Método de Estabilizacdo SUPG

Quando a conveccao domina em relacao a difusao em problemas de conveccgao-difusao, o
método de elementos finitos de Galerkin ndo € adequado para resolvé-los (QUARTERONI,
2010), (BROOKS; HUGHES, 1982). A solugéo aproximada obtida pelo MEF apresenta
oscilacbes que comprometem a estabilidade do método em situagdes como a descrita
anteriormente. S&o0 entdo utilizados métodos estabilizados (métodos de Petrov-Galerkin)
para contornar esses problemas no método de Galerkin. Adiona-se entdo um termo que esta
relacionado com o residuo da equacao e € balanceado por um parametro de estabilizagao.
Neste trabalho utiliza-se o método de estabilizacdo SUPG (Streamline Upwind Petrov
Galerkin)(BROOKS; HUGHES, 1982), um dos mais utilizados e conhecidos na solugao de
problemas dessa natureza, uma vez que 0s experimentos seréo realizados com problemas
que possuem convecgao dominante. Para resolver o sistema (98)-(101), a formulacdo SUPG
consiste em encontrar u;, € V,,Vt € (0,7 tal que u,(x,0) = up(x) e

(Oyun, vp) + a(up, vy) + Z / R(up)dpf - Vupdx = l(vy), Yo, €V, (113)
Qe

QeeTy

sendo R(-) o residuo da equagédo no elemento 2. , dado por
R(up) = Oup, — € A up + B - Vuy, + ouy,

e 0 parametro de estabilizacao
h

5h - 57
2/(8]]o
com 1
& = max {0,1—]3—%}
onde 181]och
Pej, = s
“h A

€ o numero de Peclet de malha. O acréscimo do termo de estabilizacdo é o que diferencia
as formulacgées (106) e (113) calculado no interior de cada elemento. Nem todas as osci-
lacdes sao eliminadas pelos métodos de estabilizacao lineares, como é o caso do SUPG.
Métodos de Captura e Descontinuidades sao utilizados para eliminar oscilagdes proximas
as regioes de cada limite ou de altos gradientes (métodos de estabilizacdo nao-lineares).
(QUARTERONI, 2010) fornece maiores detalhes sobre métodos estabilizados.

Como mencionado anteriormente, o método de elementos finitos particiona o dominio 2
em n.; subdominios (2., formando uma malha estruturada. A partir desta fundamentacéo,
serdo construidas as matrizes M° e K¢ e o vetor F° associados a cada elemento da
malha, chamados de matrizes e vetor locais. As matrizes M e K do sistema (111)-(112) séao
chamandas de matrizes globais e o vetor F € chamado de vetor global e serédo obtidas a
partir das matrizes e vetores locais. A forma utilizada para montar esse sistema global sera
apresentada a seguir.
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Para determinar a matriz K inicialmente deveria calcular uma integral sobre todo o dominio
Q). Sera feito entdo o célculo dessa integral sobre cada elemento (). da seguinte maneira:

kij = /Q(evwvsoj + (8- Vo) +opip;) dx
nel
= Z/ﬂ (eVi- Vi + (8- Vo;)pi + opip;) dx
e=1 e

em que
/ (Vi - Vo 4+ (8- Vo) +opip;)dx =0

e

caso ; e/ou ¢; ndo sejam fungdes associadas aos pontos nodais do elemento (2., uma
vez que as fungdes ¢, ou ¢; serdo nulas no restante do dominio. Como consequéncia, ha
a necessidade de se calcular apenas as integrais que nao se anulam sobre os elementos
e pode-se armazenar esse valores em uma matriz com dimensao 3 x 3, conhecida como
matriz local. Serao entao construidas todas as matrizes locais para montar a matriz global.

Para os calculos necessarios no nivel de elementos, sejam % = ¢5(x),j = 1,2,3 as
funcdes conhecidas como de forma local do método de elementos finitos de Galerkin. Como
ja mencionado, essas fungbes sao lineares em cada elemento (2. e serédo escritas a seguir.
Uma vez que a particao adotada é triangular, a funcao linear em (2, é dada por

pi(z,y) =a+bxr+ cy, V(z,y) =x € Q..

Com o objetivo de determinar as constantes a, b, ¢, faga-se:

v1 = pi(z1,y1) = a+bry + ey (114)
Vg = pi(Z2, y2) = a + bxy + cyo (115)
vg = pi(x3,y3) = a + brs + cys (116)

em que (z;,vy;) = x;,j = 1,2,3 sé&o as coordenadas dos trés vértices do triangulo €2, e
vy, V9, v3 € 0 valor da fungdo em cada um dos vértices. No caso, a fungcao possui valor 0
ou 1 dependendo do vértice que esta sendo analisado no elemento €).. Seja A° a area do
elemento (). que pode ser calculada por:

1 1 Y1
2A°=det | 1 19 o | = (2192 — 22y1) + (x3y1 — 21Y3) + (22y5 — T3Y2).
L 23 ys
1
@ = 5% [v1(22y3 — T3y2) + Va(T3y1 — 21Y3) + v3(@T1y2 — Toth));
1
b = 9 Ae [V1(y2 — y3) +v2(ys — y1) + va(y1 — v2)l;
1
¢ = 5 Ae (1 (23 — x2) + vo(x) — 3) + V3(T2 — 21)]
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Eliminando «,b e c e escrevendo p;(z,y) em fungéo de vy, v, € v3, tem-se

pi(x,y) = v19i(x,y) + v205(x, y) + v3ps(T, Y)

sendo que

1
ei(z,y) = 9 A° [(w2ys — 23y2) + (Y2 — y1)7 + (23 — 2)Y];

©5(z,y) = [(sy1 — 21y3) + (Y3 — y1)z + (21 — 23)Y);

2Ae
1
w5(r,y) = 9 A° (212 — 22y1) + (Y1 — y2)x + (22 — 21)Y);

sao as funcgdes locais associadas aos trés vértices do triangulo (). que podem ser reescritas
do seguinte modo:

1
i (z,y) = s——la1 + bz + c1y);

- 2Ae
1
p3(2,y) = 5rlaz + bz + cay);
1
o5z, y) = ﬁ[a:& + b3z + c3y);

em que

a1 = Toyz — T3Y2 b1 = Yo — Y1 1 = T3 — Ta;
ay = T3Yy1 — T1Y3 ba = Y3 —y1 o = 11 — T3;

az = T1Ya — Toy1 b3 =y1 —y2 c3 = T2 — T1.

Para resolver as integrais presentes nas formulagdes, pode-se usar métodos de integracao
numérica. Como, nesse caso, as funcdes sao lineares, essas integrais serao resolvidas
de forma analitica usando-se a férmula de integracao sobre cada elemento 2. (ROLAND;
PERUMAL; KANKANHALLI, 2004), definida por

m!nlr!
/ (7)™ (05)" (5)"dx = 2A°.

(m+n+r+2)!

e

Seja I'f; aresta do elemento (2. que contenha dois vértices. As integrais que seréo calculadas
sobre as arestas I'(,, I'{; e I'5; de €2, s&o resolvidas por
m!n!
m "ds = — |I'¢|,
[ rtaras = i

ij
no qual [T'§;| € o comprimento da aresta I'j;, caso os vértices | e k estejam sobre a aresta
I';; e 0 caso contrario.

A matriz M, associada ao termo transiente, € obtida a partir da contribuicao de cada matriz
local M€ = [m;]3x3 sendo

AE . .
- Se, 1=,

mi = | (&) (@f)dx =4 5 o (117)
’ /Q ! &, se, i#
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Nesse caso, escrevendo em forma matricial os valores de [my;]3x3, tem-se:

M =—
12

2 1 1

1 2 11. (118)
11 2

3.3.2 Matriz Local K

Sejam D¢, C'° e R° as matrizes locais associadas aos termos de difusdo, convecgao e
reacdo. Desta forma, a matriz local K¢ pode ser escrita como

K¢ =D +C°+ R (119)

Observe que uma vez que a(-, -) ndo € simétrica, a matriz K¢ e portanto K ndo sdo matrizes
simétricas. A matriz local associada ao termo de difus&o € dada por D° = [df;]3x3 em que

i, = [ Verten) Ve

e

sendo

’ Iy, Opy 1
v@k(xa?/) = < &rk’ @yk> = 2 Ae <bkack> .
Pode-se entao verificar que

e e _ bi ¢ by ¢\ € _
Veilz.y) - Vej(e.y) =« <2Ae’ 2A€> <2Ae’ 2Ae> = Jrane b +cici)

e, entao

€

AAe (bzb] + CiCj).

e e e €
dij - / EV()OZ (:Ev y) ' VQO] (ZE, y)dx = W(blb] + Cicj) /

dx =
Qe

e

=Ae

O elemento d;;, por exemplo, é:

dyy = ﬁ (Y2 — y3)(y2 — y3) + (x3 — x2) (23 — 22)] .

A matriz correspondente ao termo de conveccao é definida por C¢ = [cfj]sx:a sendo
&= [ (5 Ve
Qe

Como 3 : @ x Q — R?, pode-se escrever = (8, 8,). Assim, tem-se

b, ; 1
8- Vie.0) = (e ) (5 g ) = e + 8

Ao considerar as velocidades (3, e 3, constantes em (., tem-se:
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1 1
¢ = = (biBa + ¢;8,) / o5 (e y)dr = 2(b;8, + ¢;8,).
2A . 6
——
Ae/3

A matriz local referente ao termo de reagéo € definida por R = [r{;]3x3 sendo

gA° ; :
e e e 5 S& =]
Tij :/ o () (p)dx = JZE o (120)
e 2y 56 1 7& J-
Pode-se, entao, construir a matriz referente ao termo reativo
4e 2 1 1
ag
R = 1 21
12

1 1 2

3.3.3 \Vetor Local F

As condigdes de contorno de Dirichlet e Neumann e o termo de fonte estao relacionados
com a construcao do vetor global F. Da equacéo (108), segue que o vetor F esta relacionado
a

/ fodx + / gnvds — /(8tGhvhdx + eVGy, - Vo, + BV Grop + oGrop)dx - (121)
Q 'y Q

A cada elemento (2., assim como na construgdo das matrizes globais, tem-se um vetor F
associado F*¢ = [ff]3x1 no qual

fe=[ fetdx+ / gn@ids — / (0.Ghpi + VG - Vi + 8- VGyp) + oGlep)dx,
Qe r e

N
© =1,2,3, no qual G, é arestrigdo da funcdo G;, em €, e I'§, éaarestade (2 com
condicoes de Neumann. A funcao G/, é definida por (GOCKENBACH, 2006)

9gp, se (z;,y;) € I'p;
Gh(xj,y;) =
(@3 93) { 0, caso contrario.

Inicialmente, sera calculada a primeira integral em (121). Usando interpolacéo, pode-se
aproximar a fungéo f, para cada ¢ € (0, 7] no elemento 2., da seguinte maneira

f(XJt)|Qe = le)OT(I?y) + f2@;($7y> + f3§0§(xvy)7

sendo f; = f(x;,y;,t) o valor da fungao f no vértice v; = (x;,y;),7 = 1,2, 3 do tridngulo
., paracadat € [0,T]. Nesse caso, ao calcular essas integrais para i = 1,2, 3, tem-se o

seguinte vetor local associado ao termo / fondx

e

e 2 11 fi e 2fi+ fa+ [
D] 1 21 fa BT fi+2f+ f3
11 2 fs fi+ fot fs
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A integral / gnp;ds, que possui parte na fronteira de (2, trata-se de uma integral de linha
1"6

sobre um doglados do triangulo. Considere um elemento do dominio €2 como o representado

abaixo.

Figura 3 — Elemento ),

A fronteira 02, de um elemento pode ser descrita como:
00, =TI, U5, UTLY,.

Como (2. pertence a particao do dominio €2, deve-se notar que no maximo duas partes da
fronteira estarao ativas em I'};. Neste caso, a fungéo ¢f,l # j e |l # k é tal que

@;’F;k = O (122)
Pode-se aproximar g, usando interpolacao da seguinte maneira

N = gN1PT + gN2ps + gN3es

no qual
0, sel#jel#k;
an, = .
gn (e, ye)t, caso contrario.
Portanto
I, = / gnpids :/ (gn195 + gnaws + Ggsps+) ds (123)
'y F;?k
= 9N1/ Plpids + gm/ popids + gN3/ pspids (124)

Da equagao (122), tem-se que se ¢ # j e i # k entdo I; = 0 uma vez que

/ itds =0,V 1=1,2,3
Fge'k

Ii=0=Gni1-04+Gn2-0+Gp3-0

Contudo, se : = jout = k (ndo ocorrera ¢« = j e ¢ = k, uma vez que j # k), entdo
I; possuira apenas uma de suas parcelas nulas devido a definicdo de gy;. Tal parcela
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corresponde ao indice | # j e [ # k. As parcelas nao nulas podem ser calculadas pela

formula conhecida 2

e e ) 867 7’:]7
/ Qpids = \1“3¢| S
re e, se, 1 # ]

5k
Admitindo uma malha uniforme em que I'{; possua sempre 0 mesmo comprimento na
fronteira de 2 e [T'§;| = L, ent&o:

/ e ved L | 2, sel=u1;
Sa4SsS = —
r oL 6 | 1, sel #i.

e
Jjk

Para exemplificar, assuma que o elemento (2. esteja na fronteira prescrita de Neumann e
que os vértices 2 e 3 pertencam a fronteira. Nesse caso, pode-se escrever

/ Gngpi:/ Gngo1+/ Gmp2+/ Gnes.
89 re re re

A fim de expressar de forma matricial local a contribuicdo na fronteira de Neumann, tem-se

O,sei#jei#k
5ij + 6 = 7eiF
1, caso contrario.

0,sel#jel#k
Oy + Ok = 7 ) 7&
1, caso contrario.

2, se1=7
1+ 5@'[ = J o
1, caso contrario.

Portanto, pode-se definir a matriz N = (N;;)3x3 como

I 0,se(i#jei#k)ou(l#jel#k)
ng = g(fsij +05) (015 + 0w ) (1 + 04y) = %, sei =1 (125)
5 osei#l

Observe que se ¢ # j e i # k a matriz N possui a linha ¢ e a coluna j nulas e as demais
entradas conforme a matriz

L|21

611 2]

O vetor local F associado a integral Gnpids é
INY
G
N * GN2
Gns
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Para exemplificar, assuma que o elemento 2 é tal que a fronteira I'$; é do tipo Neumann,

entao:
Gy I 00 0 Gy I 0
N | Gyo :E 0 21 G o :E 2GN2+GN3
G s 01 2 G s Gn, + 2Gy,

Quando I'§, = I';, U T, fica claro que soma-se as contribuicdes em cada parte da fronteira.

/GNSOWX = GNl/
r r

e
1

/GNQOSCZX = GNl/
r r

e
2

/GNQD;;X = GNl/ QOT(,Ong—I—GNQ/
r ITe r

e e
3 3 3

Portanto
oiidx + G / o 5 dx
s

o5 + G, / oL
rs

gOTgOidX + GN2 /

Iy

P1Pdx + G /

s

e
1

e
2

aosdx + G / oSS
rs

Seja H a matriz associada ao termo / wipjdx. Gomo o vértice 1 ndo pertence a fronteira,
Ie

toda integral que possua a fungéo ¢ sera nula. Portanto, para o termo / Gnyp;ds, com as
re
caracteristicas acima, tem-se o seguinte vetor associado

G o~ 00 0][Gm I
H- GNZ = Tl 0 2 1 GNQ = 71 2GNQ + GNB
Gns 01 2 G Gn2 + 2Gns

Caso o vértice nao pertencente a fronteira seja o vértice 2, é facil ver que o vetor associado

ao termo Gnypo,ds sera

T,
2 0 1 Gy 2G'n1 + Gns
T 00| gy | = E 0
6 N2 6
1 0 2 GN3 GNl + 2GN3
Para o vértice 3, o vetor associado é
’Fe‘ 2 1 0 GNl ‘F€| 2G(Nl +GN2
?i 1 20 G o = 71 Gn1 + 2G N2
0 0 0 G s 0

Usando interpolagdo, pode-se escrever a fungéo G, como

G = 191 (2, y) + g205(2,y) + g3ps(z,y)

sendo
g; = Gz<3§'i, Yis t)
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o valor que, no tempo t € [0, T'] fixo, G¢ assume no vértice (z;,v;), @ = 1,2, 3 do triangulo
Q. .Se (x;,y;) € I'p ,entdo ¢g; = gp(x;,y;), caso contrario g; = 0. Assumindo que gp €
constante no tempo, tem-se que

/ atGhUth =0
Q

em (121), uma vez que esse vetor local representa a condicao de contorno de Dirichlet.
Consequentemente, o vetor local associado a

/(@Ghvhd:c + eVG), - Vo, + BVGrop + aGhvh)dx
Q

pode ser escrito como

En Eip Eis g1 Engr + Er2ga + Ei3gs
Eo1 Ea Eas g2 | = | Eorg1 + Eaags + Easgs
Es1 Eszy LEsg g3 Es191 + Esag1 + Eszgq

sendo que a mesma matriz local (E;;)sx3 € @ mesma matriz local K¢, descrita em (119)
associada ao termo a(Gp,v). Somente quando o vértice (z;,y;) pertence a fronteira
prescrita de Dirichlet, tem-se g; = G, (x;, y;) diferente de zero. O vetor local F'¢ é, portanto,
dado por

it 2fi+ fo+ f3 Evigi + Eiago + Fi3gs (5

e e Ae ’Fe,
Fe=1f5|= B fi+2fo+fs | = | Eangi + Exngs + Esgs | + 6 Vo
15 fi+ fat f3 Esig1 + Esag1 + Eszgq U3

emque [v; vy v3]” é o vetor associado ao termo / Gnids.
09,

3.3.4 Implementacdo Computacional

Para os algoritmos envolvidos na solugdo numérica do problema, considera-se:

e neq: numero de equacgdes, ou seja, a ordem do sistema global a ser resolvido.
e nel: nimero de elemento da malha 7.

e nnos: numeros de noés da malha 7;,.
Algumas estruturas também serao utilizadas. Entre elas

e COORD: matriz coordenada - matriz que armazena as coordenadas (z, y) dos pontos da
malha.
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ID: matriz com nnos linhas e 2 colunas. A primeira coluna identifica a equacao que

esta associada a cada vértice global ndo prescrito (vértices livres e 0s que possuem
condicdes de contorno de Neumann). A segunda coluna identifica se a condicao de
contorno é de Dirichlet, Neumann ou se o vértice € um vértice livre

IEN: matriz de conectividade - matriz que relaciona o elemento com seus respectivos

vértices globais.

LM: matriz de localizagéao - matriz que associa os vértices locais do elemento ao numero

da equacgéo correspondente.

BOUNDCOND: vetor que armazena os valores prescritos na fronteira (condicées de
contorno de Dirichlet).

Um exemplo que ilustra os elementos anteriores serd mostrado a seguir. Considere a malha
representada na figura (4).

Figura 4 — Malha estruturada de elementos finitos com 16 vértices e 18 elementos de uma
particao [0,1] x [0,1].

Essa malha possui 18 elementos triangulares e 16 vértices. A enumeracao dos elementos,
importante aspecto na estruturagdo do metodo de elementos finitos, é feita inicialmente com
os elementos que ndo se encontram na fronteira. Definida a particdo, pode-se associar cada
vértice com sua respectiva coordenada (z,y). Os vértices 5, 6, 7, 8, 9 e 11 sdo prescritos
com condig6es de contorno de Dirichlet. Os vértices 10, 12, 13, 14, 15 e 16 s&@o prescritos
com condicées de Neumann. Aos demais vértices, da-se o nome de vértices livres. Com
iSs0, as variaveis nel, neq € nnos terdo os seguintes valores:

e nel: 18 (numero de elementos);

e nnos: 16 (nUmero total de vértices).
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e neq: 4(numero de vértices livres = numero total de vértices — numero de vértices
prescritos);

Serd agora construida a matriz COORD, que armazena as coordenadas dos vértices da
malha. Como a malha € estruturada e esta definida no dominio [0,1] x [0,1], tem-se uma
matriz com 16 linhas e 2 colunas, associando cada ponto nodal a sua coordenada (x, y).
Nesse caso, COORDi|[j] representa a j-ésima coordenada (x,y) do i-ésimo vértice da
malha. Tem-se entéo

0 0
1/3 0
2/3 0
1 0
COORDJi|[j]= | 0 1/3
0 2/3
2/3 1
11

Para a construcao da matriz ID, que identifica a equacéo que esta associada a cada vértice
global livre e se esse vértice esta prescrito com condigdes de contorno de Neumann,
tem-se uma matriz cuja dimensao € nnos linhas e 2 colunas sendo que

se ¢ € um ponto nodal livre;
m[z]m:{eq’ Leump

0, se i € um ponto nodal prescrito.

0, se vértice ¢ possui condicdo de contorno de Dirichlet;
ID[i][2] = { 1,se vertice i possui condi¢do de contorno de Neumann;
2, se vértice i vértice livre.

no qual eq € 0 nUmero da equacao associada ao né i. Para a malha apresentada na Figura
4, tem-se
1234000000000000T
222200000101 1111

ID =

Para a construcdo da matriz IEN, que possui nel linhas e 3 colunas, deve-se associar cada
elementoe =1, 2,--- ,nel a seus respectivos vértices globais. Tem-se entao

ni2 ni2 nis
UDB N2.2 Nn2.3
IEN = | ng3 ngs ngs

Npel,1  Mnel,2 Mnel,3
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sendo n;; o veértice global do elemento (2; que esta associado ao vértice local j, ou seja,
I ENlelemento|[noLocal] = noGlobal.

Para construir a matriz de localizacdo LM, com nel linhas e 3 colunas, associa-se 0s
vértices locais de cada elemento ao nimero da equacéo correspondente. No caso da malha
na Figura 4, tem-se as seguintes matrizes:

5 1 9 010
5 6 1 0 01
6 2 1 0 21
6 7 2 00 2
7 10 2 0 0 2
7 8 10 000
9 3 11 03 0
9 1 3 01 3
IEN = b . LM = b
1 2 1 2 4
2 12 4 2 0 4
2 10 12 2 00
11 14 13 000
11 3 14 0 30
3 15 14 300
3 4 15 34 0
4 16 15 4 0 0
4 12 16 4 00

Com amatriz I D e amatriz I EN, pode-se construir a matriz de localizagdo LM da seguinte
forma
LM elem|[noLocal] = ID[IEN [elem|[noLocall|[1]

Os valores prescritos na fronteira formam o vetor BOUN DCON D da seguinte maneira:

BOUNDCOND =[x = x  gps gps 9p7 9ps 9pe Gn10 9pi1 IN12 GN13 GN14 IN15 IN1G |- s

sendo que gn; = gn (i, yi) € gpi = gp(z;,y;). Pode-se descrever como preencher o vetor
BOUNDCON D usando o vetor I D no seguinte algoritmo:
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para: =1,2,3,--- ,nnos faca
se I D]2|[i] == 0 entado
| BOUNDCONDIi| < gp(z4,y:)
fim
se I D[2][;] == 1 entao
fim

fim

Tais estruturas preenchidas formam a malha de elementos finitos computacionalmente.
Pode-se entdao construir as matrizes locais do sistema global. Um procedimento para a
construcdo das matrizes locais M¢, D¢, C¢ e R é apresentado.

Algoritmo 15: Algoritmo para construcao das matrizes locais D¢, C¢, R, M*®.

Entrada: matrizes D¢, C¢, R°, M¢,IEN,COORD e o elemento e.

Alocar vetores x,y,b e ¢ de ordem 3.

(Armazenando as coordenadas dos vértices do elemento {2, nos vetores x e y)

para nolocal = 1,2,3 faca

noGlobal <— I ENle][noLocal]; (associagao feita entre os nos local e global)

X[noLocal] <~ COORD[noGlobal][1]; (coordenada x do né global)
y[noLocal] < COORD[noGlobal][2]; (coordenada y do né global)

fim

b[1] - y[2] —y[1]; b[2] «y[3] —y[1]; b[3] « y[1] —y[2];

c[l] + x[3] — x[2]; ¢[2] « x[1] — x[3]; c¢[3] < x[2] — x][1];

A° « (c[3] - b[2] — ¢[2] - b[3])/2

(Construgao das matrizes D¢, M€, C° e R°.)

para: = 1,2 3 faca

paraj = 1,2, 3 faca

DIi][j] < (¢/(4- Area)) - (bi] - b[j] + ¢[i] - €[5])

se i = j entao

Mi][j]  A°/6
else
| M[][j] « A°/12
end

fim

| Ri] o pHID]
im
CLli] « C[21li] « C[Bli) + (8./6) - bi] + (5,/6) - el

fim
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Algoritmo 16: Construcao do vetor local F*.

Entrada: elemento e, vetor F¢, vetores I D, BOUNDCON D, matrizes [EN, e
COORD, funcao de fonte f. Considere também que, no Algoritmo (1), os
vetores b e ¢ e as matrizes K¢ e M€ ja tenham sido calculados.

(Construindo parte do vetor F'° que esta associado ao termo de fonte.)

para: = 1,2,3 faca

Feli] = 0;
paraj = 1,2, 3 faca
noGlobal = IENI|e][j]; © = COORD[noGlobal][1]; y = COORD[noGlobal][2];
Feli] = Feli] + M[i][j] * f(z,5;)
fim

fim

(Construgao da parte do vetor F'° que estad associado a condi¢do de contorno de

Dirichlet.) para i=1,2,3 faca

noGlobal = I EN [e][i];
se I D[noGlobaal|[1] # 0 e I D[noGlobaal][2] =
Feli] = F°[i| — (BOUNDCONDI[IENIe|[1
BOUNDCONDIIENIe|[2]][1]) x K¢[i][2]
Ke[1][3]

= 1 entao
N[ * Ke[2)[1] +
+ BOUNDCONDIIENIe|[3]][1]) *

fim

fim

z=0

para: = 1,2 3 faca
noGlobal = I EN [e][i];

se noGlobale][2] == 2 entdo
| x=x+1

fim

sei =1,2,3 entao

se r > 2 entao

| Feli] = Feli] + He[][1] « Gy + HO[d][2] * Gne + HC[i][3] * Gns
fim

fim
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Algoritmo 17: Construcao das matrizes globais K e M e do vetor global F.

Entrada: nel, matriz LM.
M, K, F < 0;
parae=1,2 3.---nel faca
(Monta matrizes locais M€ e K¢ e vetor local F© para o elemento €2,;)
para: = 1,2, 3 faca
if LM e][i] # O then
F[LM]le][j]] + F[LM]e][j]] + F?[i]; para j=1,2,3 faca
if LMe][j] then
MLAM [e][d]] [LM[e][j]] <= M[LM [e][¢]}[LM]e][5]] + M°[i][j]
K[LM [e][i]][LM[e][j]] = K[LM[e][e]][LM [e][5]] + K“[i][J]
end
fim
end

fim
fim
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3.3.5 Estrutura de Dados Elemento-Por-Elemento

Como as matrizes provenientes do MEF sao esparsas, ou seja, contém muitos zeros, é
usada a estrutura de dados Elemento-Por-Elemento para a implementacao computacional,
uma vez que essa estrutura € util no armazenamento desse tipo de matriz. Nessa estrutura,
as matrizes sdo armazenadas em uma estrutura tridimensional formada por todas as
matrizes locais associadas aos elementos. No caso, a matriz M é armazenada com uma
sequéncia de matrizes locais
MY, MY oo MM
Consequentemente, a matriz K é

[(17 ,K2, ’Knel.

O algoritmo abaixo apresenta uma maneira de como calcular o produto de uma dessas
matrizes por um vetor V qualquer.
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Algoritmo 18: Produto matriz-vetor usando estrutura EBE.
Entrada: nel, matriz IEN, matriz ID, matriz K tridimensional, vetor resposta V.

UU=MYV)
U+ 0;
paraec=1,2, --- nel faca

(armazena no vetor eq 0s numero das equagdes associadas aos vértices do
elemento e.) parae = 1, 2, 3 faca
| eq[i] + ID[IEN[e][i|[1];
fim
(armazena em u os valores de U que est@o associados aos vértices do elemento e.)
para: = 1,2, 3 faca
se eq == 0 entao
| uld] « 05
fim
else
| uli] <= Uleqld]];
end

fim
(armazenar no vetor v o produto matriz-vetor correspondente a contribuicao da
matriz do elemento e.)
para: = 1,2, 3 faca
v[i] =0
paraj = 1,2, 3 faca
| oli] < vld] + KTe][i] [7] * ulj];
fim
fim adiciona as contribuicées do elemento e no vetor resposta V
para: = 1,2, 3 faca
se eq # 0 entao
| Vlegli]] < Vleqli]] + vld];
fim

fim
fim

3.4 O Método de Diferencgas Finitas de Crank-Nicolson

A discretizacdo temporal sera apresentada nesta secdo. Para isso, usa-se 0 método de
diferengas finitas de Crank-Nicolson para resolver o sistema de equagdes diferenciais
ordinarias (111)-(112). Esse método possui ordem de convergéncia quadratica (SMITH,
1985). Seja uma discretizacao temporal do intervalo [0,T] em m subintervalos de tamanhos
iguais, de modo que

O=ti<ti <ta<--- <t (126)

noqual At =t —tx_1,t =1,---,m. Portanto, os valores de U no sistema (111)-(112)
serdo calculados em cada ponto ¢, € (0, 7] da discretizagdo (126). Dado U (tx), U(tx41) €
obtido através da solugdo de um sistema linear ao considerar uma aproximag¢ao no ponto
médio do intervalo [tx, tx11] (diferengas finitas de segunda ordem), ou seja, no ponto tk+%.
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O calculo de diferengas finitas de segunda ordem nos permite fazer a discretizagao de U (t)
no ponto ¢, , ~: da seguinte maneira
2

U (t,ﬁ%) o Uk%;m (127)

no qual U* = U (t). Emt,, a:, 0s valores de U(t) e F(t) sao calculados fazendo a média
2
aritmética entre seus valores nos pontos t; e t;.1, OU seja,

At Uk+1 + Uk

Uty + 5 )%T, (128)
Nt FF 4 FE
Flty+ —) =2 ——, (129)
2 2
no qual F* = F'(t;). Ao substituir (127), (128) e (129) em (111)-(112), tem-se
Uk+1 _ Uk Uk+1 + Uk Fk+1 + Fk
M (t ) ~ K -
Ulltiegt AT 2 2
resultando no seguinte sistema linear
JAN A A
(M + 7tK> Ukttt = (M — TtK) U* + { (F*' 4 F*) (130)

Os valores de F**! e F'* sdo conhecidos em todo o dominio. Dado U*, a solugéo aproximada
Uk+1 é obtida, no tempo t,,.1,k = 0,1,2,--- ,m — 1, ao resolver o sistema linear (130)
através de alguma estratégia iterativa para resolver sistemas de grande porte como os
métodos GMRES, LCD e CMRH.
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Capitulo 4

Experimentos Numeéricos

Neste capitulo sdo apresentados os resultados dos experimentos numéricos realizados
para:

e matrizes genéricas e;

e problema de convecgdo-difuséo transiente.

O objetivo dos testes realizados € comparar o desempenho computacional dos métodos
estudados, através do tempo de processamento e da quantidade de iteragoes.

4.1 Comparacao entre os Métodos para Matrizes Genéricas

Nesta secdo sao apresentados testes similares aos encontrados em (SADOK, 1999),
(SADOK; SZYLD, 2012) e (HEYOUNI; SADOK, 2008). As matrizes utilizadas para os testes
sdo nao simétricas. A configuracdo do computador utilizado é processador Intel Core i5-
4210U, 1.70 GHz, sistema operacional Windows 64 bits e 8 GB de memdéria RAM. Os
métodos encontram-se implementados em linguagem C, utilizando a biblioteca GSL.

O vetor b do sistema Ax = b é calculado conhecendo-se previamente o vetor solugao
x*. Isso é feito com o intuito de comparar a solucdo encontrada pelos métodos com a
solucdo exata do sistema. Para os experimentos realizados neste trabalho tem-se solugéo
do sistema x} = i, solugdo inicial o = [0, - - - , 0]”, dimensdo da matriz n = 3000, tolerancia
para norma residual tol = 1071° e quantidade maxima de reinicializacées /,,., = 8. A andlise
sera feita considerando-se a quantidade de iteracées necessarias para calcular a solugéao
aproximada x, a norma residual ||z — *||, a norma infinito do vetor solugéo ||z — *||«
e o tempo de processamento. Em cada exemplo serd mostrada uma matriz com dimeséo
(5 x 5) com o objetivo de facilitar a observagao de sua estrutura.
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411 Exemplo 1

Para este exemplo foi usada a matriz de Riemann, presente em (SADOK; SZYLD, 2012):

o {z se i+ 1 divide j + 1;
A(i, j) = L
-1, caso contrario.

Com dimenséo (5 x 5), a matriz de Riemann tem a seguinte estrutura:
1 -1 1 -1
-1 2 -1 -1 2
A= -1 -1 3 -1 -1

-1 -1 -1 4 -1
| -1 -1 -1 -1 5 |
Para a execucdo dos métodos é necessario definir o valor de k... Esse parametro ira
determinar a quantidade de vetores que irdo compor a base para o espaco de Krylov nos
métodos GMRES e CMRH, assim como a quantidade de vetores de dire¢gdes conjugadas
no método LCD. Caso esse valor seja grande, o custo computacional para armazenar esses
vetores também sera. No entanto, se k,,.. € pequeno, os métodos necessitarao reinicializar

diversas vezes aumentando significativamente a quantidade de iteragdes. Portanto, €
necessario ponderar o valor desse parametro. Para a matriz em questao, foram testados
diversos valores para k.., € a quantidade de iteracdes necessarias para encontrar a solugao
do sistema para cada um desses valores esta presente na Figura 5.

1200 T T T T T
o —
[ ahiRES
1000 b [ eMrH i
I RH-OVER
$ —
b O 1 i) .
-
o
-
2
= E00 B
400 B
200 - B
D I
200 400 B00 200 1000

Valor de kmax

Figura 5 — Quantidade de iteragcoes em funcédo da quantidade de vetores da base.

Como o método CMRH-OVER nao reinicializa, a quantidade de iteragbes em todos 0s casos
€ a mesma. Nos testes em que k,,,.. assume valores muito pequenos, a solugao aproximada
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ndo é encontrada. Como a quantidade de itera¢des varia para diferentes valores de k...,
iss0 comprova que esse parametro influencia diretamente na convergéncia dos métodos. De
acordo com os resultados presentes na Figura 5, neste exemplo sera adotado k., = 400.
O niimero de condicionamento da matriz em questéo é 3.14 - 10%. Os resultados sobre a
quantidade de iterag¢des, a norma residual, a norma infinito e o tempo de processamento
para a execugado de cada um dos métodos em estudo estao presentes na Tabela 1.

Tabela 1 — Desempenho Computacional para a Matriz de Riemann.

Método LCD GMRES CMRH CMRH-OVER
Iteracoes 625 566 571 430

l|z; —x*|| | 81x1071" | 95x 107" | 5x 107 | 1.6 x2271
l|; — 2*[|oo | 6.5 x 10710 | 1.76 x 10710 | 4.4 x 10710 | 6.6 x 10710
Tempo 9.74 s 7.65 s 46.58 s 9.10 s

O método CMRH-OVER convergiu com menos iteracdes, porém o LCD levou menos tempo
de processamento. Como k.. = 400, todos os métodos foram reinicializados apenas
uma vez. Os valores para norma residual e para norma infinito, em todos os casos, sao
bem similares. A norma infinito mostra que, no pior caso, a maior diferenca entre um
elemento da solugdo exata e da solugdo aproximada € da ordem de 10~'°, portanto a
solugao encontrada é realmente muito préxima da solugéo exata. O tempo por iteragéo do
método LCD ¢é 0.0155 s, do GMRES € 0.0135 s, do CMRH é 0.0815 s e do CMRH-OVER
€ 0.0211 s. Portanto, o método que apresentou 0 menor custo porm iteracdo é o LCD. A
Figura 6 apresenta a convergéncia da norma residual para todos métodos.
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Norma residual (log 10)
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1 1
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Figura 6 — Convergéncia da Norma Residual

O método LCD apresenta oscilagdes no inicio do processo iterativo, inclusive quando houve
reinicializagdo. Quando os métodos reinicializaram, a norma residual do método LCD era
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aproximadamente 10~* enquanto dos demais métodos era préximo de 10~%. A partir dessa
nova solugdo inicial, os métodos levaram cerca de 200 iteracdes para encontrar a solugao
do sistema. Isso mostra que a solugao inicial préxima da solugcao do sistema garante que
0s métodos convergem mais rapidamente.

41.2 Exemplo 2

A matriz para este exemplo esta presente em (HEYOUNI; SADOK, 2008) e é definida como:

.+ 2min(i, ) —1
AW = — =57

Novamente, para exemplificar uma matriz com dimensao 5 x 5 tem a seguinte esturutura:

[0.2000 0.1667 0.1429 0.1250 0.1111

0.2500 0.6000 0.5000 0.4286 0.3750
A= 0.3333 0.7500 1.0000 0.8333 0.7143
0.5000 1.0000 1.2500 1.4000 1.1667
| 1.0000 1.5000 1.6667 1.7500 1.8000

O numero de condicionamento da matriz com dimensao 3000 x 3000, utilizada para os testes
é 8.10°. Neste exemplo também sera adotado k,,,, = 400. O desempenho computacional
dos métodos é descrito na Tabela 2.

Tabela 2 — Desempenho Computacional.

Método LCD GMRES CMRH | CMRH-OVER
Iteracoes 526 554 260 260

l|lz; —x*|| [6.1x1075|59%x107°|74x107%| 74x10°
l|2; — x*||0o | 72x 1077 | 7.8 x 1077 | 85 x 1077 | 85 x 1077
Tempo 6.90 s 7.03 s 20.69 s 4.16 s

Observe que os métodos CMRH e CMRH-OVER apresentaram a mesma quantidade de
iteracdes, contudo o tempo de execucdo do método CMRH-OVER é quase 80% menor que
o método CMRH. Isso ja era esperado, conforme discutido na se¢cédo 2.2.4, uma vez que
o método CMRH executa mais operagoes que o método CMRH-OVER. Neste exemplo, o
método que leva mais iteracdes para convergir € 0 GMRES e o0 que apresenta o maior tempo
de processamento € p CMRH. Por iteragéo, o método LCD leva 0.0131 s, 0o GMRES 0.0126 s,
o CMRH 0.0795 s enquanto o CMRH-OVER 0.016 s. A Figura 7 traz a convergéncia da
norma residual dos meétodos.
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Figura 7 — Convergéncia da Norma Residual.

Como k... = 400 e 0 método CMRH encontrou a solucéo do sistema com 260 iteracoes,
nao houve reinicializagdo. Portanto, a convergéncia da norma residual dos métodos CMRH e
CMRH-OVER ¢é a mesma, por isso na Figura 7 uma curva se sobrepde a outra. Assim como
o GMRES, o método LCD apresentou um periodo de estabilizagdo da norma residual antes
do processo de reinicializagao, aproximadamente entre 220 e 360 iteracdes. Novamente,
o método CMRH-OVER apresenta melhores resultados que os demais, uma vez que o
método CMRH n&o precisou reinicializar para encontrar a solucao do sistema.

41.3 Exemplo 3

Neste caso, a matriz foi determinada pelo proprio autor e € definida como:

A(' ,) 141-¢, se 1> J;
Z’ = yal
J 1 caso contrario.

Y

Para os experimentos, tem-se ¢ = 0.1. Com dimenséao 5 x 5, essa matriz possui a seguinte
estrutura:

1.1 1.1 1.1 1.1 ]
1.2 1.2 1.2
1 1.3 13
1 1 13
1 1 1

1
1
A=1|1
1
1

1
1
1
1

Com dimens&o 3000 x 3000, o nimero de condicionamento desta matriz é 3.79 - 10°. Devido
aos resultados obtidos, adotou-se neste exemplo k,,.. = 600. O desempenho computacional
encontra-se presente na Tabela 3.
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Tabela 3 — Desempenho Computacional.

Método LCD GMRES CMRH CMRH-OVER
Iteracoes 4152 4792 3378 1034

|z; —x*]] | 9.71x 10710 | 1.04 x 10710 | 7.85 x 10710 | 1.1 x 10710

s — 2*||oo | 981 x 1072 | 1.34 x 107 | 6.69 x 1071 | 1.08 x 10~
Tempo 61.37 s 75.45 s 353.70 s 29.89 s

Este é o exemplo em que os métodos levaram mais iteracdes e mais tempo de processa-
mento para convergirem. O método LCD reinicializou sete vezes, 0o GMRES seis e 0 método
CMRH cinco. Contudo, o método CMRH-OVER apresentou resultados muito melhores que
os demais, levando aproximadamente 39% do tempo de processamento apresentado pelo
GMRES e 31% da quantidade de iteracdes do método CMRH. Em cada iteracdo, o método
LCD leva 0.0147 s, o GMREs leva 0.0157 s, o CMRH 0.1047 s e o CMRH-OVER 0.0289. A
convergéncia da norma residual encontra-se na Figura 8.

10

B —— LD
GMRES
an CMRH
nl ——— CMRH-OVER

Norma residual {log 10}

10 F

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
lteracbes

Figura 8 — Convergéncia da Norma Residual.

Novamente, o método LCD apresenta fortes oscilagdes, principalmente no momento em
que o método usa o processo de reinicializagdo. A convergéncia da norma residual dos
métodos GMRES e CMRH séao similares, conforme diversos casos na literatura. Como
esperado, a norma residual e a norma infinito apresentam valores bem similares, devido ao
critério de parada dos métodos.

4.1.4 Discussao dos Resultados

Com excecéao do primeiro exemplo em que o GMRES apresenta menor tempo de con-
vergéncia, em todos os casos de matrizes genéricas estudados, o método que converge
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mais rapido para a solu¢do do sistema, seja analisando a quantidade de iteragdes ou o
tempo de execucao, € o CMRH-OVER. Esse comportamento pode ser observado em outros
experimentos realizados que nao estao apresentados neste trabalho. Contudo, como esse
método armazena na propria matriz do sistema os vetores que formam a base para o espago
de Krylov, ao fim da execucao, essa matriz estara destruida. Essa é a desvantagem desse
método com relagdo aos demais.

Como a norma residual € um critério de parada dos métodos, a diferenca dos valores
encontrados entre cada um deles € minima. A norma infinito também apresenta valores
satisfatérios, evidenciando que a maior diferenca calculada entre os elementos da solugao
aproximada e da solugao exata do sistema é pequena. Esses resultados mostram que a
solucao encontrada pelos métodos realmente é proxima da solugao exata. Em todos os
exemplos, quando os métodos reinicializam, a solugao ja esta mais proxima da solucéo
exata do problema. Isso corrobora o fato de que, quanto mais préxima da solugéao exata do
sistema € a solugao inicial, mais rapido os métodos convergem.

Uma variavel importante na execug¢ao dos métodos reinicializados é o parametro k... Esse
parametro determina a quantidade de vetores que irdo compor a base para o subespaco
de Krylov. Caso esse parametro seja pequeno, 0 método pode ndo convergir ou executar
mais iteragdes quando comparado com um valor adequado. Contudo, se k,,., tem valor
alto, havera um custo computacional maior para 0 armazenamento desses vetores. Por isso,
baseando-se nos testes realizados, definiu-se para este trabalho diferentes valores para
esse parametro que, garantindo a convergéncia, nao acarreta em um custo computacional
tao alto para efetuar esse armazenamento, isso porque n&o foi encontrado na literatura
nenhum trabalho que determine um valor ideal para k4.

Acreditamos que a diferenca significativa na quantidade de iteracées entre os métodos
CMRH e CMRH-OVER, seja devido ao célculo de uma norma infinito durante a execugao
do método, cujo custo é O(n).

Assim, com base nos experimentos realizados, pode-se inferir que, se a matriz do sistema
ndo é significante ao término da execugédo, o método CMRH-OVER é o mais indicado.
Caso contrario, se € necessario manter a matriz do sistema, o método LCD é o menos
recomendado e, apesar da convergéncia dos métodos GMRES e CMRH serem préximas, o
tempo de execucdo do GMRES, salvo algumas excec¢oes, € melhor que o CMRH.

4.2 Equacao de Convecgao-Difusao Transiente

Para testar o desempenho computacional dos métodos em um problema aplicado, resolveu-
se numericamente o sistema presente no Capitulo 2:
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Ou+ V- (—eVu+up) = f, em Q; (131)
u = gp, em I'x (0,7); (132)
u(z,0) = 0, em Q. (133)

A implementag&o do problema de Elementos Finitos foi disponibilizada para este trabalho
pelo prof. Dr. Isaac Pinheiro dos Santos e sua orientanda Laisa Karoline Muller, fruto do
trabalho (MULLER, 2014). Modificacbes na implementagao original foram feitas, como
implementar o campo de diregdes variavel. Nao foi considerado, neste trabalho, o termo
reativo, portanto ¢ = 0. Em todos os experimentos tem-se dominio Q2 : (0,1) x (0,1), o
coeficiente de difusdo ¢ = 107, tolerancia residual 10~ e condigdes de contorno e iniciais
homogéneas. A malha utilizada é particionada em 50 x 50, fazendo com que a quantidade
de equacgdes seja 49 x 49 = 2401. Como esse é um problema dependente do tempo ¢,
tem-se tempo inicial t, = 0. Em cada passo do processo iterativo, o tempo é acrescido
de 0.0025. Os resultados apresentados sdo para 200 iteragdes, ou seja, o tempo final
trinar = 200 - 0.0025 = 0.5. Dentro de cada lago temporal havera um sistema linear para
ser resolvido, resultando em 200 sistemas lineares. A quantidade de iteragdes apresentada
para os exemplos a seguir € o resultado do somatério de todas as iteracbes executadas
pelos métodos em cada uma das 200 iteracdes dentro do lagco temporal. Sao apresentados
quatro exemplos com:

termo de fonte f e campo de velocidade [ constantes;

termo de fonte f constante e campo de velocidade [ variavel;

termo de fonte f variavel e campo de velocidade ( constante e;

termo de fonte f e campo de velocidade 3 variaveis.

Devido a estrutura do método de elementos finitos, que usa a estratégia elemento por
elemento, ndo foi possivel testar esse problema usando o método CMRH-OVER. Por isso,
os exemplos abaixo trazem a solugdo encontrada para os métodos LCD, GMRES e CMRH.

4.2.1 Exemplo 1

Neste primeiro exemplo, tem-se o termo de fonte constante f = 1 e o vetor de direcoes
constante 5 = (1, 1/2). O campo de velocidade para este exemplo encontra-se na Figura 9.
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Figura 9 — Campo de Velocidades f =< 1,1/2 >.

Como o campo de velocidade é constante, a matriz do sistema n&o varia com o tempo. A
solugao encontrada para cada um dos trés métodos esta presente na Figura 10.
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Figura 10 — Solugdo numérica utilizando os métodos LCD, GRMES e CMRH.

Em todos os casos ha fortes oscilagbes proximas ao eixo y = 1. Esse problema nao é
decorrente da aplicagao dos métodos para a resolugao de sistemas lineares, mas sim do
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Método de Elementos Finitos. O tempo de processamento e a quantidade de itera¢des na
execucao de cada um dos métodos esta presente na Tabela 4.

Tabela 4 — Desempenho Computacional.

LCD | GMRES | CMRH
lteragbes | 875 863 616
Tempo 16.37 s | 18.31 s | 14.66 s

A quantidade de iteracdes e o tempo de execucdo do método CMRH é menor que os demais.
Apesar do método GMRES levar menos iteragdes que o LCD, seu tempo de execucao é
maior. O tempo médio de execugao de cada iteracdo do método LCD € 0.0187 s, do método
GMRES 0.0212 s e do método CMRH é 0.0237 s. A execucao de cada iteracdo do método
CMRH leva mais tempo que nos outros métodos. Porém, esse tempo é compensado pela
quantidade menor de iteracées. Neste exemplo, o0 método mais indicado € o CMRH. Os
resultados estao de acordo com a literatura.

4.2.2 Exemplo 2

Neste caso, a fungéo de fonte constante f(x,y) = 1 e campo de velocidade (¢, x,y) =
(—e(z —0.5), e (z —0.5)). Como o campo de velocidade depende exponencialmente
do tempo, a medida que ¢ aumenta, 0 modulo da velocidade também aumenta. Para t = 0,
o campo de velocidade esta presente na Figura 11.
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Figura 11 — Solucédo numeérica utilizando os métodos LCD, GRMES e CMRH.

A solugéo encontrada para a solu¢ao do sistema encontra-se na Figura 12.
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Figura 12 — Solugdo numérica utilizando os métodos LCD, GRMES e CMRH.

A Tabela 5 mostra o tempo de processamento e a quantidade de iteragbes para esse
experimento.

Tabela 5 — Desempenho Computacional.

LCD | GMRES | CMRH
lteracbes | 1526 1413 1144
Tempo 16.67 s | 16.49 s | 16.13 s

Assim como no exemplo anterior, 0 método que leva menos iteracoes € o CMRH. Apesar
disso, 0 tempo de execucao € similar aos demais. Isso evidencia que o tempo médio por
iteracao € maior que os outros métodos. Em média, cada iteracado do método LCD levou
0,0109 s, do método GMRES 0, 0116 s e do método CMRH 0, 0140 s. Novamente, o método
que leva mais tempo por iteracao € o CMRH.

4.2.3 Exemplo 3

Neste exemplo, tem-se fungéo de fonte f(z,y) = e 100(#=03°+4-03)*) & campo de veloci-
dade g = (1,1/2). A solugédo encontrada esta na Figura 13.
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Figura 13 — Solugdo numérica utilizando os métodos LCD, GRMES e CMRH.

Os resultados encontrados para a quantidade de iteracdes e para o tempo de processamento
esta presente na Tabela 6.

Tabela 6 — Desempenho Computacional.

LCD | GMRES | CMRH
Iteracoes 651 650 529
Tempo 21.09 s | 1822 s | 17.93 s

A quantidade de itera¢des dos métodos LCD e GMRES é praticamente a mesma, tendo o
GMRES tempo de execucdo melhor. O método CMRH apresentou os melhores resultados,
seja para tempo de execugao ou quantidade de iteracdes. Nesse exemplo, o tempo médio
por iteragdo do LCD é 0.032 s, do GMRES é 0.028 s e do CMRH é 0.033 s. Apesar de levar
menos tempo para encontrar a solucao, cada iteracdo do método CMRH leva mais tempo
que dos demais métodos.

4.2.4 Exemplo 4

Neste exemplo, tem-se o campo de velocidade dependente do tempo e da posi¢ao do
elemento 3 = (—e!%(x — 0.5), e'%(y — 0.5)). A fungéo de fonte também ¢é variavel, depen-
dendo da posigdo f(z,y) = e 100(=-03)*+(y=03)*) A Figura 14 mostra o resultado apés 200
iteracdes no lago temporal.
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Figura 14 — Solugdo numérica utilizando os métodos LCD, GRMES e CMRH.

A Tabela 7 apresenta os resultados para a quantidade de iteracbes e para o tempo de
processamento.

Tabela 7 — Desempenho Computacional.

LCD | GMRES | CMRH
Iteracbes | 1152 1091 1387
Tempo 20.15 s | 19.63 s | 35.40 s

A quantidade de iteracdes e o tempo de execugdo do CMRH é maior que os outros métodos.
Por iteragdo, o método LCD leva 0.0174 s, o GMRES 0.0179 s enquanto o CMRH 0.0255 s.
Novamente, o CMRH é o que leva mais tempo para executar uma iteracdo. Neste exemplo,
0 método mais indicado é o GMRES.

4.2.5 Discussao dos Resultados

Nos exemplos que envolvem a equacgao de conveccao-difusdo transiente € necessario
resolver 200 sistemas lineares, isso porque o lago temporal é executado 200 vezes. Pelo
fato de a matriz do sistema ser em banda e esparsa, cada um desses sistemas lineares
necessita de poucas iteracdes para ser resolvido.

Nos exemplos em que o campo de velocidades é variavel 5 = (—e'%(z — 0.5), e!%(y — 0.5)),
os métodos levaram mais iteragdes para convergir. Nestes exemplos, a matriz do sistema

72



varia dentro do lago temporal, uma vez que o campo de dire¢des é dependente do tempo.
Assim, em cada iteracdo ha um sistema com uma matriz diferente para ser resolvido. Isso
ndo ocorre quando o campo de diregdes é constante 5 = (1, 1/2). Neste caso, a matriz ndo
varia com o tempo.

Analisando o tempo que cada método leva para executar uma iteragdo, o CMRH é o mais
lento em todos os exemplos. Esse tempo maior é compensado pela quantidade de iteragcbes
que, com excegao do Exemplo 14, € menor que todos os outros métodos.

Nesse exemplo aplicado, ndo é possivel comparar a solugao obtida pelos métodos com a
solugéo exata, uma vez que ndo se tem solucao exata para o sistema em questao. Para
avaliar quao proxima estava as solugdes encontradas ao fim de 200 itera¢des, calculou-se
a norma da diferencga entre as solugdes dos trés métodos. O resultado esta presente na
Tabela 8.

Tabela 8 — Comparacao entre a norma da diferenga dos métodos.

LCD e CMRH | LCD e GMRES | GMRES e CMRH
Exemplo 1 14.2394 12.4885 19.1229
Exemplo 2 8.6017 5.5665 6.5563
Exemplo 3 1.1356 4.3715 4.4976
Exemplo 4 1.3470 2.1140 1.0007

Como s&o 2041 vetores e a tolerancia para a norma residual € 1073, a Tabela 8 mostra que
a diferencga entre os resultados é pequena, acentuando-se mais no primeiro exemplo.
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Capitulo 5

Conclusao

O presente trabalho trata de métodos iterativos para resolucdo de sistemas lineares de
grande porte nao simétricos. Trés métodos foram estudados: GMRES, CMRH e LCD, todos
baseados em espacos de Krylov. Uma versao do método CMRH (CMRH-OVER), incluindo
processo de sobre-armazenamento, também é abordado.

Enquanto o GMRES usa o método de Arnoldi, através do processo de ortogonalizacao de
Gram-Schmidt, para construir a base para o espaco de Krylov, o método CMRH usa o
processo de Hessenberg via fatoragéo LU. Essa € a principal diferenga entre esses métodos.
O método CMRH-OVER é uma adaptagdo do CMRH, que armazena na prépria matriz A os
vetores que formam a base para o espacgo de Krylov. O método LCD consiste em encontrar
um conjunto de vetores de dire¢cdes conjugadas a esquerda da matriz A, formando uma
base para o espaco vetorial, de modo que a solucao exata possa ser escrita como uma
combinacao linear dos vetores dessa base.

Em cada método é definido um processo iterativo x,, = x¢ + 2k, sendo que z, é esco-
Ihido com o objetivo de minimizar a norma residual. Como a matriz do sistema pode ser
grande, armazenar os vetores que formam a base para esses espacos pode ter um custo
computacional significativo. Por isso, os métodos utilizam um processo de reincializagao,
gue assumem como solugao inicial do sistema a ultima solugao encontrada. Esse processo
nao ocorre no método CMRH-OVER.

Os métodos foram aplicados em um problema pratico, através da solugao numérica da
equacao de conveccao-difusao transiente. A resolucdo dessa equacgao recai na solugao de
sistemas lineares, oriundos da discretizagao por diferencgas finitas no tempo e elementos
finitos no espago. A implementagdo computacional da discretizagdo dessa equacao foi
apresentada em um capitulo especifico.

Primeiramente, os métodos LCD, GMRES, CMRH e CMRH-OVER foram utilizados para
resolverem sistemas lineares com matrizes genéricas. Nestes testes, 0 método CMRH-
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OVER apresentou resultados expressivamente melhor que os demais, tanto na quantidade
de iteracbes quanto no tempo de execucao. Esse método executa menos produtos matriz-
vetor que os outros. Além disso, como ele armazena na prépria matriz do sistema os vetores
para a base do espago de Krylov, n@o € necessario criar uma nova matriz para fazer esse
armazenamento, resultando em uma reducéo no espago de memdria utilizado. Isso faz com
que o método destrua a matriz do sistema. Portanto, caso n&o seja necessario preservar
a matriz, o melhor método é o CMRH-OVER. Caso contrario, o LCD é o menos indicado.
A quantidade de itera¢cdes do GMRES e do CMRH ¢é similar, mas na maioria dos casos o
tempo do GMRES é melhor. Quando se analisa o tempo por iteracdo, o0 método mais lento
€ o0 CMRH. Os valores da norma residual e da norma infinito obtidos pelos métodos sao
aproximados. Isso evidencia que os resultados encontrados sdo semelhantes e préximos
da solugao exata do sistema.

Uma caracteristica importante nos métodos iterativos € que, quanto mais préximo da solugéao
exata é a aproximagao inicial, menos iteragdes os métodos levarao para encontrar a solugao
aproximada para o sistema. Diferentemente dos métodos diretos, o custo computacional
varia dependendo da aproximacao inicial, uma vez que essa aproximacao inicial leva o
método a gastar mais ou menos iteragoes.

No caso dos métodos aplicados para resolverem a equagao de convecgao-difusao transiente,
como o CMRH-OVER néo foi testado no problema de Elementos Finitos, devido a sua
estrutura, ndo é possivel compara-lo com os outros métodos. Com excegao do exemplo
4.2.4, o método que apresenta os melhores resultados, seja para a quantidade de iterages
ou para o tempo de execugao € o CMRH. Embora o tempo por iteracdo desse método seja
maior os demais, a diferenca do tempo é compensada pela quantidade de iteracées que
s80 necessarias para calcular a solugéo.

5.1 Trabalhos Futuros

Como trabalhos futuros, deseja-se desenvolver as seguintes etapas:

e Buscar uma forma de definir o valor ideal para o parametro k,,.., seja por um estudo
tedrico ou por testes estatisticos.

e Analisar se existe uma relagéo entre o numero de condicionamento da matriz e o melhor
método a ser aplicado.

e Modificar a implementagdo do método CMRH afim de melhorar seu tempo de execugéo,
verificando em qual parte do loop o método demora mais tempo para executar.
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Avaliar a viabilidade de utilizar o método CMRH-OVER para o problema de Elementos
Finitos.

Estudar a eficiéncia dos métodos aplicados em sistemas oriundos de outros problemas.

Buscar outros tipos de resolucao de sistemas lineares e comparar com os métodos que
encontram-se implementados.

Estudar e implementar o termo reativo e as condicdes de contorno de Neumann na
equacao de convecgao-difusdo-reacao transiente .
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