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Resumo

Este trabalho trata o problema de programacao de tarefas em uma méaquina com janelas
de conclusao distintas e tempos de preparacao da méquina dependentes da sequéncia de exe-
cucao das tarefas, denominado SMSPETP-SDS. O objetivo é minimizar a soma ponderada
das antecipacoes e dos atrasos na conclusao das tarefas. Em termos praticos, as penalidades
por antecipagao sao decorrentes de custos gerados pela necessidade de estocagem, enquanto
as penalidades por atraso sao consequéncias de multas contratuais. O SMSPETP-SDS possui
muitas aplicagoes em industrias metalirgicas, téxteis, quimicas, entre outras. Além do grande
ntumero de aplicacoes, é um problema dificil de ser resolvido na otimalidade, visto pertencer a
classe NP-dificil. A uniao entre a aplicabilidade e a dificuldade de encontrar uma solugao 6tima
motiva o desenvolvimento de algoritmos eficientes para resolvé-lo. Apesar disso, o problema de
programacao de tarefas com as caracteristicas consideradas neste trabalho ainda nao recebeu a
devida atencao. O SMSPETP-SDS tem sido tratado basicamente por meio de procedimentos
heuristicos que dividem o problema em dois subproblemas: determinar a melhor programa-
¢ao de uma dada sequéncia de tarefas, considerando-se a possibilidade de insercao de tempos
ociosos entre a execucao de tarefas consecutivas; e determinar uma sequéncia de tarefas que,
associada a sua programacao Otima, minimize a soma das penalidades geradas pelas tarefas.
Neste trabalho, o SMSPETP-SDS é tratado sob uma perspectiva ainda nao considerada na
literatura. Inicialmente é proposto um novo algoritmo de programacao 6tima de uma dada
sequéncia de tarefas. Esse algoritmo, de complexidade O(n?), ¢ utilizado nos algoritmos heu-
risticos propostos para resolver o problema de sequenciamento das tarefas. Esse algoritmo de
programagcao 6tima também ¢ utilizado em um algoritmo exato de enumeracgao implicita para
o caso particular com tempos de preparacao da maquina independentes da sequéncia de exe-
cucao das tarefas, denominado SMSPETP-SIS. O algoritmo de enumeracao implicita proposto
faz uso de resultados teoricos desenvolvidos exclusivamente para o SMSPETP-SIS. Em um
segundo momento, propoem-se varias formulacoes matemaéticas para o SMSPETP-SDS. Um
horizonte de planejamento para a execucao de cada tarefa é proposto a fim de ser utilizado na
determinacao dos parametros de entrada dessas formulacoes. Por tltimo, sao propostas novas
familias de restricoes vélidas para as formulacoes baseadas em variaveis indexadas no tempo,
bem como algoritmos de separacao para essas familias. Experimentos computacionais mostram
que: o algoritmo de programacgao 6tima de uma dada sequéncia de execucao das tarefas pro-
posto é mais rapido que o algoritmo até entao utilizado para esse fim; os algoritmos heuristicos
propostos para o problema de sequenciamento das tarefas sao melhores que dois algoritmos
da literatura na maioria dos problemas-teste considerados; o algoritmo de enumeracao impli-
cita ¢ uma boa alternativa para a resolucao exata do SMSPETP-SIS; e os limites inferiores
construidos com os algoritmos de separacao propostos sao muito melhores que as solugoes das
respectivas relaxacoes lineares das formulacoes matemaéticas apresentadas.

Palavras-Chave: Programacao de Tarefas, Janelas de Conclusao, Preparagao da Maquina,
Insercao de Tempos Ociosos, Formulagoes Matematicas, Heuristicas de Separacao.
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Abstract

This work addresses the single machine scheduling problem with distinct completion win-
dows and sequence dependent setup times (SMSPETP-SDS). The objective is to minimize the
total weighted earliness and tardiness. In the practice, earliness penalties are due to costs
generated by the need of stockpiling, while tardiness penalties are consequences of contrac-
tual penalties. SMSPETP-SDS has many applications in JIT manufacturing, semi-conductor
manufacturing, chemical processing, PERT/CPM scheduling, and video on demand services,
among others. In addition, SMSPETP-SDS is an NP-hard problem. The applicability of the
SMSPETP-SDS coupled with the difficulty of finding an optimal solution motivates the deve-
lopment of efficient algorithms to it. Nevertheless, the job scheduling problem with the charac-
teristics considered in this work has not received the deserved attention. The SMSPETP-SDS
has been treated basically by heuristic procedures that divide the problem into two subpro-
blems: sequencing the jobs, and determining the optimal time for completion of each job in a
given sequence (or inserting idle time between jobs in the sequence) in order to minimize the
total penalties generated. In this work, the SMSPETP-SDS is treated from a perspective not
yet considered in the literature. First, a new O(n?) optimal scheduling algorithm is proposed.
This algorithm is used in proposed heuristic algorithms to solve the job sequencing problem.
The optimal scheduling algorithm is also used in an exact algorithm, based on implicit enu-
meration, for the special case with sequence-independent setup times (SMSPETP-SIS). The
proposed implicit enumeration algorithm takes advantage of theoretical results generated for
the SMSPETP-SIS. In a second moment, several mathematical formulations are proposed for
the SMSPETP-SDS. In order to determine the input parameters of these formulations, a plan-
ning horizon for the processing of each job is proposed. Finally, new valid constraints families
for the formulations based on time-indexed variables, as well as separation algorithms for these
families, are proposed. Computational experiments show that: the new algorithm for the opti-
mal scheduling of a given job sequence is more efficient than the only other equivalent algorithm
found in the literature; the proposed heuristic algorithms for the job sequencing problem are
better than two algorithms of the literature in most of the instances considered; the implicit
enumeration algorithm is a good alternative to the exact resolution of SMSPETP-SIS; and
the lower bounds generated with the proposed separation algorithms are much better than the
solutions of the respective linear relaxations of the presented mathematical formulations.

Keyword: Job Scheduling, Completion Windows, Setup Times, Idle Time Insertion, Mathe-
matical Formulations, Separation Heuristics.

vil



Sumario

Lista de figuras . . . . . . . . . . e X
Lista de algoritmos . . . . . . . . . ... xi
Listade tabelas . . . . . . . . . . . e Xiii
Lista de notagoes . . . . . . . . . e Xiv
1 Introducao 1
1.1 Estado da arte . . . . . . . . . 3
1.2 Motivacao . . . . . . . . e e e 4
1.3 Objetivos . . . . . . o 5t
1.3.1 Objetivo geral . . . . . . . . . . 5t

1.3.2 Objetivos especificos . . . . . . . . .. .. L 5

1.4 Estrutura do trabalho . . . . . . . . . . ... 6
2 Problema abordado 7
2.1 Caracteristicas do SMSPETP . . . . . . . . . . . . 7
2.1.1 SMSPETP-SDS . . . . . . 8
2.1.2 SMSPETP-SIS . . . . . . . 9

2.2 Descricao dos problemas-teste . . . . . .. ..o oL 9
2.3 Horizonte de planejamento . . . . . . . . ... oL o 9
2.3.1 Resultados computacionais . . . . . . . . . .. ... ... 14

2.4 Conclusoes do capitulo . . . . . . . ... 15
3 Algoritmos propostos 17
3.1 Programacao de uma dada sequéncia de tarefas . . . ... ... .. ... ... 17
3.1.1  Optimal Timing Algorithm — OTA . . . . . . .. .. ... ... ..... 19
3.1.2  Novo algoritmo de alocacao 6tima de tempos ociosos -~ AAOTO . . . .. 23
3.1.3  Optimal Timing Algorithm melhorado — OTA” . . . . . .. .. ... ... 28

3.2 VNS aplicado ao problema . . . . . . . . ... . ... 30
3.2.1 Descricao do VNS . . . . . . . . e 31
3.2.2  Solucao do SMSPETP-SDS via GVNS . . . ... ... ... ....... 32

3.3 Enumeracao implicita aplicada ao SMSPETP-SIS . . . . . ... ... .. .. .. 36
3.3.1 Condigoes de otimalidade . . . . .. ... ... ... .. ......... 37
3.3.2 Algoritmo EI . . . . . . .. 39

3.4 Resultados computacionais . . . . . . . . . . ... 45
3.4.1 Comparacao OTA x AAOTO x OTA’ . . . . .. ... ... ... .... 46
3.4.2  Ajuste dos parametros dos algoritmos propostos . . . . . .. ... .. .. 47

3.4.3 Resultados com os problemas-teste do SMSPETP-SIS com até 20 tarefas 48
3.4.4 Resultados com os problemas-teste do SMSPETP-SDS com até 75 tarefas 50
3.5 Conclusoes do capitulo . . . . . . . ... 56

viil



4 Formulagoes matematicas para o SMSPETP-SDS 58

4.1 Formulagoes baseadas em variaveis de precedéncia . . . . . . . . . .. .. .. .. 58
4.1.1 Formulagao baseada em Manne (1960) — Formulagao VP . . . . . .. .. 58
4.1.2 Novas restricoes vilidas para aformulagao VP - Formulacao VP’ . . . . . 59

4.2 Formulagoes baseadas em variaveis de precedéncia imediata . . . . . . . . .. .. 60
4.2.1 Formulacao baseada em Miller et al. (1960) — Formulagdo VPT . . . . . . 60
4.2.2 Formulagao alternativa — Formulacao VPTIA . . . . . ... ... ... .. 61

4.3 Formulacao baseada em variaveis de posi¢ao na sequéncia — Formulagao VPS . . 62

4.4 Formulacgoes baseadas em variaveis indexadasnotempo . . . . . . . .. ... .. 64
4.4.1 Formulacao linear inteira mista de Rosa & Souza (2009) — Formulagao IMR 64
4.4.2  Formulacao baseada em Nogueira et al. (2014) — Formulacao IMN . . . . 65
4.4.3 Formulagoes binarias — Formulacoes BR e BN . . . ... ... ... ... 66
4.4.4 Novas formulacoes binarias — Formulagbes Ble B2 . . . . .. .. .. .. 66

4.5 Principais caracteristicas das formulacoes matematicas . . . . . .. . ... ... 67

4.6 Novas restrigoes validas para as formulacoes indexadas no tempo . . . . . . . .. 68

4.7 Algoritmos de separacao para as novas familias de restricoes baseadas em varié-
veis indexadas no tempo . . . . .. Lo 71
4.7.1 Heuristica de separagao para a Familial . . . .. ... ... ... .. .. 72
4.7.2 Heuristica de separagao para a Familia2 . . . .. ... ... ... .... 72
4.7.3 Heuristica de separagao para a Familia3 . . . .. ... ... ... .... 74
4.7.4 Heuristica de separacao para a Familia4 . . . . ... ... ... ..... 76
4.7.5 Algoritmo de separacao para a Familiab . . . . . .. ... ... ... .. 7

4.8 Resultados computacionais . . . . . . . . . ..o 77
4.8.1 Resultados obtidos com as relaxacoes lineares das formulacoes apresen-

tadas nas Secoes 4.1-4.4 . . . . ..o 78
4.8.2 Limites inferiores obtidos com os algoritmos de separagao propostos na
Secao 4.7 . . .. 80
4.9 Conclusoes do capitulo . . . . . . . . ... 86
5 Conclusoes finais e trabalhos futuros 88

5.1 Conclusoes finais . . . . . . . . . 88

5.2 Trabalhos futuros . . . . . . . ... 89

5.3 Trabalhos derivados desta pesquisa . . . . . . . . . ... ... ... ... .. .. 90

Referéncias bibliograficas 92
Apéndice 96
Testes de hipOteses . . . . . . . . . . e e e 96

X



Lista de Figuras

1.1

2.1
2.2
2.3

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9
3.10
3.11
3.12
3.13
3.14

3.15
3.16
3.17
3.18
3.19
3.20
3.21

3.22
3.23

3.24
3.25

Aplicacao do problema de programacao de tarefas em uma inddstria siderirgica. 2

Desigualdade triangular. . . . . . . . ... oL 8
Possivel programacao m de I = {1, 2}, na qual max,c; CT =7e f(7m) =2%x 5 =8. 10
Programagao 6tima 7* de I = {1, 2}. Note que max,e;CT =8 e f(n*) =

2X B1 =20 10
Duas possiveis programagcoes com a mesma sequéncia de execucao de trés tarefas. 18
Programacao da primeira tarefade X. . . . . . . ... o000 20
Alocacao da segunda tarefa na programacao da sequéncia X. . . . . ... .. .. 21
Alocacao da terceira tarefa na programacao da sequéncia X. . . . . ... .. .. 21
Bloco {x1,z9, 23} = {3,4, 1} em seu ponto de minimo. . . . . . . ... ... ... 21
Programacao 6tima da sequéncia X. . . . . . . . .. ... 21
Programacao inicial de X no AAOTO. . . .. . ... ... ... ... ...... 25
Programacao de X apos a iteracao 1 da segunda etapa do AAOTO. . .. .. .. 25
Programacao de X apo0s a iteracao 2 da segunda etapa do AAOTO. . . . .. .. 25
Programacao 6tima de X, obtida apés a iteracao 4 da segunda etapa do AAOTO. 26
Solugao obtida pela heuristica gulosa EDD. . . . . . ... ... ... ... .. .. 40
Segundo passo do procedimento EI. . . . . . . .. .. ... .. L. 40
Analise da subsequéncia (4,3). . . . . . . . L 41
Arvore de busca apos a investigacdo do no % ................. 41
Arvore de busca apos a investigacdo do no % .................. 42
Programagao 6tima da sequéncia (4,2,3,1) . . . . . . .. ... .. 42
Arvore de busca apos a investigacio do no (4{f}3). ................. 42
Programagao 6tima da sequéncia (4,2,1,3) . . . . . . ... ... 43
Arvore de busca apos a investigacio do no (4{’?)’}1). ................. 43
Anélise da subsequéncia (4,1,2) . . . . . . ... L 43
Arvore de busca apos a investigacdo do no % .................. 44
Anadlise da subsequéncia (4,3). . . . . . . ..o 44
Andlise da subsequéncia (2,4,3) . . . . . . .. 45
Arvore de busca apos a investigacio do no % .................. 45
Arvore de busca apos todos os nés terem sido investigados. . . . . .. .. .. .. 45



Lista de Algoritmos

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8

5.1

OTA(n, I, X) . . 22
AAOTO(n, I, X)) . o o o 26
OTA* (n, I, X)) o o o o 29
VNS(F(.), N,y X)) oo 31
VND(F(.), N, r, X) oo e 32
GVNS(I,n, F(.), Ni(.), Na(.), N3(.), GVNSmax) . . ... ... ... ....... 33
EI(I,n, F(.),UB) . . . . . 39
Heuristica de separacao para a Familia 1. . . . . . . . .. ... ... ... .... 73
Heuristica de separacao para a Familia2. . . . .. .. .. ... ... ....... 74
Heuristica de separacao para a Familia3. . . . . . ... ... ... ........ 75
Heuristica de separacao para a Familia4. . . . . . . . .. ... ... ... .... 76
Algoritmo de separacao para a Familiab. . . . . . .. ... ... ... ... 7
Limite inferior construido com uma dada familia de restricoes F' e um dado §. . 81
Limite inferior construido com uma dada familia de restrigoes F' e § dinamico. . 82
Limite inferior construido com as Familias 1-5.. . . . . . . . . .. .. ... ... 84
Teste de aleatoriedade(Ay, Ao, ¥) . .« o o oL 96

xi



Lista de Tabelas

2.1

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6

3.7

3.8

3.9

3.10

3.11

3.12

3.13

3.14

4.1

4.2

4.3

4.4

Resultados obtidos ao se utilizar a Proposi¢ao 2.2 para determinar Sf,5. . . . . . 15
Problema-teste para exemplificar o procedimento OTA. . . . . .. .. ... ... 20
Problema-teste para exemplificar o procedimento AAOTO. . . . ... ... ... 25
Problema-teste para exemplificar o algoritmo EI. . . . . . . . . ... ... .... 40
Tempos médios (em segundos) demandados pelo algoritmo GVNS  associado aos

algoritmos OTA, AAOTO e OTA’, respectivamente. . . . . . . . . . ... .. .. 47
Influéncia do parametro VNDmax no procedimento VND,. aplicado aos proble-

mas-teste com 50 tarefas. . . . . . . ... L L 47
Influéncia do parametro VNSmax no procedimento GVNS; aplicado aos proble-

mas-teste com 30 tarefas. . . . . ... ... L L 48

Tempos médios (em segundos) demandados pelos melhores algoritmos de Ribeiro
et al. (2010) e de Rosa et al. (2017), pelos algoritmos GVNS,, GVNS; e GVNS, ,
bem como pelo CPLEX] para resolver os problemas-teste com até 20 tarefas do

SMSPETP-SIS. . . . . . e 49
Tempos médios (em segundos) demandados pelo algoritmo EI e pelo CPLEX
para resolver os problemas-teste com até 15 tarefas do SMSPETP-SIS. . . . . . 50

Médias dos desvios relativos médios (em porcentagem) das solucoes obtidas com
os melhores algoritmos de Ribeiro et al. (2010) e de Rosa et al. (2017), com os

algoritmos GVNS,, GVNS; e GVNS,; e com o CPLEX. . ... ... ... ... 51
Nimero de vezes em que o melhor algoritmo de Ribeiro et al. (2010) é melhor
que os algoritmos GVNS,, GVNS; e GVNS,,. . . ... ... ... ... ... .. 52
Nimero de vezes em que os algoritmos GVNS,, GVNS; e GVNS, ; sao melhores
que o algoritmo de Ribeiro et al. (2010). . . . . . .. ... ... 52
Nimero de vezes em que o melhor algoritmo de Rosa et al. (2017) é melhor que
os algoritmos GVNS,, GVNS; e GVNS,,. . ... ... ... ... ... ... .. 53
Nimero de vezes em que os algoritmos GVNS,, GVNS; e GVNS,  sao melhores
que o algoritmo de Rosa et al. (2017). . . . . . . . ... ... 54

Tempos médios (em segundos) demandados pelos melhores algoritmos de Ribeiro
et al. (2010) e de Rosa et al. (2017), pelos algoritmos GVNS,, GVNS; e GVNS, ,
bem como pelo CPLEX, para resolver os problemas-teste com até 75 tarefas do

SMSPETP-SDS. . . . . . 55
Nimero de variaveis e de restri¢oes nas formulagoes matematicas para o SMSPETP-
SDS apresentadas nas Secoes 4.1-4.4. . . . . ..o 68
gap’s médios obtidos com as relaxacoes lineares das formulacoes apresentadas

nas Segoes 4.1-4.4 (em porcentagem). . . . . .. ... 79
Tempos médios demandados pelo CPLEX com as relaxacoes lineares das formu-
lagoes apresentadas nas Se¢oes 4.1-4.4 (em segundos). . . . . .. .. ... ... 80
Resultados obtidos ao se aplicar o Algoritmo 4.6 com as Familias 1-5 e diferentes
valores de § no problemas-teste com 15 tarefas. . . . .. ... ... ... .... 81

xii



4.5

4.6

4.7

Resultados obtidos ao se aplicar o Algoritmo 4.7 com as Familias 1-5 nos pro-

blemas-teste com 15 tarefas. . . . . . . ... ... ... . . 83
Resultados obtidos ao se aplicar o Algoritmo 4.7 com as Familias 1-5 nos pro-
blemas-teste com até 20 tarefas. . . . . ... ... .. ... .. L. 83
Resultados obtidos ao se aplicar o Algoritmo 4.8 nos problemas-teste com até 20
tarefas. . . . . L L 85

xiil



Lista de Notacoes

JIT Just in Time

SMSPETP Problema de programacao de tarefas em uma maquina com janelas de conclusao
distintas e penalidades por antecipacao e atraso da conclusao no qual é permitida a ocio-
sidade de maquina entre a execucao de tarefas consecutivas — Single Machine Scheduling
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Capitulo 1

Introducao

O surgimento do sistema administrativo Just in Time (JIT) evidenciou a importancia de
um planejamento criterioso das atividades produtivas. Reduzir as antecipagoes e os atrasos nas
execucoes das tarefas de uma atividade produtiva pode proporcionar uma significativa reducao
de custos. De acordo com Baker & Scudder (1990), concluir uma tarefa com atraso, ou seja,
apo6s a data desejada para sua conclusao, pode resultar em multas contratuais, perda de credibi-
lidade da empresa e reducao de vendas. Do mesmo modo, concluir uma tarefa antecipadamente,
isto &, antes da data desejada para sua conclusao, pode resultar em custos financeiros extras
pela necessidade de disponibilizacao antecipada de capital, necessidade de espaco para arma-
zenamento ou necessidade de outros recursos para manter e gerenciar o estoque (Jozefowska,
2007).

O problema de programacao de tarefas em uma méquina com penalidades por antecipacao
e atraso consiste em programar um conjunto de tarefas em uma maquina de modo a minimizar
a soma ponderada das antecipacoes e atrasos na conclusao dessas tarefas.

As datas desejadas para a conclusao das tarefas podem ser comuns ou distintas. No entanto,
segundo Wan & Yen (2002), devido as incertezas e tolerancias, em muitas situagoes da industria
de manufatura é esperado que as tarefas sejam concluidas dentro de determinados intervalos
de tempo (janelas de conclusdo), em vez de em datas especificas (datas de conclusdo). Tais
incertezas e tolerancias estao relacionadas as caracteristicas individuais das tarefas e influenciam
no tamanho das janelas de conclusao. Assim, apenas as tarefas concluidas antes ou apos suas
respectivas janelas de conclusao estarao sujeitas as penalidades.

Existe uma variedade de aplicacoes de modelos de programacao de tarefas com janelas de
conclusao em processos de producao baseados no sistema JIT, na fabricacao de materiais semi-
condutores, em processos quimicos, em programagoes PERT/CPM, em servigos de videos sob
demanda, dentre outros (Janiak et al., 2015). A produgao de bens pereciveis apresentada em
Koulamas (1996) é um exemplo dessas aplicagoes. Suponha que um fabricante de produtos
quimicos combina um determinado produto quimico “A”, que se deteriora rapidamente, com
um segundo produto quimico “B” para produzir um produto “C”. Se “A” for produzido antes
que “B” esteja pronto, entao ele se deteriorara. Por outro lado, se “A” for produzido com atraso,
entao os atrasos incorridos na producgao de “C” podem gerar custos.

O problema de programacao de tarefas em uma maquina com penalidades por antecipacao
e atraso com datas de conclusao comuns é NP-dificil Baker & Scudder (1990), ou seja, ainda
nao é conhecido nenhum algoritmo de complexidade polinomial que o resolva. Como o caso
de datas de conclusao comuns pode ser visto como um caso particular do problema com dadas
de conclusao distintas, e consequentemente do problema com janelas de conclusao distintas,
tem-se que o problema de programacao em uma maquina com penalidades por antecipacao e
atraso das tarefas com janelas de conclusao também é NP-dificil.

Nas industrias em que sao fabricados diferentes tipos de produtos e existe uma troca fre-
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quente do tipo de tarefa executada em uma maquina, geralmente é necessirio preparar a
méaquina entre a execucdo de tarefas consecutivas (Allahverdi et al., 1999). Esse tempo de
preparacao inclui os tempos gastos para trocar as ferramentas, preparar o material, limpar a
maquina, etc. A maioria dos trabalhos em problemas de programagcao de tarefas assume que os
tempos de preparacao da maquina sao independentes da sequéncia de execucao das tarefas, isto
é, eles sdo despreziveis ou acrescentados aos tempos de execugao das tarefas (Gupta & Smith,
2006). No entanto, de acordo com Kopanos et al. (2009) e Gupta & Smith (2006), os tempos
de preparacao da maquina sao dependentes da sequéncia de execucao das tarefas em grande
parte das situagoes praticas. O caso real de uma industria sidertrgica, tratado em Bustamante
(2007), ¢ ilustrado na Figura 1.1. Nesse trabalho, uma sequéncia de laminadores ¢ considerada
como uma maquina e cada tarefa representa a producdo de um determinado produto (barra
chata, cantoneira, vergalhdo, etc.). Antes da fabricacdo de cada produto, é necessario realizar
um conjunto de ajustes de mesma natureza na sequéncia de laminadores. Esses ajustes de-
pendem do produto a ser fabricado e do produto fabricado anteriormente. Como cada ajuste
exige um tempo para ser realizado, a soma desses tempos configura o tempo de preparagao da
maquina. Em problemas como esse, os tempos de preparacao da maquina variam de acordo
com a sequéncia de producao e representam uma parcela de tempo consideravel em relacao
ao tempo total de execucao. Portanto, eles nao podem ser desconsiderados. Allahverdi et al.
(1999), Allahverdi et al. (2008) e Allahverdi (2015) fazem uma ampla revisao da literatura a
respeito de problemas de programacao de tarefas com tempos de preparagao da maquina.
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Figura 1.1: Aplicacao do problema de programacao de tarefas em uma industria sidertrgica.

Consideracoes a respeito da continuidade do funcionamento da maquina também podem
ocorrer. Conforme Kanet & Sridharan (2000), existem situagoes em que a ociosidade da ma-
quina nao é permitida, por implicar em custos mais elevados que aqueles decorrentes da con-
clusao antecipada das tarefas. No entanto, o mesmo autor afirma que ha casos em que manter
a maquina inativa é vantajoso, ainda que exista uma tarefa disponivel para ser executada. As-
sim, nao havendo restricoes a ociosidade da maquina, determinar a melhor data para iniciar a
execucao de cada tarefa ou, equivalentemente, permitir ociosidade de maquina entre a execucao
de tarefas, pode produzir melhores solucoes.



CAPITULO 1. INTRODUCAO 3

Esta tese de doutorado trata o problema de programacao de tarefas em uma méaquina
com janelas de conclusao distintas e penalidades por antecipacao e atraso da conclusao, sendo
permitida a ociosidade de maquina entre a execucao de tarefas consecutivas. No restante
deste trabalho, o problema de programacao de tarefas com essas caracteristicas serd denotado
por SMSPETP (das iniciais em inglés de Single Machine Scheduling Problem with Earliness
and Tardiness Penalties). O SMSPETP com tempos de preparacio da maquina dependentes
da sequéncia de execucao das tarefas serd doravante denotado por SMSPETP-SDS, sendo o
sufixo SDS relativo as iniciais, em inglés, de Sequence-Dependent Setup. De acordo com a
notagio utilizada por Pinedo (2012), o SMSPETP-SDS é representado por 1/s;/ > 7, wjE;+
2?21 w!T;. Por outro lado, o SMSPETP com tempos de preparacao da maquina independentes

J
da sequéncia de execucao das tarefas serd denotado de agora em diante por SMSPETP-SIS.

Pinedo (2012) representa o SMSPETP-SIS por 1/ /> 7% wiky + 70 wiT;.

O restante deste Capitulo esta organizado da seguinte forma. Na Segao 1.1 é feita uma
revisao da literatura relacionada ao SMSPETP. Na Secao 1.2 é apresentada a motivacao deste
trabalho. Na Secao 1.3 sao expostos os objetivos geral e especificos tragados, enquanto a Secao
1.4 apresenta a estrutura desta tese.

1.1 Estado da arte

A uniao entre a aplicabilidade e a dificuldade de encontrar uma solucao 6tima para o SMS-
PETP tem motivado diversos trabalhos. Nesta Secao sao apresentados trabalhos relacionados
ao problema de programacao de tarefas objeto desta tese de doutorado.

Koulamas (1996) aborda o SMSPETP-SIS com uma sensivel distin¢ao dos demais trabalhos
da literatura. Ao contrario dos outros trabalhos, que consideram a existéncia de antecipagao
quando uma tarefa é concluida antes do inicio de sua janela de conclusao, esse autor considera
que héa antecipacao de uma tarefa quando sua execuc¢ao é iniciada antes do inicio de tal janela.
Além disso, as penalidades por unidade de tempo de antecipacao e atraso sao consideradas
unitarias. O autor divide o problema em dois subproblemas, sendo um deles determinar a
sequéncia de execucao das tarefas e o outro programar a data 6tima de conclusao de cada
tarefa numa dada sequéncia de execucao (ou, equivalentemente, alocar tempos ociosos entre as
tarefas de uma dada sequéncia de execucdo). Para resolver o problema de programagio das
datas 6timas de execucao de cada tarefa numa dada sequéncia, é desenvolvido um algoritmo
que aloca tempos ociosos, de modo 6timo, na sequéncia de execucao. J& o problema de se-
quenciamento das tarefas é resolvido com adaptacoes de heuristicas utilizadas anteriormente
em casos particulares do SMSPETP.

Wan & Yen (2002) tratam o SMSPETP-SIS. Sao apresentadas véarias propriedades do pro-
blema a fim de facilitar sua resolugao e, assim como Koulamas (1996), os autores dividem o
problema em dois subproblemas. E desenvolvido um algoritmo de complexidade polinomial
para determinar a data 6tima de conclusao de cada tarefa em uma dada sequéncia de execucao.
Esse algoritmo, de agora em diante denotado por OTA (Optimal Timing Algorithm), é uma ex-
tensao dos algoritmos de Davis & Kanet (1993), Lee & Choi (1995) e Szwarc & Mukhopadhyay
(1995) para o problema de programacao de tarefas com datas de conclusao distintas. Por fim,
uma Busca Tabu (Glover & Laguna, 1997), que faz uso do procedimento de datas 6timas e das
propriedades apresentadas, é utilizada para resolver o problema.

Bustamante (2007) apresenta dois modelos de programacao linear inteira mista para o pro-
blema de programacao de tarefas com datas de conclusao distintas, tempos de preparacao da
méaquina dependentes da sequéncia de execucao das tarefas e penalidades por antecipacao e
atraso. O primeiro modelo é baseado nas defini¢oes de Manne (1960), enquanto o segundo é
baseado em Wagner (1959) e nao abrange os problemas em que as penalidades por unidade de
tempo de antecipacao e atraso sao dependentes das tarefas. Os modelos apresentados exigem
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que os tempos de preparacao da méaquina satisfagam a desigualdade triangular (ver Secdo 2.1.1).
O autor também sugere alteracoes nos modelos que permitem resolver o problema de progra-
macao de tarefas com janelas de conclusao distintas. No entanto, os testes computacionais
se concentram em problemas-teste com datas de conclusao distintas, sendo utilizado somente
um problema teste com janelas de conclusao distintas. O software de otimizacao GLPK 4.8 é
utilizado para encontrar a solucao 6tima de problemas-teste com até 10 tarefas.

Gomes Junior et al. (2007) propéem um modelo mateméatico inteiro misto, baseado em
uma das formulagoes de programagao matematica de Bustamante (2007). Porém, esse modelo
nao exige que os tempos de preparacao da maquina satisfacam a desigualdade triangular. O
otimizador CPLEX, versao 9.1, é utilizado para encontrar a solucao 6tima de problemas-teste
com até 12 tarefas e com tempos de preparacao da maquina simétricos. Os autores propoem,
também, um algoritmo heuristico, baseado em GRASP (Feo & Resende, 1995), Iterated Local
Search (Lourenco et al., 2003) e Variable Neighborhood Descent (Mladenovi¢ & Hansen, 1997)
para resolvé-lo. Para cada sequéncia de tarefas gerada pela heuristica desenvolvida, aplicou-se
o OTA (Wan & Yen, 2002) — adaptado para incluir tempos de preparagiao da maquina — para
programar as datas 6timas de inicio de execucao das tarefas nessa sequéncia.

O trabalho de Rosa & Souza (2009) apresenta um modelo de programagdo matematica in-
teiro misto e indexado no tempo para representar o SMSPETP-SDS. A estimativa do horizonte
de planejamento, a qual faz parte dos dados de entrada do modelo, é obtida pela aplicagao de
um algoritmo heuristico baseado nos procedimentos GRASP, Principio da Otimalidade Pro-
xima (Glover & Laguna, 1997) e Variable Neighborhood Descent. Assim como os modelos de
Bustamante (2007), a formulagdo indexada no tempo necessita que os tempos de preparacao
da méaquina satisfacam a desigualdade triangular.

Sao encontrados na literatura muitos trabalhos que fazem uso do OTA adaptado por Gomes
Junior et al. (2007) em procedimentos heuristicos para resolver o SMSPETP-SDS. Entre eles,
citamos: Souza et al. (2008), Rosa et al. (2010), Ribeiro et al. (2010) e Penna et al. (2012).

Nogueira et al. (2014) propdem e analisam seis formulagoes de programagao linear inteira
mista para o problema de programacao de tarefas com tempos de liberagao das tarefas distintos
e tempos de preparacao da maquina dependentes da sequéncia de execucao das tarefas. A fim
de testar as formulacoes propostas, foram consideradas duas fungoes objetivos: soma ponderada
da data de conclusao das tarefas e soma ponderada dos atrasos das tarefas.

Parte dos resultados obtidos durante o desenvolvimento desta tese de doutorado foi publi-
cada em Rosa et al. (2017). Nesse trabalho sdo propostos um algoritmo exato de enumeracao
implicita para o SMSPETP-SIS e um algoritmo heuristico baseado no método GVNS — General
Variable Neighborhood Search (Hansen et al., 2008) — para o SMSPETP-SDS. Um algoritmo
de complexidade O(n?) que aloca, de modo 6timo, tempos ociosos em uma dada sequéncia de
execucao das tarefas também é proposto. Tanto o algoritmo de enumeracao implicita quanto o
algoritmo GVNS fazem uso desse algoritmo de alocagao 6tima de tempos ociosos proposto para
avaliar cada sequéncia de execucao construida. Embora o algoritmo de enumeracao implicita
seja aplicavel apenas ao SMSPETP-SIS, ele faz uso de resultados teoricos gerados para essa
classe do SMSPETP.

1.2 Motivacao

De acordo com o que foi apresentado anteriormente, o SMSPETP consiste em uma generali-
zacao do problema de programacao de tarefas e possui muitas aplicacoes praticas. No entanto,
essa versao do problema ainda nao recebeu a atencao merecida. Até entao, seu tratamento tem
sido somente por meio de procedimentos heuristicos. Apesar de Bustamante (2007), Gomes Ju-
nior et al. (2007) e Rosa & Souza (2009) apresentarem formulagoes de programacao matematica



CAPITULO 1. INTRODUCAO 5

que representam o problema, as formulacoes propostas foram utilizadas apenas em softwares
genéricos e que nao exploram as caracteristicas particulares do SMSPETP na sua resolucao.
Resolver o SMSPETP consiste em determinar a sequéncia na qual as tarefas serao exe-
cutadas, bem como programar a data de inicio de execucao de cada tarefa nessa sequéncia.
Os trabalhos encontrados na literatura tratam o problema com procedimentos heuristicos que,
iterativamente, geram uma sequéncia de execucao das tarefas por meio de regras de prioridade
ou procedimentos de busca. Para avaliar cada sequéncia gerada é necessario programar a data
6tima de inicio de execucao de cada tarefa em tal sequéncia, permitindo ociosidade de maquina
entre a execucao de tarefas consecutivas. Sendo assim, ¢ fundamental o uso de um algoritmo
que faca a alocacao de tempos ociosos o mais rapido possivel. Todos os trabalhos encontra-
dos na literatura fazem uso do algoritmo OTA adaptado por Gomes Junior et al. (2007) para
avaliar uma dada sequéncia de execucao de tarefas do SMSPETP, visto que trata-se do tnico
algoritmo encontrado para esse fim. Procurou-se, entao, desenvolver um algoritmo mais rapido
que o OTA para programar as datas 6timas de inicio de execucao das tarefas do SMSPETP.
A presente tese de doutorado aborda o SMSPETP de uma forma ainda nao considerada na
literatura. O problema é tratado tanto com métodos exatos quanto com métodos heuristicos.
A principal finalidade em se adotar abordagens exatas é determinar bons limites inferiores para
o problema, ao passo que as abordagens heuristicas visam proporcionar bons limites superiores.

1.3 Objetivos

Nesta secao sao apresentados os objetivos deste trabalho. O objetivo geral é apresentado
na Secao 1.3.1, enquanto os objetivos especificos sao apresentados na Secao 1.3.2.

1.3.1 Objetivo geral

O principal objetivo da presente tese de doutorado é desenvolver métodos exatos e heu-
risticos, bem como métodos hibridos, que utilizam as particularidades do SMSPETP para
resolvé-lo de forma eficiente. Os métodos desenvolvidos deverao ser capazes de competir com
os algoritmos atualmente existentes na literatura relacionada ao problema, bem como servir
de referéncia para futuras pesquisas que envolvam problemas de programacao de tarefas com
janelas de entrega e tempos de preparacao da maquina dependentes da sequéncia de execugao
das tarefas.

1.3.2 Objetivos especificos

Com a finalidade de alcancar o objetivo geral, os seguintes objetivos especificos foram tra-
cados:

e Fazer um levantamento de trabalhos da literatura que tratam o problema abordado ou
problemas relacionados, bem como dos métodos utilizados para resolvé-los;

e Determinar propriedades matematicas particulares do SMSPETP que possam auxiliar
tanto os métodos exatos quanto os métodos heuristicos a resolvé-lo;

e Desenvolver um novo algoritmo de programacao 6tima de uma dada sequéncia de execucao

de tarefas do SMSPETP;
e Desenvolver um novo algoritmo heuristico para o SMSPETP;

e Desenvolver um algoritmo de enumeracao implicita para o SMSPETP;
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e Desenvolver novas formulagoes de programagao matematica para o problema;

e Desenvolver novas restrigoes validas (cortes) a fim de fortalecer as formulagoes desenvol-
vidas;

e Desenvolver um algoritmo de insercao de cortes para as formulacoes de programacao
matematica desenvolvidas;

e Realizar testes computacionais usando os métodos propostos;
e Analisar os resultados obtidos e compara-los com os de outros métodos da literatura;

e Divulgar os resultados obtidos em eventos cientificos e em peridédicos especializados.

1.4 Estrutura do trabalho

Este trabalho esta organizado como segue.

No Capitulo 1 é feita uma introducao ao problema estudado. Sao expostos os objetivos
tracados, uma revisao da literatura relacionada ao problema em foco e também a motivacao
deste trabalho.

No Capitulo 2 é feita uma descricao detalhada do SMSPETP, bem como das versoes desse
problema que sao tratadas neste trabalho. Também é feita uma apresentacao dos problemas-
teste utilizados nos experimentos computacionais com os métodos propostos. Finalmente,
propoe-se resultados teéricos que permitem calcular um horizonte de planejamento para a
execucao de cada tarefa do SMSPETP.

No Capitulo 3 sao propostos algoritmos heuristicos a fim de prover limites superiores para o
SMSPETP. Trés algoritmos de programacao 6tima de uma dada sequéncia de tarefas também
sao apresentados. Um deles ¢ um algoritmo da literatura, enquanto os outros dois sao contribui-
¢oes deste trabalho. A metaheuristica Busca em Vizinhanga Variavel (Variable Neighborhood
Search) é descrita e algoritmos baseados nessa metaheuristica para resolver o SMSPETP-SDS
sao propostos. Além disso, propoe-se um algoritmo de enumeracao implicita para o SMSPETP-
SIS. Por fim, apresentam-se e analisam-se os resultados computacionais obtidos com os métodos
desenvolvidos e conclui-se o capitulo.

No Capitulo 4 sao apresentadas formulagoes matematicas que representam o SMSPETP-
SDS. Entre elas, estao formulacoes baseadas em variaveis de precedéncia, formulagoes baseadas
em variaveis de precedéncia imediata, uma formulagao baseada em variaveis de posicao na
sequéncia e formulagoes baseadas em variaveis indexadas no tempo. Sao propostas cinco novas
familias de restrigoes vélidas para as formulacoes baseadas em variaveis indexadas no tempo,
bem como algoritmos de separacao para essas familias de restri¢oes. Por tltimo, apresentam-se
e discutem-se os resultados computacionais obtidos com os métodos apresentados e conclui-se
o capitulo.

O Capitulo 5 apresenta as conclusoes finais desta tese de doutorado e, também, sugestoes
de trabalhos futuros.



Capitulo 2

Problema abordado

Neste capitulo é feita a formalizacao do problema tratado neste trabalho. O SMSPETP
é descrito detalhadamente na Secao 2.1. Na Secao 2.2 sao apresentados os problemas-teste
utilizados na avaliacao dos métodos propostos, enquanto resultados teoricos que possibilitam
estabelecer um horizonte de planejamento para a execugao de cada tarefa do SMSPETP sao
propostos na Secao 2.3.

2.1 Caracteristicas do SMSPETP

O problema de programacao de tarefas tratado neste trabalho (SMSPETP — Single Machine
Scheduling Problem with Earliness and Tardiness Penalties) possui as seguintes caracteristicas:

e Uma maquina deve executar um conjunto I de n tarefas;

e Cada tarefa x € I possui:

um tempo de execucao P,;

uma janela de concluséo [E,, T,], dentro da qual a tarefa = deve ser preferencialmente
concluida. FE, e T, correspondem ao inicio e ao fim do periodo desejado para a
conclusao da tarefa x, respectivamente;

uma penalidade a, por unidade de tempo de antecipacao ;

uma penalidade 5, por unidade de tempo de atraso;

e Ha antecipacao de uma tarefa x € I se, e somente se, sua execucao for concluida antes de
E,. Portanto, a antecipacao de x é dada por e, = max(0, £, —C,), em que C, representa
a data de conclusao de x;

e Ha atraso de uma tarefa x € I se, e somente se, sua execucao for concluida apés 7).
Portanto, o atraso de x é dado por t, = max(0, C, — T}), em que C, representa a data
de conclusao de x;

e As tarefas concluidas dentro de suas respectivas janelas de conclusao nao geram penali-
dades;

e A maquina pode executar no maximo uma tarefa por vez;

e Uma vez iniciada a execucao de uma tarefa, nao é permitida a sua interrupcao;

e Todas as tarefas estao disponiveis para serem executadas a partir da data 0;
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e E permitida a ociosidade de maquina, ou seja, a maquina pode ficar ociosa entre a exe-
cucao de duas tarefas consecutivas.

O objetivo é determinar uma programacao de I (isto é, uma alocagio de tempo para cada
tarefa x € I em uma dada maquina) que minimize o custo oriundo de antecipagoes e de atrasos.
Em outras palavras, o objetivo do SMSPETP é encontrar uma programagcao 7 de I que minimize
a funcao:

fr)=> a, max (0, E, - CJ)+ > _ B, -max (0,C] —T,), (2.1)
zel xel
em que C7 representa a data de conclusao da tarefa z na programacao 7.

A seguir sao detalhadas as classes do SMSPETP abordadas neste trabalho. Na Se¢ao 2.1.1
é descrito o SMSPETP com tempos de preparacao da maquina dependentes da sequéncia de
execucao das tarefas, denotado por SMSPETP-SDS. Ja na Secao 2.1.1 é descrito o SMSPETP
com tempos de preparacao da maquina independentes da sequéncia de execucao das tarefas,
representado por SMSPETP-SIS.

2.1.1 SMSPETP-SDS

No SMSPETP com tempos de preparagao da maquina dependentes da sequéncia de execucao
das tarefas (SMSPETP-SDS) entre a execugao de duas tarefas consecutivas x e y € I & necessario
um tempo de prepara¢ao da maquina S;,. Assume-se que o tempo necessario para preparar a
maquina para a execucao da primeira tarefa programada é igual a 0. Além disso, assume-se que
os tempos de preparacao da maquina satisfazem a desigualdade triangular, isto é, as inequacoes
(2.2) sao satisfeitas:

Sz < Sy + Py + Sy, Vo, yz€l, x#y, x £z e y+#z. (2.2)

As inequagoes (2.2) asseguram que nao é vantajoso efetuar duas preparagoes da maquina
(executando uma terceira tarefa entre as tarefas envolvidas) em vez de uma. Por exemplo, nao
pode ser vantajoso fazer a preparacao da maquina da tarefa x para a tarefa y, executar a tarefa
y e preparar a maquina para a tarefa z, em vez de fazer a preparacao da maquina da tarefa x
para a tarefa z. A Figura (2.1) ilustra essa situacdo, que é uma condigdo necessaria para que
algumas formulagoes de programacao matematica representem o SMSPETP-SDS.

Py
Tarefa y
Swy Syz

Tarefa x Sz » Tarefa z
sz SSxy+Py+Syz

Figura 2.1: Desigualdade triangular.

Observa-se que a desigualdade triangular considerada neste trabalho é menos restritiva que
a definicao de desigualdade triangular que envolve apenas os tempos de preparacao da méaquina,
dada pelas inequagoes (2.3).

Spz < Say + Sy, Vo, yz€Il, x#y, x#z e y+#z. (2.3)
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2.1.2 SMSPETP-SIS

O caso particular do SMSPETP com tempos de preparacao da méaquina independentes
da sequéncia de execugao das tarefas (SMSPETP-SIS) também é considerado neste trabalho.
Neste caso, o valor de S;, ¢ o mesmo para qualquer par de tarefas x, y € I e, por isso, pode
ser desconsiderado ou adicionado ao tempo de execucao das tarefas.

2.2 Descricao dos problemas-teste

A fim de avaliar os métodos desenvolvidos neste trabalho para resolver o SMSPETP, foram
gerados problemas-teste com base nos procedimentos descritos em Wan & Yen (2002) e Rabadi
et al. (2004). O conjunto de problemas-teste gerado é descrito a seguir.

Dada uma tarefa © € I, o tempo de execugdo (P,), o custo por unidade de atraso (/)
e o custo por unidade de antecipagao (a,) sdo numeros inteiros selecionados aleatoriamente,
usando uma distribuigao uniforme, dentro dos intervalos [1,40], [1,10] e [1, §,], respectivamente.
O centro da janela de conclusao da tarefa z é um niimero inteiro, selecionado de forma aleatoria
e com distribuicao uniforme, dentro do intervalo

Kl—FA—%]) x TTP, (1—FA+%]) x TTP],

em que:
e TTP é o tempo total de execucao de todas as tarefas;
e [A ¢é o fator de atraso; e
e VRJ é a variacao relativa da janela de conclusao.

O tamanho da janela de conclusao ¢ um ntiimero inteiro selecionado aleatoriamente, usando
uma distribuicao uniforme, no intervalo [0, %D], no qual n representa o numero de tarefas a
serem executadas. Para cada tarefa y € I e y # x, o tempo de preparagao da méquina S,, ¢é
um nimero inteiro escolhido aleatoriamente, usando uma distribui¢ao uniforme, no intervalo
[5,15]. Os tempos de preparacao da maquina nao sao necessariamente simétricos, isto é, Sy, e
Sy foram escolhidos de forma independente. Foram gerados conjuntos de problemas-teste com
6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 30, 40, 50, 75 e 100 tarefas, respectivamente,
sendo utilizados os valores 0,1; 0,3; 0,5 e 0,8 para FA e 0,4; 0,7; 1,0 e 1,3 para VR.J. Portanto,
h& 16 problemas-teste em cada conjunto e um total de 320 problemas-teste. Toda vez que um
problema-teste gerado nao satisfazia a desigualdade triangular, dada pelas inequagoes (2.2), o
problema era descartado e um outro problema-teste com os mesmos valores de FA e VRJ era
gerado. Logo, todos os problemas-teste da base de dados utilizada satisfazem a desigualdade
triangular em relacao aos tempos de preparacao da méaquina.

Os problemas-teste utilizados neste trabalho estao disponiveis em http://www.decom.
ufop.br/prof/marcone/projects/SMSPETP.html.

2.3 Horizonte de planejamento

Uma programacao Otima para o SMSPETP nao é necessariamente aquela de menor
makespan, isto é, uma programacao de menor data de conclusao da tultima tarefa executada
(Pinedo, 2012; Nogueira et al., 2014). Embora o horizonte de planejamento para a execugao das
tarefas do SMSPETP-SDS seja muito importante na determinacao dos parametros de entrada
das formulagoes mateméticas que representam esse problema (para as formulagoes baseadas
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em variaveis indexadas no tempo, por exemplo, o horizonte de planejamento das tarefas influ-
encia diretamente no nimero de variaveis do modelo), nao foi encontrado, até entdo, nenhum
trabalho que faga um estudo do horizonte de planejamento para as tarefas do SMSPETP-SDS.

Esta secao tem o objetivo de estabelecer um horizonte de planejamento para a execucao das
tarefas de I. O horizonte de planejamento estabelecido deve garantir que a solugao 6tima do
problema esteja contida nele.

Dadas uma programacao 7 de I e uma tarefa x € I, s7 representa a data de inicio da tarefa
z em me C7 representa a data de conclusao da tarefa z em .

Proposicao 2.1 Seja 7* uma programacao étima e m uma possivel programacao de I. Entao
* ~ », .
max,e; C7 nao € necessariamente menor que maxyer CF.

Prova: A prova sera realizada por meio de um contra-exemplo. Considere o SMSPETP-SIS
com duas tarefas tais que:

e a tarefa 1 possui o tempo de execucao P; = 4, a janela de conclusao [4, 6] e as penalidades
por antecipacao e atraso a; = 1 e 31 = 2, respectivamente;

e a tarefa 2 possui o tempo de execucdo P, = 3, a janela de conclusdo [4, 5] e as penalidades
por antecipacao e atraso as = 3 e 35 = 4, respectivamente;

A Figura 2.2 mostra uma possivel programagao m de I = {1, 2} em que max,c;CT =7 e

f(r) = 2 x By = 8. Por outro lado, a Figura 2.3 mostra a programacgao Otima 7* de
I={1,2}, aqual possui f(7*)=2x 3 =2 e max,e; CT =8 > max,c; CT. O
>
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
E1 T2 Ti
E>

Figura 2.2: Possivel programagao m de I = {1, 2}, na qual max,c; CT =Te f(r) =2 X 3 = 8.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Ei1 T2 T1
E2

Figura 2.3: Programagao 6tima 7* de I = {1, 2}. Note que max,c; CT =8 e f(n*) =2x 3, =
2.

Seja SI_ o maior tempo total de preparagdo da méquina possivel contido em uma pro-
gramagao de I. O problema de determinagao de S! _ pode ser facilmente reduzido a uma
variacao do problema do caixeiro viajante, denominada Mazimum Traveling Salesman Problem
with General Non-Negative weights — MAX TSP (Pinedo, 2012; Gutin & Punnen, 2007). Com
esse proposito, seja xy uma tarefa ficticia tal que S, ., = Sz, = 0, Vo € I. Cada tarefa em
I'U{zo} corresponde a uma cidade no MAX TSP e a distancia da cidade x para a cidade y ¢é
dada pelo tempo de preparacao S,. Observa-se que, neste caso, a distancia entre duas cidades
nao é necessariamente simétrica. Seja 7, a variavel de decisao que diz a ordem em que a cidade
x é visitada, Vo € TU{zo}. Assim como em Miller et al. (1960), sejam u,, variaveis de decisao

binarias tais que, Va,y € IU{xo} e = #y:

1, se a cidade y é visitada imediatamente ap6s a cidade x;
Ugy = .
Y 0, caso contrario.
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O problema de determinar SI  pode ser formulado pela fungdo objetivo (2.4) e pelas
restri¢oes (2.5)-(2.10), como segue:

max Z Z Sy * Ugy (2.4)

xel yel\{z}

s. a. Z Upy = 1 VeelU{z} (2.5)
yelU{zo}
y#w
Z Ugy = 1 VyeluU{z} (2.6)
welU{zo}
T#y
Y o= 1 (2.7)
Yot (n+Duy, —n <y, Va,yelU{z} e z#y (2.8)
v > 0 Vzel (2.9)
Uy € {0,1} Vz,yelU{z} (2.10)

A funcao objetivo, dada pela expressao (2.4), busca a maximizagao do tempo total de prepara-
¢ao da maquina (ou, equivalentemente, a maior distancia percorrida). As restrigoes (2.5) e (2.6)
garantem que uma preparacao é realizada antes e outra depois de cada tarefa em I U{xo} (ou,
analogamente, o caixeiro deve sempre sair de uma cidade para chegar em outra). A restri¢ao
(2.7) impoe que a tarefa ficticia zq seja a primeira a ser executada (isto é, a cidade xq é o ponto
de partida do caixeiro viajante). As restrigoes (2.8) previnem sub-rotas. As restri¢oes (2.9) e
(2.10) dizem respeito aos dominios das variaveis de decisio.

A Proposicao 2.2 fornece um limite superior para S’

max*

0s casos em que a resolucao do modelo anterior é inviavel.

Esse limite é uma alternativa para

Proposicao 2.2

I . . .
ST < min max S,, — min max S,, max S,, —min max S, |.
max = — ez} T wel yel\(z} | Syel(zy T wel yel\{z}
xX xr

J/

-~ -~

UB; UB>

Prova: O maior tempo total de preparacao da maquina antes da execucao da tarefa z € [ é
MaXyen\ {2} Oye- Dado que nao é necessario preparar a maquina antes da execucao da primeira
tarefa, o nimero de preparagoes da méaquina em uma programacao de n tarefas é n — 1. Logo,
UB; é um limite superior para S! .

Analogamente, o maior tempo de preparacao da maquina apos a execucao da tarefa x € I é
MaXyen\ {2} Ozy- Uma vez que o niimero de preparacoes da maquina é n — 1, UB, também é um
limite superior sobre S! . Portanto, SI . < min(UBy,UBs). O

A seguinte definicao particiona o conjunto das programacoes de tarefas em I.

Defini¢ao 2.1 (Programacao natural) Uma programacao possivel m de I é dita natural se,
mantendo a ordem de execucao das tarefas, nao for possivel construir uma programagao ' tal
que f(m') < f(m) e uma das sequintes condigées seja satisfeita:

/
e max,c; C7 < max,c; CT;

/ . / .
e max,c; C7 —mingers] < maxger C7 —mingey 7.
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Em outras palavras, uma programacao 7 é dita natural se, fixada a sequéncia de execucao
das tarefas, toda programacgao com custo associado menor ou igual ao custo de 7 for concluida
depois de 7 e possui tempo de execucao maior que o de 7. Para os problemas de programacao
em que nao ha penalidades por antecipagao, a definicao de programacao natural proposta é
equivalente & definicdo de programacao semi-ativa de Pinedo (2012).

A Proposicao 2.3 permite reduzir o espaco de busca do SMSPETP ao conjunto de progra-
magcoes naturais.

Proposicao 2.3 FExiste uma programacgao otima de I que € natural.

Prova: Seja m uma programacao otima de I que nao é natural. Logo, existe uma ou-
~ Ly ’ . ’ .
tra programacao otima 7’ tal que max,e; C7T — minge; sf < maxe; CF — minges sk ou

/ ~ L, ~ . . ~ L. .
max,c; C7 < maxC7. Se 7’ nao é natural, entao existe uma terceira programacao étima cujo
zel

tempo de execucao é menor que o respectivo tempo de 7’ ou cuja data de conclusao é mais cedo
que a data de 7’. J& que a ociosidade de maquina é reduzida cada vez que esse procedimento é
realizado, ele pode ser repetido até que uma programagao 6tima natural de [ seja encontrada.

O

Lema 2.1 Dada uma programacao natural w de I, se a iltima tarefa em 7 (x,) tem a sua exe-
cucao iniciada apos a data max (maxer(Ex —P,), 0), entao nao existe ociosidade de mdquina
entre essa data e a data de inicio de x, (T

Prova: Suponha que a execucao de x, se inicia apds a data max (maxzel(Ex — P,), O) e
que exista ociosidade de méaquina entre essa data e s . Toda tarefa y que tem sua execugao
iniciada apos a data max (max$eI(Ex - P,), 0) é tal que

Cg:SZ+PyZI£1§}<(Ew_Pw)+Py > (Ey—Py) + P, =L,

Logo, essas tarefas nao estao antecipadas e podem ser deslocadas para a esquerda (isto é, serem
adiantadas), mantendo-as ndo antecipadas, até que ndo exista mais ociosidade de maquina
entre max (max,e;(E, — Py), 0) e sT . A programacio obtida 7’ é tal que f(x') < f(m) e
max,e; CT < max,e; CT, o que contradiz o fato de 7 ser uma programacao natural. O

A Proposicao 2.4 fornece um limite superior para o horizonte de planejamento das tarefas
de I.

Proposicao 2.4 Se w € uma programacao natural de I, entao

max C™ < max (Igg;{(Ew - P,), O) + Z P+ SL .
zel
Prova: Suponha que 7w é uma programacao natural de I. De acordo com o Lema 2.1, um
limite superior sobre a data de conclusao de 7 (maxxe[ C’;T) é obtido ao se programar todas as
tarefas em I consecutivamente, sem ociosidade de méaquinas e iniciando a primeira tarefa na
data max (maxer(Ex — P,), 0). O
O limite superior fornecido pela Proposicao 2.4 garante que existe tempo suficiente para
executar todas as tarefas sem antecipagoes, independentemente da sequéncia de execucao dessas
tarefas.

Lema 2.2 Dada uma programagao natural m de I, se a primeira tarefa em 7 (x1) for concluida
antes da data minge; T, entdao nao existe ociosidade de mdquina entre a conclusao de xy (C;Tl)
e Mingey 1.
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Prova: Suponha que a tarefa x; é concluida antes da data min,c; T, e que exista ociosidade
de maquina entre C7 e min,e;T,. Uma vez que C;r < minger T, < T, para toda tarefa y
concluida antes de min,c; T}, essas tarefas nao estao atrasadas e podem ser deslocadas para a
direita (isto é, serem adiadas), mantendo-as nao atrasadas, até que nao exista mais ociosidade
de maquina entre C] e ming,e;T,. A programacao 7’ obtida apos esse deslocamento é tal
! . / . .
que f(n') < f(7m) e max,e; CF —minger sT < maxge; CF — minger 7, o que contradiz o fato
de 7 ser uma programagcao natural. O

A Proposicao 2.5 fornece um limite inferior para o horizonte de planejamento das tarefas
de I.

Proposicao 2.5 Serw € uma programacao natural de I, entao a data de inicio de (minzel sg)
€ tal que:

min s; > max mmT E P, —
xel

0

ma:v ?

Prova: Seja m uma programacao natural de I. Com base no Lema 2.2, um limite infe-
rior para a data de inicio de w (minxe I sg) pode ser obtido programando-se todas as tarefas
em [ consecutivamente, sem ociosidade de maquina e iniciando-se a primeira tarefa na data
minge; Ty — Y ,cf Po — anax ou na data zero. O

O limite inferior dado pela Proposicao 2.5 assegura que existe tempo suficiente para executar
todas as tarefas em I sem atrasos, ou a primeira tarefa é iniciada na data zero, independente-
mente da ordem de execucao dessas tarefas.

O teorema seguinte fornece um horizonte de planejamento que contém uma programacgao

6tima das tarefas de I. Ele é uma consequéncia direta das Proposicoes 2.3, 2.4 e 2.5.

Teorema 2.1 FExiste uma programagao otima 7 de I tal que

max | minT, — Y P, — S, 0] <mins®T <maxCT < max <O,ma;<(Ex —P) > + ZP + S
S

I I I
AS] wel AS] e wel

Lema 2.3 A data mais cedo para o inicio da execucao de uma dada tarefa x em programacoes
naturais de I ocorre em pelo menos uma programac¢ao na qual x € a primeira tarefa a ser

executada.

Prova: Seja m uma programacao natural de I em que uma dada tarefa x nao é a primeira a ser
executada. Considere a programacao 7’ oriunda de 7 pela realocacao das tarefas executadas
antes de z para apoés a tltima tarefa programada em 7. Caso 7' nao seja natural é possivel
obter uma programagao natural 7”7 de 7’. A programacao 7’ é tal que = é a primeira tarefa
executada e s7 < sT = s7. U

Corolario 2.1 A data mais tarde para o inicio da execucao de uma dada tarefa x em pro-
gramagoes naturais de I ocorre em pelo menos uma programacao na qual x € a iltima tarefa
executada.

Prova: Seja m uma programacao natural de I em que uma dada tarefa x nao é a tultima a

ser executada. A programacao 7’ obtida de 7 pela realocacao das tarefas executadas apos x

para imediatamente antes da primeira tarefa programada em 7 é uma programagcao natural tal

que z é a tltima tarefa a ser executada e sg' > sT. Observa-se que pode ser necessario adiar a

execucao das demais tarefas para que essa realocacao seja possivel. O
O proximo teorema fornece um horizonte de planejamento para cada tarefa x € I.
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Teorema 2.2 Sew ¢ uma programacao natural de I, entao, para qualquer tarefa x € I, tem-se:

LBS

™ UB
e s, <s

em que:

o siB =max <O, min( min T, — > P, — rIn\a{xx} — max Sy, T, — P, )) e

yel\{z} yel yel\{z}
e sUB = max | max (0 max (E, — Py)) + > + SIS 4 max Syzs Bz — Py
yel\{z} ye[\{x} yel\{z}

Prova: Dada uma tarefa = € I, de acordo com o Lema 2.3, a data mais cedo de inicio de x em
programacoes naturais de [ ocorre em uma programagcao 7’ na qual x é a primeira tarefa a ser

executada. Neste caso, minyes sy = sg e o maior tempo de preparacao da maquina contido
em 7w’ é Sm\a{xx} + maXyer\ (o} Sey- Se sg < sLB entdo ¢ possivel adiar a execugao da tarefa x,

mantendo a sequéncia de execucao das tarefas, sem aumentar o custo associado a 7’ (da mesma
forma em que foi realizado na prova do Lema 2.2, mas, neste caso, sabe-se que a tarefa x é a
primeira a ser executa em 7’). Isto contradiz o fato de 7’ ser uma programagao natural. Logo,
se 7 é uma programacao natural de I, entdao s:8 < s7 < 7.

Similarmente, com base no Corolario 2.1, a data mais tarde de inicio da tarefa z em pro-
gramacoes naturais de [ ocorre em uma Ryogran}/agéo 7 na qua.xl x é a ultima tarefa aser
executada. Neste caso, max,c;C7 = CI = sT + P, e o maior tempo de preparacao da
magquina contido em 7" é SiMer 4 MaXyecr\{z} Oy € s™ > sUB entdo & possivel adiantar
a execucao da tarefa z, mantendo a sequéncia de execucao das tarefas, sem aumentar o custo
associado a " (da mesma forma em que foi feito na prova do Lema 2.1, mas, neste caso, sabe-se
que x é a tltima tarefa a ser executada em 7). Isto contradiz o fato de 7" ser uma programacao
natural. Logo, se ™ é uma programacao natural de I, entio s7 < s7 < sUB, O

A Subsecao 2.3.1 compara o limite superior para o tempo maximo de preparacao da maquina
contido em uma programacao de I, dado pela Proposicao 2.2, com o valor do respectivo tempo
méaximo, ao passo que a Subsecao 2.4 conclui esta Secao.

2.3.1 Resultados computacionais

Nesta secao é realizada uma breve andlise do limite superior fornecido pela Proposicao 2.2,
aqui denotado por Sf 5, para o tempo méximo de preparagio da maquina contido em uma
programagao de I (SI ).

Os experimentos computacionais foram realizados com os conjuntos de problemas-teste com
10, 20, 30, 40, 50 e 75 tarefas descritos na Se¢ao 2.2. Os valores de SZ__foram obtidos por meio
da formulagao de programagcao matematica dada pelas Equagoes (2.4) — (2.10). Tal formulacao
foi implementada e resolvida com a C++ Concert Technology e com o otimizador IBM ILOG
CPLEX Optimization Studio 12.6.2. Por outro lado, os valores de S}, foram calculados por
meio de um algoritmo implementado na linguagem C-++, sendo utilizado o compilador g+,
versao 4.8.5, para a sua execucao.

Utilizou-se um computador Intel® Xeon(R) CPU E5620 @ 2.40GHz x 16, com 48 GB de
RAM e sistema operacional CentOS Linux 7 na realizacao dos experimentos. O CPLEX foi
configurado para utilizar somente uma thread e os demais parametros nao foram alterados.
Apesar de o processador do equipamento utilizado possuir mais de um nicleo, os algoritmos
nao foram otimizados para multiprocessamento.
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Seja I o conjunto de tarefas em um dado problema-teste. A qualidade de S{ 5 é medida
pelo seu desvio em relacao a SI__, dado por:

max’

Sty — SI
DR; = % x 100%. (2.11)

max

Deste modo, quanto menor for o valor de DRy, mais proximo de SI__
dado pela Proposicao 2.2 para as tarefas de I.

A Tabela 2.1 apresenta um resumo dos resultados obtidos. Nessa tabela, a primeira coluna
indica o niimero de tarefas em cada conjunto de 16 problemas-teste. Para cada conjunto de
problemas, as colunas “tempo” apresentam as médias dos tempos demandados (em segundos)
para encontrar os valores de Sf;5 e de Sl respectivamente. A coluna “DR;” apresenta 0s

max’
desvios médios de S/, em relacdo aos respectivos valores de SL em porcentagem).
UB

max

estard o limite superior

Tabela 2.1: Resultados obtidos ao se utilizar a Proposi¢ao 2.2 para determinar S},5.
tempo (s)

I
10 0,00 0,01 1,80
20 0,00 0,04 0,85
30 0,00 0,08 0,28
40 0,00 022 0,04
20 0,00 0,47 0,01
75 0,00 1,92 0,00

De acordo com a Tabela 2.1, os tempos médios necessarios para encontrar os valores de Si;
foram sempre proximos de zero segundos, ao passo que os tempos médios demandados para
encontrar os valores de SL_ foram maiores ou iguais a 0,01 segundos. Para os problemas-teste
com 75 tarefas, por exemplo, a média dos tempos demandados para encontrar os valores de
SI.. foiigual a 1,92 segundos. Ainda na Tabela 2.1, pode-se ver que os desvios médios de S¥ 5

max

em relacio aos respectivos valores de SI  foram sempre menores ou iguais a 1,80%. Os valores

desses desvios decrescem a medida em que se aumenta o nimero de tarefas, chegando a ser
iguais a 0,00% para os problemas-teste com 75 tarefas.

2.4 Conclusoes do capitulo

Este capitulo descreveu detalhadamente o problema de programacao de tarefas tratado nesta
tese, 0 SMSPETP (Single Machine Scheduling Problem with Earliness and Tardiness Penal-
ties), bem como as classes desse problema que foram consideradas, isto é, o SMSPETP-SDS
(SMSPETP com tempos de preparagao da maquina dependentes da sequéncia de execugao das
tarefas) e o SMSPETP-SIS (SMSPETP com tempos de preparac¢io da maquina independentes
da sequéncia de execugdo das tarefas). Ademais, foram propostos resultados teoricos que per-
mitem estabelecer um horizonte de planejamento para a execucao de cada tarefa do SMSPETP.
O horizonte de planejamento proposto assegura que a solucao 6tima do problema esteja contido
nele. Observa-se que, de acordo com a pesquisa realizada, este é o primeiro trabalho que faz
um estudo do horizonte de planejamento para as tarefas do SMSPETP-SDS.

Um dos parametros utilizados na determinacao do horizonte de planejamento proposto é o
tempo maximo de preparacao da méaquina contido em qualquer programacao de I, denotado por
SI .. Ovalor de SL_¢é determinando resolvendo-se um problema de programagio matematica

max*
linear inteiro misto. Além disso, foi proposto um limite superior para SI . Esse limite superior,

max*
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denotado por Sf;5, ¢ uma alternativa para os casos em que a resolugio do modelo matemético
proposto é inviavel. Resultados computacionais realizados com problemas-teste com até 75
tarefas mostram que esse limite é proximo de SI_ e decresce a medida em que se aumenta
o numero de tarefas a serem executadas. Além disso, o tempo demandado pelo CPLEX para
resolver a formulagao proposta para determinar Srfnax ¢ muito superior ao tempo necessario para
calcular o respectivo limite superior proposto.

O horizonte de planejamento para a execucao das tarefas do SMSPETP-SDS é muito impor-
tante na determinacao dos parametros de entrada das formulagoes mateméticas que represen-
tam esse problema. Logo, o horizonte de planejamento proposto nesta secao é utilizado para
definir os parametros de entrada de todas formulagoes matemaéticas para o SMSPETP-SDS

apresentadas no Capitulo 4.



Capitulo 3

Algoritmos propostos

Neste capitulo sao propostos algoritmos heuristicos para a resolucao do SMSPETP-SDS,
bem como um algoritmo exato para o SMSPETP-SIS. Na Secao 3.1 sao apresentados trés
algoritmos de programacao 6tima de uma dada sequéncia de tarefas. O primeiro deles é um
algoritmo da literatura, o segundo é uma contribuicao deste trabalho e o terceiro é uma proposta
de melhoria redugao da complexidade computacional do algoritmo da literatura. A Se¢ao 3.2
descreve a metaheuristica Busca em Vizinhanca Variavel (Variable Neighborhood Search — VNS)
e descreve algoritmos propostos neste trabalho baseados nessa metaheuristica para resolver o
SMSPETP-SDS. A Secdo 3.3 apresenta uma técnica de Enumeracao Implicita (EI) e descreve
um algoritmo baseado nessa técnica proposto para resolver o SMSPETP-SIS. Na Secao 3.4 é
feita a apresentacao e analise dos resultados obtidos com os algoritmos propostos. Por fim, a
Secao 3.5 conclui este capitulo.

3.1 Programacao de uma dada sequéncia de tarefas

O objetivo do SMSPETP pode ser dividido em dois subobjetivos que devem ser buscados
simultaneamente. Um deles é determinar a sequéncia de execucao das tarefas, isto é, a ordem
em que as tarefas devem ser executadas. O outro é determinar a programacao 6tima dessa
sequéncia, ou seja, determinar a data de inicio de cada tarefa na sequéncia de execucao, de
modo que a soma ponderada das antecipacoes e atrasos das tarefas seja a menor possivel.

A Figura 3.1 ilustra duas programagoes possiveis para uma dada sequéncia de execugao
de trés tarefas. Na programacao m;, as datas de inicio de execucao das tarefas foram progra-
madas de modo que a tarefa 3 é concluida antecipadamente, acarretando em penalidade por
antecipacao, e a tarefa 2 é concluida dentro de sua respectiva janela de conclusao, nao gerando
penalidades. Ja na programacao 7o, as datas de inicio das tarefas foram programadas de forma
que a tarefa 2 é concluida com atraso, gerando penalidade, e a tarefa 3 é concluida dentro
de sua janela de conclusao, nao agregando penalidade. Nessa figura também sao ilustrados os
tempos de preparagao e de ociosidade da maquina. De acordo com os valores das penalidades
incorridas, uma dessas programacoes serd melhor que a outra nessa sequéncia. Por exemplo,
considerando que o tempo de antecipacao da tarefa 3 na programacao m; é igual ao tempo de
atraso da tarefa 2 na programacao m,, a programacao m, serd mais vantajosa que a programacao
m, caso ag > [, e, caso contrario, a programagao 7m; serd mais vantajosa que a programagcao
9.

Os trabalhos encontrados na literatura tratam o SMSPETP com procedimentos heuristicos
que, iterativamente, geram sequéncias de execucao das tarefas por meio de regras de prioridade
ou procedimentos de busca. Para avaliar cada sequéncia gerada, é necessario determinar a
programacao 6tima dessa sequéncia, permitindo a ociosidade de maquina entre a execucao de
tarefas consecutivas. Por se tratar de um procedimento realizado um elevado niimero de vezes,

17
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Figura 3.1: Duas possiveis programacoes com a mesma sequéncia de execucao de trés tarefas.

é fundamental o uso de um algoritmo capaz de determinar a programacao 6tima de uma dada
sequéncia de tarefas o mais rapidamente possivel.

Fry et al. (1987) propoem uma formulagio de programacao matematica para determinar
uma programacao 6tima de uma dada sequéncia de tarefas com datas de conclusao distintas.
Garey et al. (1988) apresentam um algoritmo de complexidade O(nlogn) que encontra uma
programagcao 6tima com datas de conclusao distintas e penalidades por antecipagoes e atrasos
nao ponderados.

Yano & Kim (1991) sugerem um algoritmo de programacao dinamica para determinar uma
programacao 6tima de uma dada sequéncia de tarefas com datas de conclusao distintas e com
penalidades por unidade de antecipacao menores ou iguais as respectivas penalidades por uni-
dade de atraso. Szwarc & Mukhopadhyay (1995) propdem um algoritmo baseado no conceito
de clusters, que determina uma programacao 6tima de uma dada sequéncia de tarefas com
datas de conclusao distintas e pesos genéricos para as penalidades por unidade de antecipacao
e atraso, enquanto Davis & Kanet (1993) e Lee & Choi (1995) apresentam algoritmos para
a programacao Otima de sequéncias dessa mesma classe de problemas. Sao encontrados mais
trabalhos sobre problemas de programacao de tarefas com possibilidade de alocacao de tempos
ociosos em Kanet & Sridharan (2000) e Jozefowska (2007).

Quando se trata do problema de programacao de tarefas com janelas de conclusao distintas,
os procedimentos de programacao 6tima de uma dada sequéncia de tarefas sao limitados aos
trabalhos de Koulamas (1996), Wan & Yen (2002) e Gomes Junior et al. (2007). Em Koulamas
(1996), é apresentado um algoritmo de complexidade polinomial para problemas com penali-
dades por antecipagao e atraso nao ponderadas. Esse algoritmo é uma extensao do trabalho de
Garey et al. (1988). Wan & Yen (2002) estendem os trabalhos de Davis & Kanet (1993), Lee
& Choi (1995) e Szwarc & Mukhopadhyay (1995) para o SMSPETP-SIS. Por ultimo, Gomes
Junior et al. (2007) adaptam o algoritmo de Wan & Yen (2002) para considerar tempos de
preparacao da maquina dependentes da sequéncia de execucao das tarefas.

O algoritmo de programagcao 6tima de uma dada sequéncia de tarefas do SMSPETP-SIS de
Wan & Yen (2002), o qual foi adaptado por Gomes Junior et al. (2007) para o SMSPETP-SDS,
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é reproduzido na Secao 3.1.1. Ademais, um novo algoritmo de alocacao 6tima de tempos ociosos
em uma dada sequéncia de execucao do SMSPETP-SDS é proposto na Secao 3.1.2, enquanto
uma melhoria do algoritmo de datas 6timas de Wan & Yen (2002) é proposta na Se¢ao 3.1.3.

3.1.1 Optimal Timing Algorithm — OTA

Nesta secao ¢ reproduzido o algoritmo de programagao 6tima de uma dada sequéncia de
tarefas do SMSPETP-SIS proposto por Wan & Yen (2002), denotado por OTA (Optimal Timing
Algorithm). E apresentada a versio do OTA adaptada por Gomes Junior et al. (2007) para o
SMSPETP-SDS, isto é, a versao do OTA que considera a existéncia de tempos de preparagao
da maquina dependentes da sequéncia de execucao das tarefas.

Dada uma sequéncia X = (x1, s, ..., x,) das tarefas de I, seja m, uma programagao parcial
das k primeiras tarefas em X e C7* a data de conclusao da tarefa x; em m;,. Suponha que um
subconjunto de tarefas B = {x,, xys1,...,%,} forma um bloco na programacio 7y, isto é, as

tarefas de B sao programadas sem ociosidade de méaquina entre elas. Além disso, assuma que
existem [ blocos em 7 e que prim(B) e ult(B) representam a primeira e a ultima tarefa do bloco
B, respectivamente. A programacao parcial inicial 7; é obtida programando a tarefa x; para
ser concluida na data E,,, se P, < E, , ounadata P, , se P,, > F,,. Dada a programacao
Tk, a tarefa ry 1, é programada como segue. Seja S, )(,.,) © tempo de preparagao da maquina
entre a execugao das tarefas consecutivas xj, e wpr1. Se C7F + S)@n) T Prjy < B
entao a tarefa xp,; ¢ programada para ser concluida na data E,,  , isto é, a tarefa xj ., é
programada para ser concluida no inicio da sua janela de conclusao e da origem a um novo
bloco. Por outro lado, se C;T: + Sy @esr) T Prpyr = By, entao a tarefa x4, é programada
para ser iniciada na data C7* + S(z,)(z,4,)> OU S€ja, Ty € incluida no tltimo bloco de my.

Apos determinar a data de conclusao de cada tarefa, deve-se rever a programacao dos blocos.
O custo associado a tarefa x na programacao m; é dado por:

9:(CI*) = a, - max (0, B, — CI*) + B, - max (0,Cx — T, .

Logo, o custo associado as tarefas de B ap6s deslocar esse bloco por ¢ unidades de tempo para
a esquerda é dado por:
Custop () = > g9.(C3* — ), (3.1)
reB
em que C7T* — ¢ corresponde a nova data de conclusao da tarefa x. O resultado a seguir analisa
a topologia dessa funcao.

Lema 3.1 (Wan & Yen, 2002): A soma de duas fungoes lineares por partes e converas é
também uma fungao linear por partes e convera.

Com base no Lema 3.1, tem-se:

Proposicao 3.1 (Wan & Yen, 2002): Custog(p) é uma fun¢ao linear por partes e convera
em relacao a .

Devido a natureza linear por partes e convexa da funcao custo, o custo minimo de um bloco
B ocorre em um dos pontos extremos da funcao Custog, isto é, ou no inicio ou no final da
janela de conclusao de uma das tarefas no bloco. Logo, o custo minimo pode ser facilmente
obtido pela comparacao dos somatoérios das penalidades das tarefas em B, sendo cada um desses
somatorios obtido ao programar uma tarefa em B para ser concluida no inicio ou no final de sua
respectiva janela de conclusao. Todos os possiveis somatorios sao calculados e o menor deles
esta associado ao ponto de custo minimo de B. Em caso de empate, escolhe-se o menor ponto
de minimo. Assim que o ponto de minimo é encontrado, o bloco B é deslocado na dire¢ao desse
ponto até que um dos trés casos seguintes aconteca:
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(7) A primeira tarefa do bloco B é iniciada na data 0;
(7i) o bloco B é programado em seu ponto de minimo;
(74i) O bloco B se junta ao bloco antecessor, ou seja, C’* torna-se igual a C"* +

prim(B) prim(B)—1
Sprim(B)fl,prim(B) + Pprim(B)-

Esse procedimento de verificacao da programacao de um bloco é realizado até que ocorra o caso
(7) ou (ii) para cada bloco de 7.

Proposicao 3.2 (Wan & Yen, 2002): O custo total associado a uma dada sequéncia de
tarefas € dtimo se cada bloco B na programacao de X estiver no seu ponto de minimo, exceto
o primeiro bloco, que pode ter sua execug¢ao programada para iniciar na data zero.

Para exemplificar o procedimento OTA, considere o SMSPETP-SDS de 4 tarefas represen-
tado pela Tabela 3.1. Nessa tabela, a primeira coluna apresenta o conjunto de tarefas a serem
programadas, isto é, [ = {1,2,3,4}. As demais colunas indicam o tempo de execucao (P,), o
custo por unidade de antecipacdo (c), o custo por unidade de atraso (f3,), a data de inicio
(E,) e de término (7)) da janela de conclusao, bem como os tempos de prepara¢ao da maquina
relativos a cada tarefa x € I.

Tabela 3.1: Problema-teste para exemplificar o procedimento OTA.

Sz
I1 P, E, T, o, [, T3 y3 1
1 3 14 15 2 4 0 2 1 2
2 4 22 24 7 9 1 0 2 3
3 4 9 12 7 8 1 3 0 1
4 3 5) 7 1 4 1 2 2 0
Dada a sequéncia X = (3,4, 1, 2), a primeira tarefa, xr1 = 3, é programada para ser

concluida na data C7! = C3' = max(Es, P3) = E3 = 9, conforme a Figura 3.2.

_ [
>

6 2 4 E4+ 6 T4 8 E3 10 T3 E1 T116 18 20 E2 T2

Figura 3.2: Programagao da primeira tarefa de X.

A segunda tarefa, x5 = 4, é programada para ser concluida na data C7? = Cj* = 13 (Figura
3.3), pois C5* + S3q + Py > E4 (13 > 5). Neste momento, é necessario verificar se o bloco
formado, {z1,z2} = {3,4}, estd no seu ponto de minimo. Para isto, primeiro determina-se
as possiveis datas de inicio da execucao do bloco. Essas datas sao obtidas programando cada
tarefa do bloco para ser concluida no inicio e no final de sua janela de conclusao (visto que o
custo minimo do bloco se da no inicio ou no final da janela de conclusao de uma das tarefas no
bloco). No exemplo em questao, as possiveis datas de inicio da execuc¢ao do bloco {3,4} sao 8,
5 e 0. Os custos totais associados ao bloco B caso a sua execucao seja iniciada nessas datas sao,
respectivamente, 36, 24 e 39. Logo, o bloco B tera custo minimo se sua execucao for iniciada
na data 5. Como o bloco B ji encontra-se programado no seu ponto de minimo, passa-se para
a alocacao da terceira tarefa da sequéncia X.

A terceira tarefa, 3 = 1, é alocada para ser concluida na data CJ? = CT® = 17 (Figura
3.4), pois Cy? + Sy + P > E; (17 > 14). Neste momento, é necessario verificar se o bloco
formado, {z1,x9, 3} = {3,4,1}, estd no seu ponto de minimo. As datas candidatas para o
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_M- [
|

(:) 2 4 Es+ 6 T4 8 Es3 10 T3 Ex T116 18 20 E2 T2

Figura 3.3: Alocacgao da segunda tarefa na programacao da sequéncia X.

inicio da execucao desse bloco sao 8, 5, 3, 2 e 0. Os custos totais associados ao bloco B caso a
sua execucao seja iniciada nessas datas sao, respectivamente, 56, 32, 30, 33 e 43. Como o bloco
B encontra-se programado para iniciar sua execucao na data 5 e o ponto de minimo desse bloco
¢ a data 3 (com custo associado igual a 30), o bloco B reprogramado para ter sua execu¢ao no
ponto de minimo (ou seja, data 3), conforme ilustrado na Figura 3.5.

(:) 2 4 Es+ 6 T4 8 Es3 10 T3 Ex T116 18 20 E2 T2

\/

Figura 3.4: Alocagao da terceira tarefa na programacao da sequéncia X.

\/

0 2 4 Es+ 6 T4 8 Es 10 T3 Ex T116 18 20 E2 T2

Figura 3.5: Bloco {1, x2, 23} = {3,4,1} em seu ponto de minimo.

Finalmente, a tltima tarefa, x4 = 2, é programada para ser concluida na data C7* = C3* =
22 (Figura 3.6), pois CT? + Si5 + P» < F5 (21 < 22). Observa-se que um novo bloco, composto
apenas pela tarefa xry = 2, é criado. Esse bloco encontra-se em seu ponto de minimo, pois
a tarefa 4, = 2 nao acarreta em nenhuma penalidade. Portanto, tem-se que a programacao
representada pela Figura 3.6 é 6tima para a sequéncia X = (3,4, 1,2) e o menor custo associado
a essa sequéncia é 30.

7777
0 2 4 E4+ 6 T4 8 E3 10 T3 Ei1 T116 18 20 E2 T2

Figura 3.6: Programacao 6tima da sequéncia X.

3.1.1.1 Analise de complexidade do algoritmo OTA

O Algoritmo 3.1 reproduz o procedimento OTA aplicado a uma dada sequéncia de tarefas
X = {xy,29,...,2,}. Nele, o procedimento DeslocaBloco(B) desloca o bloco B até o seu
ponto de minimo, até que C! = P, ou até B se unir ao bloco antecessor.

O custo computacional associado as linhas 1-3 do Algoritmo 3.1 é constante. Para cada
iteracao i € {2,3,...,n} do lago “para” da linha 4, a complexidade associada as linhas 5-
10 também é constante. De acordo com o que foi apresentado por Wan & Yen (2002) e
implementado por Gomes Junior et al. (2007), a determinagao do ponto de minimo do bloco B,
envolve o célculo de 2-|B;| somatorios de tamanho |B;|, em que |B;| representa a cardinalidade
de B;. Logo, o custo computacional de se determinar o ponto de minimo de B; é O(|B;]?).
A maior cardinalidade possivel de B; na iteragao i é i (ou seja, |By| < i, Vi € {2,3,...,n}).
Consequentemente, a complexidade computacional de se verificar a condicao do laco “enquanto”
(linhas 11 e 12 do Algoritmo 3.1) & O(4?).
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Algoritmo 3.1 OTA(n, I, X)

[+ 1;
CI' < max(P,,, E,, );
By {ZL‘l},
para 1 =2,3,...,n—1,n faca
se C;rf__ll + S(miﬂ)(xi) + P,, < E,, entao
[+ 1+1;
senao
CFi ¢ Coll + Say_ @i + Puss
B+ B U {.T}Z},
enquanto B; nao estiver no seu ponto de minimo e C7i > P, faga
DeslocaBloco(B));
se B; se unir ao bloco B;_; entao
‘ [+ 1-1,
fim
fim
fim
fim

Seja k; o nimero de vezes que a condigao do lago “enquanto” do Algoritmo 3.1 é verificada
na iteragao ¢ € {2,3,...,n} desse algoritmo. Dado que a complexidade do procedimento
DeslocaBloco(B;) &€ O(|By]) = O(i), a complexidade computacional do OTA é:

0] (Z(i2—|—i)-(mi—1)> =0 (Zﬁ/@) .

=2

Lema 3.2 Se k; representa o nimero de vezes que a condi¢ao do lago “enquanto” (linha 11)
do Algoritmo 3.1 € verificada na iteragao i € {2,3,...,n} desse algoritmo, entdo

=2

Prova: Verificar a condicao do laco “enquanto” consiste, basicamente, em determinar o ponto
de minimo do bloco B;. O ponto de minimo de B; é determinado somente apés uma tarefa x;
ser alocada no final do bloco B, corrente (linha 10 do Algoritmo 3.1) ou apés o bloco B; ser
deslocado pelo procedimento DeslocaBloco(B;) (linha 12 do Algoritmo 3.1). O maior nimero
possivel de alocacoes de tarefas no final do bloco corrente é n — 1. Por outro lado, quando
o bloco B; é deslocado pelo procedimento DeslocaBloco(B;), ocorre uma das trés seguintes
situacoes:

(1) Cgf = le;
(ii) By é programado no seu ponto de minimo; (ou até que );
(iii) By é deslocado até se unir ao bloco B;_;, dando origem a um novo bloco B;_;.

Se ocorrer os casos (i) ou (ii), ndo serd mais necessario determinar o ponto de minimo do bloco
By na iteragao i. Por outro lado, caso aconteca o caso (iii), o ponto de minimo do bloco B; deve
ser determinado novamente até que ocorra o caso (i) ou o caso (ii). Dado que, uma vez que
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dois blocos se unem, eles nao se separam mais, o nimero maximo de vezes que ocorre a uniao
de blocos é, também, n — 1. Logo, 2 - (n — 1) é um limite superior para )., &;. O
Como consequéncia do Lema 3.2, tem-se:

Zi2~/<;l- = 22k +3% kst 4kt =1 R 0 R, =
=2

= 22-(I{2+I{3+I{4+...+I{n_1+l-€@)+

<2.(n—1)
+ (32 =2 (st Rat A Rng Ry +
<2.(n—1)
+ (42 =3%) - (Fha R T R)
<2.(n—1)

+ (n*P=(n—=17%)( kn )

Logo,

Zz’z-/@§n2-2-(n—1):2n3—2n2.
=2

Os resultados apresentados demonstram a seguinte proposi¢ao:

Proposigao 3.3 A compleridade computacional do OTA de Wan & Yen (2002) é O(n?).

3.1.2 Novo algoritmo de alocacao 6tima de tempos ociosos — AAOTO

Nesta se¢ao ¢ proposto um algoritmo O(n?) para a alocac¢ao 6tima de tempos ociosos em
uma dada sequéncia de execucao das tarefas do SMSPETP-SDS, denominado AAOTO. Esse
algoritmo foi motivado pelo trabalho de Franca Filho (2007), que aborda o problema de progra-
macao de tarefas em méquinas paralelas nao-relacionadas, tempos de preparacao da maquina
dependentes da sequéncia de execucao das tarefas, datas de conclusao distintas, penalidades
por antecipacao e atraso da producao e datas distintas de liberacao das tarefas.

Seja X = (x1, 9, ..., x,) uma dada sequéncia das tarefas pertencentes ao conjunto I. Logo,
zi,x; €1 e x; # x; paratodo 4, j € {1,2,---, n} e i # j. O AAOTO é constituido de duas
etapas. Primeiro, todas as tarefas sao programadas para serem executadas o mais cedo possivel,
respeitando a sequéncia X. Observe que nao havera ociosidade de maquina nessa programacao
inicial. Além disso, os custos por antecipacoes e por atrasos sao, respectivamente, os maiores
e 0s menores possiveis para a sequéncia X. Em seguida, sao alocados tempos ociosos entre
cada par de tarefas consecutivas, sempre que a soma total das penalidades por antecipacoes e
atrasos for reduzida.

Seja C7 a data de conclusao da tarefa z € I na programagao 7 da sequéncia X. Na primeira
etapa do AAOTO, a execucao da primeira tarefa da sequéncia X, z, é programada para ser
iniciada na data 0 (zero), ou seja, C7 = P,,. A data de conclusiao das demais tarefas ¢ dada
por C7 = C7. |+ S, 1)) T P, para todos=2,3,... n.

Diferentemente do algoritmo de Franca Filho (2007), a segunda etapa do AAOTO comeca
a partir da ultima tarefa da sequéncia X (z,). Sucessivamente, da tltima para a primeira
tarefa, verifica-se se a alocacao de tempos ociosos é vantajosa. Se a tarefa x,, estiver antecipada
na programacao resultante da primeira etapa do AAOTO (isto é, se C] < [, ), entdo ela
tem a sua execucdo adiada por ¢ = T, — C7 unidades de tempo. Caso contrario (isto é, se
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Cr > E,,), a programagao de x,, nao é alterada, uma vez que adiar a sua execugao nao ira
reduzir as penalidades associadas a ela.

Novamente, o conjunto de tarefas B = {x,,Tyi1,...,%,}, com u < v, forma um bloco
na programacao 7 da sequéncia X se as tarefas em B sao programadas consecutivamente sem
tempo ocioso entre elas e existe ociosidade de maquina entre as tarefas x,_; e x, e as tarefas x,
e T,y1. Para o caso em que u = 1, desconsidera-se a condi¢ao de existéncia de ociosidade entre
as tarefas x, 1 e r,. Analogamente, para o caso em que v = n, desconsidera-se a condicao de
existéncia de ociosidade entra as tarefas x, e z,;.

A alocacao de tempos ociosos antes das demais tarefas z;, comi =n—1,n—2,...,1, é
realizada da seguinte forma:

e Se C7. > E,, entdo nenhum tempo ocioso ¢ alocado imediatamente antes de x;;
e Se (] < E,, entao verifica-se se é vantajoso adiar a tarefa x;.

Para adiar a tarefa z;, é necessario adiar, também, todas as tarefas do bloco B = {x;, x;,1,
..,ulty, }, em que ult,, representa a ultima tarefa do bloco que contém z;. O custo marginal
CM para adiar as tarefas de B por uma unidade de tempo é dado por:

CMB)= > B= > o (3.2)

zeB: CT2>T, 2€B: CT<E:
Em consequéncia:

e Se CM(B) > 0, entdo nao é vantajoso adiar as tarefas de B (pois o aumento dos custos
por atrasos sera maior que a redugao dos custos por antecipacoes);

e Se CM(B) < 0, entao é vantajoso adiar as tarefas de B.

Devido & natureza convexa e linear por partes da fungao custo de B (ver Proposigao 3.1),
o valor de CM (B) so6 ira mudar se as tarefas de B forem adiadas por, pelo menos:

: ™ ™
¢ = min (Cuzt,iﬂ — Puty,+1 — Stuits,)(uite,+1) — Cur,, > M1, m2>

unidades de tempo, sendo:

J— 3 _ ™
= a:eBI:né%<Tx(Tx )
me = min (B, —CT)

zeB\{ulty;} : CF<Ey

e wult,, +1 representa a tarefa sequenciada imediatamente apos a tarefa ult,,. Para o caso
em que ult,, = x,, o valor de ¢ é dado por ¢ = min (my, ms). Portanto, as tarefas de B sdo
adiadas por ¢ unidades de tempo. Consequentemente, os seguintes casos podem ocorrer:
e Se C’Zbrltaci +S(ultxi)(ultxi+1) +Pultzi+1 = C;rltxiﬂ, entao o bloco B é anexado ao bloco sucessor,
formando um novo bloco B. Neste caso, deve-se verificar se é vantajoso adiar as tarefas
do novo bloco B (via analise de C'M(B));

e Se O, + S(ultxi)(ultxiﬂ) + Pultzﬁl < Cy;. 41, entao verifica-se se é vantajoso adiar ainda
mais as tarefas de B (via anélise de CM(B)).

O AAOTO é encerrado quando nao for mais vantajoso alocar ociosidade de méaquina na
programacao m, ou seja, quando C'M(B) > 0 para todo bloco B em w. A Proposi¢ao 3.2
garante que a programagao obtida com o algoritmo AAOTO é 6tima.
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Tabela 3.2: Problema-teste para exemplificar o procedimento AAOTO.

Sey
I P, B, To op B 4%
1 3 14 15 2 4 0 2 1 2
2 4 22 24 7 9 1 0 2 3
3 4 9 12 7 8 1301
4 3 5 7 1 4 1 2 20

Para ilustrar o procedimento AAOTO, considere o SMSPETP-SDS de 4 tarefas apresentado
novamente na Tabela 3.2. Nessa tabela, a primeira coluna apresenta o conjunto de tarefas a
serem programadas, isto é, I = {1,2,3,4}. As demais colunas indicam o tempo de execugao
(P;), o custo por unidade de antecipagao (), o custo por unidade de atraso (f3,), a data de
inicio (E,) e de término (7)) da janela de conclusido, bem como os tempos de preparagao da
maquina relativos a cada tarefa x € I.

Dada a sequéncia X = (3, 4, 1, 2), primeiramente todas as tarefas sio programadas para
serem executadas o mais cedo possivel, conforme a Figura 3.7. Nessa programacao, a soma das
penalidades oriundas de antecipacoes e atrasos ¢ igual a 71 unidades.

777
i .
0 2 4 E4+ 6 T4 8 E3 10 T3 Ei1 T116 18 20 E2 T2

Figura 3.7: Programacao inicial de X no AAOTO.

A segunda etapa do AAOTO verifica se é vantajoso alocar tempo ocioso antes da execugao
de cada tarefa. Esse procedimento é realizado iterativamente, comecando pela iltima tarefa da
sequéncia (z4 = 2) e terminando com a primeira (z; = 3). Como a alocagao de ociosidade de
méaquina antes da execucdo da tarefa xy = 2 reduz a sua antecipacdo (CM({x4}) = =7 < 0), a
execucao de x4 é adiada o maximo possivel sem que ela fique atrasada, ou seja, por 6 unidades
de tempo (Figura 3.8). Apos esse adiamento, a soma das penalidades por antecipagoes e atrasos

é igual a 43.

0 2 4 E4+ 6 T4 8 E3 10 T3 Ei1 T116 18 20 E2 T2

Figura 3.8: Programagcao de X apos a iteracao 1 da segunda etapa do AAOTO.

A iteracao 2 da segunda etapa do AAOTO verifica se é vantajoso alocar ociosidade de
maquina antes da execucao da tarefa 3 = 1. Como essa alocagao de tempo ocioso é vantajosa,
pois CM({x3}) = —2 < 0, a tarefa x3 é adiada por 3 unidades de tempo, isto é, ela é adiada
de modo a ser concluida no final da sua janela de conclusdo. Apos essa reprogramacao (Figura
3.9), a soma das penalidades decorrentes de antecipagoes e atrasos é igual a 39 unidades.

7777

0 2 4 E4+ 6 T4 8 Ez 10 T3 Ei1 T116 18 20 E2 T2

Figura 3.9: Programacao de X apos a iteracao 2 da segunda etapa do AAOTO.

A iteragao 3 da segunda etapa do AAOTO verifica se é vantajoso alocar ociosidade de
maquina antes da execugao da tarefa xy = 4. Como essa alocacao de tempo ocioso nao é
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vantajosa (CM({z2}) = 4 > 0), o AAOTO vai para a iteragdo 4. A iteragdo 4 analisa se é
vantajoso alocar tempo ocioso antes da execucao da primeira tarefa da sequéncia (z; = 3). Para
que essa alocacao de tempo seja possivel, é necesséario adiar as tarefas do bloco {1, z2} = {4, 3}.
J& que esse adiamento é vantajoso (C'M ({1, 22}) = —7+4 = =3 < 0), o bloco {z1, 22} é adiado
por 3 unidades de tempo. Apods esse adiamento, a soma das penalidades por antecipagoes e
atrasos é igual a 30. Um novo bloco, {1, xs, 23} = {3,4,1}, é entdo formado (Figura 3.10).
Nesse momento, é necessario verificar se esse novo bloco estd na sua programacao 6étima. Uma
vez que a alocacao de mais ociosidade de méquina antes da primeira tarefa nao é vantajosa
(CM({zy,22,23}) = =7+ 4+4 =1 > 0), tem-se que essa programacao ¢ Otima para a

sequéncia X.

0 2 4 E+ 6 T2 8 E310 Ts E1 T116 18 20 Ez T2

Figura 3.10: Programacao 6tima de X, obtida apos a iteracao 4 da segunda etapa do AAOTO.

3.1.2.1 Analise de complexidade do algoritmo AAOTO

O Algoritmo 3.2 apresenta o pseudocodigo do procedimento AAOTO aplicado a sequéncia
X = (x1,9,...,x,) do conjunto I de n tarefas.

Algoritmo 3.2 AAOTO(n, 1, X)
C;TI < Pry;

para i=2,...,n faca

| Cf = O+ S + P
fim

para i =n,n—1,...,2,1 faca

se C] <L, entao

B+ {x;,xiv1, ..., ulty, };
enquanto CM(B) <0 faga

my < min T, —C");
2€B : C;“<Tz( v 2);

ma 4— min (B, —C3);
xe€B\{ulty,;} : CT<Ey

se ult,, = r,, entao
‘ @ < min (mq, ms);
senao

™

‘ © = min (C;’ltzﬁl — Put,, +1 = Stuits,)(uite, +1) — Oy, 1, m2>5
fim
para z € B faca
| Cr=C+¢;
fim
se wult,, #x, e C;Tltzi + S(ultzi)(ultziJrl) + Pultzl.Jrl = C{[ltziﬂ entao
‘ B é anexado ao bloco sucessor e forma um novo bloco B;
fim

fim
fim

fim
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A inicializacao do AAOTO, linhas 1-3 do Algoritmo 3.2, possui complexidade computacional
O(n). Para cadai € {n,n—1,...,2,1} do lago “para” da linha 4, o custo computacional de
se verificar a condigdo da linha 5 ¢ O(1) e o custo associado a linha 6 é O(|B|), em que |B|
corresponde a cardinalidade do conjunto B. A maior cardinalidade possivel de B na iteragao i é
n—i+1 (ouseja, |B| <n—i+1,Vi € {n,n—1,...,2,1}). Logo, a complexidade computacional
relativa & linha 6 do Algoritmo 3.2 ¢ O(n — ¢ + 1).

O custo computacional de se verificar a condicao do lago “enquanto” da linha 7 do Algoritmo
3.2, isto é, o custo de se calcular CM(B), ¢ O(|B|) = O(n—i—1). Além disso, a complexidade
computacional associada as linhas 8-16 também é O(n — i + 1). Assim, se c¢m; representa o
nimero de vezes que o lago “enquanto” (linhas 7-16 do Algoritmo 3.2) é executado na iteragdo ¢ €
{n,n—1,...,2,1} desse algoritmo (isto é, cm; corresponde ao nimero de vezes que CM(B) < 0
na iteragdo i), entdo a complexidade computacional do AAOTO é:

O(n+i<(n—i+1)+§(n—i+l)>) :O<n2+i(n—i+1)-cm,~>.

j=1 i=1

Lema 3.3 Se cm; representa o nimero de vezes que o lago “enquanto”, linhas 7-16 do Algoritmo
3.2, é executado na iteragio i € {n,n—1,...,2,1} do AAOTO, entio

icmi <3n-—1.
i=1

Prova: Toda vez que CM(B) < 0, as tarefas do bloco B sao adiadas a fim de se obter a progra-
magao 6tima desse bloco. Logo, existem duas possibilidades para cada vez que CM(B) < 0:

(i) O bloco B é adiado até que uma das tarefas em B seja concluida em um dos limites da
sua respectiva janela de conclusao; ou

(ii) O bloco B é adiado até que ele seja anexado ao bloco sucessor, dando origem a um novo
bloco B.

Cada limite da janela de conclusao de uma dada tarefa em [ ird limitar o adiamento de um
bloco por, no méaximo, uma vez (visto que o0 AAOTO somente aloca ociosidade de maquina na
programagao de X). Assim, 2n é um limite superior para o nimero de vezes que ocorre 0 caso
(i), pois existem n tarefas cujas janelas de conclusdo possuem dois limites, £, e T,. Por outro
lado, uma vez que dois blocos se juntam, eles nao se separam mais. Portanto, n —1 é um limite
superior para o nimero de vezes que ocorre o caso (ii) e 2n+ (n—1) =3n—1 é um limite
superior para »_._, cm;. O

Como consequéncia do Lema 3.3, tem-se:

Z(n—iJrl)-cmi = n-cmy+n—1)-cmy+...+2-cm,_1+1-cm,
i=1

= cmy+cme—+...+cmy_1 +cmy, +

—~
<3n-—1
+cmip+cmg+ ...+ CMyp—1 +

-~

<3:(n—1)-1

+cmy + cmg +
—_——
<3.2-1
+ cmq .
~—

<3.1-1
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Logo,

- . = n(3n +1)
— 1)-em; < —1l=——
Z(n i+1)-cm; < Z 30 5
i=1 i=1
A seguinte proposi¢ao resume os resultados apresentados.

Proposigao 3.4 A compleridade computacional do AAOTO ¢ O(n?).

3.1.3 Optimal Timing Algorithm melhorado — OTA’

Nesta secao é proposta uma alteracao no algoritmo OTA, reproduzido na Se¢ao 3.1.1 para
o SMSPETP-SDS, a fim de reduzir a complexidade computacional desse algoritmo. O OTA
com a alteracao proposta serda denotado por OTA’.

Seja X = (z1,x9,...,x,) uma dada sequéncia das tarefas de /. Assim como no OTA, a
primeira tarefa (z7) da sequéncia X é programada para ser concluida na data E, , se P, <
E,,, ou iniciada na data 0, se P,, > E,,. Seja C7 a data de conclusao da tarefa x € I na
programacao 7 da sequéncia X. Ainda da mesma forma que no OTA, as demais tarefas x;,
com i € {2,3,..., n}, sdo programadas da seguinte forma:

(1) Se CF_ + Sta,_1)(@s) T Pu; < Eu,, entdo a tarefa x; é programada para ser finalizada na
data £, e um novo bloco é iniciado;

(i) Se CF_ 4 St;_1)@) + Pr, > Eu,, entdo a tarefa x; é programada para ser concluida na
data C7 4 Sz, ) + Pr, € passa a ser a tltima tarefa do bloco em que ela foi alocada,
isto é, a tarefa x; é programada para ser executada imediatamente apds a conclusao da
tarefa x;_; e a realizacao da respectiva preparacao da maquina.

Se acontecer o caso (i), em que existe a possibilidade de uma tarefa ser programada para
ser concluida com atraso, entao deve-se verificar se é vantajoso adiantar a tarefa x;. Para isso,
seja prim,, a primeira tarefa do bloco que contém a tarefa x;. Para adiantar a tarefa x;, é
necessario adiantar, também, todas as tarefas do bloco B = {prim,,, prim,, + 1,...,z;}. O
custo marginal C'M para adiantar as tarefas de B por uma unidade de tempo é dado por

CMB)= > - > B (3.3)

z€B: CT<E, z€B: CT>T,
Logo:

e Se CM(B) > 0, entdo nao é vantajoso adiantar as tarefas de B (pois o aumento dos
custos por antecipagoes sera maior que a redugao dos custos por atrasos);

e Se CM(B) <0, entao é vantajoso adiantar as tarefas de B.

Devido & natureza convexa e linear por partes da fungao custo de B (ver Proposigao 3.1),
o valor de CM (B) so6 ird mudar se as tarefas de B forem adiantadas por, pelo menos,

o T . ) . ) ) el
@ = 1min ( prime,; Ppmmxi S(pmmxi—l)(pmmxi) primg,; —11 my, m2)

unidades de tempo, sendo

my = min cr—-T.
2€B : C;>Tz( v )

My = min (G
2€B C;’>Ez( z )

e prim,, — 1 representa a tarefa sequenciada imediatamente antes da tarefa prim,,. Para o
caso em que prim,, = x1, o valor de ¢ é dado por ¢ = min (m;, my). As tarefas de B sao,
entao, adiantadas por ¢ unidades de tempo. Consequentemente, tem-se:
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T pm’mzi

e Se img,—1 T S(primxi_l)(p”mxi) + Porim,, = C,, , entao o bloco B é anexado ao bloco

antecessor, formando um novo bloco B. Neste caso, deve-se verificar se é vantajoso
adiantar as tarefas do novo bloco B (via andlise de CM(B));

- - ~ . , . .
Se Cprimzi,1+5(pmmxi—1)(primxi)+Pprimzi < Cprima,» entao verifica-se se é vantajoso adiantar

ainda mais as tarefas de B (via andlise de CM(B)).

Observa-se que, diferentemente do OTA, que procura pelo ponto de minimo do bloco
B, o OTA’ primeiro verifica se B estd no seu ponto de minimo (por meio da anélise do
CM (B)) e, caso nao esteja, procura pelo ponto extremo de custo menor mais proximo do
ponto atual.

O OTA’ é encerrado quando nao for mais vantajoso adiantar a execucao das tarefas na
programacao 7, ou seja, quando C'M (B) > 0 para todo bloco B em w. Novamente, a Proposicao
3.2 garante que a programacao obtida com o algoritmo OTA’ é 6tima.

3.1.3.1 Analise de complexidade do algoritmo OTA’

O Algoritmo 3.3 descreve o procedimento OTA’ aplicado a uma dada sequéncia de tarefas

X =

{.’171,.1’2, e ,.ﬁL’n}.

Algoritmo 3.3 OTA*(n, I, X)

CI <+ max(P,,, B, );
para 1 =2,3,...,n—1,n faga

fim

se C7_ +Se,_ @)+ Po, < E,, entdo

| Cr « E,;

senao

Ca = Coy + Sain@ + Pai
B« {primg,,prim,, +1,...,x;_1,2;};
enquanto CM(B) <0 e Cp,,  # Pyim, faga

my min Ccr—-T,);
zEB : C;g>Tx< L 2);

My — min CT - E,);
2€B : Cg;>Ez( @ o)

se prim,, = x; entao
‘ Y 4 min (C’;rl — P$1,m1,m2);

senao

‘ Y < min ( ;;Tm'mzi - Ppm’mzi - S(primxi—l)(primxi) - C;rrimzifh may, m2>7
fim

para = € B faca

| CI=Cl-w

fim

™ ™

S€ primy, 7é €Ty e prima; Pprimxi - S(prz‘mxi—l)(prz‘mxi) = Cprimxi—l entao
‘ B é anexado ao bloco antecessor e forma um novo bloco B;
fim

fim

fim

O custo computacional associado a linha 1 do Algoritmo 3.3 é constante. Para cada iteracao

1€

{2,3,...,n} do lago “para” da linha 2, a complexidade computacional de se verificar a
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condicao da linha 3 e a complexidade associada as linhas 4 e 5 também sao constantes. O custo
associado a linha 6 é O(|B|), em que |B| corresponde a cardinalidade do conjunto B. A maior
cardinalidade possivel de B na iteragio i é i (ou seja, |B| <1, Vi € {2,3,...,n}). Portanto, a
complexidade computacional relativo a linha 6 do Algoritmo 3.3 é O(i). O custo computacional
de se verificar a condicdo da linha 7 do Algoritmo 3.3, isto é, o custo de se calcular CM (B), é
O(|B]) = O(i). Além disso, a complexidade computacional associada as linhas 8-16 também
é O(i). Seja em; o nimero de vezes que o lago “enquanto” (linhas 7-16 do Algoritmo 3.3) é
executado na iteracao i € {2,3,...,n} desse algoritmo (isto é, cm; corresponde ao nimero de
vezes que CM(B) < 0 na iteracao i), entao a complexidade computacional do OTA’ é

O<1+§:<(1+i)+§i)> :O<n2+zn:i-cmi>.

Lema 3.4 Se cm; representa o nimero de vezes que o lago “enquanto”, linhas 7-16 do Algoritmo
3.3, € executado na iteragcao i € {2,3,...,n} do OTA’, entdao

n

Zcmi <3n-—1.

=2

Prova: Analoga a do Lema 3.3. n
Como consequéncia do Lema 3.4, tem-se:

Zi-cmi = 2-cmg+3-cm3+...+(n—1)-cm,_1 +n-cm,
=2
= cmoy+cmg—+...+cmy_1+cmy,+

—~
<3n—1

+cmo+cms+ ... +cmy_1 +cmy, +

NS -~ >

<3n-—1

+cmg+...+cmy_1 +cmy, +

NS ~~ o

<3n—1

+cmy,—1 +cm, +
——

<3n—1

Logo,
Zi~cmi <n-(3n-1).
i=2

Os resultados apresentados demonstram a seguinte proposi¢ao:

Proposigao 3.5 A compleridade computacional do OTA’ é O(n?).

3.2 VNS aplicado ao problema

Nesta se¢ao sao propostos trés algoritmos baseados na metaheuristica Variable Neighborhood
Search (VNS) para resolver o SMSPETP-SDS. A metaheuristica VNS é descrita na Se¢ao 3.2.1,
ao passo que as solucoes do SMSPETP-SDS por meio desta metaheuristica sao propostas na
Secao 3.2.2.
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3.2.1 Descricao do VNS

Busca em Vizinhanga Variavel ( Variable Neighborhood Search — VNS) é uma metaheuristica
que explora sistematicamente a troca de estruturas de vizinhanca, tanto para encontrar quanto
para escapar de um 6timo local (Hansen et al., 2008). O VNS foi escolhido para resolver o
SMSPETP-SDS por ser uma metaheuristica que possui poucos parametros para serem calibra-
dos e que se mostrou eficiente na resolugio de diversos problemas combinatérios (Hansen &
Mladenovi¢, 2014).

O VNS é baseado em trés fatos basicos:

e Um o6timo local em relacao a uma dada estrutura de vizinhanca pode nao ser um 6timo
local em relacao a outra vizinhanca;

e Um 6timo global ¢ um 6timo local em relagao a todas as possiveis estruturas de vizinhanca;

e Para muitos problemas, 6timos locais em relacao a uma ou mais estruturas de vizinhanca
sao relativamente proximos.

O 1ltimo fato apresentado é de natureza empirica e sugere que um o6timo local fornece
informacoes importantes sobre o 6timo global.

O método VNS explora estruturas de vizinhanca gradativamente mais distantes da solucao
corrente, sendo que a solucao corrente é atualizada se, e somente se, uma solucao melhor
for encontrada. Além disso, uma rotina de busca local é aplicada em cada solucao vizinha
explorada. Essa rotina de busca local também pode usar diferentes estruturas de vizinhanca
(Hansen & Mladenovi¢, 2001).

O método VNS ¢é apresentado no Algoritmo 3.4. Nele é considerado o problema de mini-
mizagao de uma fungao F(.). A solucado inicial X e o conjunto N = {Ny, N, ..., N,.} formado
por r estruturas de vizinhanca diferentes sao dados de entrada do método.

Algoritmo 3.4 VNS(F'(.), N, r, X)
enquanto Critério de parada nao for satisfeito faga
k+1; /* Vizinhanga corrente */
enquanto k <r faca
Gere, aleatoriamente, uma solugdo vizinha X’ € Ny (X);
X" « BuscalLocal(X’);
se F(X") < F(X) entao
X« X",
k< 1;
senao
‘ k< k+1,; /* Troca da vizinhanga */
fim

fim
fim
Retorne X;

Conforme o Algoritmo 3.4, o VNS parte de uma solucao X e, em cada iteracao do método,
uma solucao vizinha (X’) em relagdo a vizinhanca N, de X é gerada aleatoriamente. Essa
solucao vizinha é entao submetida a uma rotina de busca local. Se a solucao retornada pela
busca local (X”) for melhor que a solugao corrente, entao a busca recomega a partir da solugao
X", que passa a ser a solugao corrente, e da primeira estrutura de vizinhanca (N;). Caso
contrario, uma nova solu¢do X’ em relagdo a vizinhanca N, ; de X é gerada aleatoriamente.
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O método VNS é encerrado quando um critério de parada for atingido, como, por exemplo, um
niimero maximo de iteragoes consecutivas sem melhora na solugao corrente.

Se a rotina de busca local do VNS for a heuristica de Descida em Vizinhanca Variavel
(Variable Neighborhood Descent — VND), apresentada em Mladenovi¢ & Hansen (1997), entao
o método recebe a denominacao General Variable Neighborhood Search (GVNS).

Assim como o VNS, o VND também é baseado no fato de que um 6timo local em relacao a
uma dada estrutura de vizinhanca pode nao ser um 6timo local em relagao a outra vizinhanga
(Hansen & Mladenovié, 2005). O método VND cléssico recebe como entrada uma solugao inicial
e um conjunto finito e ordenado de estruturas de vizinhanca. Em cada iteracao, uma estrutura
de vizinhanca é explorada até que se encontre um 6timo local em relacao a ela. Se esse 6timo
local representar uma melhora na solucao corrente, ele passa a ser a solucao corrente e retorna-
se a primeira vizinhanca. Caso contrario, passa-se a explorar a vizinhanca seguinte. O método
para quando um 6timo local em relacao a todas as estruturas de vizinhanca for encontrado.

O Algoritmo 3.5 representa a busca local VND béasica. Nele é considerado o problema de mi-
nimizacao de uma funcao F(.), dado uma solugao inicial X e um conjunto N = {Ny, No, ..., N,.}
composto de r estruturas de vizinhanca diferentes.

Algoritmo 3.5 VND(F(.), N, r, X)
k< 1; /* Vizinhanga corrente */
enquanto (k < r) faga
Encontre o melhor vizinho X’ € Ny (X)
se (F(X') < F(X)) entao
X + X;
k< 1;
senao
‘ k< k+1; /* Troca da vizinhanga */
fim
fim
Retorne X

Segundo Souza (2011), dependendo do problema abordado, a busca pelo 6timo local (X’)
pode ser custosa computacionalmente. Nessa situacao, é comum fazer a busca pela primeira
solucao de melhora. Outra alternativa é considerar a exploracao de apenas um certo percentual
da vizinhanca, sendo esse percentual um parametro do método. Uma terceira alternativa,
bastante utilizada nessas situacoes, é aplicar o método randémico de descida em cada vizinhanca
explorada. No método randomico de descida, iterativamente, um vizinho é escolhido de forma
aleatoria. Se esse vizinho escolhido for de melhora, entao ele passa a ser a solucao corrente.
Caso contrario, a solucao corrente permanece a mesma e passa-se para a proxima iteracao. O
método randomico de descida é interrompido apés um nimero pré-determinado de iteracoes
sem melhora na solucao corrente.

Mais informacoes sobre o VNS, o VND e o GVNS podem ser encontradas em Mladeno-
vi¢ & Hansen (1997); Hansen & Mladenovié¢ (2001); Hansen & Mladenovi¢ (2003); Hansen &
Mladenovié (2005); Hansen et al. (2008); Hansen & Mladenovi¢ (2014).

3.2.2 Solucao do SMSPETP-SDS via GVNS

Esta secao propoe trés algoritmos baseados na metaheuristica General Variable Neigh-
borhood Search (GVNS) para o SMSPETP-SDS, denominados:

(i) GVNS,;
(i) GVNS;: e
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(iii) GVNS, .

Todos eles usam o algoritmo GVNS classico, o qual é apresentado no Algoritmo 3.6.

Algoritmo 3.6 GVNS(I,n, F'(.), Ni(.), No(.), N3(.), GVNSmax)
X < Solugaolnicial(Z,n);

J* e FX);

Iter + 0;

enquanto [ter < GVNSmax faga
Iter < Iter + 1;
k <+ 1;
enquanto k < 3 faca
Gere, aleatoriamente, um vizinho X’ € Np(X);
X"+ VND(X', F(.), N1(.), Na(.), N3(.), VNDmax);
se F(X") < F(X) entao
X + X,
[* e F(X);
k<« 1;
Iter < 0;
senao
| k< k+1,;
fim
fim
fim
Retorne f*;

No Algoritmo 3.6, GVNSmax representa o niimero méaximo de iteragbes sem melhora na
melhor solucao encontrada e define o critério de parada do algoritmo. Os detalhes dos proce-
dimentos Solucaolnicial, F' e VNDs propostos, bem como as descri¢oes das vizinhancas Ny,
Ny e N3, sao apresentados nas subsecoes seguintes.

3.2.2.1 Representacao de uma solucao

Uma solugao (sequéncia) para o SMSPETP-SDS de n tarefas é representada por uma sequén-
cia X de n posicoes. Cada posicao ¢ =1, 2, ---, n indica a ordem de execucao da tarefa x;.
Por exemplo, na sequéncia X = (5, 1, 2, 6, 4, 3), a tarefa 5 é a primeira a ser executada e a
tarefa 3 é a ultima.

3.2.2.2 Solucgao inicial

A solugao inicial para o SMSPETP-SDS utilizada consiste em sequenciar as tarefas de acordo
com a ordem crescente das datas de inicio de suas janelas de conclusao. Em caso de empate,
sequencia-se primeiro a tarefa que possui a janela de conclusao com menor data de término. Se
persistir o empate, sequencia-se primeiro a tarefa de menor indice.
3.2.2.3 Vizinhanga de uma solugao

Para explorar o espaco de solucgoes, sao utilizados trés tipos de movimentos:

(i) my: troca das posi¢oes de duas tarefas na sequéncia de execugao;

(ii) mg: realocagao de uma tarefa para outra posi¢ao na sequéncia; e
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(iii) ms: realocagdo de uma subsequéncia de k tarefas, 1 < k < n, para outra posi¢do na

sequéncia de execucao.

Esses movimentos definem as trés vizinhancas Ni, Ny e Nj, respectivamente, descritas a
seguir.

(a)

Vizinhanca Np: Um exemplo de vizinho da solu¢ao X = (5, 3, 2, 1, 4, 6) na vizinhanca
Ny é a solugdo X' = (5, 4, 2, 1, 3, 6). Observa-se que X' é obtida de X por meio da
troca das posicoes de execucao das tarefas 3 e 4.

Para uma dada sequéncia de n tarefas, a posicao de cada tarefa pode ser trocada com a
posicao de qualquer uma das demais n — 1 tarefas. Por outro lado, trocar as posicoes da
i-ésima com a j-ésima tarefa na sequéncia é equivalente a trocar de posicoes a j-ésima
e a i-ésima tarefa na sequéncia, para todo i,7 € {1,2,---,n}. Portanto, ha n(n — 1)/2
vizinhos distintos em relagao a vizinhanca Nj.

Vizinhanga Ny: A solugdo X' = (5, 2, 1, 4, 3, 6) é um exemplo de vizinho da solugao
X = (5, 3, 2, 1, 4, 6) em relacdo a vizinhanga N,. Nota-se que X' é obtida de X ao
realocar a tarefa 3, que esta na segunda posicao em X, para a quinta posi¢ao na sequéncia
de execucao.

Dada uma sequéncia de n tarefas, cada uma delas pode ser realocada para n — 1 posicoes
distintas. Além disso, realocar a tarefa da i-ésima posicao para a posi¢ao i+1 na sequéncia,
de execucao é equivalente a realocar a tarefa da posicao i + 1 para a i-ésima posicao na
sequéncia, para todo i € {1, 2, ---, n— 1}. Portanto, ha (n — 1)2 vizinhos distintos em
relacao a vizinhanga N,.

Vizinhanga N3: Um vizinho da solugao X = (5, 3, 2, 1, 4, 6) na vizinhanca N3 é a
solugdo X' = (1, 4, 5, 3, 2, 6). X’ é obtida de X ao realocar a subsequéncia de trés
tarefas consecutivas (5, 3, 2), que estdo nas trés primeiras posi¢oes em X, para depois
da tarefa 4.

Dada uma sequéncia com n tarefas, existem n — k + 1 subsequéncias distintas de k tarefas
consecutivas, para todo k € {1, 2, ---, n}. Cada uma dessas subsequéncias pode ser
realocada para n — k posicoes distintas na sequéncia de execucao. Ademais, realocar
uma subsequéncia de k; tarefas consecutivas para ko posicoes sucessoras é equivalente a
realocar uma subsequéncia de ky tarefas consecutivas para k; posicoes antecessoras, para,
todo k1, ko € {1, 2, ---, n} e ki+ky <n. Logo, hdn(n — 1) (n+ 1) /6 vizinhos distintos
em relacao a vizinhanca Nj.

Com o objetivo de evitar o retorno a vizinhos ja analisados e, consequentemente, reduzir
o custo computacional, todas as observacoes mencionadas anteriormente foram consideradas
na implementacao computacional dos algoritmos experimentados. Dado que uma solucao foi
implementada como um vetor nos experimentos computacionais, a ordem escolhida para a
exploragao das vizinhancas explora vizinhancas cada vez mais distantes da solucao corrente em
termos de complexidade computacional, conforme proposto por Hansen et al. (2008).

3.2.2.4 Avaliacao de uma solugao

Qualquer sequéncia de tarefas é uma solucao factivel para o SMSPETP-SDS. A fim de
avaliar uma sequéncia X = (xy,9,...,x,), primeiro aplica-se em X um dos algoritmos de
programacao 6tima de uma dada sequéncia de tarefas apresentados na Secao 3.1. Entao, utiliza-
se a programacao Otima de X, dada por 7%, para calcular o valor da funcao objetivo de X,
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dada por:

F(X)=f(ryx) = zn:azi - max (0, E. — C£X> + f;, - max (O, X Tzi) (3.4)
i=1

e que deve ser minimizada.

3.2.2.5 VNDs utilizados

Sao utilizadas duas variagoes do método de busca local VND (Mladenovi¢ & Hansen, 1997),
denominadas VND, e VNDy, descritas a seguir.

(a)

VND,: A busca local VND,. utiliza a seguinte sequéncia de buscas locais:

(ii) BL1: Descida randomica na vizinhanga Ny;
(ii) BL2: Descida randomica na vizinhanca No; e

(iii) BL3: Descida randémica na vizinhanga Nj.

Na primeira busca local (BL1), duas tarefas sdo escolhidas aleatoriamente e suas posi¢oes
na sequéncia de execucao sao trocadas. Se a nova sequéncia de execucao for uma solugao
melhor, entao ela é aceita e passa a ser a solucao corrente. Caso contrario, é testada outra
troca aleatoria na solugao corrente. A BL1 termina quando ocorrer VNDmax tentativas
de trocas consecutivas sem melhora na solucao corrente, sendo VNDmax um parametro
do procedimento. Quando a BL1 termina, aplica-se a proxima busca local (BL2).

Na busca local BL2, aleatoriamente escolhe-se uma tarefa na sequéncia de execucao e uma,
nova, posicao para ela. Se a nova sequéncia for uma solucao melhor, entao ela passa a ser
a solucao corrente e o VND volta para a busca local BL1. Caso contrario, é testada outra
realocacao aleatoria na solugao corrente. A BL2 é interrompida ap6s VNDmax tentativas
de realocagoes consecutivas sem melhora na solugao corrente. Nesse tiltimo caso, passa-se
para a busca local seguinte (BL3).

Na busca local BL3, aleatoriamente escolhe-se uma subsequéncia de tarefas na sequéncia
de execucao e uma nova posicao para ela. O tamanho da subsequéncia também é escolhido
de forma aleatoria no intervalo [1, n — 1]. Se a nova sequéncia de execu¢ao for uma
solucao melhor, entao ela passa a ser a solucao corrente e o VND volta para a busca local
BL1. Caso contrario, é testada outra realocagao de subsequéncia aleatoria na solugao
corrente. A BL3 é interrompida ap6s VNDmax tentativas de realocacoes de subsequéncias
consecutivas sem melhora na solugao corrente. Nesse tltimo caso, o VND é encerrado e
a melhor solucao encontrada ¢é retornada.

E interessante observar que a solucao resultante do VND, nao é necessariamente um
6timo local em relacao as vizinhancas adotadas, visto que as respectivas vizinhancas nao
sao, de um modo geral, completamente exploradas em cada busca local.

VNDy: A busca local VND; utiliza a seguinte sequéncia de buscas locais:

(i) BL4: Descida Primeiro de Melhora com a vizinhanca Ny; e
(ii) BL5: Descida Primeiro de Melhora com a vizinhanga Nj.
Quando nao houver solugoes vizinhas que melhorem a solucao corrente X durante a busca

local BL4, passa-se para a busca local BL5. A busca local BL5 inicia-se testando as rea-
locagoes de subsequéncias formadas por apenas uma tarefa. Quando nao for possivel
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melhorar a solucao corrente com essas realocacoes, o tamanho das subsequéncias realoca-
das é incrementado em uma unidade, isto é, sao testadas as realocacoes de subsequéncias
formadas por 2 tarefas. Sempre que nao for possivel melhorar a solucao corrente com
realocacoes de subsequéncias de um dado tamanho, passa-se a testar realocacoes de sub-
sequéncias de tamanho imediatamente superior, até que o tamanho das subsequéncias
realocadas seja igual a n — 1. Sempre que uma solucao vizinha X’ que melhora a solugao
corrente X é encontrada, X’ passa a ser a nova solugao corrente e volta-se para a busca
local BL4. O procedimento VND; é encerrado quando a busca local BL5 testar todas
as possiveis realocacoes de subsequéncias de tarefas e nao encontrar uma solug¢ao melhor
que a solucao oriunda da busca local BL4. Neste caso, a solucao retornada ¢ um 6timo
local em relacao as vizinhancas N; e N3. Dado que a vizinhanca N, corresponde a rea-
locar subsequéncias de apenas uma tarefa, tem-se que a vizinhanca N, estd contida na
vizinhanca N3. Logo, um 6timo local em relacao a vizinhanca N3 é, também, um 6timo
local em relacao a vizinhanca Ns.

3.2.2.6 GVNS,, GVNS; e GVNS,;

O algoritmo GVNS, é obtido ao se utilizar o procedimento VND, como busca local VND
do algoritmo GVNS (ver Algoritmo 3.6), enquanto o algoritmo GVNS; é obtido ao se utilizar o
procedimento VND; como busca local. Visto que a solucao retornada pelo procedimento VND,.
nao é necessariamente um 6timo local em relagao as vizinhancas adotadas, propoe-se, também,
o algoritmo GVNS, ;. Esse algoritmo consiste em aplicar a busca local VND na solugao obtida
pelo GVNS,. Logo, a solugao retornada pelo algoritmo GVNS,; também corresponde a um
6timo local em relagao as vizinhancas exploradas.

3.3 Enumeracao implicita aplicada ao SMSPETP-SIS

Algoritmos de enumeracao implicita sao métodos deterministicos que fazem uso de certa
“sabedoria” para encontrar a solucao 6tima de um problema de otimizagao, mesmo enume-
rando apenas parte do conjunto de solugoes possiveis. A seguir é proposto um algoritmo de
enumeracao implicita, doravante denotado por EI, para resolver o SMSPETP-SIS. De acordo
com Janiak et al. (2015), nao existe na literatura um algoritmo de otimizacao exato para a
solucao do SMSPETP-SIS.

Para auxiliar na apresentagao do algoritmo EI, seja I o conjunto de n tarefas que devem ser
programadas. Seja UB um limite superior conhecido para o problema (obtido de forma heuris-
tica, por exemplo). Durante o processo de enumeragao, um n6 § corresponde a uma estrutura
que armazena uma subsequéncia de k tarefas (0 < k < n), bem como o conjunto das n — k
tarefas que estao fora dessa subsequéncia, representados por seq(d) e nseq(d), respectivamente.
Seja L a lista de nos a serem investigados. Assim como na Se¢ao 3.1, uma programacao de uma,
sequéncia X das tarefas de I é uma programacao de I que preserva a sequéncia de execucao
dada por X. A sequéncia X é avaliada tal como na Secao 3.2.2.4. Logo, a sequéncia X é 6tima
se, e somente se, existe uma programacao 6tima de I que respeita a sequéncia X.

Seja dy 0 no6 tal que seq(dy) = @ e nseq(dy) = I. O procedimento EI é inicializado com a
inser¢ao do n6 dp como o tnico né de L. Depois disso, cada iteracao de EI consiste nos seguintes
passos:

Passo 1: Seja 0 o tltimo no6 inserido em L;

Passo 2: Retira-se de L o no 9;
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Passo 3: Se nseq(d) = &, entdao a subsequéncia seq(d) corresponde a uma solu¢ao completa.
Além disso, caso F'(seq(d)) < UB, entao o valor de U B ¢ atualizado para UB = F(seq(0)).

Passo 4: Se nseq(d) # @, entdo, para cada tarefa x € nseq(d), verifica-se se a subsequéncia
seq(d)U{x} obtida ao inserir a tarefa x no final da subsequéncia seq(d) viola as condigbes
de otimalidade (apresentadas na Se¢ao 3.3.1). Caso essas condi¢oes nao sejam violadas,
0 06 Spno tal que seq(drino) = seq(d) U (z) e nseq(dpuno) = nseq(d) \ {z} & inserido
em L.

Como pode ser observado na descricao do algoritmo EI, a fim de se reduzir a quantidade
de memoria computacional utilizada, nesse algoritmo, a exploragao da arvore de solugoes é
realizada por meio de uma busca em profundidade. O algoritmo EI é interrompido quando
L = & e o valor final de UB corresponde a solucao 6tima do problema.

3.3.1 Condicoes de otimalidade

Para facilitar a notacdo, seja seq(0) = A = (21,29, -+ ,2,), com 1 < u < n, uma sub-
sequéncia das tarefas de 1. Além disso, seja X 4 uma sequéncia das tarefas em I que inicia com
a subsequéncia A.

Proposicao 3.6 Se F(A) > UB, entdo nao eziste uma sequéncia dtima de I que contém a
subsequéncia A.

Prova: Este resultado é direto, uma vez que a inclusao de tarefas em A nao reduz a soma das
penalidades das tarefas em programacoes de A. O

Lema 3.5 Sejax € A. Se C’;T;‘ representa a data de conclusao da tarefa x em uma programacao
otima da subsequéncia A (7} ), entdo existe uma programagdo dtima de X (7%, ) em que x €

. X 7%
concluida na data Cp” 4 < Cp?.

Prova: Seja 7y, uma programacao 6tima de X,. Dado que a tarefa x é concluida na data

!
Ly Tx Ly ~ . . ~
Cz* em w4, se C,7* > (", entao é possivel adiantar a execucao das tarefas em A na

~ . , T
programacao 7y, de modo que a tarefa x seja concluida na data C;*, sem aumentar a soma
das penalidades das tarefas em A. Como esse adiantamento das tarefas em A nao altera as
penalidades das tarefas fora de A, tem-se que a programacao resultante é a programacao 6tima
*
Ty, Pprocurada. t

Corolario 3.1 Se existe uma programagao étima de A (7% ) na qual todas as tarefas sao exe-
cutadas consecutivamente, sem ociosidade de mdquina entre elas e a erecucao da primeira €
*

L. ~ . ~ L. Tx T
iniciada na data 0, entdo eriste uma programagao otima de X, (7%, ) em que Cp™* = Ci*,

X Ly ~ .
sendo Cp~* e Cx* as datas de conclusao de x em my e 7y, respectivamente.

Prova Neste caso, C’;rz é igual & soma dos tempos de execucao das tarefas programadas antes
de z. Portanto, a demonstracao difere da prova do Lema 3.5 apenas pelo fato de que agora nao
é possivel adiantar a execucao de . O

Proposicao 3.7 Se existem duas tarefas consecutivas x e y em A tais que o, P, < a,P, e
Ci4+ P, = Cy* <min(E,, E,) em uma programagdo étima de A (1%), entio ndo existe uma
sequéncia otima de I que inicia com a subsequéncia A.
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Prova: Suponha que exista uma sequéncia 6tima de I que inicia com A, dada por X4. De
7r*
acordo com o Lema 3.5, existe uma programagao 6tima de X4, dada por 7%, tal que C, <

Cy* < min(E,, E,). Logo, a soma das penalidades associadas as tarefas z e y em Ty, ¢ dada
por

ap - (By — Co™ ) + - (B, — Cy ),
ou seja,
g (B = Cy ™ + B)) + - (B, — Cy ). (3.5)

Seja X 4 uma sequéncia obtida de X, por meio da troca da ordem de execucao das tarefas
x e y. Entao, existe uma programacao 6tima de X 4 (W}A/) em que a tarefa x é concluida

*

. . . TX LB
na mesma data em que a tarefa y é concluida em 7%, (ou seja, C, * = C,"*), a tarefa

. 1 : o . X X
y é concluida imediatamente antes do inicio da tarefa = (ou seja, Cy, * = C,"* — P,) e
todas as demais tarefas sao concluidas nas respectivas datas de conclusao em 7%, (isto &,

C." =C.% Yz el \ {z, y}). Assim, a soma das penalidades associadas as tarefas x e y em

T%, ¢ dada por
0y (B — O )ty - (B, — O ),
isto é,
ap - (Bs — Cy¥4) +ay - (E, — )4 + P,). (3.6)

Como as datas de conclusao das tarefas diferentes de z e y sao as mesmas nas programagoes
* *
T, € Tk, segue que

flmx,) — f(ﬂ';(A,) =(3.5) — (3.6) = a, Py — a, P, > 0.
Isto contradiz o fato de X4 ser uma sequéncia 6tima de I. O

Proposicao 3.8 Se eziste uma programagao dtima de A (7% ) na qual todas as tarefas sao
executadas consecutivamente sem ociosidade de mdquina entre elas, a primeira tarefa € iniciada
na data 0 e existem duas tarefas adjacentes x e y tais que custo; > custoy, em que

custoy, = a,-max(0, £, — C’;rf“) + 3, - max(0, it — T.) +
+ a, - max(0, B, — C’;rz) + f, - max(0, C’;Tj‘ -7, e

custos = «a,-max(0, £, — o — P,) + B, - max(0, ot pP,-T,)+
+ a, - max(0, £, — C;rz + P,) + B, - max(0, C;rz - P, —-T,),

entao nao existe uma programacao otima de I que inicia com a subsequéncia A.

Prova: Suponha que exista uma sequéncia 6tima de I que inicia com A, X4 Cor*n base no
Corolério3.1, existe uma programagao 6tima de X4, 7%, tal que C;rXA = C’;Tj‘ e C;XA = C’;rz.
Consequentemente, a soma das penalidades associadas as tarefas x e y é igual custo;. Seja X 4/
uma sequéncia obtida de X4 por meio da troca da ordem de gxecugéo das tarefas z e y. Logo,
existe uma programacao de X4 (7x,,) em que Co =0 Wz el \ {z, y}. A soma das
penalidades associadas as tarefas x e y na programagao mx,, ¢ dada por custo;. Portanto,
f(mx,) — f(7x,,) = custo; — custos > 0. Isto contradiz o fato de X4 ser uma sequéncia 6tima
de I. O

Com base nas Proposicoes 3.6, 3.7 e 3.8, o seguinte corolario estabelece os critérios utilizados
para verificar se uma subsequéncia A = seq(d) viola as condic¢oes de otimalidade.



CAPITULO 3. ALGORITMOS PROPOSTOS 39

Corolario 3.2 A subsequéncia seq(d) viola as condig¢ées de otimalidade se ocorrer um dos
sequintes casos:

(1) F(seq(d)) > UB;

(i1) Ezistem duas tarefas consecutivas x ey em seq(d) tais que o, P, < o, P, e Cpea® +P, =

ﬂ;eq(ts) : *
Cy < min(E,, E,), em que T

seq(d) representa uma programag¢ao dtima de seq(d); ou

(1ii) Eziste uma programacdao dtima de seq(d) na qual todas as tarefas sao erecutadas conse-
cutivamente sem ociosidade de mdquina entre elas, a primeira tarefa € iniciada na data
0 e existem duas tarefas adjacentes x e y que satisfazem as condigcoes da Proposi¢ao 3.8.

3.3.2 Algoritmo EI

O Algoritmo 3.7 descreve o procedimento EI aplicado ao SMSPETP-SIS. Nele, a entrada
U B corresponde a um limite superior conhecido para o problema. Esse limite é atualizado pelo
procedimento EI de modo que o valor UB retornado é a solucao 6tima para o problema. No

presente trabalho, o limite superior inicial é fornecido pelo algoritmo GVNS, apresentado na
Secao 3.2.2.

Algoritmo 3.7 EI(I,n, F'(.),UB)
seq(do) < 0;
nseq(dg) < I,
enquanto L # () faca
0 < o ultimo no inserido em L;
L+ L\{d}
se nseq(d) = () entdo
se F(seq(d)) < UB entao
| UB + F(seq(9));
fim
senao
para x € nseq(d) faga
se a subsequéncia seq(d) U{x} nao viola as condigoes de otimalidade entao
seq(Oitno) < seq(d) U{x};
nseq(d fino) < nseq(6) \ {z};
L+~ LU {5filho};
fim
fim

fim

fim
Retorne U B;

Para exemplificar como o algoritmo EI funciona, considere um SMSPETP-SIS de 4 tarefas
representado pela Tabela 3.3. Nessa tabela, a primeira coluna apresenta o conjunto de tarefas
a serem programadas, isto é, I = {1,2,3,4}. As demais colunas indicam o tempo de execu¢iao
(P;), o custo por unidade de antecipagao (o), o custo por unidade de atraso (5, ), assim como
as datas de inicio (F,) e de término (7)) da janela de conclusdo de cada tarefa = € I.

Um dos dados de entrada do algoritmo EI é um limite superior (UB) para o problema.
Considere o valor de UB inicial dado pela sequéncia obtida ao se aplicar a heuristica gulosa
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Tabela 3.3: Problema-teste para exemplificar o algoritmo EI.
I P, E, T, ar, [

1 5 11 14 9 10
2 4 9 9 7 9
3 6 6 8 2 3
4 3 9 9 1 4

EDD (ver Segao 3.2.2.2), ou seja:
UB=F(3,2,4,1) =0+ (1x ) + (4% B2) + (4 x B1) =0+ (1x9) + (4 x4) + (4 x 10) = 65

conforme os dados apresentados na Tabela 3.3. A Figura 3.11 apresenta a programacao 6tima
da sequéncia obtida pela heuristica EDD, bem como a soma das penalidades associadas a essa
programagcao.

\

01 2 3 4 5 E37 T3 E210 E112 13 T11516 17 18 19 20
E4
T2
Ta

Figura 3.11: Solucao obtida pela heuristica gulosa EDD.

Para facilidade de entendimento, um né J sera representado por % Seja L a lista de

nos a serem investigados. O procedimento EI inicia com a inser¢ao do no % como o Unico
elemento de L. Observa-se que esse n6 armazena a subsequéncia vazia, representada por ( ), e
o conjunto de tarefas ainda nao sequenciadas, {1,2,3,4}.

O proximo passo do procedimento EI consiste em retirar e investigar o tltimo n6 de L,
isto é, o n6 AT Como as subsequéncias de apenas uma tarefa nao violam as condicoes
de otlmahdaée 0s nos que armazenam essas subsequéncias sao inseridos em L. A Figura 3.12
ilustra o segundo passo do procedimento EI.

()

e UB =65

1 2 3 4
* L= {{253?4}’ {153?4}’ {152?4}’ {152?3}}
Figura 3.12: Segundo passo do procedimento EI.

1. . A 4 , ~ . . . N .
O 1ultimo n6 corrente de L, no %, é, entao, retirado e investigado. As subsequéncias

(4,1) e (4,2) nao violam as condic¢oes de otimalidade e, portanto, os ndés que armazenam essas
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subsequéncias sao inseridos em L. Por outro lado, a subsequéncia (4, 3) viola a condi¢do de
otimalidade (iii) do Corolario 3.2. De fato, a primeira tarefa da programagao 6tima dessa
subsequéncia, tarefa 4, inicia sua execucao na data 0 e as tarefas 4 e 3 sao tais que soma; =
9 > 0 = somas. Logo, o nd6 que armazena a subsequéncia (4, 3) nao é inserido em L. A Figura
3.13 ilustra a analise da subsequéncia (4, 3), ao passo que a Figura 3.14 apresenta a arvore de
busca apoés a investigacao do nd %

soma; = (6 X ay) + (I xFB3)=(6x1)+(1x3)=9

\

01 2 3 4 5 E37 T3 E210 E112 13 711516 17 18 19 20
Ea
T2
Ta

somas =0+0=0

\

01 2 3 4 5 E37 T3 E210 E112 13 T115 16 17 18 19 20
Ea
T2
Ta

Figura 3.13: Anélise da subsequéncia (4, 3).

()

1 2 3 4
1 2 X
e UB =065

_ 1) (2) B)  “1) (42
e L= {{2,3,4}’ 1,347 {1,247 (2.3} {1,3}}

Figura 3.14: Arvore de busca apos a investigacio do né {1(3)3}.

O proximo passo é retirar de L e investigar o no % As subsequéncias (4,2,1) e (4,2,3)

nao violam as condic¢oes de otimalidade. Logo, os nés que armazenam essas subsequéncias sao

inseridos em L (Figura 3.15).
A seguir, o no % é retirado de L e investigado. A subsequéncia (4,2,3,1) corresponde

a uma sequéncia completa. Essa sequéncia é, entao, avaliada. Como F(4,2,3,1) = 75 >
65 = UB, o valor de UB nao é atualizado. A Figura 3.16 apresenta a programagao 6tima da
sequéncia (4,2, 3,1), ao passo que a Figura 3.17 apresenta a arvore de busca apos a investigacao

,(4,2,3)
do no o
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()

1 2 3 4
1 2 X
1 3
e UB =065
3 4,1) (4,2,1) (42,3
* L_{{2(3)4} {1(3)4} {1(2)4} {(23)}’({3})’({1})}
“2)

Figura 3.15: Arvore de busca apos a investigacio do no s

F(4,2,3,1) = (6xay)+(2Xag)+ (65X B3)+(4xP1) = (6x1)+(2xT7)+(5x3)+(4x10) =75

01 2 3 4 5 E37 T3 E210 E112 13 T115 16 17 18 19 20
Ea
T2
Ta

Figura 3.16: Programacao 6tima da sequéncia (4,2,3,1) .

()

- T
7N

2

A\

1 3
X
e UB =065

_ O 2 B (@) (@21
° L—{{234} {1,341 {1,241 (23] {3} }
Figura 3.17: Arvore de busca apos a investigacio do no (4{’%}3).

O préximo passo é retirar de L e investigar o no (4{?2)’}1) . A subsequéncia (4, 2, 1, 3) corresponde

a uma sequéncia completa de I. Essa sequéncia é, entdo, avaliada. Como F'(4,2,1,3) = 40 <
65 = UB, o valor de UB é atualizado para UB = F'(4,2,1,3) = 40. A Figura 3.18 apresenta a
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programagao 6tima da sequéncia (4,2, 1, 3), ao passo que a Figura 3.19 apresenta a arvore de

busca apoés a investigacao do no (4{2}1).

F(4,2,1,3) = (4xaq)+0+0+ (12x f5) = (4 x 1)+ 0+ 0+ (12 x 3) = 40

01 2 3 4 5 E37 T3 E210 E112 13 T115 16 17 18 19 20
Ea
T2
Ta

Figura 3.18: Programacao 6tima da sequéncia (4,2,1,3) .

2

/\

3
:

T

w—

e UB =40

1 2 3 4,1
° L= {{253,)4}’ {153,)4}’ {152,)4}’ {(zsi}

Figura 3.19: Arvore de busca apos a investigacio do no (4{’%1).

Em seguida, o n6 (;1 3) é retirado de L e investigado. A subsequéncia (4,1, 2) viola a condigao

de otimalidade (i), pois F'(4,1,2) = 57 > 40 = UB (Figura 3.20). Logo, 0 n6 que armazena
essa subsequéncia nao é inserido em L. Por outro lado, a subsequéncia (4,1, 3) nao viola as
condigbes de otimalidade e, portanto, o n6 que armazena a subsequéncia (4, 1, 3) é inserido em

L. A Figura 3.21 mostra a arvore de busca ap6s o no {(;1 3& ser investigado.

F(4,1,2) =3 xay) +0+ (6 x B2) =(3x 1)+ 0+ (6 x9) =57

1 2 3 4 5 E37 T3 E210 E112 13 T115 16 17 18 19 20
E4
T2
Ta

Figura 3.20: Anélise da subsequéncia (4,1,2) .

A investigacao dos nos de L continua até chegar o momento em que o no {(f gi ¢ investigado.
A subsequéncia A = (2,4,1) viola a condigdo de otimalidade (i7). De fato, as tarefas 2 e 4
na programacao Otima de A, 7%, sdo tais que 04“‘ =9 <9 =min(9,9) = min(FEy, Ey) e
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£
e UB =40 tA

1 2 3 4,1,3
° L= {{253?4}’ oy T 5 )}

Figura 3.21: Arvore de busca apos a investigacio do no %

Poxay,=4x1<3x7= Py xay. Como a troca da ordem de execucao das tarefas 2 e 4
na subsequéncia (2,4, 1) reduz a soma das penalidades associadas a essa subsequéncia (Figura
3.22), bem como das sequéncias construidas a partir dela, o n6 que armazena a subsequéncia
(2,4,1) nao é inserido em L. Por outro lado, a subsequéncia (2,4,3) viola a condigdo de
otimalidade (i), pois F'(2,4,3) =42 > 40 = UB (Figura 3.23). Portanto, o n6 que armazena a
subsequéncia (2,4, 3) também nao é inserido em L. A Figura 3.24 apresenta a arvore de busca

apo6s a investigacao do no gg)}

soma; = (3 X as)+0+0=3x7=21

01 2 3 4 5 E37 T3 E210 E112 13 T11516 17 18 19 20
Ea
T2
Ta

somas = (4 xay) +0=4x1=4

01 2 3 4 5 E37 T3 E210 E112 13 T11516 17 18 19 20
Ea
T2
Ta

Figura 3.22: Anélise da subsequéncia (4, 3).

O procedimento EI é interrompido quando nao houver mais noés para serem investigados,
ou seja, quando L = { }. O valor final de UB (UB = 40) é a solugdo 6tima para o problema,
ao passo que a sequéncia associada a esse valor, sequéncia (4,2, 1,3), é uma sequéncia 6tima.
A Figura 3.25 apresenta a arvore de busca ap6s todos os nos terem sido investigados.
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F(2,4,3) =3 X ag) +0+ (7Tx 83) =3x7)+ 0+ (7x3) =42

2 34 5 E37 T3 E210 E1 12 13 T+ 15 16 17 18 19 20
Ea
T2
Ta

Figura 3.23: Anélise da subsequéncia (2,4, 3) .

0 1

()

1 2
MANANAA
X X X X 3 X
e UB =40
- {4 3]
(2.4)

Figura 3.24: Arvore de busca apos a investigacio do no i3]

1 2 3 4
ANAANADNDN AN
I L1l
e UB =140
eL-{)

Figura 3.25: Arvore de busca apés todos os nos terem sido investigados.

3.4 Resultados computacionais

Nesta secao sao apresentados os resultados computacionais obtidos com os algoritmos des-

critos nas Secoes 3.1, 3.2 e 3.3.
O conjunto de problemas-teste descrito na Secao 2.2 foi utilizado na realizacao dos experi-
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mentos computacionais. Os algoritmos OTA, AAOTO, OTA’, GVNS,, GVNS;, GVNS, e EI
apresentados nas Secoes 3.1.1 3.1.2, 3.1.3, 3.2.2 e 3.3, respectivamente, foram implementados
em C+-+, sendo utilizado o compilador g-++, versao 4.8.5, para a sua execucao.

Os experimentos foram realizados em um computador Intel® Xeon(R) CPU E5620 @
2.40GHz x 16, com 48 GB de RAM e sistema operacional CentOS Linux 7. Apesar de o
processador do equipamento utilizado possuir mais de um ntcleo, os algoritmos nao foram
otimizados para multiprocessamento.

Para auxiliar na apresentacao e comparacao dos resultados, utilizou-se a métrica desvio

. L N —A o
relativo médio, dada por DRM;"® = (f; — f7)/f. Dado um problema-teste i, f; representa

o valor da melhor solu¢ao conhecida para esse problema, enquanto ?;4 representa a média dos
valores das solugoes encontradas pelo algoritmo dado A. Logo, a métrica DRM:"® compara a
média dos resultados obtidos pelo algoritmo A com a melhor solu¢ao conhecida para o respectivo
problema (quanto menor for o valor de DRM®*® melhor sera a solu¢ao média encontrada).

Neste trabalho, foram consideradas as solugoes encontradas nos experimentos realizados
com a melhor versao do Algoritmo Genético Adaptativo de Ribeiro et al. (2010) e com o me-
lhor algoritmo de Rosa et al. (2017) para determinar o valor de referéncia f de um dado
problema-teste i. Esses algoritmos foram implementados nas mesmas condi¢oes que os algorit-
mos propostos neste trabalho.

O modelo de programacao matematica de Gomes Junior et al. (2007) (vide Segao 4.2.1)
também foi implementado a fim de validar os métodos propostos, bem como ser utilizado como
referéncia para comparagoes. Foram utilizados a C++ Concert Technology e o otimizador IBM
ILOG CPLEX Optimization Studio 12.6.2 para a implementacao e resolucao desse modelo. O
CPLEX foi configurado para utilizar somente uma thread e o tempo de execucgao foi limitado
em uma hora para resolver cada problema-teste. Os demais parametros do CPLEX nao foram
alterados. Para cada problema-teste resolvido com os algoritmos GVNS,, GVNS; e GVNS,,
a melhor solucao encontrada foi fornecida ao CPLEX.

O restante desta secao estd organizado da seguinte maneira. Os algoritmos OTA, OTA’
e AAOTO sao comparados na Se¢ao 3.4.1. Na Sec¢ao 3.4.2 é realizado o ajuste do parametro
VNDmax, presente nos algoritmos GVNS, e GVNS,, e do parametro VNSmax, presente nos
algoritmos GVNS,, GVNS; e GVNS,;. Os resultados obtidos com os algoritmos GVNS,,
GVNS;, GVNS,; e EI aplicados a problemas-teste do SMSPETP-SIS com até 20 tarefas sao
analisados na Secao 3.4.3. Enfim, os resultados obtidos com os algoritmos GVNS,, GVNS; e
GVNS, ; aplicados a problemas-teste do SMSPETP-SDS com até 75 tarefas sao discutidos na
Secao 3.4.4.

3.4.1 Comparacao OTA x AAOTO x OTA’

O algoritmo GVNS; (vide Secao 3.2.2) foi aplicado aos problemas-teste de 10, 20, 30, 40,
50 e 75 tarefas a fim de comparar a eficiéncia dos algoritmos de programacao 6tima de uma
dada sequéncia de execucao de tarefas apresentados na Secao 3.1. O parametro GVNSmax do
GVNS; foi fixado em 2n, em que n representa o nimero de tarefas a serem programadas. Devido
a natureza estocastica do algoritmo GVNSy, a semente de ntimeros aleatérios foi fixada para
cada problema-teste. Desse modo, para cada problema-teste, a sequéncia de tarefas geradas pelo
GVNS; é sempre a mesma, independente do algoritmo utilizado para avaliar tais sequéncias.
Cada problema-teste foi resolvido trés vezes, sendo utilizado um dos algoritmos OTA, AAOTO
e OTA’ para avaliar as sequéncias de execucao geradas pelo GVNS; em cada uma dessas vezes.

A Tabela 3.4 apresenta os tempos médios demandados pelo algoritmo GVNS; associado aos
respectivos algoritmos de programacgao 6tima de uma dada sequéncia de execucao de tarefas
apresentados na Secao 3.1. Nessa tabela, a primeira coluna indica o niimero de tarefas em cada
conjunto de 16 problemas-teste. As demais colunas apresentam os tempos médios exigidos pelo



CAPITULO 3. ALGORITMOS PROPOSTOS 47

GVNS; ao se utilizar os algoritmos OTA, AAOTO e OTA’, respectivamente, para avaliar cada
sequéncia de tarefas gerada durante a resolucao dos respectivos problemas-teste.

Tabela 3.4: Tempos médios (em segundos) demandados pelo algoritmo GVNS; associado aos
algoritmos OTA, AAOTO e OTA’, respectivamente.
n OTA AAOTO OTA”

10 0,04 0,02 0,03
20 1,43 0,72 0,92
30 16,26 6,91 9,83

40 103,52 40,92 56,37
50 405,07 149,01 199,18
7 6279,69 1933,78  2676,16

De acordo com a Tabela 3.4, os tempo médios demandados pelo algoritmo GVNS; com o
OTA (GVNS;/OTA) foram significativamente superiores que os respectivos tempos médios de-
mandados pelo GVNS; com 0 AAOTO (GVNS;/AAOTO) e com o OTA’ (GVNS;/OTA’). Para
os problemas-teste com 75 tarefas, por exemplo, o tempo médio demandado pelo GVNS;/OTA
foi maior que o dobro do tempo médio demandado pelo GVNS;/OTA’ e maior que o triplo do
tempo médio demandado pelo GVNS;/AAOTO. Ainda de acordo com a Tabela 3.4, os tem-
pos médios demandados pelo GVNS;/OTA’ também foram maiores que os respectivos tempos
médios exigidos pelo GVNS;/AAOTO. Por exemplo, para os problemas-teste com 75 tarefas,
o tempo médios demandado pelo GVNS;/OTA’ ultrapassa em mais de 38% o tempo médio
demandado pelo GVNS;/AAOTO.

Visto que o AAOTO foi o algoritmo de programagao 6tima de uma dada sequéncia execugao
de tarefas que fez com que o GVNS; demandasse menores tempos de execucao, ele foi utilizado
para avaliar cada sequéncia de tarefas gerada pelos algoritmos GVNS,, GVNS;, GVNS, s e EI
nos demais experimentos computacionais.

3.4.2 Ajuste dos parametros dos algoritmos propostos

O conjunto de problemas-teste de 50 tarefas foi utilizado para calibrar o parametro
VNDmax da busca local VND,.. O conjunto de problemas-teste com 50 tarefas foi escolhido
por ser um conjunto de problemas de tamanho intermediario. Foram experimentados os valo-
res 5n, ™, 9n, 11n e 13n para VNDmax, em que n representa o niimero de tarefas a serem
programadas. Cada um dos 16 problemas-teste foi resolvido 30 vezes, sendo o VND,. aplicado
a solucao inicial proposta. Os resultados obtidos sao apresentados na Tabela 3.5. Nessa tabela,
para cada coluna associada a um valor atribuido & VNDmax, a coluna DRM?*"® apresenta a
média dos DRM:"® (em porcentagem) obtidos, enquanto a coluna t apresenta o tempo médio
(em segundos) demandado para resolver os problemas-teste.

Tabela 3.5: Influéncia do parametro VNDmax no procedimento VND,. aplicado aos problemas-

teste com 50 tarefas.
3n 5n ™ In 11n 13n

DRM*® t DRM*® t DRM*® t DRM®® t DRM*® t DRM™™® ¢

(%) (s) (%) (s) (%) (s) (%) (s) (%) (s) (%) (s)
1519 0,03 11,63 0,04 963 0,05 833 006 7,63 0,08 7,19 0,09

De acordo com a Tabela 3.5, como era esperado, & medida em que se aumenta o valor de
VNDmax, menor é média dos desvios relativos médios das solucoes obtidas e maior é o tempo
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médio demandado pelo VND,.. A diferenca entre o valor de DRM*® com VNDmax = 11n e o
valor de DRM*® com VNDmax = 13n é menor que 0,5 pontos percentuais. Além disso, o tempo
médio demandado com VNDmax = 13n é 0,01 segundos superior ao tempo médio demandado
com VNDmax = 11n. Dado que a busca local VND, é aplicada um grande ntiimero de vezes
dentro do algoritmo GVNS,., o valor de VNDmax foi fixado em 11n nos demais experimentos.

O conjunto de problemas-teste com 30 tarefas foi utilizado para calibrar o VNSmax dos
algoritmos GVNS,, GVNS; e GVNS, ;. Optou-se por utilizar o conjunto de problemas-teste
com 30 tarefas por ser um conjunto de problemas de tamanho intermediario e com problemas-
testes diferentes dos utilizados para calibrar o parametro VNDmax. Foram experimentados
os valores n, 2n, 3n, 4n e dn para VNSmax, em que n representa o nimero de tarefas a
serem programadas. Novamente, cada um dos 16 problemas-teste foi resolvido 30 vezes pelo
GVNS; e os resultados obtidos sao resumidos na Tabela 3.6. Nessa tabela, para cada coluna
associada a um valor atribuido & VNSmax, a coluna DRM®® apresenta a média dos DRM;"®
(em porcentagem) obtidos, ao passo que a coluna t apresenta o tempo médio (em segundos)
demandado para resolver os problemas-teste.

Tabela 3.6: Influéncia do parametro VNSmax no procedimento GVNS; aplicado aos proble-

mas-teste com 30 tarefas.
1n 2n 3n 4an 5n
DRM?>VE t DRM?V& t DRM?VE t DRM?VE t DRM?>VE t
(%) (s) (%) (s) (%) (s) (%) (s) (%) (s)
0,13 3,91 0,08 7,09 0,08 10,07 0,07 13,35 0,07 16,24

Segundo a Tabela 3.6, como também era esperado, a medida em que se aumenta o valor de
VNSmax, menor ¢ média dos desvios relativos médios das solucoes obtidas e maior é o tempo
médio demandado. Para os valores de VNSmax maiores que ou iguais a 2n, as diferencas entre
os respectivos DRM™® obtidos sao menores que ou iguais a 0,02 pontos percentuais. Logo,
considerando-se, também, que o tempo médio observado aumenta consideravelmente com o
aumento do valor de VNSmax, o valor de VNSmax foi fixado em 2n nos demais experimentos
realizados com os algoritmos GVNS,, GVNS; e GVNS, ;.

3.4.3 Resultados com os problemas-teste do SMSSPETP-SIS com até
20 tarefas

Nesta secao sao discutidos os resultados computacionais referentes a aplicagao dos algoritmos
GVNS,, GVNS;, GVNS,; e EI aos problemas-teste do SMSPETP-SIS com até 20 tarefas.
Logo, as matrizes de tempos de preparacao da méquina presentes nos problemas-teste foram
desconsideradas.

Devido a natureza estocastica dos algoritmos GVNS,, GVNS; e GVNS,;, bem como dos
algoritmos de Ribeiro et al. (2010) e de Rosa et al. (2017), cada problema-teste foi resolvido 30
vezes por cada um desses algoritmos. Para cada problema-teste, a melhor solugao encontrada
por esses algoritmos foi fornecida ao algoritmo EI.

A Tabela 3.7 mostra os tempos médios demandados (em segundos) pelos algoritmos GVNS,.,
GVNS; e GVNS, ¢, bem como pelos melhores algoritmos de Ribeiro et al. (2010) e de Rosa et al.
(2017) e pelo CPLEX, em cada conjunto de problemas-teste. Nessa tabela, a primeira coluna
indica o nimero de tarefas em cada conjunto de 16 problemas-teste. Exceto para o CPLEX,
que foi utilizado para resolver cada problema-teste uma tnica vez, as médias apresentadas
consideram as 30 aplicacoes dos respectivos algoritmos em cada problema-teste.

De acordo com a Tabela 3.7, o CPLEX foi capaz de resolver apenas os problemas-teste com
até 10 tarefas dentro do limite de tempo de uma hora de execucao. O algoritmo de Ribeiro



CAPITULO 3. ALGORITMOS PROPOSTOS 49

Tabela 3.7: Tempos médios (em segundos) demandados pelos melhores algoritmos de Ribeiro
et al. (2010) e de Rosa et al. (2017), pelos algoritmos GVNS,, GVNS; e GVNS,f, bem como
pelo CPLEX, para resolver os problemas-teste com até 20 tarefas do SMSPETP-SIS.

n Ribeiro 2010 Rosa 2017 GVNS, GVNS; GVNS,; CPLEX'

06 0,18 0,01 0,00 0,00 0,00 0,06
07 0,21 0,01 0,01 0,00 0,01 0,54
08 0,26 0,01 0,01 0,01 0,01 3,11
09 0,32 0,02 0,02 0,01 0,02 23,45
10 0,39 0,03 0,02 0,02 0,02 250,54
11 0,49 0,04 0,03 0,03 0,03 -
12 0,63 0,06 0,04 0,05 0,04 -
13 0,75 0,08 0,06 0,07 0,06 -
14 0,93 0,10 0,08 0,11 0,08 -
15 1,16 0,14 0,12 0,17 0,11 -
16 1,40 0,17 0,15 0,23 0,13 -
17 1,86 0,22 0,19 0,34 0,17 -
18 2,01 0,29 0,24 0,49 0,22 -
19 2,44 0,34 0,27 0,58 0,25 -
20 3,20 0,47 0,36 0,84 0,33 -

e tempo de execucao do CPLEX se mostrou proibitivo para resolver os problemas-teste com mais de 10
tarefas. Por esse motivo, esta tabela nao contém as informagoes desses problemas.

et al. (2010) demandou um tempo médio superior aos respectivos tempos médios demandados
pelo algoritmo de Rosa et al. (2017) e pelos algoritmos GVNS,, GVNS; e GVNS, ;. Os tempos
médios demandados pelo algoritmo de Rosa et al. (2017) e pelos algoritmos GVNS,, GVNS; e
GVNS, s sao todos inferiores a um segundo, ao passo que o algoritmo de Ribeiro et al. (2010)
levou um tempo médio de 3,2 segundos para resolver os problemas-teste com 20 tarefas.

Embora nao esteja apresentado em nenhuma tabela, os algoritmos GVNS,, GVNS; e
GVNS,f, bem como os algoritmos de Ribeiro et al. (2010) e de Rosa et al. (2017), foram
capazes de encontrar as respectivas solugoes 6timas de todos os problemas em que tais solucoes
sao conhecidas, isto é, de todos os problemas-teste que foram resolvidos pelo CPLEX ou pelo
algoritmo EI. Além disso, somente o algoritmo GVNS; nao obteve solucoes de desvios relativos
médios iguais a zero para todos os problemas-teste. Em outras palavras, para cada problema-
teste, os algoritmos de Ribeiro et al. (2010) e de Rosa et al. (2017) e os algoritmos GVNS, e
GVNS, ; encontraram sempre as mesmas solugoes, sendo tais solugoes iguais para todos esses
algoritmos. No entanto, os respectivos desvios relativos médios das solugoes encontradas pelo
algoritmo GVNS; sdo menores que ou iguais a 0,05%.

O tempo de execucao do otimizador CPLEX se mostrou proibitivo para resolver os proble-
mas-teste com mais de 10 tarefas. Comportamento similar foi observado com o algoritmo EI
em problemas-teste com mais de 15 tarefas. A Tabela 3.8 mostra os tempos médios deman-
dados (em segundos) pelo algoritmo EI e pelo CPLEX para cada conjunto de problemas-teste
solucionado. Nessa tabela, a primeira coluna indica o niimero de tarefas em cada conjunto de
16 problemas-teste.

A Tabela 3.8 mostra que os tempos médios demandados pelo CPLEX foram muito superiores
aqueles requeridos pelo algoritmo EI. Para o conjunto de problemas-teste com 10 tarefas, por
exemplo, enquanto o EI demandou tempo médio igual a 0,07 segundos, o CPLEX demandou
250 segundos. Somente o algoritmo EI foi capaz de resolver os problemas-teste com até 15
tarefas dentro do limite de tempo de uma hora de execucao. O CPLEX possibilitou resolver
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Tabela 3.8: Tempos médios (em segundos) demandados pelo algoritmo EI e pelo CPLEX para
resolver os problemas-teste com até 15 tarefas do SMSPETP-SIS.
n EI CPLEX!

06 0,00 0,06
07 0,00 0,54
08 0,01 311

09 0,02 23,45
10 0,07 250,54

11 0,39 -
12 2,52 -
13 28,54 -
14 116,80 -
15 799,76 =

e tempo de execucao do CPLEX se mostrou proibitivo para resolver os problemas-teste com mais de 10
tarefas. Por esse motivo, esta tabela nao contém as informagoes desses problemas.

apenas os problemas-teste com até 10 tarefas dentro desse limite de tempo.

3.4.4 Resultados com os problemas-teste do SMSPETP-SDS com até
75 tarefas

Os algoritmos GVNS,, GVNS; e GVNS,; foram comparados com a melhor versao do Al-
goritmo Genético Adaptativo de Ribeiro et al. (2010) e com o melhor algoritmo de Rosa et al.
(2017). Foram utilizados os problemas-teste do SMSPETP-SDS envolvendo 10, 20, 30, 40 50 e
75 tarefas. Dado que cada conjunto de problemas-teste com o mesmo niimero de tarefas contém
16 problemas, foram utilizados um total de 96 problemas-teste.

Cada problema-teste foi resolvido 30 vezes com cada algoritmo implementado, exceto aqueles
com 75 tarefas, que foram resolvidos apenas 10 vezes em virtude do maior tempo computacional
demandado. Os resultados obtidos sao apresentados e discutidos a seguir.

Primeiro, com base na Tabela 3.9, discute-se a qualidade das solucoes médias encontradas
por cada algoritmo. Os testes estatisticos apresentados no Apéndice foram utilizados para
comparar as solugoes obtidas pelos algoritmos GVNS,, GVNS; e GVNS, s com as respectivas
solugoes obtidas pelos melhores algoritmos de Ribeiro et al. (2010) e de Rosa et al. (2017). Os
resultados obtidos por esses testes estatisticos sao apresentados nas Tabelas 3.10-3.13. Final-
mente, com base na Tabela 3.14, analisam-se os tempos médios demandados por cada algoritmo
em cada conjunto de problemas-teste com o mesmo nimero de tarefas.

3.4.4.1 Desvios médios relativos das solugcoes solugoes encontradas

A Tabela 3.9 apresenta as médias dos desvios relativos médios (em porcentagem) das so-
lugoes obtidas com os melhores algoritmos de Ribeiro et al. (2010) e de Rosa et al. (2017)
e com os algoritmos GVNS,, GVNS; e GVNS,; para os respectivos problemas-teste. Nessa
tabela, a primeira coluna indica o numero de tarefas em cada conjunto de 16 problemas-teste.
A fim de validar os algoritmos heuristicos implementados, a Tabela 3.9 também apresenta a
meédia dos desvios médios relativos das solucoes encontradas pelo CPLEX para os respectivos
problemas-teste com 10 tarefas. O tempo de execucao do CPLEX mostrou-se proibitivo para
resolver os problemas-teste com mais de 10 tarefas. Por esse motivo, as informagoes associadas
a esses problemas nao sao apresentadas.
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Tabela 3.9: Médias dos desvios relativos médios (em porcentagem) das solugbes obtidas com os
melhores algoritmos de Ribeiro et al. (2010) e de Rosa et al. (2017), com os algoritmos GVNS,.,
GVNSs e GVNS, s e com o CPLEX.

n  Ribeiro (2010) Rosa (2017) GVNS, GVNS; GVNS,; CPLEX

10 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
20 0,10 0,01 0,04 0,13 0,04 -
30 0,30 0,20 0,17 0,08 0,17 -
40 0,46 0,25 0,15 0,03 0,15 -
50 0,77 0,53 0,28 0,05 0,28 -
75 1,85 0,99 0,56 0,17 0,54 -

De acordo com a Tabela 3.9, todos os algoritmos implementados encontraram a solucao
6tima em todas as execugoes para os problemas-teste com 10 tarefas, pois todas as médias dos
desvios relativos médios das solucoes encontradas para os respectivos problemas desse conjunto
sao iguais a zero por cento, inclusive das solugoes encontradas pelo CPLEX. Ainda de acordo
com a Tabela 3.9, o algoritmo GVNS; foi o que obteve melhor desempenho com relacao a qua-
lidade das solucoes. Exceto para os problemas-teste com 20 tarefas, ele superou todos os outros
algoritmos, incluindo os melhores algoritmos de Ribeiro et al. (2010) e de Rosa et al. (2017).
Observa-se, também, que o algoritmo GVNS; foi capaz de encontrar solu¢oes médias melho-
res que as respectivas melhores solucoes de Ribeiro et al. (2010) e de Rosa et al. (2017) para
problemas-teste com 75 tarefas. Os algoritmos GVNS, e GVNS, ; demonstraram desempenhos
bem similares. De fato, ambos obtiveram solucoes médias melhores que as respectivas solucoes
médias dos melhores algoritmos de Ribeiro et al. (2010) e de Rosa et al. (2017), exceto para os
problemas-teste com 20 tarefas. O algoritmo de Ribeiro et al. (2010) foi o que apresentou pior
desempenho entre os algoritmos experimentados.

3.4.4.2 Testes estatisticos com o melhor algoritmo de Ribeiro et al. (2010)

Para verificar o niimero de vezes em que a melhor versao do Algoritmo Genético Adaptativo
de Ribeiro et al. (2010) obteve melhor desempenho que os algoritmos propostos neste traba-
lho, os testes de hipoteses paramétrico e de aleatoriedade foram realizados com os algoritmos
dispostos na forma Ribeiro et al. (2010) x GVNS,, Ribeiro et al. (2010) x GVNS; e Ribeiro
et al. (2010) x GVNS,, respectivamente. Com essa disposi¢ao, rejeitar a hipotese nula per-
mite afirmar que, com um nivel de significancia igual a 0,05, ha evidéncias estatisticas de que
a solucao média obtida pelo melhor algoritmo de Ribeiro et al. (2010) é melhor que a solugao
meédia obtida com o respetivo algoritmo na comparacao.

As colunas “Teste Paramétrico” e “Teste de Aleatoriedade” da Tabela 3.10 mostram os
resultados obtidos ao se aplicar os testes de hipoteses nas solugoes de cada problema-teste.
Nessa tabela, a primeira coluna indica o niimero de tarefas em cada conjunto de 16 problemas-
teste. As colunas “GVNS,”, “GVNS;” e “GVNS, /" apresentam o niimero de vezes em que a
hipbtese nula foi rejeitada ao se aplicar os correspondes testes de hipdteses com as disposicoes
Ribeiro et al. (2010) x GVNS,, Ribeiro et al. (2010) x GVNS; e Ribeiro et al. (2010) X
GVNS, , respectivamente.

De acordo com a Tabela 3.10, foram obtidos os mesmos resultados para os testes de hipoteses
utilizados (teste paramétrico e teste de aleatoriedade). Nenhum deles rejeitou a hipotese nula
nas comparacoes associadas a problemas-teste com até 10, 40, 50 e 75 tarefas. Ambos os testes
concluiram que a solugdo média obtida pelo melhor algoritmo de Ribeiro et al. (2010) é melhor
que as respectivas solucoes médias obtidas pelos algoritmos GVNS,, GVNS; e GVNS,; em
apenas um problema-teste com 30 tarefas. Ja no conjunto de problemas-teste com 20 tarefas, a
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Tabela 3.10: Numero de vezes em que o melhor algoritmo de Ribeiro et al. (2010) é melhor que
os algoritmos GVNS,, GVNS; e GVNS, ;.

n Teste paramétrico Teste de aleatoriedade
GVNS, GVNS; GVNS,; GVNS, GVNS; GVNS,;

10 0 0 0 0 0 0

20 0 1 0 0 1 0

30 1 1 1 1 1 1

40 0 0 0 0 0 0

50 0 0 0 0 0 0

75 0 0 0 0 0 0
Total 1 2 1 1 2 1

hipotese nula foi rejeitada uma vez na comparacao Ribeiro et al. (2010) x GVNS; e nenhuma
vez nas demais comparagoes.

Os testes de hipoteses paramétrico e de aleatoriedade também foram utilizados para verificar
o niimero de vezes em que os algoritmos GVNS,, GVNS; e GVNS, ; obtiveram solu¢oes médias
melhores que as respectivas solu¢oes médias obtidas com o melhor algoritmo de Ribeiro et al.
(2010). Para isso, esses testes foram realizados também com as disposi¢oes GVNS, xRibeiro
et al. (2010), GVNSyxRibeiro et al. (2010) e GVNS, s xRibeiro et al. (2010). Com essas dis-
posicoes, rejeitar a hipotese nula significa que, com um nivel de significancia igual a 0,05, ha
evidéncias estatisticas suficientes para afirmar que a solugao média obtida pelo melhor algo-
ritmo de Ribeiro et al. (2010) é pior que a solugdo média obtida com o respetivo algoritmo na
comparagao.

As colunas “Teste Paramétrico” e “Teste de Aleatoriedade” da Tabela 3.11 mostram os
resultados obtidos ao se aplicar os testes de hipoteses nas solucoes de cada problema-teste.
Nessa tabela, a primeira coluna indica o niimero de tarefas em cada conjunto de 16 problemas-
teste. As colunas “GVNS,”, “GVNS;” e “GVNS,;” apresentam o ntimero de vezes em que a
hipdtese nula foi rejeitada ao se aplicar os correspondes testes de hipoteses com as disposicoes
GVNS, xRibeiro et al. (2010), GVNSxRibeiro et al. (2010) e GVNS, s xRibeiro et al. (2010),

respectivamente.

Tabela 3.11: Nimero de vezes em que os algoritmos GVNS,, GVNS; e GVNS, s sao melhores
que o algoritmo de Ribeiro et al. (2010).

n Teste paramétrico Teste de aleatoriedade
GVNS, GVNS; GVNS,; GVNS, GVNS; GVNS,;

10 0 0 0 0 0 0

20 4 4 4 3 3 3

30 7 11 7 7 9 7

40 15 15 15 14 14 14

50 15 15 15 15 15 15

75 16 16 16 15 16 16
Total 57 61 57 54 57 %)

A Tabela 3.10 mostra que os testes de hipoteses paramétrico e de aleatoriedade retornaram
resultados semelhantes. O numero de vezes em que ambos os testes de hipdteses indicam que
as solucoes médias dos algoritmos GVNS,, GVNS; e GVNS,; sao melhores que as respectivas
solugoes médias do algoritmo de Ribeiro et al. (2010) cresce a medida em que se aumenta o
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numero de tarefas dos problemas-teste dos conjuntos. Somente para o conjunto de problemas
com 10 tarefas que os testes de hipoteses paramétrico e de aleatoriedade nao rejeitaram a
hipétese nula pelo menos 3 vezes em cada comparacao. Por outro lado, para o conjunto de
16 problemas-teste com 75 tarefas, por exemplo, o teste de hipoteses paramétrico indica que
as solucoes médias dos algoritmos GVNS,, GVNS; e GVNS,; sao melhores que as respectivas
solugbes médias do algoritmo de Ribeiro et al. (2010) para todos os problemas-teste. Para esse
mesmo conjunto de problemas-teste, essa mesma conclusao s6 nao foi retornada pelo teste de
aleatoriedade na comparagao GVNS, xRibeiro et al. (2010), que concluiu que a solu¢ao média
do algoritmo GVNS, é melhor que a solu¢ao média do algoritmo de Ribeiro et al. (2010) para
15 dos 16 problemas-teste.

Uma comparacao dos resultados apresentados nas Tabelas 3.10 e 3.11 permite concluir
que os testes de hipoteses paramétrico e de aleatoriedade sugerem que os algoritmos GVNS,.,
GVNS; e GVNS, sao melhores que o melhor algoritmo de Ribeiro et al. (2010) um nimero
significativamente maior de vezes que o contrério.

3.4.4.3 Testes estatisticos com o melhor algoritmo de Rosa et al. (2017)

Para verificar o nimero de vezes em que o melhor algoritmo Rosa et al. (2017) foi melhor
que os algoritmos propostos neste trabalho, foram aplicados os testes de hipoteses paramétrico
e de aleatoriedade com os algoritmos dispostos na forma Rosa et al. (2017) x GVNS,, Rosa
et al. (2017) x GVNS; e Rosa et al. (2017) x GVNS,, respectivamente. Com essa disposi¢ao,
rejeitar a hipotese nula permite afirmar que, com um nivel de significancia igual a 0,05, ha
evidéncias estatisticas de que a solucdo média obtida pelo algoritmo de Rosa et al. (2017) é
melhor que a solu¢cao média obtida com o respetivo algoritmo na comparagcao.

As colunas “Teste Paramétrico” e “Teste de Aleatoriedade” da Tabela 3.12 mostram os
resultados obtidos ao se aplicar os testes de hipoteses nas solugoes de cada problema-teste.
Nessa tabela, a primeira coluna indica o niimero de tarefas em cada conjunto de 16 problemas-
teste. As colunas “GVNS,”, “GVNS;” e “GVNS,;” apresentam o niimero de vezes em que a
hipbtese nula foi rejeitada ao se aplicar os correspondes testes de hipdteses com as disposicoes
Rosa et al. (2017) x GVNS,, Rosa et al. (2017) x GVNS; e Rosa et al. (2017) x GVNS,,

respectivamente.

Tabela 3.12: Namero de vezes em que o melhor algoritmo de Rosa et al. (2017) é melhor que
os algoritmos GVNS,, GVNS; e GVNS, ;.

n Teste paramétrico Teste de aleatoriedade
GVNS, GVNS; GVNS,; GVNS, GVNS; GVNS,;

10 0 0 0 0 0 0

20 1 2 1 0 2 0

30 0 1 0 0 1 0

40 0 0 0 0 0 0

50 0 0 0 0 0 0

75 0 0 0 0 0 0
Total 1 3 1 0 3 0

De acordo com a Tabela 3.12, os testes de hipoteses utilizados (teste paramétrico e teste de
aleatoriedade) obtiveram resultados similares novamente. Nenhum deles rejeitou a hipotese nula
nas comparacoes associadas a problemas-teste com 10, 40, 50 e 75 tarefas, independentemente
do algoritmo comparado o melhor algoritmo de Rosa et al. (2017). Na verdade, o teste hipotese
paramétrico indica que a solu¢do média obtida pelo algoritmo de Rosa et al. (2017) é melhor
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que as respectivas solugoes médias obtidas com os algoritmos GVNS, e GVNS,; em apenas
um problema-teste de 20 tarefas, e melhor que a solucao média do algoritmo GVNS; em 2
problemas-teste com 20 tarefas e em um problema teste com 30 tarefas. Ja o teste de hipoteses
de aleatoriedade obteve a mesma conclusao para a comparacao Rosa et al. (2017) x GVNSy,
mas sugere que a solu¢do média obtida pelo algoritmo de Rosa et al. (2017) nao é melhor que
as respectivas solu¢oes médias dos algoritmos GVNS, e GVNS,; para nenhum problema-teste
considerado.

Por tltimo, foram utilizados os testes de hipoteses paramétrico e de aleatoriedade para se
saber o nimero de vezes em que os algoritmos GVNS,, GVNS; e GVNS,; obtiveram solugoes
médias melhores que as respectivas solugoes médias obtidas com o melhor algoritmo de Rosa
et al. (2017). Com essa finalidade, aplicou-se esses testes com as disposicoes GVNS, xRosa
et al. (2017), GVNS;xRosa et al. (2017) e GVNS, s xRosa et al. (2017). Com essas disposigoes,
rejeitar a hipotese nula significa que, com um nivel de significancia igual a 0,05, ha evidéncias
estatisticas suficientes para afirmar que a solucao média obtida pelo melhor algoritmo de Rosa
et al. (2017) é pior que a solugao média obtida com o respetivo algoritmo na comparagao.

As colunas “Teste Paramétrico” e “Teste de Aleatoriedade” da Tabela 3.13 apresentam os
resultados obtidos ao se aplicar os testes de hipoteses paramétrico e de aleatoriedade nas so-
lugcoes de cada problema-teste. Nessa tabela, a primeira coluna indica o nimero de tarefas
em cada conjunto de 16 problemas-teste. As colunas “GVNS,”, “GVNS;” e “GVNS, /" mos-
tram o ntmero de vezes em que a hipotese nula foi rejeitada ao se aplicar os correspondes
testes de hipoteses com as disposicoes GVNS, xRosa et al. (2017), GVNS;xRosa et al. (2017)
e GVNS, sxRosa et al. (2017), respectivamente.

Tabela 3.13: Nimero de vezes em que os algoritmos GVNS,, GVNS; e GVNS,; sao melhores
que o algoritmo de Rosa et al. (2017).

n Teste paramétrico Teste de aleatoriedade
GVNS, GVNS; GVNS,; GVNS, GVNS; GVNS,;

10 0 0 0 0 0 0

20 0 1 0 0 0 0

30 1 12 1 1 9 1

40 3 12 3 4 12 4

50 11 15 11 11 15 10

75 4 16 6 4 16 6
Total 19 51§) 21 20 02 21

A Tabela 3.13 mostra que os testes de hipoteses paramétrico e de aleatoriedade retornaram
resultados semelhantes mais uma vez. Ambos os testes de hipoteses apontam que o algoritmo
GVNS; foi o que obteve solucoes médias melhores que as respectivas solugoes médias do al-
goritmo de Rosa et al. (2017) um maior namero de vezes. Além disso, de acordo com esses
testes de hipoteses, o nimero de vezes em que a hipotese nula deve ser rejeitada nas compa-
ragoes GVNSyxRosa et al. (2017) cresce a medida em que se aumenta o nimero de tarefas
dos problemas-teste dos conjuntos. Para o conjunto de problemas-teste com 75 tarefas, por
exemplo, os dois testes de hipoteses indicam que as solucoes médias do algoritmo GVNS; sao
melhores que as respectivas solu¢oes médias do algoritmo de Ribeiro et al. (2010) para to-
dos os 16 problemas-teste. Conforme a Tabela 3.13, os resultados obtidos com as disposicoes
GVNS, xRosa et al. (2017) e GVNS, s xRosa et al. (2017) sao quase os mesmos. As tnicas dife-
rencas sao observadas nos conjuntos de problemas-teste com 40 e 50 tarefas. Para o conjunto de
problemas com 40 tarefas, por exemplo, o teste de hipoteses paramétrico aponta que as solucoes
médias dos algoritmos GVNS, e GVNS, s sao melhores que as respectivas solu¢oes médias do



CAPITULO 3. ALGORITMOS PROPOSTOS 55

algoritmo de Rosa et al. (2017) para 3 problemas-teste, ao passo que o teste de hipoteses de ale-
atoriedade sugere que as solugoes médias dos algoritmos GVNS, e GVNS, ; sao melhores que as
respectivas solugoes médias do algoritmo de Rosa et al. (2017) para 4 problemas-teste. O maior
nimero de vezes em que os dois testes de hipoteses rejeitam a hipotese nula nas comparacoes
GVNS, e GVNS,; ocorre no conjunto de problemas-teste com 50 tarefas. Para esse conjunto
de problemas, os testes de hipdteses paramétrico e de aleatoriedade afirmam que as solucoes
médias dos algoritmos GVNS, e GVNS, s sao melhores que as respectivas solu¢oes médias do
algoritmo de Rosa et al. (2017) um niimero maior que ou igual a 10 vezes.

Uma comparacao dos resultados apresentados nas Tabelas 3.12 e 3.13 possibilita concluir
que os testes de hipOteses paramétrico e de aleatoriedade apontam que os algoritmos GVNS,.,
GVNS; e GVNS, s sao melhores que o melhor algoritmo de Ribeiro et al. (2010) mais vezes que
o contrario.

3.4.4.4 Tempos demandados

A Tabela 3.14 apresenta os tempos médios demandados (em segundos) pelos algoritmos
GVNS,, GVNS; e GVNS, ¢, bem como pelos melhores algoritmos de Ribeiro et al. (2010) e
de Rosa et al. (2017) e pelo CPLEX, em cada conjunto de problemas-teste. Nessa tabela, a
primeira coluna indica o numero de tarefas em cada conjunto de 16 problemas-teste. Exceto
para o CPLEX], que foi utilizado para resolver cada problema-teste uma tnica vez, as médias
apresentadas consideram as 30 aplicacoes dos respectivos algoritmos em cada problema-teste.

Tabela 3.14: Tempos médios (em segundos) demandados pelos melhores algoritmos de Ribeiro
et al. (2010) e de Rosa et al. (2017), pelos algoritmos GVNS,, GVNS; e GVNS,f, bem como
pelo CPLEX, para resolver os problemas-teste com até 75 tarefas do SMSPETP-SDS.

n Ribeiro 2010 Rosa 2017 GVNS, GVNS; GVNS,; CPLEX'

10 0,42 0,03 0,02 0,02 0,02 524,63
20 4,41 0,42 0,34 0,68 0,34 -
30 97,21 2,31 1,92 7,20 1,93 -
40 99,03 8,61 6,35 40,91 6,38 -
50 289,82 24,69 21,42 159,07 21,55 -
75 2360,57 172,61 155,71 1972,85 162,65 -

e tempo de execucao do CPLEX se mostrou proibitivo para resolver os problemas-teste com mais de 10

tarefas. Por esse motivo, esta tabela nao contém as informacoes desses problemas.

Conforme a Tabela 3.14, o CPLEX se mostrou o método mais demorado para resolver os
problemas-teste, sendo capaz de resolver somente os problemas com até 10 tarefas dentro do
limite de tempo de uma hora de execucao. Para todos os conjunto de problemas-teste com
a mesma quantidade de tarefas, o algoritmo de Ribeiro et al. (2010) exigiu um tempo médio
significativamente superior aos respectivos tempos médios demandados pelo algoritmo de Rosa
et al. (2017) e pelos algoritmos GVNS,, GVNS; e GVNS, ;. Os tempos médios demandados pelo
algoritmo de Rosa et al. (2017) e pelos algoritmos GVNS,, GVNS; e GVNS, s para resolver os
problemas-teste com até 20 tarefas sao todos inferiores a um segundo, enquanto o algoritmo de
Ribeiro et al. (2010) levou 4,41 segundos, em média, para resolver os problemas com 20 tarefas.
O algoritmo GVNS; foi o tnico, entre os algoritmos propostos neste trabalho, que demandou
tempos médios maiores que os respectivos tempos médios demandados pelo algoritmo de Rosa
et al. (2017). Para os problemas-teste com 75 tarefas, por exemplo, 0 GVNS; demandou um
tempo médio de 1972,85 segundos, enquanto o algoritmo de Rosa et al. (2017) demandou 172,61
segundos. O algoritmo de Rosa et al. (2017) e os algoritmos GVNS, e GVNS, ; demandaram
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tempos médios proximos para os conjuntos de problemas com o mesmo nimero de tarefas. No
entanto, os tempos médios demandados pelo algoritmo de Rosa et al. (2017) sao maiores que os
respectivos tempos médios demandados pelo algoritmo GVNS, ¢, que, por sua vez, sao maiores
que os respectivos tempos médios exigidos pelo GVNS,..

3.5 Conclusoes do capitulo

Neste capitulo, o SMSPETP foi dividido em dois subproblemas que devem ser resolvidos
iterativamente. O primeiro subproblema consiste em determinar a melhor programacao de
uma dada sequéncia de tarefas, considerando-se a possibilidade de insercao de ociosidade de
méaquina. O segundo subproblema é determinar uma sequéncia de tarefas que, associada a uma
dada programacao, minimize a soma das penalidades geradas pelas tarefas. O problema de
determinar a melhor programacao de uma dada sequéncia de tarefas foi resolvido por algoritmos
deterministicos, ao passo que o problema de sequenciamento das tarefas foi resolvido por meio
de procedimentos heuristicos. Também propos-se um método exato para o SMSPETP-SIS, que
corresponde ao SMSPETP com tempos de preparacao da maquina independentes da sequéncia
de execucao das tarefas.

Inicialmente, apresentou-se um algoritmo de programacao 6tima de uma dada sequéncia de
tarefas da literatura, denotado por OTA (Optimal Timing Algorithm). Em seguida, propos-se
um novo algoritmo de programacao 6tima de uma dada sequéncia de tarefas, denotado por
AAOTO (algoritmo de alocacao 6tima de tempos ociosos). Propos-se, também, uma melhoria
para o algoritmo OTA, denotada por OTA’. O estudo da complexidade computacional desses
algoritmos de programacao 6tima de uma dada sequéncia de tarefas do SMSPETP-SDS também
¢ uma contribuicao importante deste trabalho. Provou-se que complexidade computacional do
algoritmo OTA ¢ O(n?), enquanto a complexidade computacional dos algoritmos AAOTO e
OTA’ & O(n?).

Embora o algoritmo AAOTO seja a principal contribuicao deste capitulo, também sao
contribuigbes relevantes o desenvolvimento de um algoritmo de enumeragao implicita (EI) e
de algoritmos baseados na metaheuristica VNS (Variable Neighborhood Search), denotados
por GVNS,, GVNS; e GVNS,;, respectivamente. O algoritmo EI é vilido somente para o
SMSPETP-SIS e faz uso de resultados teéricos desenvolvidos exclusivamente para essa classe
do SMSPETP.

Experimentos computacionais realizados com os problemas-teste apresentados na Secao 2.2
mostram que o algoritmo AAOTO é mais rapido que os algoritmos OTA e OTA’. De fato,
apesar de a melhoria proposta para o algoritmo OTA ter possibilitado o GVNS; resolver os
problemas-teste em tempos médios consideravelmente inferiores aos respectivos tempos médios
demandados pelo GVNS; associado ao OTA, os tempos médios demandados pelo algoritmo
GVNS; associado ao AAOTO foram, ainda, significativamente inferiores.

Diante do melhor desempenho apresentado pelo algoritmo AAOTO frente aos algoritmos
OTA e OTA’ no primeiro conjunto de testes, o algoritmo AAOTO foi utilizado para avaliar
cada sequéncia gerada pelos algoritmos GVNS,, GVNS;, GVNS, e EL

O algoritmo EI se mostrou uma boa opcao para a resolugao exata do SMSPETP-SIS, sendo
capaz de resolvé-lo em tempo computacional bem inferior ao tempo requerido pelo CPLEX
aplicado a formulacao de programacao mateméatica de Gomes Junior et al. (2007). Por outro
lado, os algoritmo GVNS,, GVNS; e GVNS, ; mostraram-se robustos, encontrando a solucao
6tima de todos os problemas-teste para os quais essa solucao é conhecida, e variabilidade nula
em quase todas as execucoes para um mesmo problema-teste.

Os algoritmos GVNS,, GVNS; e GVNS, ; foram comparados com a melhor versao do Al-
goritmo Genético Adaptativo de Ribeiro et al. (2010) e com o melhor algoritmo de Rosa et al.
(2017) em problemas-teste do SMSPETP-SDS. Dois testes de hipoteses, um paramétrico e ou-
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tro de aleatoriedade, mostram que os algoritmos propostos encontram solu¢oes médias melhores
que as respectivas solucoes obtidas com os algoritmos de Ribeiro et al. (2010) e de Rosa et al.
(2017) mais vezes do que o contrario. O algoritmo GVNS, ¢é o mais rapido entre os algoritmos
experimentados. Embora o algoritmo GVNS; seja o que demanda maior tempo médio entre
os algoritmos propostos, ele é o que obtém melhores solug¢oes médias. Além disso, ele requer
tempos médios menores que aqueles demandados pelos algoritmos de Ribeiro et al. (2010).



Capitulo 4

Formulacoes matematicas para o
SMSPETP-SDS

Com o objetivo de resolver o SMSPETP-SDS com a garantia de otimalidade da solugao
encontrada, bem como determinar limites inferiores para esse problema, neste capitulo sao
apresentadas varias formulagoes matemaéticas para o SMSPETP-SDS. Na Secao 4.1 sao apre-
sentadas formulagoes baseadas em variaveis de precedéncia, ao passo que na Secao 4.2 sao apre-
sentadas formulacoes baseadas em varidveis de precedéncia imediata. Na Secao 4.3 é proposta
uma formulacao matemaética baseada em variaveis de posi¢ao na sequéncia para o SMSPETP-
SDS, enquanto na Secao 4.4 sao apresentadas formulacoes baseadas em variaveis indexadas no
tempo que representam esse problema, bem como cinco novas familias de restri¢coes vélidas
para tais formulagoes. Na Secao 4.7 sao propostos algoritmos de separacao para as familias
de restricoes propostas na Secao 4.4. A Secao 4.8 apresenta e discute os resultados obtidos
com as formulacoes matematicas e com os algoritmos de separagao apresentados neste capitulo.
Finalmente, a Secao 4.9 conclui este capitulo.

4.1 Formulacoes baseadas em variaveis de precedéncia

Nesta secao é apresentada uma formulacao matematica para o SMSPETP-SDS baseada em
Manne (1960), denominada formulacao VP (formulacao baseada em variaveis de precedéncia).
Ademais, é proposto um conjunto de restricoes validas para essa formulacao. A formulacao
VP é descrita na Secao 4.1.1, enquanto o conjunto de restricoes validas para essa formulacao é
proposto na Sec¢ao 4.1.2.

4.1.1 Formulagao baseada em Manne (1960) — Formulagao VP

A seguir é reproduzida a formulagao de programacao linear inteira mista de Bustamante
(2007) para o SMSPETP-SDS. Esse formulacdo ¢ baseada na abordagem de Manne (1960),
que tratou o problema de job-shop scheduling, e sera denotada por VP (formulagao baseada em
variaveis de precedéncia).

Para cada tarefa x € I, a data de inicio de execucao, a antecipacao e o atraso de z sao
representados por s;, e, e t,, respectivamente. Sejam w,, varidveis que determinam a relacao
de precedéncia das tarefas z e y, de modo que w,, = 1, se a tarefa y for executada depois da
tarefa z, e w,, = 0, caso contrario, V z,y € I e xz # y. Se M,, ¢ uma constante de valor
suficientemente grande, V x,y € I e z # y, a formulagao VP é dada por:

58
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(VP)  min} (ase, + Bit,)

zel

—~
=~
—_

~—

S. & Sy + Py 4 wyy(Myy + Say) — My, < s, Vzyel e x#y (4.2)
Way + Wyy = 1 Ve,yel e x#y (4.3)

Sy + P, + e, > B, Vzel (4.4)

sotPp—t, < T, VYael (4.5)

Sz > 0 Vzel (4.6)

& > 0 Vazel (4.7)

t,£, > 0 Vazel (4.8)

Wy € {0,1} Va,yel e z#y (4.9)

O objetivo da formula¢do VP é minimizar o somatorio (4.1), ou seja, minimizar a soma
ponderada das antecipagbes e atrasos das tarefas. As desigualdades (4.2) garantem que existe
tempo suficiente para executar uma tarefa x e preparar a maquina antes do inicio da execucao
da tarefa seguinte y, ou seja, elas garantem que a execucao da tarefa y nao sera iniciada antes do
término da execugao da tarefa x. As restri¢oes (4.3) garantem que cada tarefa sera executada
exatamente uma vez. As desigualdades (4.4) e (4.5) determinam as antecipages e os atrasos
das tarefas de acordo com as respectivas janelas de conclusdo. As restrigoes (4.6), (4.7), (4.8)
e (4.9) dizem respeito aos dominios das variaveis.

O namero de variaveis de decisao na formulagao VP (restri¢oes (4.6)—(4.9)) é 3n+n(n—1) =
n? + 2n, enquanto o niimero total de restri¢oes (restri¢oes (4.2)-(4.5)) ¢ 2n(n—1)+2n = 2n?.
Dados z,y € I e x # y, se wy, = 1, entdao a constante M,, nao interfere na respectiva
restricdo (4.2). Caso contrario, isto é, se w,, = 0, a restricdo que contém M, é reduzida a
M,y > s, + P, — s,. Logo, se sJ” & um limite superior para s, e s;” ¢ um limite inferior para

xX
5 1 _ UB LB
sy, entdao pode-se utilizar My, = s;° + P, — s,7.

4.1.2 Novas restricoes validas para a formulacao VP —Formulacao VP’

O conjunto de restrigoes (4.10) foi proposto por Nemhauser & Savelsbergh (1992) para
uma classe de problemas de programacao de tarefas com tempos de preparacao da méaquina
independentes da sequéncia de execucao das tarefas, para a qual nao é vantajosa a ociosidade
de méaquina. FEsse conjunto de restricoes garante que a execucao de uma dada tarefa x € [
somente seja iniciada apds a conclusao de todas as tarefas executadas antes de x.

Z Py wy, < s, Yexel (4.10)

yel\{z}

Embora sejam validas também para o SMSPETP-SDS, as restri¢oes (4.10) nao consideram
os tempos de preparacao da maquina entre a execucao de duas tarefas. A Proposicao 4.1
generaliza o conjunto de restri¢oes (4.10) a fim de considerar esses tempos de preparacao da
maquina.

Proposicao 4.1 Para toda tarefa x € I, tem-se:

50 > Pyt min S, ) - wy. (4.11)
= el\(u)
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As restrigoes (4.11) dizem que, dada uma tarefa z, além de tempo suficiente para executar
todas as tarefas programadas antes de z, deve haver um tempo minimo para realizar as respec-
tivas preparagoes da maquina antes de iniciar a execucao de x. Logo, o conjunto de restricoes
(4.11) é mais forte que o conjunto (4.10), no sentido de proibir um maior nimero de solugoes
inviaveis para o SMSPETP-SDS.

A formulacdo VP acrescida das n restrigoes (4.11) sera denotada por VP’.

4.2 Formulacoes baseadas em variaveis de precedéncia ime-
diata

Esta secao apresenta duas formulagoes matematica para o SMSPETP-SDS. A primeira de-
las, descrita na Se¢ao 4.2.1, é baseada em Miller et al. (1960) e sera denominada VPI (formulagao
baseada em variaveis de precedéncia imediata). A outra formulagao, descrita na Segao 4.2.2,
além de usar varidveis de precedéncia imediata, introduz um conjunto alternativo de varidveis
de decisao para representar as datas de inicio de execucao as tarefas.

4.2.1 Formulagao baseada em Miller et al. (1960) — Formulagao VPI

Devido as similaridades entre o problema do caixeiro viajante (TSP — Travelling Salesman
Problem) e o problema de programagao de tarefas (Baker & Keller, 2010), é possivel utilizar as
variaveis de precedéncia imediata, propostas inicialmente por Miller et al. (1960) para modelar
o TSP, para construir uma formulagao de programacao inteira mista para o SMSPETP-SDS.
A formulagio apresentada nesta se¢io, denominada VPI (formulacao baseada em restri¢oes de
precedéncia imediata), é baseada nos trabalhos de Miller et al. (1960), Gomes Junior et al.
(2007) e Nogueira et al. (2014)

Para auxiliar na modelagem, é utilizada uma tarefa ficticia, denominada z,. Essa tarefa x
deve ser executada duas vezes, de modo que é a primeira e a ultima tarefa a ser executada.

Sejam u,, variaveis de decisao que determinam a sequéncia em que as tarefas serao exe-
cutadas, de modo que u,, = 1, se a tarefa y for executada imediatamente apos a tarefa z, e
ugy = 0, caso contrario, Vz, y € I U{zg}. Considera-se que P, = Syys = Sz =0, V2 € 1.
Assim como na formulacao VP, s, sao variaveis de decisao que determinam as datas de inicio de
execugao das tarefas © € TU{x¢}, ao passo que e, e t, sdo variaveis de decisdao que determinam
os tempos de antecipacao e de atraso, respectivamente, das tarefas x € I. Se M, sao valores
suficientemente grandes, Vx, y € I U{xo} e x # y, a formulacdo VPI é dada por:




CAPITULO 4. FORMULACOES MATEMATICAS PARA O SMSPETP-SDS 61

(VPT)  min» (e, + Bit) (4.12)
el
s. a. Z Uy = 1 VeelU{z} (4.13)
yelU{zo}
y#£T
> ouy = 1 Vyelu{z} (4.14)
z€IU{zo}
T#y
Sp+ Pp 4 Spytigy + Myy(ugy —1) < s, Va,yelU{x} e v#y  (4.15)
Se+P,+e, > E, Vzel (4.16)
sotPy—t, < T, Vazel (4.17)
se > 0 VezelU{z} (4.18)
e > 0 Vazel (4.19)
t, > 0 Vazel (4.20)
Uy € {0,1} Va,yelIU{z} e z#vy (4.21)

A fungao objetivo, representada pela expressao (4.12), busca a minimizagdo da soma pon-
derada das antecipacoes e atrasos. As restri¢oes (4.13) e (4.14) garantem que cada tarefa tera
apenas uma tarefa imediatamente sucessora e uma tarefa imediatamente antecessora, respecti-
vamente. As restrigoes (4.15) garantem que existe tempo suficiente para executar uma tarefa
antes de iniciar a execugao da tarefa seguinte. As restri¢oes (4.16) e (4.17) determinam as an-
tecipagoes e os atrasos de acordo com as janelas de conclusao das tarefa. As restrigoes (4.18),
(4.19), (4.20) e (4.21) dizem respeito aos dominios das variaveis de decisao.

O ntimero de variaveis de decisao na formulagao VPI (restri¢oes (4.18)—(4.21)) é (n+1)+
2n + (n+ 1)n = n® + 4n + 1, enquanto o nimero total de restri¢oes (restri¢oes (4.13)—(4.6)) ¢é
2(n+ 1)+ (n+ 1)n+2n=n*+5n+ 2.

Gomes Junior et al. (2007) consideram M,, = 1000, Vz,y € IU{zo} e = # y. No entanto,
esse parametro da formulacao VPI pode ser dependente do problema. Dados z, y € IU{xz} e
T # y, se uy, = 1, entdo a constante M,, ndo interfere na respectiva restricao (4.15). Caso
contrario, isto é, se u,, = 0, a restricao que contém M,, é reduzida a M,, > s, + P, — sy.
Logo, se sUP ¢ um limite superior para s, e s“# ¢ um limite inferior para s,, entdo pode-se

T Yy
0 _ JUB LB
utilizar M, = s;° + P, — Sy

4.2.2 Formulagao alternativa — Formulagao VPIA

Uma alternativa para eliminar as constantes M,, presentes na formulacao VPI é redefinir
as variaveis s, como variaveis s,,, de modo que u,, = 0 implique em s,, = 0 (Ascheuer
et al., 2001). As varidveis s,, foram propostas por van Eijl (1995) e Maffioli & Sciomachen
(1997) (o primeiro autor propos tais varidveis para modelar o TSP, enquanto os outros dois
autores as introduziu para modelar uma classe de problemas de programacao de tarefas). A
seguir é proposto uma nova formulacao matemética para o SMSPETP-SDS, denominada VPIA
(formulagao VPI alternativa), a qual foi inspirada nos trabalhos de van Eijl (1995), Maffioli &
Sciomachen (1997) e Nogueira et al. (2014).

Sejam s,, variaveis de decisao tais que, Vz, y € I U{xo} e = #y:

. — Sz, S€ Uy = 1;
Y 0, caso contrario.
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Em outras palavras, se u,, = 1, entao s,, representa a data de inicio de execucao da tarefa
T e que a tarefa y é executada imediatamente apos a tarefa x. Se sUP representa um limite
superior para a data de inicio da tarefa z, Vx € I U {x¢}, entdo a formulacao VPIA é dada
por:

(VPTA)  min ) (au€s + Bata) (4.22)
zel
S. a. Z Upy = 1 VoeelU{x} (4.23)
yelU{zo}
y#xT
Z Upy = 1 Vye lU{zo} (4.24)
zelU{zo}
TFY
Z (sxy + (P, + Sxy)uzy) < Z Sye Yy el (4.25)
zel xelU{zo}
T#Y a#y
Sey < sUPiwy,, VazyelU{zy} e z#y (4.26)
> syt Pite > E, Voel (4.27)
yelU{zo}
y#
> syt Pty < T, Voel (4.28)
yelU{zo}
y#x
ey > 0 Veel (4.29)
t, > 0 Voel (4.30)
uyy, € {0,1} VzyelU{x} e z#y (4.31)
Spy > 0 Ve,ye IU{z} e x#y (4.32)

As restrigoes (4.23), (4.24), (4.29), (4.30) e (4.31) sdao oriundas da formulagao VPI. As
restrigoes (4.25) e (4.26) garantem que existe tempo suficiente para executar uma tarefa antes de
iniciar a execugao da tarefa seguinte, ou seja, elas substituem as restri¢oes (4.15) da formulagao
VPL. As restrigoes (4.27) e (4.28) determinam as antecipagoes e os atrasos, de acordo com a
respectiva janela de conclusdo de cada tarefa. As restri¢oes (4.32) dizem respeito ao dominio
das varidveis de decisao s,,.

O namero de variaveis de decisao na formula¢ao VPIA (restrigoes (4.29)—(4.32)) é 2n +
2(n + 1)n = 2n? + 4n, ao passo que o numero total de restrigoes (restri¢oes (4.23)-(4.28)) ¢
2(n+1)+n+ (n+ 1)n+2n=n?+ 6n+ 2.

4.3 Formulacao baseada em variaveis de posicao na sequén-
cia — Formulacao VPS

Nesta secao é proposta uma nova formulagao inteira mista para representar o SMSPETP-
SDS, a qual é inspirada nos trabalhos de Wagner (1959), que propos variaveis baseadas na
posicao de cada tarefa na sequéncia de execucao para modelar uma classe de problemas de
job-shop scheduling, e Bustamante (2007), que adaptou a formulacdo de Wagner (1959) para o
SMSPETP-SDS com penalidades por unidade de tempo de antecipacao e atraso independentes
das tarefas.

Sejam s, e, e t, variaveis de decisao tais como na formulacao VP e sejam v,; e w,,, variaveis
de decisao tais que, Vz,ye€l, #y e Vie {l,2,..., n}:
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1, se x é a i-ésima tarefa a ser executada;
® V., = , .
o 0, caso contrario.

1, sex éa i-ésima tarefa e y é a (i+1)-ésima tarefa a serem executadas;
® Wyyi — L
T 0, caso contrario.

A formulac¢ao matematica dada pelas equacoes (4.33)—(4.44) representa o SMSPETP-SDS.

(VPS)  min)  (awes + Brta) (4.33)
zel
s.a. o = 1 Vie{l,2,...,n} (4.34)
zel
o = 1 Vazel (4.35)
i=1
Vgi + Vyit1 — Wy < 1 Veyel,x#y e
Vie{l,2,...,n—1} (4.36)
Z (51«1}17“1 — (82 + Pp)vg — Z Szywxyi> > 0 Vie{l,2,...,n—1} (4.37)
xel yel\{z}
Sg+P,+e, > E, Vzel (4.38)
Sg+Pp—t, < T, Vzxzecl (4.39)
Sy > 0 Veel (4.40)
er > 0 Veel (4.41)
te > 0 Vazel (4.42)
vy € {0,1} Vzel e
Vie{l,2,...,n} (4.43)
Weyi € {0,1} Va,yel,z#y e
Vie{l,2,...,n} (4.44)

A expressao (4.33) representa a fungao objetivo do problema. As restri¢oes (4.34) e (4.35)
garantem que cada tarefa serd executada exatamente uma vez. As restri¢oes (4.36) e (4.37)
asseguram que existe tempo suficiente para executar uma tarefa antes de iniciar a execucao da
tarefa sucessora. As restrigoes (4.38) e (4.39) determinam a antecipagdo e o atraso de cada
tarefa. As restri¢oes (4.40)—(4.44) definem os dominios das variaveis de decisao.

Embora as restrigoes (4.37) sejam nao-lineares, é possivel lineariza-las. Para isso, considere
a variavel auxiliar ¢,; tal que q,; = s,v,, Y € [ e Vi € {1, 2,..., n}. Para toda tarefa x € I,
se sUB ¢ um limite superior para s,, entdo 0 < qu < s, € S, + sYP (v — 1) < i < sYPvy,.

Uma nova formulacao de programagao linear inteira mista para o SMSPETP-SDS, denotada
por VPS (formulagao baseada em variaveis de posigao na sequéncia), é obtida ao substituir as
restrigoes (4.37) pelas restrigoes (4.45)—(4.49).
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Z (qLiJrl — Qui — P;,;Um' - Z Szywxyi) > 0 Vie {1, 2, e, N — 1} (445)

xel yel\{z}
Qei— Sz < 0 Vzxzel e
Vie{l,2, ..., n} (4.46)
qm—stva < 0 Vzel e
Vie{l,2, ..., n} (4.47)
sp+80Pv —qu < sUP Yael e
Vied{l, 2, ..., n} (4.48)
Gei > 0 Vzxzel e
Vie{l,2, ..., n} (4.49)

O namero de variaveis de decisdo na formulacdo VPS (restrigoes (4.40)—(4.44) e restri¢oes
(4.49)) é 3n+n*+n?*(n—1)+n*=n*+n®+ 3n, ao passo que o namero total de restri¢des
(restrigoes (4.34)-(4.36), restrigoes (4.38)—(4.39) e restrigoes (4.45)—(4.48)) é 2n+n(n—1)*+
2n+ (n—1)+3n? =n® +n?+ 6n — 1.

4.4 Formulacoes baseadas em variaveis indexadas no tempo

Nesta secao sao apresentadas formulagoes baseadas em varidveis indexadas no tempo para
o SMSPETP-SDS. Tal abordagem foi proposta por Sousa & Wolsey (1992) para modelar uma
classe de problemas de programacao de tarefas em uma maquina.

Seja H, = {sLB, st +1,...,sUP} o conjunto das possiveis datas de inicio de execugio
da tarefa x € I. Sejam [, variaveis de decisao tais que, Vo € [ e Vh € H,,

L 1, se a execucao da tarefa x inicia na data h;
oh 0, caso contrario.

LB
T

,A) e [A], representa min()\, sVP), para

No restante deste trabalho, |A|, representa max(s
toda tarefa x € I e para todo ntimero real \.

A formulagdo inteira mista de Rosa & Souza (2009) é apresentada na Secao 4.4.1, enquanto
uma nova formulagao inteira mista baseada em Nogueira et al. (2014) é proposta na Secao
4.4.2. Essas duas formulacoes inteiras mistas sao reduzidas a duas formulagoes binérias na
Secao 4.4.3. Duas novas formulacoes binarias para o SMSPETP-SDS sao propostas na Secao
4.4.4, ao passo que a Secao 4.6 propoe cinco familias de restricoes validas para as formulacoes

indexadas no tempo que representam o SMSPETP-SDS.

4.4.1 Formulagao linear inteira mista de Rosa & Souza (2009) — For-
mulacao IMR

Nesta se¢ao é apresentada a formulagao linear inteira mista proposta por (Rosa & Souza,
2009) para o SMSPETP-SDS, denotada por IMR. Sejam e, e t, variaveis de decisdo tais como
na formulacido VP (vide Secdo 4.1). A formulacdo IMR é dada pelas equagoes (4.50)—(4.57).
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(IMR)  min ) (o€, + Bats) (4.50)

zel
[A+Py+Sey—1]y

s.a. Lon + Z Ly < 1 Ve,yel, x#y e Vhe H, (4.51)
k=[hly
b= 1 Vazel (4.52)
heH,
> hely+Pite, > E, Vel (4.53)
heH,
> hilpw+Po—t, < T, Vazel (4.54)
heH,
e, > 0 Vzel (4.55)
t,, > 0 Vazel (4.56)
lw € {0,1} Yz el e VheH, (4.57)

A fungao objetivo, representada pela equacao (4.50), busca a minimiza¢ao da soma ponde-
rada das antecipagoes e atrasos. As restri¢oes (4.51) garantem que existe tempo suficiente para
executar uma tarefa e preparar a maquina antes de iniciar a execucao da tarefa seguinte. As
restrigoes (4.52) garantem que cada tarefa serd executada uma tnica vez. As restri¢oes (4.53) e
(4.54) determinam as antecipagoes e os atrasos das tarefas. As restri¢oes (4.55), (4.56) e (4.57)
dizem respeito aos dominios das variaveis de decisao.

O ntimero de variaveis de decisao da formulacio IMR é dado por 2n + > _,|H,|, em
que |H,| representa a cardinalidade do conjunto H,. Ja o numero de restri¢des é dado por
3n+(n—1)> ./ |Hy|. Se H,=H, Vx € I, entdo o nimero de variaveis da formulacao IMR
¢ dado por n(2+ |H|) e o namero de restri¢des ¢ dado por n(3+ (n — 1)|H|).

4.4.2 Formulagao baseada em Nogueira et al. (2014) — Formulagao
IMN

As restrigoes (4.51), presentes na formulagao IMR, podem ser substituidas pelas restrigoes
(4.58), apresentadas em Nogueira et al. (2014) para uma classe de problemas de programagao
de tarefas com tempos de preparacao dependentes da sequéncia de execucao das tarefas.

[htPrt+Say—1]y
Lon + > loy < 1, Vaoyel, z#vy, heH, (4.58)

k=|h—Py—Sys+1]y

As restrigoes (4.58) asseguram que, se a execucao da tarefa x € I é iniciado na data h € H,,
entdo nenhuma outra tarefa y € I\ {z} pode ser iniciada no intervalo {h — P, — S, +
l,...,h+ P, +S,, — 1}. Em outras palavras, as restricoes (4.58) garantem que ndo havera
duas tarefas sendo executadas simultaneamente. Observa-se que toda restricao do conjunto
de restri¢oes (4.51) é dominada por uma restrigao pertencente ao conjunto de restri¢oes (4.58)
no sentido de, ainda que removida a condicao de integralidade das variaveis de decisao, toda
solugdo nao-negativa de uma restrigdo pertencente a (4.51) é também soluc¢do de uma restri¢ao
pertencente a (4.58).

A formulagao obtida da formula¢ao IMR por meio da substituigao das restri¢oes (4.51) pelas
restrigoes (4.58) é denotada por IMN. Os niimeros de variaveis de decisdo e de restri¢oes da
formulacao IMN sao iguais aos da formulacao IMR.
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4.4.3 Formulagoes binarias — Formulagoes BR e BN

As variaveis de decisdo nao binarias (variaveis e, e t,) das formula¢oes IMR e IMN podem
ser eliminadas dessas formulagoes. Para isso, assim como em (Tanaka, 2012), Vx € I, considere
a funcgao custo g, : H, — R dada por:

gz(h) = a - max(E, — h — P,,0) + 8, - max(h + P, — T}, 0). (4.59)

O valor g, (h) corresponde a penalidade associada a tarefa x caso sua execu¢ao seja iniciada na
data h. Logo, a fun¢io objetivo das formulagoes IMR e IMN, dada pela equacao (4.50), pode
ser substituida pela equagao (4.60). Essa substituigdo torna as variaveis e, e t,, Va € I, bem
como as restri¢oes (4.53)—(4.56), desnecessarias.

min Z Z gz(h) - Lun (4.60)

x€l heH,

As formulagoes obtidas das formulagoes IMR e IMN por meio da eliminagao das variaveis
e, e t, sao denotadas por BR e BN, respectivamente. O numero de variaveis de decisao e o
niimero de restri¢oes dessas formulagoes sao dados por > _,|H,| e n+ (n—1)> ., |H,],
respectivamente. Se H, = H, Vx € I, entao o nimero de variaveis das formulacoes BR e BN
¢ dado por n|H| e o nimero de restricdes dessas formulages ¢ dado por n(1+ (n—1)|H|).

4.4.4 Novas formulagoes binarias — Formulagoes B1 e B2

Uma desvantagem das formulagoes indexadas no tempo é o elevado niimero de variaveis de
decisao e de restricoes, uma vez que tanto o niimero de variaveis quanto o ntimero de restricoes
é dependente do horizonte de planejamento das tarefas. Nesta secao sao propostas duas novas
formulagoes binarias para o SMSPETP-SDS, denominadas B1 e B2, que possuem um ntimero
de restri¢oes significativamente inferior ao das formulagdes BR e BN.

As restrigoes (4.61) foram definidas por Sousa & Wolsey (1992) para o problema de pro-
gramagcao de tarefas sem tempos de preparacao da maquina. Elas asseguram que a méaquina
execute no maximo uma tarefa por vez.

[h]a

e < 1, Vhe UH, (4.61)
> >

w€l k=|h—Py+t1]s zel

Embora as restrigoes (4.61) sejam validas também para o problema de programacao de
tarefas com tempos de preparacao da maquina dependentes da sequéncia execucao, Nogueira
et al. (2014) propoem uma generalizagao dessas restricoes para tal classe de problemas. O
conjunto de restrigoes (4.62), proposto por Nogueira et al. (2014), é mais forte que o conjunto
(4.61) no sentido de eliminar um maior niimero de solugoes inviaveis para o SMSPETP-SDS.

[l
> > L. < 1, Vhe UH, (4.62)

z€l k=|h—Py— min Szy+1]e zel
yeI\{z}

Resguardando as diferengas nas notagoes utilizadas e no problema tratado, Avella et al.
(2016) expandiram a familia de restrigoes (4.62) para a familia (4.63).
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[h]a

> > Ly, < 1, YI'CI e Vhe |J H, (4.63)
z€l' k=|h—Py;— min Szy+1]s zel’
yeI'\{z}

As formulagoes BR e BN sao compostas de uma familia de restri¢coes que garante que toda
tarefa seja executada (restri¢oes (4.52) e um conjunto de restri¢coes que proibe a maquina de
executar mais de uma tarefa simultaneamente (restri¢oes (4.51) na formulacao BR e restrigoes
(4.58) na formulagao BN). O ntmero de restrigoes da familia (4.52) depende apenas do nimero
de tarefas a serem executadas. Por outro lado, a cardinalidade das familias de restrigoes (4.51)
e (4.58) depende, também, do horizonte de planejamento das tarefas em I.

A fim de construir formulagoes indexadas no tempo mais compactas que a formulacao BR,
as restri¢oes (4.51) podem ser substituidas por uma das duas seguintes familias de restrigoes:

0 ar
> lmt+ > by < 1 Vayel x#y he H,UH, (4.64)
k=|h—Py—Say+1]x fe=|h—Py—Sya+1]y
ou
[h+Py+Syz—1]z [h+Py+Szy—11y
S b+ Y Uy <1 Vayel aty he H,UH,  (4.65)
K=Thle k=Tl

A familia de restri¢oes (4.64) ¢ a subfamilia da familia (4.63) obtida ao se considerar somente
os subconjuntos I’ C I tais que |I'| = 2. Assim como a familia (4.64), a familia (4.65) também
proibe que duas tarefas sejam executadas simultaneamente. Ademais, ainda que retirada a
condicao de integralidade das variaveis de decisao, toda solu¢ao nao-negativa de uma restricao
pertencente ao conjunto de restrigoes (4.51) é também solu¢ao de uma restrigao pertencente ao
conjunto de restri¢oes (4.65), isto é, toda restri¢ao de (4.51) é dominada por uma restri¢ao de
(4.65).

A formulagao binaria obtida da formula¢ao BR ao substituir as restrigdes (4.51) pelas restri-
coes (4.64) sera denotada por B1. Por outro lado, a formulagao obtida de BR, pela substitui¢ao
das restrigoes (4.51) pelas restrigoes (4.65) sera denotada por B2. Se H, = H, Va € I, entao
o niimero de restri¢oes das familias (4.64) e (4.65) é igual & metade do nimero de restri¢oes da
familia (4.51), isto ¢, n(1+ (n — 1)|H|/2) restri¢des. Logo, embora as formulacdes B1, B2, BR
e BN tenham o mesmo nimero de variaveis de decisao, as formulacoes Bl e B2 possuem um
menor nimero de restrigdes que as outras duas.

4.5 Principais caracteristicas das formulacoes matematicas

A Tabela 4.1 resume as principais caracteristicas das formulacoes de programacao matemé-
tica para o SMSPETP-SDS apresentadas nas Secoes 4.1-4.4. Nessa tabela, a primeira coluna
indica as formulagoes matematicas apresentadas, a segunda e terceira colunas apresentam os
numeros de variaveis de decisao binarias e nao binérias, respectivamente, contidas em cada for-
mulacao, ao passo que a ultima coluna apresenta o nimero de restri¢coes em cada formulacao.

De acordo com a Tabela 4.1, o nimero de varidveis binarias nas formulagoes VP, VP’ VPI
e VPIA é O(n?), na formulagio VPS é n® e nas formulagoes baseadas em varidveis indexadas
no tempo é n|H|. As formulages BR, BN, Bl e B2 s6 possuem variaveis binarias, enquanto
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Tabela 4.1: Numero de variaveis e de restricoes nas formulacoes matematicas para o SMSPETP-
SDS apresentadas nas Secoes 4.1-4.4.

Variaveis de decisao

Formulagao Binarias Nao binarias Restrigoes
VP n(n—1) 3n 2n?
VP’ n(n —1) 3n 2n* +n
VPI n(n+1) 3n+1 n? + 5n + 2
VPIA n(n+1) n(n + 3) n®+ 6n + 2
VPS n? n(n + 3) n®+n?+6n—1
IMR n|H| 2n 3n+ (n* —n)|H|
IMN n|H| 2n 3n+ (n* —n)|H|
BR n|H| 0 n+ (n* —n)|H|
BN n|H| 0 n+ (n?> —n)|H|
B1 n|H| 0 n+ (n? —n)|H|/2
B2 n|H| 0 n+ (n®* —n)|H|/2

o numero de variaveis nao binarias nas formulacoes VP, VP’ VPI, IMN e IMR é O(n) e nas
formulagoes VPTIA e VPS é O(n?). Ainda conforme a Tabela 4.1, o nimero de restri¢oes
nas formulagoes VP, VP’, VPI e VPIA é O(n?), na formulagio VPS é n? e nas formulagoes
indexadas no tempo é n*|H|. Ademais, o nimero de restri¢des nas formulagoes Bl e B2 sdo
aproximadamente iguais & metade do nimero de restrigoes nas demais formulacgoes indexadas
no tempo.

4.6 Novas restricoes validas para as formulagoes indexadas
no tempo

Esta secao propoe novas familias de restricoes validas para as formulagoes indexadas no
tempo de problemas de programacao de tarefas com tempos de preparacao da méaquina depen-
dentes da sequéncia de execucao. Essas familias foram desenvolvidas a fim de proporcionar a
essas formulagoes uma relaxagao linear com solugoes mais proximas do problema inteiro.

A primeira familia de restri¢oes validas proposta é inspirada em Sousa & Wolsey (1992).
Nesse trabalho, os autores propdem o conjunto de restri¢des (4.66) para formulacoes indexadas
no tempo de problemas de programacao de tarefas sem tempos de preparacao da maquina entre
a execucao de duas tarefas.

[h+A—1], [h]y
Yt Y > lw< 1 Vzel he |J H, e
F=h—Pot1], yeI\(z}: Py>A k=|h-Py+A], yel\{z}
Ae{2,3,..., max P,} (4.66)
yel\{z}

A Proposicao 4.2 generaliza as restri¢oes (4.66) para problemas de programacio de tarefas
com tempos de preparacao da maquina dependentes da sequéncia de execucao. A familia de
restricoes dada por tal proposicao sera denominada “Familia 17.

Proposicao 4.2 (Familia 1) Seja I' C I um subconjunto de tarefas tal que

he U H, A €
yel’\{z}

i > 2.

Dada uma tarefa x € I', para toda data e todo {2 - P, —
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min Sy, ..., max (P, 4+ Sy.) ¢, tem-se:
yel'\fz} " yer\{z}( v )}
[h+A—1], [h1y
S mtY, Y < (4.67)
k=|h—Py—Spin+1], yel* k=|h—Py—Srin+A|,
em que

e I'={yc I'\{t} | P, +5, > A},

e S =minS,, e
yel*

° Sg”” = min (Syz, A—1+ r}n\r{l }Syz> para toda tarefa y € I* (se I* ={y}, entao
zel*\{y
Syrn = Syz).

Prova: Dado que a tarefa x deve ser executada uma tnica vez, tem-se e, < 1. Além disso,
segue das restri¢des (4.63) que ) ;. €, < 1. Suponha que exista uma programagio 7 de [
tal que ¢, =1 e Zyel* e, = 1 para uma dada data A’ e um dado A’. Logo, existe uma
tarefa v’ € I* tal que ¢, = 1. Consequentemente, h' — P, — S,y +1<sT <h' +A"'—1 e
W — Py — Sy + A" < s7, < B/, isto &, a méaquina executa as tarefas z e 3’ simultaneamente na
programacao m. Isso contradiz o fato de 7 ser uma programacao factivel de I. 0

Os conjuntos de restri¢oes (4.58), (4.63) e (4.65) estdo contidos na Familia 1. As restri¢oes
(4.58) sao obtidas ao se considerar todos os subconjuntos I’ C I tais que |I'| = 2 e, para todo
x € I', tomar A =2 — P, — S, em que y é tal que {z} U {y} = I'. Por outro lado, se for
considerado apenas A = 1 na Familia 1, obtém-se as restrigoes (4.63). Finalmente, as restrigoes
(4.65) sao obtidas da Familia 1 assim como as restri¢oes (4.65), exceto pelo valor de A, que,
para todo x € I', deve ser fixado em A = P, + S, — P, — S, + 1, para cada = € I', em que y
¢ tal que {z} U {y} =1"

O lema a seguir prové um novo conjunto de restrigoes validas.

Lema 4.1 Para todo subconjunto I' C I, tem-se:

[h+ min (Py+Syz)—1]a

yel’\{z}
> > Lr| <1, Vhe | H (4.68)
zel’ k=|h]. zel’

€x

Prova: Posto que cada tarefa deve ser executada uma tnica vez, tem-se ¢, < 1, Vo € I’ e
Vh € U, Hz- Suponha que exista uma programacao 7 de I tal que ) _, €, > 1 para uma
dada data h'. Logo, existem duas tarefas x1,x9 € I’ tais que ¢,, = €, = 1. Consequente-
mente, h' <s7 < W+ Py + Sy —1 e M <] <K+ P, +S;,4,—1, ouseja, a maquina
executa as tarefas x; e xy simultaneamente na programacao . Isso contradiz o fato de 7 ser
uma programacao factivel de I. O

Observe que o conjunto de restri¢oes (4.65) esta contido no conjunto (4.68), sendo obtido
ao se considerar somente os subconjuntos I’ C I tais que |I'| = 2.

A Proposicao 4.3 fornece outra familia de restricoes véilidas, denominada “Familia 2”. Essa
familia contém o conjunto de restrigoes (4.68).
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Proposicao 4.3 (Familia 2) Seja I' C I um subconjunto de tarefas tal que |I'| > 2. Dada
uma tarefa x € I', para toda data h € |J H, etodo A€ {Q—miln (Py+5yx), o Pt
yelr*

yel\{=z}
max Sxy}, tem-se:
yel'\{z}
[h+PSTn—1], [h+PSyn—ATy
Do lmt), ), e <L (4.69)
k=|h—A+1], yer* k=|h]y

em que:
o I"={yel'\{z}| P+ Suy > A},
e PSTM" =min (P, +S5,,) e

yel*
o Se I ={y}, entao PS" = P, + S,,. Por outro lado, se |I*| > 2, entio PS]"" =

min (PI + Sy, A—1+ min (PZ + Szy)), para todo y € I*.
zel*\{y}

Prova: Uma vez que a tarefa x deve ser executada uma tnica vez, tem-se ¢, < 1. Ademais,
segue das restrigoes (4.68) que Zyel* ey, < 1. Suponha que exista uma programacao m de [
tal que ¢, =1 e Zyel* e, = 1 para uma dada data A’ e um dado A’. Logo, existe uma
tarefa y' € I* tal que €, = 1. Consequentemente, h' — A"+ 1<s7T <h'+ P, + Sy, —1 e
W < sy <h + P, + Sy — A/, ouseja, a miquina executa as tarefas z e y’ simultaneamente
na programacao 7. Isso contradiz o fato de 7 ser uma programacao factivel de I. O

As restrigoes (4.68) sdo obtidas da Familia 2 ao se considerar A = 1. Os conjuntos de
restrigoes (4.58) e (4.64) também estdo contidos na Familia 2. As restri¢oes (4.58) sao obtidas
ao se considerar todos os subconjuntos I’ C I tais que |I'| = 2 e, para todo = € I’, tomar
A=2—-P,—8,,,emqueyétal que {z}U{y} = I". Asrestricoes (4.65) sao obtidas da Familia
2 analogamente as restrigoes (4.64), exceto pelo valor de A, que, para todo z € I, deve ser
fixado em A = P, + S,, — P, — S, + 1, para cada € I’, em que y é tal que {z} U {y} =I".

As Proposicoes 4.4, 4.5 e 4.6 fornecem mais trés familias de restrigoes validas, as quais serao
denominadas “Familia 3”7, “Familia 4” e “Familia 5”, respectivamente.

Proposigao 4.4 (Familia 3) Para todo subconjunto de tarefas I' C I tal que |I'| > 2,

tem-se:
: LB _
Le?}‘\?z}(sy PytSye) 1L
Z Z Ly < 1. (4.70)
zel’ k=sLB

€x

Prova De acordo com o que ja foi discutido, ¢, < 1, Vr € I’. Suponha que exista uma

programacao 7 de I tal que > _, €, > 1. Logo, existem duas tarefas 1,2, € I’ tais que
€, = €, = 1. Consequentemente, s.7 < o7 < P4+ P 4+ 5, —1 e st <7 <

$EB 4+ Py, + Spye, — 1, ou seja, a maquina executa as tarefas z; e zo simultaneamente na
programacao 7. Isso contradiz o fato de 7 ser uma programacao factivel de I. O
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Proposicao 4.5 (Familia 4) Dado um subconjunto de tarefas I' C I tal que |I'| > 2, se

skB = minstP e TPTL.  representa o menor tempo total necessdrio para evecutar todas as

tarefas em I', entao

sUB

> > lp > 1. (4.71)

vel! '\
h= 518y TT P Tmin ™+, 0 S |

J/

6]/
Prova: Suponha que exista uma programacao viavel = de I’ tal que ep = 0. Seja 2’ € I’ a
tltima tarefa de I” executada em 7. Logo, s], — mingep (o} Syar < sff{x} + TPT,ZZ\,;{J:} L e

existe uma programacao das tarefas em I’\ {2’} cujo tempo tempo total de execugao é menor

que TPT,fm\n{x} Isso contradiz o fato de TPTin\n{x} ser o menor tempo total necessario para

executar as tarefas em I\ {z'}. O

Proposicao 4.6 (Familia 5) Se x e y sao duas tarefas distintas de I, entdo
SUB
Yy

Sl = b, Vhe{s)PsP+1 sl 4+ P+ S, —1}NH,  (4.72)
kf:h+Px+Sxy

€y

Prova: Suponha que exista uma programagcao vidvel m de I tal que ¢, < [, para algum
We{sP siP+1,...,s/%+ P+ S, —1}NH,. Logo, Iy =1 e ¢, =0. Dado que A’ = s7,
tem-se ST § syP+ P, +Sy$ —1 e s) <87+ P+ Sy —1, isto &, a maquina executa as tarefas x
ey simultaneamente na programacao 7. Isso contradiz o fato de 7 ser uma programacao viavel

de I. ]

4.7 Algoritmos de separacao para as novas familias de res-
tricoes baseadas em variaveis indexadas no tempo

Com excecao da Familia 5, todas as familias de restri¢oes propostas na Secao 4.6 possuem um
niimero elevado de restrigoes (da ordem de 2" ou maior). Tal fato inviabiliza a inclusao completa
dessas familias de restricoes nas formulagoes indexadas no tempo para o SMSPETP-SDS. No
entanto, tais familias podem ser utilizadas em algoritmos de planos-de-corte (Wolsey, 1998)
para o problema. Em resumo, algoritmos de planos-de-corte sao procedimentos que partem da
solugdo de um problema de programagao mateméatica sem restrigoes (ou com apenas algumas
restri¢oes), ao qual, iterativamente, sdo acrescidas novas restrigoes validas para o problema a
ser resolvido, até que um critério de parada seja satisfeito.

Seja PPM o problema de programacao matematica baseado em variaveis indexadas no
tempo que é atualizado iterativamente em um dado algoritmo de planos-de-corte. Considere
que [* representa uma solucao 6tima do PPM corrente. Observe que [* consiste em uma
matriz de valores atribuidos as variaveis l,,, Vx € [ e Vh € H,. Devido ao grande niimero de
restricoes nas Familias 14, o simples fato de verificar uma a uma quais restri¢oes sao violadas
por [* é, ainda, um processo impraticavel. O problema de encontrar, em um conjunto de
restricoes, aquelas que sao violadas por [* é chamado de “problema de separagao”.

O problema de separacao associado a Familia 5 é resolvido de forma exata, verificando
todas as restricoes, uma a uma. Por outro lado, os problemas de separacao das Familias 1-4
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sao resolvidos de forma heuristica. Além disso, é considerado uma violagao minima, a qual é
determinada por um parametro real 6 > 0. Uma restricao do tipo M x [ < b é violada por [*
por, no minimo, d se M x [* > b+ 9. Analogamente, uma restricao do tipo M x [ > b é violada
por [* por d se M x [* <b—9.

Os algoritmos propostos para resolver os problemas de separacao associados as familias de
restricoes propostas na Secao 4.6 sao descritos nas subsecoes a seguir. Dada uma solugao [*
para o PPM corrente, considere h™" = min{h € H, : I, > 0} e h™?® = max{h €
H, : I*, >0}, Vo € I. Ademais, para toda tarefa z € I, considere I, = {y € I\ {z} :
hner 4+ Py o+ Sye > WM ou h® 4 Py + Sy, > BV

4.7.1 Heuristica de separacao para a Familia 1

O algoritmo heuristico proposto para o problema de separacao da Familia 1 é descrito no
Algoritmo 4.1. Nele, Q; representa o conjunto de restricbes encontradas por esse algoritmo,
isto é, €21 é um subconjunto da Familia 1 composto de restricoes que sao violadas por [*.
Ihsynr.a(l*) representa o valor numérico da expressao 5I+Zyel* ¢y da Proposicao 4.2 aplicada
a [*, para os respectivos x, h, I’ e A. § representa a violagdo minima, considerada.

De acordo com a Proposicao 4.2, cada restricao da Familia 1 é determinada por um conjunto
I’ C I, uma tarefa x € I’, uma data h e um valor de A.

Como pode ser visto no Algoritmo 4.1, para toda tarefa x € [ e toda data
h € {hmer pmaz — 1 ... h™n} o g heuristica de separagdo proposta para a Familia 1 tenta
construir um conjunto I’ de modo que a restricao definida por x, h, I’ e A seja violada
por [*, para algum valor de A. A construcdo de I’ é inicializada com I" = {z} e, a seguir,
verifica-se o ganho de se inserir cada uma das tarefas de I, em I’. O ganho de inserir uma
tarefa y em [’ é calculado por meio da funcao (hs, ;i a(l*) aplicada para todos os valores de
A€ {Py+Sys, Py+Sy.—1, -+, 2= P, —min,cp (o) Say}- Se sy ppa(l*) > 140 para algum
A ao verificar a insercao da tarefa y em [, entao a restri¢ao associada aos atuais x, h, I’ e A
é violada por [* e pertencerd ao conjunto de restri¢oes retornado pelo algoritmo (€2;). Nesse
caso, a rotina é interrompida com sucesso para a tarefa x e data h correntes. Caso contrario,
isto &, se lhs,np.a(l*) <1406, se inserida qualquer tarefa de I, \ I’ em I’ entdo a tarefa y=
associada ao maior ganho ¢é inserida definitivamente em I’ e o procedimento de analise de ganho
é repetido para as tarefas de I, \ I’ no novo conjunto I’. Além disso, se o ganho associado
a y* for igual a zero, isto é, se a inser¢do de y* em I’ ndo aumenta o valor de (hs, 1 a(l*),
entao a rotina é interrompida sem sucesso para a tarefa x e a data h correntes.

A ordem de investigacao das tarefas z € I é sempre dada pela ordem crescente de h™",
Ademais, o nimero maximo de restricoes retornadas pela heuristica de separacao da Familia 1
¢ dada por Y-, (R — R 4 1).

4.7.2 Heuristica de separacao para a Familia 2

O algoritmo heuristico proposto para o problema de separacao da Familia 2 é detalhado no
Algoritmo 4.1. Nele, )y representa o conjunto de restricoes encontradas por esse algoritmo,
isto &, 23 & um subconjunto da Familia 2 composto de restricoes que sao violadas por [*.
Ihsyn.a(l*) representa o valor numérico da expressao 5I+Zyel* ¢y da Proposicao 4.3 aplicada
a [*, para os respectivos x, h, I' e A. ¢ representa a violacdo minima considerada.

Assim como as restricoes da Familia 1, cada restricio da Familia 2 é determinada por
um conjunto I’ C I, uma tarefa x € I’, uma data h e um valor de A. Logo, o algoritmo
heuristico proposto para o problema de separacao da Familia 2, detalhado no Algoritmo 4.2, é
anédlogo a heuristica de separacao proposta para a Familia 1. As tnicas diferencas encontram-
se no intervalo de variacdo de A e na fungao (hs,; ra(l*), que, neste caso, baseiam-se na
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Algoritmo 4.1 Heuristica de separacao para a Familia 1.
Ql — @,

para x € [ faca

para h = h%® pmaT — 1 ... h™" faca

I' + {x};

lhsg < —o0;

Atualizou < NAO;

enquanto I' # I, U {z} faga

Y -1

[hs* < —o0;

paray € I, \ I’ faga

I'— 10 gk

para A = P+ Sy, Py+ Sy, — 1, .-+, 2 — P, — min.ep (2} S, faga
se [hs, nra(l*) > 146 entao

D =% U{lhsgnra(l*) <1}
Atualizou < SIM;

Sai do lago atual;

fim
se [hsy pr.a(l*) > lhs* entao
lhs* lhsx,h71/,A(l*);
Yy
fim
fim
se Atualizou = SIM entao
| Sai do lago atual,
senao
|7 I\ {yk;
fim
fim

se Atualizou = SIM entao
| Sai do lago atual,

fim
se [hs* > lhsy entao
| lhsg < lhs*;
senao
| Sai do lago atual,
fim
I'— I'u{y*};
fim
fim
fim
Retorne €;;

Proposicao 4.3.
Igualmente a heuristica de separacao da Familia 1, a ordem de investigagao das tarefas x € [
¢ sempre dada pela ordem crescente de K™ e o ntimero méximo de restri¢des retornadas pela

heuristica de separacio da Familia 2 é igual a Y _ (A" — h7"" 4-1).
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Algoritmo 4.2 Heuristica de separacao para a Familia 2.
QQ — @,

para x € [ faca

para h = h%® pmaT — 1 ... h™" faca

I' + {x};

lhsg < —o0;

Atualizou < NAD;

enquanto I' # I, U {z} faga

Yt -1

[hs* < —o0;

paray € I, \ I’ faga

I'— 10 gk

para A = P, +S,, P, + S,y — 1, -+, 2 —min.ep o} (P: + S.,) faga
se [hs, nra(l*) > 146 entao

Qy = QU {lhsypnra(l) <1}
Atualizou < SIM;

Sai do lago atual;

fim
se [hsy pr.a(l*) > lhs* entao
lhs* lhsx,h71/,A(l*);
Yy
fim
fim
se Atualizou = SIM entao
| Sai do lago atual,
senao
|7 I\ {yk;
fim
fim
se Atualizou = SIM entao
| Sai do lago atual,

fim
se [hs* > lhsy entao
| lhsg < lhs*;
senao
| Sai do lago atual,
fim
I'— I'u{y*};
fim
fim
fim
Retorne €9

4.7.3 Heuristica de separacao para a Familia 3

O algoritmo heuristico proposto para o problema de separacao da Familia 3 é detalhado no
Algoritmo 4.3. Nele, €3 representa o conjunto de restri¢goes encontradas por esse algoritmo, isto
é, 3 é um subconjunto da Familia 3 composto de restri¢oes que sao violadas por [*. [hsp (I*)
representa o valor numérico da expressao ., €, da Proposicao 4.4 aplicada a [*, para o
respectivo subconjunto I’ C I. Novamente,  representa a violagdo minima considerada.

De acordo com a Proposicao 4.4, cada restricao da Familia 3 é determinada por um con-
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Algoritmo 4.3 Heuristica de separacao para a Familia 3.
Qg — @,

para x € [ faca

I' +— {z};

lhsg  —o0;

Atualizou < NAO;

enquanto I’ # [, U {z} faga

Yyt -1

lhs* « —o0;

paray € [, \ I’ faga

I'  I'U{y};

se lhsp(I*) > 1+ § entao
Qg = Qg U {th]!(l*) S ]_},
Atualizou < SIV;

Sai do lago atual,

fim
se lhsp(1*) > lhs* entao
lhs* < lhsp(I*);
Y=y
fim
I'— I\ {y}:
fim
se Atualizou = SIM entao
| Sai do lago atual;
fim
se lhs* > lhsy entao
| lhsg < lhs*;
senao
| Sai do lago atual;
fim
'~ I'u{y*}
fim
fim
Retorne (3

junto I' C 1.

Conforme o Algoritmo 4.3, para toda tarefa x € I, a heuristica de separagao proposta
para a Familia 3 tenta construir um conjunto I’ de modo que a restricao definida por I’ seja
violada por [*. A construcao de I’ é inicializada com I’ = {z} e, a seguir, verifica-se o ganho de
se inserir cada uma das tarefas de I, em I’. O ganho de inserir uma tarefa y em I’ é calculado
por meio da funcdo lhsp(l*). Se lhsp(l*) > 1+ ao verificar a inser¢do da tarefa y em I’
entao a restricao associada ao atual I’ é violada por [* e pertencerd ao conjunto de restrigoes
retornado pelo algoritmo (£23). Nesse caso, a rotina é interrompida com sucesso para a tarefa
corrente. Caso contrario, isto é, se [hsp(l*) < 149, se inserida qualquer tarefa de I, \ I’ em I’
entao a tarefa yx associada ao maior ganho é inserida definitivamente em I’ e a procedimento
de andlise de ganho é repetido para as tarefas de I, \ I’ no novo conjunto I’. Além disso, se o
ganho associado a y* for igual a zero, isto é, se a insercao de y* em I’ nao aumenta o valor de
lhsp (I*), entdo a rotina é interrompida sem sucesso para a tarefa x corrente.

Assim como nas heuristicas de separacao para as Familias 1 e 2, a ordem de investigacao das
tarefas x € I é sempre dada pela ordem crescente de ™. J& o ntimero méaximo de restri¢oes
retornadas pela heuristica de separacao da Familia 3 é igual a n.
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4.7.4 Heuristica de separacao para a Familia 4

Antes de apresentar a heuristica de separacao proposta para a Familia 4, observa-se que
a restricao (4.71) da Proposicao 4.5 é equivalente a restricao (4.73), para todo subconjunto
I' C I. Tal equivaléncia é obtida por meio das relagoes (4.52).

’VsL]f{I}JrTPTI,\{Z}Jr min Syzq-‘
x

r min iy er\{z}
> > ln— |I'| < —1. (4.73)
zel’ h=sLB

O algoritmo heuristico proposto para o problema de separacao da Familia 4 é descrito no
Algoritmo 4.4. Nele, ()4 representa o conjunto de restri¢oes encontradas por esse algoritmo, isto
é, {0y é um subconjunto da Familia 4 composto de restrigoes que sio violadas por I*. lhsp (I*)
representa o valor numérico da expressio ¢, — |I'| da restri¢ao (4.73) aplicada a [*, para o
respectivo subconjunto I’ C I. Mais uma vez, § representa a violacdo minima considerada.

Algoritmo 4.4 Heuristica de separacao para a Familia 4.
Q4 — @,

para x € [ faca

I" ¢ {a};

lhsg + —o0;

Atualizou <+ NAO;

enquanto I’ # I, U {z} faca

Yt -1

lhs* < —o0;

paray € [, \ I’ faga

I' «+ I'Uu{y};

se lhsp(I*) > —1+ § entao
Q4 = Q4 U {thII(l*) S —1},
Atualizou < SIV;

Sai do lago atual,

fim
se lhsp(I*) > lhs* entao
lhs* < lhsp(I*);
Y=
fim
I I'\{y};
fim
se Atualizou = SIM entao
| Sai do lago atual;
fim
se lhs* > lhsy entao
| lhsg < lhs*;
senao
| Sai do lago atual;
fim
'~ I'u{y*}
fim

fim
Retorne €y;
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Tal como nas restricoes da Familia 3, cada restricao da Familia 4 é determinada por um
conjunto I’ C I. Desse modo, o algoritmo heuristico proposto para o problema de separacao
da Familia 4, detalhado no Algoritmo 4.4, é analogo a heuristica de separacao proposta para
a Familia 3. A tnica diferenga encontra-se na fungao (hs; (I*), que, neste caso, baseia-se na
restricdo (4.73). Além disso, em vez do valor exato de TPTYL, = & utilizado uma cota inferior
para esse valor. A cota utilizada no lugar de TPTY, & fornecida pelo Corolario 4.1. Tal

corolério ¢ uma consequéncia direta da Proposicao 2.2.

Corolario 4.1 Para todo subconjunto I' C I, o menor tempo total necessdrio para erecutar

todas as tarefas de I', TPTnI;m, € tal que
TPT Tlﬂlm > Z P, + max min Sy, —max min Sy, min Sy, —max min Sy, |.
el el yel'\{z} zel’ yel’'\{z} el yel'\{z} zel’ yel'\{z}

Da mesma forma que nas heuristicas de separacao das Familias 1-3, a ordem de investigagao
das tarefas z € I é sempre dada pela ordem crescente de hJ"". Além disso, o nimero maximo
de restricoes retornadas pela heuristica de separacao da Familia 4 é igual a n.

4.7.5 Algoritmo de separacao para a Familia 5

Como ja mencionado anteriormente, diferentemente dos demais problemas de separacao, o
problema de separacao da Familia 5 é resolvido de forma exata. Dada uma solucao [* para o
PPM corrente, verifica-se uma a uma quais as restri¢coes da Familia 5 que sao violadas por [*.

O algoritmo proposto para o problema de separacao da Familia 5 é detalhado no Algoritmo
4.5. Nele, ()5 representa o conjunto de restricoes encontradas por esse algoritmo, ou seja, (25
¢ um subconjunto da Familia 5 composto de restricoes que sao violadas por [*. Novamente, ¢§
representa a violacao minima considerada.

Algoritmo 4.5 Algoritmo de separacao para a Familia 5.

Q5 < @,

para x € [ faca

paray € [\ {z} faga

para h = rgax(sLB suP), max(stP, sP)+1, .-+, min(sy?, s.P + P, + S, — 1) faga

v z )y z )y T
Sy * * =
se Zk:thPerSzy lyk < [, — 0 entao

SUB
‘ Q5 = Q5 U { D ke Pyt Sy bk 2 Lon }
fim

fim
fim

fim
Retorne Q5;

4.8 Resultados computacionais

Nesta secao sao apresentados e discutidos os resultados computacionais obtidos com as
formulagoes de programacao matematica para o SMSPETP-SDS apresentadas nas Secoes 4.1
4.4, bem como com os algoritmos de separagao propostos na Secao 4.7.

As formulacbes matemaéticas foram implementadas e resolvidas por meio da ferramenta
C++ Concert Technology e do otimizador IBM ILOG CPLEX Optimization Studio 12.6.2.
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Os experimentos com as heuristicas de separacao também foram implementados na linguagem
C++, sendo utilizado o compilador g+, versao 4.8.5, para a sua execucao. Os experimentos
foram realizados em um computador Intel® Xeon(R) CPU E5620 @ 2.40GHz x 16, com 48
GB de RAM e sistema operacional CentOS Linux 7. O CPLEX foi configurado para utilizar
somente uma thread e os demais parametros nao foram alterados, exceto quando evidenciado.
Além disso, os algoritmos nao foram otimizados para multiprocessamento.

Os experimentos computacionais foram realizados com os problemas-teste descritos na Secao
2.2. Foram utilizados os conjuntos de problemas com até 20 tarefas, sendo 16 problemas-teste
em cada conjunto de problemas com a mesma quantidade de tarefas. Para cada tarefa x € I,
os limites sVZ e sLB utilizados para determinar os parametros de entrada de cada formulagao
matematica sao aqueles fornecidos pelo Teorema 2.2.

Dado um problema-teste, o gap de um dado limite inferior LB para esse problema em

relagdo a uma dada solugao 7* desse mesmo problema é dado pela Equagao (4.74):

_ f(m*)—-LB
IO

em que f(7*) representa o valor da fun¢ao objetivo do problema aplicada a 7*. Logo, quanto
mais proximo de zero estiver o gap de LB, mais proximo esse limite inferior estara do valor da
funcao objetivo da solucao 7*. Em outras palavras, quanto menor for o valor do gap, melhor é
o limite inferior LB.

As melhores solugoes encontradas nos experimentos computacionais apresentados na Se¢ao
3.4 foram utilizadas como referéncias para os calculos dos respectivos gap’s.

O restante desta secao estd organizado da seguinte forma. Na Secao 4.8.1 sao apresentados
e analisados os resultados obtidos com as relaxacoes lineares das formulacoes matemaéticas
apresentadas nas Secoes 4.1-4.4, enquanto a Secao 4.8.2 apresenta e discute os resultados
obtidos com os algoritmos de separacao propostos na Secao 4.7.

x 100%,

4.8.1 Resultados obtidos com as relaxacoes lineares das formulacoes
apresentadas nas Secoes 4.1-4.4

Na primeira bateria de experimentos, utilizou-se o CPLEX para resolver as relaxacoes li-
neares das formulagoes VP, VP’ VPI, VPIA, VPS, IMR, IMN, BR, BN, B1 e B2 (ver Segoes
4.1-4.4) aplicadas aos problemas-testes. O tempo para o CPLEX resolver a relaxagao linear de
cada problema-teste foi limitado em uma hora para todas as formulacoes.

As solugoes das relaxacoes lineares das formulagoes matemaéticas para o SMSPETP-SDS
aplicadas aos problemas-teste foram utilizadas como limites inferiores (LB) nos calculos dos
respectivos gap’s. A Tabela 4.2 apresenta as médias dos gap’s obtidos (em porcentagem) com
as respectivas relaxacoes lineares aplicadas aos problemas de cada conjunto de problemas-teste
com o mesmo numero de tarefas. Nessa tabela, a primeira coluna indica o nimero de tarefas
em cada conjunto de 16 problemas-teste com a mesma quantidade de tarefas.

De acordo com a Tabela 4.2, as médias dos gap’s das solugoes obtidos pelo CPLEX com
as relaxacoes lineares das formulacoes VP, VPI, VPS, IMR e IMN foram sempre proximas.
Com essas formulacoes, os gap’s médios das solucoes obtidas foram sempre superiores a 88%.
A formulagao VP’, obtida da formulagio VP por meio da inclusao de uma nova familia de
restrigoes, foi a que obteve solucoes relaxadas de menores gap’s médios para os problemas com
12, 16, 17, 19 e 20 tarefas. Para os demais problemas, a formulacao B2 foi a que obteve solugoes
relaxadas de menores gap’s médios. A relaxacao linear da formulacao VP’ encontrou solucoes
de gap’s médios sempre significativamente menores que os respectivos gap’s médios das solucoes
obtidas com a relaxacao linear da formulacao VP. Para os problemas-teste com 9 tarefas, por
exemplo, a relaxacao linear formulagao VP obteve solugoes de gap médio igual a 94,86% ao
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Tabela 4.2: gap’s médios obtidos com as relaxacoes lineares das formulacoes apresentadas nas

Se¢oes 4.1-4.4 (em porcentagem).
n VP VP’ VPI VPIA VPS IMR IMN BR BN Bl B2
06 93,47 73,66 93,47 89,50 92,57 92,47 91,16 85,68 73,79 37,85 29,64
07 92,62 63,03 92,62 89,33 92,34 91,86 90,62 87,49 78,18 49,03 45,65
08 90,66 66,69 90,66 87,76 90,02 89,74 88,67 86,25 78,61 55,46 50,93
09 94,86 59,19 94,86 92,57 94,84 94,01 93,14 90,41 82,61 56,69 54,15
10 94,84 66,08 94,84 93,29 94,84 94,22 93,64 91,06 84,55 58,47 55,30
11 96,11 70,01 96,11 94,92 96,11 95,75 9532 91,86 85,60 64,28 60,56
12 94,32 62,11 94,32 9247 94,32 93,62 92,83 91,18 85,98 68,74 65,43
13 93,30 64,36 93,30 91,32 93,30 92,44 9147 89,48 83,62 63,79 59,85
14 94,48 68,42 94,48 93,39 94,48 93,94 9342 91,31 85,62 64,79 61,69
15 95,86 68,09 9586 94,73 9586 95,11 94,35 92,43 87,53 70,10 67,32
16 94,12 64,47 94,12 92,69 94,12 93,58 93,06 91,13 86,79 71,55 69,25
17 93,90 63,22 93,90 92,69 93,90 93,38 92,84 91,35 87,53 73,08 70,25
18 94,94 73,11 94,94 94,13 94,94 94,70 94,36 92,40 87,24 69,07 66,81
19 95,29 64,85 9529 94,53 9529 9494 9478 92,80 88,55 71,70 69,18
20 95,95 68,48 95,95 94,96 95,95 95,58 95,19 93,56 89,64 74,54 72,17

passo que a formulagdo VP’ obteve solugoes de gap médio igual a 59,19%. A relaxacao linear
da formulacao VPIA também encontrou solucoes de gap’s médios sempre inferiores que os
respectivos gap’s médios das solucoes encontradas com a relaxacao linear da formulagao VPI.
No entanto, as médias dos gap’s das solucoes obtidas com a relaxacao linear da formulacao
VPIA foram sempre superiores a 87%. Comportamento semelhante ocorreu com a relaxacao da
formulagao IMN, que obteve solucoes de gap’s médios ligeiramente menores que os respectivos
gap’s médios das solugoes obtidas com a relaxacao linear da formulacao IMR. As formulacoes
binarias BR e BN, obtidas respectivamente das formulacoes IMR e IMN por meio da eliminacgao
das variaveis reais, encontraram solu¢oes relaxadas de gap’s médios inferiores aos respectivos
gap’s médios das solugoes relaxadas encontradas pelas formulacoes IMR e IMN. Finalmente, a
relaxacao linear da formulacao binaria B1 encontrou solugoes de gap’s médios maiores que os
respectivos gap’s médios das solugoes encontradas com a relaxacao linear da formulacao B2.

Embora nao seja mostrado na Tabela 4.2, as relaxacoes lineares das formulacoes binarias
B1 e B2 encontraram solugoes de gap’s iguais a 0% para dois problemas-teste com 6 tarefas e
um problema-teste com 9 tarefas, isto é, as solucoes das relaxacoes lineares dessas formulagoes
aplicadas a tais problemas-teste correspondem as respectivas solucoes inteiras 6timas desses
problemas.

A Tabela 4.3 mostra os tempos médios demandados (em segundos) pelo CPLEX para resol-
ver as relaxacoes lineares das formulacoes matematicas apresentadas nas Secoes 4.1-4.4 apli-
cadas aos conjuntos de problemas-teste. Nessa tabela, a primeira coluna indica o nimero de
tarefas em cada conjunto de 16 problemas-teste com a mesma quantidade de tarefas. O caracter
“~” diz que o CPLEX nao foi capaz de resolver a respectiva relaxacao linear de pelo menos um
dos 16 problemas-teste dentro de uma hora de execucao.

De acordo com a Tabela 4.3, os respectivos tempos médios demandados pelo CPLEX ao
utilizar as formulacoes VP, VP’, VPI, VPIA e VPS foram semelhantes e sempre inferiores a 2
segundos. Por outro lado, as relaxacoes lineares IMR e IMN foram as que exigiram maiores
tempos médios do CPLEX. Os tempos médios requeridos pelo CPLEX com as relaxacoes line-
ares das formulacoes binarias BR e BN foram significativamente inferiores que os respectivos
tempos médios requeridos com as formulagoes IMR e IMN. Dentre as relaxagoes lineares das
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Tabela 4.3: Tempos médios demandados pelo CPLEX com as relaxacoes lineares das formula-

¢Oes apresentadas nas Segoes 4.1-4.4 (em segundos).
n VP VP’ VPI VPIA VPS IMR IMN BR BN Bl B2
06 0,04 0,04 0,04 0,04 0,04 0,16 0,27 0,22 041 0,25 0,23
07 0,06 0,06 0,06 0,06 0,06 0,30 0,63 0,39 0,78 0,47 0,45
08 0,07 0,07 0,07 0,07 0,07 0,43 1,20 0,57 1,09 0,67 0,68
09 0,11 0,11 0,11 0,11 0,12 0,84 1,98 0,92 1,76 1,01 1,04
10 0,14 0,14 0,14 0,14 0,16 1,61 3,21 1,59 3,03 1,82 1,92
11 0,20 0,20 0,20 0,20 0,22 3,07 17,51 1,97 392 2,17 245
12 0,31 0,31 0,31 0,32 0,34 23,70 5,80 2,62 5,04 283 3,19
13 0,39 0,39 0,39 0,39 0,42 22,26 17,31 3,33 6,61 3,66 4,80
14 0,50 0,50 0,50 0,50 0,56 5,35 10,42 492 11,35 6,12 7,85
15 0,75 0,75 0,75 0,75 0,81 139,06 237,25 5,61 12,24 7,35 9,89
16 0,65 0,65 0,65 0,65 0,74 304,25 459,58 6,41 15,61 8,41 10,89
17 0,91 091 091 0,93 1,02 1073,41 240,55 8,45 19,32 11,43 15,86
18 1,19 1,18 1,18 1,19 1,25 1792,10 72,68 10,82 26,25 15,26 22,35
19 1,51 1,51 1,51 1,52 1,60 1097,92 696,41 12,56 29,53 16,32 24,97
20 1,68 1,68 1,68 1,69 1,78 - - 14,74 37,56 23,81 32,44

formulagoes baseadas em varidveis indexadas no tempo, os respectivos menores tempos médios
demandados pelo CPLEX acorreram com a formulacao BR. Por fim, os tempos médios re-
queridos pelo CPLEX com a relaxacao linear da formulagao B2, que foi a que proporcionou ao
CPLEX encontrar solugoes de menores gap’s médios entre as relaxacoes lineares das formulacoes
baseadas em varidveis indexadas no tempo, foram menores ou iguais a 32,44 segundos.

Apesar de nao ser mostrado na Tabela 4.3, o limite de tempo de uma hora foi atingido pelo
CPLEX em 3 problemas-teste de 17 tarefas, 7 problemas-teste de 18 tarefas e 3 problemas-
teste de 19 tarefas ao ser utilizado a relaxacao linear da formulacao IMR. J& ao se utilizar a
relaxacao linear da formulacao IMN, o CPLEX atingiu o limite de tempo em 1 problema-teste
de 15 tarefas, 2 problemas-teste de 16 tarefas, 1 problema-teste de 17 tarefas e 3 problemas-teste
de 19 tarefas.

4.8.2 Limites inferiores obtidos com os algoritmos de separacao pro-
postos na Secao 4.7

O algoritmo de planos-de-corte descrito no Algoritmo 4.6 foi utilizado a fim de construir
limites inferiores para o SMSPETP-SDS com base nos algoritmos de separacao propostos na
Secao 4.7. A familia de restricoes F', utilizada para construir o limite inferior, o respectivo
algoritmo de separacao para essa familia e a violagdo minima considerada () sdo dados de
entrada do Algoritmo 4.6.

No Algoritmo 4.6, PPM representa um problema de programagao matemética que é atu-
alizado iterativamente por meio de inclusoes e exclusoes de restricoes. O PPM inicial é dado
pela formulagao PP My, definida pelas equagoes (4.74)—(4.76).

(PPMy)  min Y go(h) Lo (4.74)
xel heH,
s.a. b= 1 Vazel (4.75)
hEHz

lon € [0,1] Yoel e VheH, (4.76)
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Algoritmo 4.6 Limite inferior construido com uma dada familia de restricoes F' e um dado 4.
PPM <« PPMqy;

[* < solucao do PPM;

Resolva o problema de separacao da familia F' para [* e 0;

enquanto forem encontradas restri¢oes da familia F violadas por I* faga
Adicione as restri¢oes encontradas ao PPM corrente;

[* < solucao do PPM corrente;
Retire do PPM corrente as restricoes satisfeitas por [* com folga;
Resolva o problema de separacao da familia F' para [* e 0;

fim

Retorne [*;

A expressao (4.74), em que g.(h) = a, - max(E, — h — P.,0) + 5, - max(h + P, — T,,0),
representa a fungao objetivo do SMSPETP-SDS. As equagoes (4.75) dizem que cada tarefa
deve ser executada uma tnica vez, ao passo que as restri¢oes (4.76) consiste na relaxagao linear
das variaveis l,,, Yo € I e VYh € H,. Apo6s a inicializacao do PP M e resolucao desse problema
pelo CPLEX, resolve-se o problema de separacao da familia de restricoes F' associado a violacao
minima § para a solu¢ao do PPM corrente [*. Enquanto forem encontradas restri¢coes da familia
I violadas pela solucao corrente [*, iterativamente, adiciona-se as restricoes encontradas ao
PPM e atualiza-se a solucao corrente [*. Com o intuito de manter o PPM composto apenas
pelas restricoes satisfeitas por [* na igualdade, sempre que [* é atualizada, as restri¢oes do PP M
satisfeitas por [* com folga sao retiradas desse problema. Quando o algoritmo de separagao da
familia de restricoes F' nao encontrar restricoes violadas pela solucao corrente [*, a construcao
do limite inferior para o problema é interrompida e a solucao do PPM corrente é retornada a
fim de calcular esse limite.

O conjunto de problemas-teste com 15 tarefas foi utilizado a fim de calibrar o parametro
d (violagdo minima considerada) do Algoritmo 4.6. Foram experimentados os valores 1,0; 0,8;
0,6; 0,4; 0,2 e 0,1 para . Foram construidos limites inferiores com cada uma das Familias 1-5,
propostas na Secao 4.6. Para resolver os problemas de separacao dessas familias, empregou-se
os respectivos algoritmos de separacao propostos na Secao 4.7. Os resultados obtidos sao apre-
sentados na Tabela 4.4. Nessa tabela, a primeira coluna mostra os valores de § experimentados.
Para cada valor de ¢, as colunas “gap”’ e “tempo” apresentam, respectivamente, as médias dos
gap’s dos limites inferiores obtidos (em porcentagem) e as médias dos tempos demandados
(em segundos) ao se executar o Algoritmo 4.6 com as respectivas familias de restri¢des e os
respectivos problemas-teste com 15 tarefas.

Tabela 4.4: Resultados obtidos ao se aplicar o Algoritmo 4.6 com as Familias 1-5 e diferentes
valores de § no problemas-teste com 15 tarefas.
Familia 1 Familia 2 Familia 3 Familia 4 Familia 5
6 gap tempo gap tempo gap tempo gap tempo gap tempo
(%) () (B) (5) () (5) () (s) (%) (s)
1,0 38,32 20,49 53,73 10,20 91,40 096 87,74 0,87 94,09 0,85
0,8 31,34 34,83 47,71 19,63 91,40 0,83 87,74 0,87 93,88 0,97
0,6 21,93 6508 41,60 28,46 91,40 096 87,70 0,88 93,88 0,89
0,4 14,01 143,20 3449 68,65 91,35 086 87,66 0,85 93,87 0,91
0,2 6,94 403,16 27,23 218,66 91,35 087 88,17 0,85 93,87 0,91
0,1 4,15 1041,04 24,60 537,26 91,35 0,88 88,18 0,92 93,87 0,95

De acordo com a Tabela 4.4, para todos os valores de § testados, os respectivos menores
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gap’s médios sao dos limites inferiores para o SMSPETP-SDS obtidos com a Familia 1, seguidos
dos respectivos gap’s médios dos limites inferiores obtidos com as Familias 2, 4, 3 e 5, nessa
ordem. Também para todos os valores de d experimentados, os tempos médios demandados
para construir limites inferiores com as Familias 3, 4 e 5 foram inferiores a 1 segundo, enquanto
as médias dos gap’s desses limites sdo maiores que 87%. Com as Familias 1 e 2, quanto menor
é o valor testado para ¢, menor é a média dos gap’s dos limites inferiores construidos e maior
é o tempo médio demandado.

Embora nao seja apresentado na Tabela 4.4, para § igual a 0,1, o tempo de execucao do
Algoritmo 4.6 aplicado a um dos problemas-teste foi de 6.619,83 segundos com a Familia 1 e
de 3.823,11 segundos com a Familia 2. Visto que essas duas familias de restri¢coes foram as que
proporcionam limites inferiores para o SMSPETP-SDS de melhor qualidade, com a intencao de
reduzir esse tempo computacional, experimentou-se, também, uma estratégia com o dinamico.

O Algoritmo 4.7 detalha a estratégia com violagdo minima (4) dindmica utilizada para
construir limites inferiores para o SMSPETP-SDS com base em uma dada familia de restri¢oes
F'. Nessa estratégia, apos a inicializagao do PPM e resolucao desse problema pelo CPLEX, o
valor de ¢ é inicializado igual a 0,8. Resolve-se, entao, o problema de separacao da familia de
restricoes F', considerando-se a violacao minima atual d, para a solucao do PPM corrente [*.
Enquanto forem encontradas restricoes da familia F' violadas pela solucao corrente [*, adiciona-
se as restricoes encontradas ao PPM, atualiza-se a solucao corrente [*, retira-se do PPM as
restrigcoes satisfeitas por [* com folga e resolve-se novamente o problema de separagao da familia
de restri¢oes F. Quando nao forem encontradas restricoes da familia F' violadas pela solucao
corrente [* com o valor de § atual, o valor de ¢ é dividido por 2. Se o novo valor de ¢§ for
maior ou igual a 0,1, o processo de resolucao do problema de separacao da familia F' para [*
e atualizacao do PPM é repetido. Caso contrario, isto é, se o novo valor de d for menor que
0,1, entao a construcao do limite inferior para o problema é interrompida e a solucao do PPM
corrente é retornada a fim de calcular esse limite.

Algoritmo 4.7 Limite inferior construido com uma dada familia de restri¢goes F' e § dinamico.
PPM <« PPMqy;
[* < solucao do PPM;
0+ 0,8;
Resolva o problema de separacao da familia F' para [* e 0;
enquanto ¢ > 0,1 faga
enquanto forem encontradas restrigoes da familia F violadas por I* faga
Adicione as restri¢oes encontradas ao PPM corrente;

[* < solucao do PPM corrente;
Retire do PPM corrente as restri¢oes satisfeitas por [* com folga;
Resolva o problema de separacao da familia F' para [* e ¢;

fim

0+ 0=+2

fim

Retorne [*;

Inicialmente, o Algoritmo 4.7 foi utilizado para construir limites inferiores com cada uma
das Familias 1-5 para os problemas-teste com 15 tarefas. Para resolver os problemas de sepa-
racao dessas famfilias, empregou-se os respectivos algoritmos de separacao propostos na Secao
4.7. Os resultados obtidos sao apresentados na Tabela 4.5. Nessa tabela, as colunas “gap” e
“tempo” apresentam, respectivamente, as médias dos gap’s dos limites inferiores obtidos (em
porcentagem) e as médias dos tempos demandados (em segundos) ao se executar o Algoritmo
4.7 com as respectivas familias de restri¢oes e os respectivos problemas-teste com 15 tarefas.

De acordo com as Tabelas 4.4 e 4.5, a estratégia com ¢ dindmico proporcionou limites
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Tabela 4.5: Resultados obtidos ao se aplicar o Algoritmo 4.7 com as Familias 1-5 nos proble-

mas-teste com 15 tarefas.
Familia 1 Familia 2 Familia 3 Familia 4 Familia 5

gap tempo gap tempo gap tempo gap tempo gap tempo

(%) (5 ) ) (o) (59 (B) () (%) ()
420 198,37 2444 127,72 91,35 095 8723 084 9387 0,88

inferiores para o SMSPETP-SDS cujos gap’s médios sao semelhantes aos respectivos gap’s
médios dos limites inferiores obtidos com § fixado em 0,1. Por outro lado, os tempos médios
demandados para construir limites inferiores por meio da estratégia com ¢ dindmico usando as
Familias 1 e 2 foram significativamente inferiores que os respectivos tempos médios exigidos
para construir limites inferiores usando a estratégia com J fixado em 0,1. Para a Familia 1,
por exemplo, a estratégia com ¢ dindmico demandou tempo médio igual a 198,37 segundos,
a0 passo que a estratégia com 0 fixado em 0,1 exigiu tempo médio igual a 1.041,04 segundos.
Os tempos médios demandados para construir limites inferiores por meio da estratégia com o
dinamico com as Familias 3, 4 e 5 foram proximos dos respectivos tempos médios demandados
por meio da estratégia com J fixo, isto é, inferiores a 1 segundo.

Uma vez que a estratégia com ¢ dindmico se mostrou a melhor estratégia testada nos
problemas-teste com 15 tarefas, essa estratégia foi utilizada, também, para construir limites
inferiores para os demais problemas-teste com até 20 tarefas. Os resultados obtidos sao apre-
sentados na Tabela 4.6. Nessa tabela, a primeira coluna indica o nimero de tarefas em cada
conjunto de 16 problemas-teste com a mesma quantidade de tarefas. Para cada conjunto de
problemas, as colunas “gap” e “tempo” apresentam, respectivamente, as médias dos gap’s dos
limites inferiores obtidos (em porcentagem) e as médias dos tempos demandados (em segun-
dos) ao se executar o Algoritmo 4.7 com as respectivas familias de restri¢des e os respectivos
problemas-teste desse conjunto.

Tabela 4.6: Resultados obtidos ao se aplicar o Algoritmo 4.7 com as Familias 1-5 nos proble-

mas-teste com até 20 tarefas.
Familia 1 Familia 2 Familia 3 Familia 4 Familia 5

n  gap tempo gap tempo gap tempo gap tempo gap tempo
() () (B) (5) (B) (5 (o) () (R) (s)
06 0,06 0,68 1,59 1,49 84,90 0,06 72,00 0,08 87,83 0,08
07 0,17 2,95 4,26 5,31 83,77 0,10 74,81 0,10 87,87 0,09
08 0,44 7,08 8,26 7,86 83,07 0,11 73,74 0,09 86,03 0,12
09 1,58 14,70 13,01 11,51 89,06 0,13 80,10 0,13 91,92 0,14
10 0,87 25,63 9,34 27,92 90,86 0,20 82,12 0,18 92,29 0,20
11 2,60 47,07 14,72 39,07 9297 0,25 85,59 0,25 9444 0,27
12 3,26 77,21 18,58 55,36 89,98 0,39 81,83 0,36 92,37 0,38
13 3,25 83,64 22,02 54,27 88,43 0,50 83,52 0,44 90,95 0,48
14 2,16 153,44 17,84 94,49 91,16 0,58 85,64 0,56 92,87 0,57
15 4,20 19547 24,44 127,44 91,35 0,81 87,23 0,82 93,87 0,84
16 5,42 362,04 25,90 187,69 90,84 0,71 87,15 0,74 92,87 0,82
17 5,24 415,57 26,62 253,60 90,91 0,97 86,98 1,06 92,56 1,07
18 4,22 516,20 2491 279,38 92,66 1,26 88,95 1,33 93,84 1,44
19 4,23 726,58 25,83 397,62 92,51 1,61 89,85 1,63 94,06 1,70
20 6,34 887,28 26,65 558,24 93,51 1,79 90,08 1,86 94,87 1,99
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Conforme a Tabela 4.6, os respectivos menores gap’s médios sao dos limites inferiores cons-
truidos com a Familia 1, seguidos dos respectivos gap’s médios dos limites inferiores construidos
com as Familias 2, 4, 3 e 5, nessa ordem. A diferenca entre os gap’s médios dos limites inferiores
construidos com a Familia 1 e os gap’s médios dos limites inferiores obtidos com a Familia 2 é
significativa. O mesmo acontece com a diferenca entre os respectivos gap’s médios dos limites
inferiores construidos com as Familias 2 e 4. Os respectivos maiores tempos médios deman-
dados também foram observados ao se utilizar a Familia 1, seguidos dos respectivos tempos
meédios requeridos com a Familia 2. Os tempos médios demandados com as Familias 3, 4 e 5
foram menores que 2 segundos. No entanto, os gap’s médios dos limites inferiores construidos
com essas familias de restrigoes foram maiores ou iguais a 72,00%.

Por tltimo, utilizou-se uma estratégia com violagao minima dinamica e que faz uso das cinco
familias de restricoes propostas na Secao 4.6 para gerar limites inferiores para os problemas-
teste com até 20 tarefas. A estratégia utilizada é baseada na rotina de busca local Descida em
Vizinhanca Variavel, Variable Neighborhood Descent — VND (Hansen & Mladenovié, 2001) e
pode ser representada pelo Algoritmo 4.8.

Algoritmo 4.8 Limite inferior construido com as Familias 1-5.

PPM < PPMy;

[* < solucao do PPM;

0+ 0,8;

enquanto ¢ > 0,1 faga

1+ 1;

enquanto ¢ <5 faca

Resolva o problema de separacao da i-ésima familia de restri¢coes para [* e §;

se forem encontradas restri¢oes violadas por [* entao
Adicione as restri¢oes encontradas ao PPM corrente;

[* < solucao do PPM corrente;
Retire do PPM corrente as restri¢oes satisfeitas por [* com folga;
14 1;

senao

| i<+ 1;

fim

fim

0+ 0+2

fim

Retorne [*;

No Algoritmo 4.8, as familias de restricbes propostas na Secao 4.6 estao ordenadas de
acordo com a ordem crescente dos respectivos gap’s médios apresentados na Tabela 4.6, isto é,
Familias 1, 2, 4, 3 e 5, nessa ordem. Apos a inicializacdo do PPM e resolugao desse problema
pelo CPLEX, o valor de ¢ é inicializado igual a 0,8. Enquanto ¢ for maior ou igual a 0,1,
iterativamente, resolve-se o problema de separacao da primeira familia de restricoes para a
solugao do PPM corrente [*, considerando-se a violagao minima atual §. Se forem encontradas
restricoes da primeira familia violadas pela solugao corrente [*, essas restricoes sao adicionadas
ao PPM e a solucao [* é, entao, atualizada. Caso contrario, resolve-se o problema de separacao
da segunda familia de restri¢coes. Se forem encontradas restricoes da segunda familia violadas
pela solucao corrente [*, essas restricoes sao adicionadas ao PPM, a solucao [* é atualizada
e volta-se a resolucao do problema de separacao associado & primeira familia de restrigoes.
Caso contrario, passa-se para o problema de separacao da terceira familia de restricoes. Esse
procedimento é repetido até que seja resolvido o problema de separacao associado a quinta
familia de restricoes. Sempre que forem encontradas restricoes de uma dada familia violadas
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por [*, essas restricoes sao adicionadas ao PPM, a solucao [* é atualizada e volta-se a resolver
o problema de separacao associado a primeira familia de restricoes. Por outro lado, se nao for
encontrada nenhuma restricao violada por [* em uma dada familia, resolve-se o problema de
separacao da familia seguinte. Se nao for encontrada nenhuma restricao por [* na quinta familia,
considerando-se o valor de ¢ corrente, o valor de ¢ é, entao, reduzido & metade e a busca por
restri¢oes violadas por [* recomeca a partir da primeira familia de restricdes. A construcao do
limite inferior para o problema é interrompida quando ¢ atingir um valor menor que 0,1. Nesse
caso, a solucao do PPM corrente é retornada e fornece um limite inferior para o problema.
Assim como nos Algoritmo 4.6 e 4.7, a fim de manter o PP M composto apenas pelas restri¢oes
satisfeitas por [* na igualdade, sempre que [* é atualizada, as restricoes do PPM satisfeitas
por [* com folga sao retiradas desse problema também no Algoritmo 4.8.

A Tabela 4.7 apresenta os resultados obtidos ao se utilizar a estratégia com ¢ dinamico
e que faz uso das Familias 1-5 para gerar limites inferiores para os problemas-teste com até
20 tarefas. Visto que as relaxacgoes lineares das formula¢des matematica VP’ e B2 foram as
que proporcionaram limites inferiores de menores gap’s médios nos resultados apresentados na
Secao 4.8.1, a fim de facilitar uma comparacao, os resultados obtidos com as relaxagoes lineares
dessas duas formulacgoes sao repetidos nessa tabela.

Na Tabela 4.7, a primeira coluna indica o nimero de tarefas em cada conjunto de 16
problemas-teste com a mesma quantidade de tarefas. Para cada conjunto de problemas, as
colunas “gap’ e “tempo” da coluna “Familias 1-5” apresentam, respectivamente, as médias dos
gap’s dos limites inferiores obtidos (em porcentagem) e as médias dos tempos demandados (em
segundos) ao se executar o Algoritmo 4.8 com as respectivas familias de restri¢oes e os respec-
tivos problemas-teste desse conjunto. J4 as colunas “gap” e “tempo” das colunas “VP’” e “B2”
apresentam, respectivamente, as médias dos gap’s dos limites inferiores obtidos (em porcenta-
gem) e as médias dos tempos demandados (em segundos) ao se utilizar o CPLEX para resolver
as respectivas relaxagoes lineares dessas formulacoes mateméticas aplicadas aos problemas dos
respectivos conjuntos de problemas-teste com 0 mesmo nimero de tarefas.

Tabela 4.7: Resultados obtidos ao se aplicar o Algoritmo 4.8 nos problemas-teste com até 20
tarefas.

vpP’ B2 Familias 1-5

n gap tempo gap tempo gap tempo
() () () (s) () (8)

06 73,66 0,04 29,64 0,23 0,00 0,65
07 63,03 0,05 45,65 0,45 0,02 2,79
08 66,69 0,07 50,93 0,68 0,24 7,15
09 59,19 0,11 54,15 1,04 1,29 14,88
10 66,08 0,14 95,30 1,92 0,46 26,66
11 70,01 0,20 60,56 2,45 1,90 50,40
12 62,11 0,31 65,43 3,19 2,21 89,28
13 64,36 0,39 59,85 4,80 2,80 94,84
14 68,42 0,50 61,69 7,85 1,71 171,17
15 68,09 0,75 67,32 9,89 3,18 231,52
16 64,47 0,65 69,25 10,89 4,94 372,63
17 63,22 0,91 70,25 15,86 4,88 470,41
18 73,11 1,18 66,81 22,35 3,92 578,00
19 64,85 1,51 69,18 24,97 3,79 829,96
20 68,48 1,68 72,17 32,44 5,89 1031,59




CAPITULO 4. FORMULACOES MATEMATICAS PARA O SMSPETP-SDS 86

De acordo com a Tabela 4.5, os tempos médios demandados para construir os limites inferio-
res com as Familias 1-5 foram sempre superiores que os respectivos tempos médios demandados
para resolver as relaxacoes lineares das formulacoes VP’ e B2. No entanto, os gap’s médios
dos limites inferiores proporcionados pelo Algoritmo 4.8 sao significativamente inferiores que
0s respectivos gap’s médios obtidos com as relaxacoes lineares das formulacoes VP’ e B2. Os
gap’s médios dos limites inferiores obtidos com as relaxacoes lineares das formulacoes VP’ e
B2 sao superiores a 59% e 29%, respectivamente, ao passo que os gap’s médios construidos por
meio das Familias 1-5 sao inferiores a 6%. O gap médio dos limites inferiores obtidos com as
Familias 1-5 para os problemas-teste com 6 tarefas sao iguais a 0%, ou seja, o Algoritmo 4.8
encontrou as respectivas solucoes inteiras 6timas desses problemas. Apesar de nao ser mostrado
na Tabela 4.2, o Algoritmo 4.8 encontrou as respectivas solucoes inteiras 6timas de um total
de 87 problemas-teste, entre eles, um problema-teste de 20 tarefas.

4.9 Conclusoes do capitulo

Neste capitulo foram apresentadas varias formulacoes matematicas para o SMSPETP-SDS.
Os parametros de entrada das formulagoes foram definidos com base no horizonte de planeja-
mento para a execucao das tarefas proposto na Secao 2.3.

As duas primeiras formulacoes apresentadas sao baseadas em variaveis de precedéncia, de-
nominadas VP e VP’. A formulagdo VP foi proposta por Bustamante (2007), enquanto a for-
mulacao VP’ consiste na formulacao VP acrescida de uma familia de restricoes proposta neste
capitulo. Em seguida, foram propostas duas formulagoes baseadas em varidveis de precedéncia
imediata para o SMSPETP-SDS, denominadas VPI e VPIA. A formulacao VPIA nao faz uso
das constantes suficientemente grandes presentes na formulacao VPI. Logo depois, foi proposta
uma formulacao baseada em variaveis de posicao na sequéncia para o problema, denominada
VPS. Também foram apresentadas seis formulacoes baseadas em variaveis indexadas no tempo
para o SMSPETP-SDS, denominadas IMR, IMN, BR, BN, Bl e B2. Somente a formulacao
IMR nao foi proposta pela primeira vez neste trabalho. A formulacao IMR é uma formula-
¢ao linear inteira mista proposta por Rosa & Souza (2009), ao passo que a formulagao IMN é
obtida da formulacao IMR por meio da substituicao de um conjunto de restri¢coes por outro
mais forte. Por outro lado, as formulacdes BR e BN sao obtidas das formulagoes IMR e IMN,
respectivamente, pela eliminagao das variaveis nao binarias. As formulacoes B1 e B2 também
sao binarias, mas possuem um nimero de restricoes aproximadamente igual & metade do nu-
mero de restricoes contidas nas formulagoes BR e BN. Por tltimo, sao propostas cinco novas
familias de restrigoes validas para as formulacoes indexadas no tempo, bem como algoritmos
de separacao para essas familias.

O otimizador CPLEX foi utilizado para resolver as relaxacoes lineares das formulacgoes
matematicas apresentadas aplicadas aos problemas-teste com até 20 tarefas (vide Segdo 2.2).
As melhores solugbes foram encontradas com as formulagoes lineares B2 e VP’. No entanto,
a formulacao B2 obteve melhores solucoes para um maior nimero de problemas. O CPLEX
obteve solucoes parecidas com as relaxacoes lineares das formulagoes VP, VPI, VPS, IMR e
IMN. A formulacao VPIA obteve solucoes sensivelmente melhores que as respectivas solucoes
obtidas com a formulacao VPI. As relaxacoes lineares das formulacoes IMR e IMN foram as
que exigiram maiores tempos para serem resolvidas.

A principal contribuicao deste capitulo é a proposicao das cinco familias de restrigoes va-
lidas para as formulacoes baseadas em variaveis indexadas no tempo do SMSPETP-SDS. As
heuristicas de separacao propostas para essas familias também foram utilizadas para construir
limites inferiores para os problemas-teste com até 20 tarefas. Os limites inferiores construidos
com essas heuristicas sao significativamente melhores que as respectivas solucoes obtidas com
as relaxacoes lineares das formulagoes matematicas apresentadas neste trabalho. Embora os
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tempos demandados para gerar tais limites inferiores sejam maiores que os respectivos tempos
exigidos pelo CPLEX para resolver as relaxacoes lineares que obtiveram as melhores solucoes
(formulagoes B2 e VP’), os limites inferiores construidos sao proximos das solugoes inteiras oti-
mas dos respectivos problemas, chegando a corresponder as respectivas solucoes inteiras 6timas
de muitos problemas.

E importante observar que as restricoes propostas para as formulacoes indexadas no tempo
que representam o SMSPETP-SDS podem ser utilizadas, também, em formulagoes indexadas
no tempo de diversos tipos de problemas de programacao de tarefas envolvendo tempos de
preparacao da maquina dependentes da sequéncia de execucao das tarefas.



Capitulo 5

Conclusoes finais e trabalhos futuros

Neste capitulo sdo apresentadas as conclusoes finais deste trabalho (Se¢ao 5.1), bem como
propostas para trabalhos futuros (Se¢ao 5.2). Além disso, sdo apresentados os trabalhos oriun-
dos desta pesquisa que foram publicados, ou aceitos para publicacao, em eventos cientificos
e/ou periddicos especializados (Secao 5.3).

5.1 Conclusoes finais

Este trabalho tratou o problema de programacao de tarefas em uma maquina com janelas de
conclusao distintas e tempos de preparacao da maquina dependentes da sequéncia de execucao
das tarefas (SMSPETP-SDS). O objetivo é minimizar a soma ponderada das antecipacoes e
atrasos na conclusao das tarefas. O caso particular com tempos de preparagao da maquina
independentes da sequéncia de execucao das tarefas, denotado por SMSPETP-SIS, também foi
tratado.

Inicialmente, a fim de construir bons limites superiores para o SMSPETP-SDS, tal problema
foi tratado por meio de procedimentos heuristicos. Assim como nos trabalhos da literatura que
abordam o problema dessa maneira, o SMSPETP-SDS foi dividido em dois subproblemas: de-
terminar a melhor programacao de uma dada sequéncia de tarefas, considerando-se a possibili-
dade de insercao de tempos ociosos entre a execucao de tarefas consecutivas; e determinar uma
sequéncia de tarefas que, associada a sua programacao 6tima, minimize a soma das penalidades
geradas pelas antecipacoes e atrasos das tarefas.

Uma das contribui¢oes mais importantes deste trabalho ¢ o desenvolvimento de um algo-
ritmo deterministico e de complexidade computacional O(n?), denotado por AAOTO (Algo-
ritmo de alocacdo 6tima de tempos ociosos), que resolve o problema de programagio 6tima
de uma dada sequéncia de tarefas. Além disso, o estudo da complexidade computacional do
algoritmo da literatura até entao utilizado para esse fim é, também, uma contribuicao desta
tese. Provado que a complexidade do algoritmo de programacao 6tima de uma dada sequéncia
de tarefas da literatura é O(n?®), propos-se uma adaptagao para ele de forma a reduzir sua
complexidade a O(n?).

Para resolver o problema de sequenciamento das tarefas do SMSPETP-SDS foram propostos
trés algoritmos heuristicos baseados na metaheuristica GVNS (General Variable Neighborhood
Search), denotados por GVNS,, GVNS; e GVNS, ;. Propos-se, também, um algoritmo exato
de enumeragao implicita para o SMSPETP-SIS. Tal algoritmo de enumeracao implicita faz uso
do algoritmo de programacao 6tima proposto, bem como de resultados teéricos desenvolvidos
exclusivamente para o SMSPETP-SIS.

Experimentos computacionais feitos com um conjunto de problemas-teste gerado conforme
parametros usuais da literatura mostraram que o algoritmo de programacao 6tima proposto
é mais rapido que o algoritmo até entao utilizado para esse fim. Os algoritmos heuristicos
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propostos se mostraram mais eficientes que o melhor algoritmo de Ribeiro et al. (2010), pois
foram capazes de encontrar solucoes de melhor qualidade e em menor tempo computacional
que esse algoritmo. Quando comparado com o melhor algoritmo de Rosa et al. (2017), os
algoritmos propostos encontraram solucoes de melhor qualidade para muitos problemas-teste
e apenas o algoritmo GVNS; exigiu maior tempo computacional que o algoritmo de Rosa
et al. (2017). Por outro lado, o algoritmo de enumeragao implicita desenvolvido mostrou-se
uma boa alternativa para a resolucao exata do SMSPETP-SIS de dimensoes menores, sendo
capaz de resolver problemas-teste em tempo computacional muito inferior ao tempo exigido
pelo otimizador CPLEX associado a uma formulacao mateméatica da literatura.

Em um segundo momento, com o objetivo de definir bons limites inferiores para o problema,
foram desenvolvidas varias formulacoes matematicas para o SMSPETP-SDS. Um horizonte de
planejamento para a execucao de cada tarefa foi proposto a fim de ser utilizado na determi-
nacao dos parametros de entrada das formulagoes mateméticas para o problema. Também
foram propostas novas familias de restricoes validas para as formulacoes baseadas em variaveis
indexadas no tempo, bem como algoritmos de separagao para essas familias.

Experimentos computacionais realizados com problemas-teste de até 20 tarefas mostraram
que os limites inferiores construidos com os algoritmos de separagao propostos sao significativa-
mente melhores que as respectivas solugoes obtidas com as relaxacoes lineares das formulacoes
matematicas apresentadas neste trabalho. Apesar de os tempos demandados para gerar esses li-
mites inferiores serem maiores que os respectivos tempos exigidos pelo otimizador CPLEX para
resolver as relaxacoes lineares que obtiveram as melhores solucgoes, os limites inferiores cons-
truidos estao muito mais proximos das respectivas solucoes inteiras 6timas dos problemas. Na
verdade, os algoritmos de separacao desenvolvidos permitiram encontrar as respectivas solucoes
6timas de muitos dos problemas-teste experimentados.

As restri¢oes propostas para as formulacoes baseadas em variaveis indexadas no tempo que
representam o SMSPETP-SDS constituem uma, contribuicao de destaque deste trabalho pois,
além de essas restrigoes permitirem encontrar bons limites inferiores para o SMSPETP, elas
sao validas, também, para as formulagoes indexadas no tempo de diversas classes de problemas
de programagao de tarefas que consideram os tempos de preparacao da maquina dependentes
da sequéncia de execucao das tarefas. Sendo assim, as novas familias de restricoes propostas
para as formulacoes baseadas em variaveis indexadas no tempo podem ser incorporadas em
estratégias que ajudem na resolucao dessas formulagoes.

O algoritmo proposto AAOTO se mostrou a melhor estratégia experimentada para resolver
o problema de programacao de uma dada sequéncia de execucao das tarefas do SMSPETP-
SDS, e que o algoritmo proposto GVNS; se mostrou a melhor estratégia para prover limites
superiores para o problema, ao passo que os melhores limites inferiores foram construidos por
meio da estratégia que faz uso das novas familias de restricoes desenvolvidas neste trabalho.

5.2 Trabalhos futuros

Como trabalhos futuros, sugere-se utilizar o algoritmo de alocagao 6tima de tempos ociosos
em uma data sequéncia de execucao das tarefas do SMSPETP proposto neste trabalho em
novos algoritmos para o problema.

Diante dos altos tempos demandados pelos algoritmos para resolver o SMSPETP, sugere-se
estudar outras estratégias de reducao do espaco de busca, bem como estratégias de proces-
samento paralelo, para os algoritmos de resolucao desse problema. Outra sugestao é estudar
estratégias que permitam interromper o algoritmo de alocagao 6tima antes do posicionamento
de todas as tarefas da sequéncia, tao logo seja identificado que a dada sequéncia nao levara a
uma solucao de funcao objetivo melhor que aquele da solugao corrente. Isso pode promover
uma reducao do custo computacional, em especial no caso de problemas maiores.
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Outra sugestao de trabalhos futuros é o desenvolvimento de algoritmos para o SMSPETP
que nao dividam o problema em dois subproblemas, ou seja, que resolvam os problemas de
sequenciamento e de programacao das tarefas simultaneamente. Embora seja uma aborda-
gem possivel, nao foram encontrados na literatura trabalhos que utilizam essa abordagem no
SMSPETP.

Visto que as novas familias de restrigoes vélidas propostas neste trabalho para as formula-
¢Ooes matematicas que representam o SMSPETP permitiram construir bons limites inferiores
para o problema, sugere-se, também, desenvolver novas restricoes validas para as formulacoes
matemaéticas que representam o SMSPETP, bem como desenvolver novos algoritmos de separa-
¢ao para as familias de restrigoes validas para as formulagoes baseadas em variaveis indexadas
no tempo propostas neste trabalho. Ademais, sugere-se desenvolver estratégias de resolucao
inteira do SMSPETP que facam uso das formulagoes matemaéticas e das familias de restricoes
propostas neste trabalho.

Por ultimo, sugere-se tratar o SMSPETP por meio da técnica de programacao por restrigoes.
Programacao por restricoes ¢ um poderoso paradigma para resolver problemas de otimizacao
que recorre a uma variedade de técnicas de inteligéncia artificial, ciéncia da computacao e
pesquisa operacional (Rossi et al., 2006). Apesar de ser uma técnica promissora para problemas
de programacao de tarefas, nao foi encontrado na literatura nenhum trabalho que trata o
SMSPETP por meio dessa técnica.

5.3 Trabalhos derivados desta pesquisa

A seguir sao listados os trabalhos gerados pela presente pesquisa.

1. Titulo: Um Algoritmo Branch-and-Bound para o Problema de Sequenciamento
em Uma Maquina com Penalidades por Antecipacao e Atraso da Producgao

e Autor: Bruno Ferreira Rosa

Evento: XVIII Escola Latino-Iberoamericana de Verao em Pesquisa Operacional —
ELAVIO 2014

Local: Areia/PB - Brasil
Periodo: 17 a 21 de fevereiro de 2014

Trabalho apresentado no evento

2. Titulo: Alocacao de Tempos Ociosos em Uma Dada Sequéncia de Producao
com Janelas de Entrega

e Autores: Bruno Ferreira Rosa, Marcone Jamilson Freitas Souza e Sérgio Ricardo de
Souza

Evento: XLVI Simposio Brasileiro de Pesquisa Operacional - SBPO 2014

Local: Salvador/BA - Brasil

Periodo: 16 a 19 de setembro de 2014

Paginas: 1858-1869
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3. Titulo: Ezact approaches for the single machine scheduling problem with dis-
tinct time windows

Autores: Bruno Ferreira Rosa, Philippe Yves Paul Michelon, Zacharie Ales, Marcone
Jamilson Freitas Souza e Sérgio Ricardo de Souza

Evento: 17¢Me Conférence de la société Francaise de Recherche Opérationnelle et
d’Aide a la Décision — ROADEF 2016

Local: Compiégne — Franca
Periodo: 22 a 24 de fevereiro de 2016

Trabalho aceito para apresentacao no evento

4. Titulo: Formulagoes matematicas para o problema de programacao de tarefas
com janelas de entrega e tempos de preparacao da maquina

Autores: Bruno Ferreira Rosa, Marcone Jamilson Freitas Souza, Sérgio Ricardo de
Souza, Philippe Yves Paul Michelon e Zacharie Ales

Evento: XLVIII Simpoésio Brasileiro de Pesquisa Operacional — SBPO 2016
Local: Vitoria/ES - Brasil

Periodo: 27 a 30 de setembro de 2016

Paginas: 4140-4151

5. Titulo: Algorithms for job scheduling problems with distinct time windows and
general earliness/tardiness penalties

Autores: Bruno Ferreira Rosa, Marcone Jamilson Freitas Souza, Sérgio Ricardo
de Souza, Moacir Felizardo de Franca Filho, Zacharie Ales e Philippe Yves Paul
Michelon

Periodico: Computers & Operations Research
Ano: 2017
Volume: 81, Paginas: 203-215

6. Titulo: Algorithms based on VNS for solving the Single Machine Scheduling
Problem with Earliness and Tardiness Penalties

Autores: Bruno Ferreira Rosa, Marcone Jamilson Freitas Souza e Sérgio Ricardo de
Souza

Evento: 5th International Conference on Variable Neighborhood Search — VNS 2017
Local: Ouro Preto/MG - Brasil
Periodo: 02 a 04 de outubro de 2017

Trabalho fara parte de um numero especial do peridédico Electronic Notes in Discrete
Mathematics
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Apéndice

Testes de hipoteses

A seguir sao descritos os dois testes de hipoteses utilizados para comparar as solucoes
médias obtidas por dois algoritmos para um dada problema. Ambos os testes de hipoteses
sao unilaterais, e o nivel de significancia adotado é v = 0,05. O primeiro teste é um teste
de hipotese paramétrico para duas amostras independentes (Montgomery & Runger, 2013),
enquanto o segundo é um teste de aleatoriedade (Carrano et al., 2011). Testes de aleatoriedade
sao métodos estatisticos nao paramétricos, ou seja, eles nao sao baseados na condicao de que as
amostras sejam provenientes de populagoes com distribui¢do normal (Montgomery & Runger,

2013).
O teste de aleatoriedade utilizado é fundamentado em Carrano et al. (2011) e esté descrito
no Algoritmo 5.1. Nesse algoritmo, Ay = (a1,as,...,a,,) € Az = (by,bs,...,b,,) sdo vetores

que armazenam as solucoes obtidas pelos algoritmo A; e As, respectivamente, aplicados ao
problema-teste dado. O nivel de significancia do teste é dado por v, com 0 < v < 1.

Algoritmo 5.1 Teste de aleatoriedade(A;, Az, )
no ni
1 1 .
Vo« (ar,ag,...,an,b1,b2, ..., by,);

3 para i1=1,2,...,500 faca
V' < o vetor V embaralhado;

1 no , 1 na+mni ,
wi =S vh =L ST /] W = {wy,wy, ..., wso0}
j=1 j=n2+1

fim;

DPoatue(d) < P(W < d) ; // Probabilidade de se escolher aleatoriamente, usando uma
distribuigdo uniforme, um elemento de W menor que d.

7 Se pvalue(d) > - 8 entao

‘ rejeita Hy e aceita Hy;

fim

Dados dois algoritmos A; e As, as seguintes hipoteses (nula e alternativa) foram formula-
das para comparar as médias das solugoes obtidas por esses algoritmos aplicados a um dado
problema-teste:

e Hipotese nula (Hyp): as médias das solugoes obtidas pelos algoritmos A; e As sao iguais;

e Hipotese alternativa (H;): a média das solugoes obtidas pelo algoritmo A; é menor que
a média das solucoes obtidas pelo algoritmo As.

Portanto, a hipotese nula afirma que, com o nivel de significancia adotado, nao existem
evidéncias estatisticas suficientes para afirmar que a média das solucoes obtidas pelo algoritmo
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A; é menor que a média das solugoes obtidas pelo algoritmo A,. Por outro lado, rejeitar a
hip6tese nula, e consequentemente aceitar a hipotese alternativa, significa que, com o nivel de
significancia adotado, existem evidéncias estatisticas de que as solugoes obtidas pelo algoritmo
A; sao, em média, melhores que as solucoes obtidas pelo algoritmo As.



