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Resumo

A teoria moderna do portfolio introduz o conceito de risco para investimentos financeiros,
iniciando um problema de decisdo em uma relacdo de compromisso entre o risco e retorno,
que sao caracteristicas conflitantes em um investimento. Recentemente, estudos vém utili-
zando otimizacao multiobjetivo para tratar esse problema, mas modelos e técnicas ainda
estdo sendo aprimorados. Deseja-se, portanto, contribuir para o desenvolvimento desse
processo de otimizacao, especificamente com restricdo de quantidade de diferentes ativos
em um investimento, propondo modificacdes em modelos e técnicas ja propostos. Para isso,
quatro experimentos foram planejados, estabelecendo comparagéao de técnicas e modelos
para otimizacdo, simulagdes para validagao desses e desenvolvimento de técnicas paralelas
objetivando a reducao do tempo computacional desses métodos de otimizagao, respecti-
vamente. Resultados dos dois primeiros experimentos sugerem superioridade do modelo
e técnica proposta em relagdo a outros presentes na literatura. O terceiro experimento
valida o modelo e técnica escolhidos nos experimentos anteriores em uma simulacao de
negociacdes no mercado de acdes, e 0 quarto experimento apresenta melhorias a técnica
que apresentou melhor desempenho, melhorando a qualidade das solugcbes geradas com
um aumento minimo de tempo.

Palavras-chave: Otimizacdo de portfélios. Algoritmos evolutivos multiobjetivos. Otimizacao
combinatéria. Programagao paralela.



Abstract

The modern portfolio theory introduces the concept of risk in financial investments, initiating
a decision problem in a trade-off between risk and return, which are conflicting characte-
ristics in an investment. Recently, studies have been using multiobjective optimization to
address this problem, but models and techniques are still being improved. It is therefore
desired to contribute to the development of this optimization process, specially with the
constraint of number of different assets in an investment, proposing modifications in models
and techniques already existing. In this way, four experiments were planned, establishing
comparison of optimization techniques and models, simulations for their validation and deve-
lopment of parallel techniques in order to reduce the proposed methods runtime, respectively.
Results of the first and second experiments suggest superiority of the proposed model and
technique in relation to others existing in the literature. Third experiment validates the model
and technique selected in the previous experiments in a simulation of stock market trading
and the fourth experiment presents improvements to the technique wich presented better
performance, improving the quality of the solutions generated with a minimum increase of
time.

Keywords: Portfolio optimization. Multiobjective evolutionary algorithms. Combinatorial
optimization. Parallel programming.
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1 Introducao

1.1 Definigcdo do problema

O mercado financeiro é o0 mecanismo que viabiliza, por meio de seus componentes,
a transicao de recursos entre aqueles que querem aplicar seus capitais e aqueles que
necessitam do recurso. E, portanto, fundamental para o correto funcionamento da economia,
ajustando o capital dos poupadores as necessidades dos tomadores. (BRUNI, 1998).

No mercado financeiro € possivel a realizagao de investimentos financeiros, que
sao quaisquer instrumentos ou meios financeiros que podem gerar algum retorno em longo
prazo. Esses investimentos séo realizados por meio de ativos financeiros, que séo titulos
representativos de parte patrimonial ou divida, que garante ao seu proprietario parte desse
rendimento patrimonial. A combinag&o de todos os ativos financeiros de um investidor é
denominada carteira de investimento ou portfélio financeiro.(CAMARA et al., 2014).

O primeiro modelo matematico para otimizagédo de carteiras de investimento foi
desenvolvido por Markowitz (1952). Esse modelo leva em consideracao o retorno e risco do
investimento na selegc&o de ativos. Para mensurar o retorno, Markowitz utilizou a medida
estatistica de valor esperado e, para mensurar o risco, utilizou a variagao da distribui¢cao
dos retornos gerados por determinado ativo.

Céamara et al. (2014) ressalta que a grande preocupagao dos investidores, ao montar
sua carteira de investimento, apds a publicacao da teoria de portfélios de Markowitz, passa
a ser minimizar seus riscos e, a0 mesmo tempo, maximizar seu rendimento. O autor ainda
enfatiza que a diversificacao da carteira de investimento é importante para essa tarefa,
ja que ela reduz os riscos do investimento, uma vez que o comportamento das acdes de
determinada empresa nao afeta, necessariamente, o comportamento das a¢des de outra
empresa.

Com o passar do tempo, foram criados novos modelos, que utilizam diferentes
formas de mensurar o risco de portfélios, ja que a gestao de risco, na década de 90, se
tornou o principal segmento de estudo da teoria de finangas devido a grande volatilidade
apresentada pelos principais indicadores financeiros e econémicos (ASSAF NETO, 2003).

Muitos estudiosos criticaram a utilizagdo da variancia como forma de mensurar o
risco, ja que a variancia leva em consideragao tanto os valores acima quanto abaixo da
média. Dessa forma, surgiram modelos que medem risco com base apenas nos desvios
negativos (denominados modelos da classe downside risk), tendo como exemplo o0 modelo
de Rockafellar e Uryasev (2000), que utiliza a medida de risco CVaR (conditional value-at-
risk), que define o risco como a média dos retornos nos a% piores cenarios, sendo o um
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dado grau de confianga. A partir de entdo, o CVaR tem sido muito utilizado por ser a medida
de risco mais pessimista, ja que é definida de acordo com as piores perdas do investimento.

Juntamente com os avangos em relacdo aos modelos matematicos, a teoria de
financas sofreu outras grandes alteracées nas ultimas décadas, segundo Bruni (1998),
incorporando técnicas computacionais de otimizacao e identificacao de padrdes, além de
técnicas ligadas as areas de matematica e fisica.

Atualmente, para resolver muitos desses modelos de otimizagao que surgiram apés
o modelo proposto por Markowitz (1952), séo utilizadas técnicas de otimizagdo multiobje-
tivo, ja que esses modelos levam em consideracao dois objetivos: maximizar o retorno e
minimizar o custo. Pantuza Junior (2011) divide as técnicas para solu¢ao de problemas de
otimizagdo multiobjetivo em técnicas matematicas deterministicas, técnicas heuristicas e
meta-heuristicas, tendo algoritmos genéticos como exemplo mais utilizado.

Técnicas deterministicas, apesar de encontrarem as melhores respostas para um
problema multiobjetivo, possuem alto tempo de processamento para determinadas classes
de problemas, impossibilitando a utilizacao unica dessa abordagem. Técnicas heuristicas
sdo processadas rapidamente, mas podem retornar respostas ruins e, por isso, normalmente
sao utilizadas para refinar uma resposta ou gerar uma populagao inicial em um algoritmo
genético, mas raramente utilizadas como forma Unica para se obter a resposta desejada.
Por fim, meta-heuristicas podem ser executadas em tempo polinomial, independente do
problema e, apesar de nao garantir solugdes étimas, na pratica geram boas solugdes a
partir da exploragdo do espaco de busca e refinamento das solucdes (PANTUZA JUNIOR,
2011).

1.2 Trabalhos relacionados

A partir da formulagédo do modelo de média-variancia por Markowitz (1952), que
sera melhor explicado na subsecao 2.3.1, a otimizacao de portfélios passou a ser objeto
de estudo de diversos trabalhos cientificos. Inicialmente, 0 modelo de otimizagdo (modelo
média-variancia padrdo) utilizava, como fung¢ao objetivo, a minimizagéo do risco (variancia
dos retornos da carteira) sujeito a duas restricdes. A primeira restricdo definia que o retorno
da carteira deveria ser maior do que um determinado limiar e a segunda definia que cada
ativo deveria possuir sua proporgao de investimento na composigao da carteira, de forma
que a soma das proporcdes de todos ativos seja 100%. Vale ressaltar que, nesse modelo,
as variaveis de decisao, propor¢des dos ativos, assumem valores continuos.

O artigo de Chang et al. (2000) faz algumas modificagcbes ao modelo média-variancia
padrdo, adicionando restricdo de cardinalidade, definindo uma quantidade de ativos a
compor uma carteira e restricdo de proporcao, que define limites inferior e superior para
a proporcao de investimento de cada ativo que compde a carteira. Utilizando algoritmo
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genético, busca tabu e um algoritmo de simulated annealing, como técnicas para solucionar
o modelo proposto, por meio dos graficos da fronteira eficiente, mostrou-se que a inclusao
das restricoes fez com que o problema se tornasse mais complexo em relagdo ao modelo
padrao devido a descontinuidade da fronteira eficiente causada pelas restricdes. Apesar
de nao provar, testes empiricos sugerem que tal restricdo transforma o problema em
NP-completo.

Rockafellar e Uryasev (2000) propuseram um modelo que utiliza o CVaR (melhor
explicado na secao 2) como medida de risco, ao contrario do modelo padrdao de média-
variancia, que utiliza a variancia dos retornos histéricos da carteira. A partir desse trabalho,
outros também comecaram a utilizar o CVaR como medida de risco. A partir de entéo,
percebe-se modelos de otimizacéo de portfdlios usando cada vez mais essa medida em
lugar da variancia, de Markowitz.

O trabalho de Roman, Mitra e Darby-Dowman (2007) apresenta um modelo que
utiliza tanto a medida de risco variancia de Markowitz, quanto o CVaR. Nesse caso, a
abordagem multiobjetivo foi transformada em um modelo monobjetivo que possui, como
objetivo, a minimizag&o do risco variancia e utiliza valores limites de retorno esperado e
de risco CVaR como restricdes para o problema. Utilizando um algoritmo de programacéao
quadratica para solucionar o problema, foram selecionados cinco diferentes portfélios, sendo
gue cada um deles fora obtido definindo-se diferentes valores limites para risco CVaR, mas
mantendo o retorno esperado igual para todos os casos. Os resultados apontaram pouca
diferenca nos retornos obtidos pelas diferentes carteiras em um ano de simulagao.

Uma maior preocupagao com a aplicagao pratica do modelo pode ser percebida
em Soleimani, Golmakani e Salimi (2009). Esse trabalho, como o trabalho de Chang et
al. (2000), acrescenta restricoes ao modelo média-variancia padrdo, que sao: restricao
de cardinalidade, definindo a quantidade de ativos que devem compor uma carteira;
restricdo de lotes minimos, definindo uma quantidade minima de lotes que devem ser
investidos em um ativo, caso esse ativo componha uma carteira; restricdo de setores
de capitalizacao, definindo uma proporcao do capital investido em ativos de cada setor
empresarial. O trabalho faz parte de poucos que utilizam variaveis de decisao inteiras, o
que justifica o uso de restricao de lotes minimos, demonstrando uma maior preocupagéo
com a aplicagao pratica, ja que ativos sao vendidos em lotes. Um algoritmo genético foi
utilizado para solucionar o problema e concluiu-se que a modelagem proposta € adequada
para problemas reais, devido a comercializagdo de quantidades inteiras de a¢des, como ja
mencionado e, também como esperado, a técnica adotada foi capaz de realizar a otimizagao
para uma grande quantidade de ativos financeiros.

Anagnostopoulos e Mamanis (2011) € um artigo que faz um estudo da otimizacao
de portfélios, com énfase maior nas meta-heuristicas para solucionar o modelo média-
variancia multiobjetivo (maximizagdo do retorno e minimizagao do risco) com restricao
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de cardinalidade, que faz com que a fronteira eficiente ndo seja continua. Foi realizada a
comparacgao de cinco algoritmos evolutivos multiobjetivos: Niched Pareto Genetic Algorithm
2 (NPGA2), Non-dominated Sorting Genetic Algorithm Il (NSGA-Il), Pareto Envelope-
based Selection Algorithm (PESA), Strength Pareto Evolutionary Algorithm 2 (SPEA2)
e e-MultiObjective Evolutionary Algorithm (e-MOEA). Por meio dos gréaficos de fronteira
eficiente e métricas de qualidade, constatou-se que o SPEA2 obteve os melhores resultados,
seguido pelo NSGA-II, apesar do SPEA2 apresentar maior custo computacional.

Pode-se perceber um maior desenvolvimento da técnica de otimizagao em rela-
¢ao a criagdo do modelo em Deb et al. (2011). Nesse trabalho, 0 modelo proposto € o
média-variancia multiobjetivo com restricdo de cardinalidade, definindo um intervalo mi-
nimo e maximo para a quantidade de ativos em uma carteira, e restricdo de proporgéo
de investimento, definindo uma propor¢ao minima e maxima para investimento em um
ativo, caso o ativo componha a carteira. Para otimizagdo do modelo, o trabalho propde um
algoritmo evolutivo baseado no Non-dominated Sorting Genetic Algorithm Il (NSGA-Il). Com
os resultados obtidos, concluiu-se que o algoritmo foi capaz de solucionar problemas de
tamanho grande, com até 1000 ativos, apresentando uma eficiéncia satisfatéria.

Beasley (2013) utiliza o modelo proposto por Soleimani, Golmakani e Salimi (2009)
e adiciona, a esse modelo, o custo de transacao do portfélio, além do processo de re-
balanceamento, que consiste em levar em consideracao um investimento passado para
calcular custos de operagdes necessarios para obter-se um novo portfélio otimizado, ja que
a quantidade e a quantia das operacoes para a transi¢ao de carteiras pode variar de acordo
com esse investimento prévio. Dessa forma, esse modelo consegue representar aspectos
praticos da compra e venda de agdes. Os resultados sugerem que as restri¢des, incluindo a
inclusdo do custo de transagao e o rebalanceamento, descrevem melhor operagdes reais.

Percebe-se que, além de Chang et al. (2000), nos demais trabalhos que consideram
aspectos praticos do investimento, principalmente a restricdo de cardinalidade, esse au-
mento da complexidade € percebido, de forma que métodos heuristicos sao escolhidos para
a solucao desses modelos, dando mais credibilidade a conclusao de Chang et al. (2000),
de que tal restricdo aumenta a complexidade do problema e impossibilita 0 uso de métodos
exatos em tempo polinomial.

Um algoritmo hibrido, que utiliza um algoritmo memeético junto a uma técnica exata
para modelos de otimizagao quadraticos foi proposto em Ruiz-Torrubiano e Suarez (2015).
O algoritmo foi desenvolvido para solucionar um problema de selecao de carteiras que
possui uma fungao objetivo que combina o retorno esperado com o risco, considerando
medidas de média e varidncia de Markowitz (1952). As restricoes consideradas sao de
limite de cardinalidade e limites minimo e maximo da propor¢éo de investimento por ativo.
Como Beasley (2013), este trabalho considera custos de transagéo e o processo de rebalan-
ceamento. A partir dos resultados, notou-se a diferenca de se utilizar custos de transacao,
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proporcionando resultados mais reais e concluiu-se que o rebalanceamento e a limitagao
da cardinalidade podem proporcionar ganhos financeiros.

Hanaoka (2014) prop6s dois modelos para a otimizagdo de portfélios. O primeiro
modelo proposto € parecido com o modelo de Soleimani, Golmakani e Salimi (2009),
mas nao possui a restricdo de setores de capitalizagdo e inclui uma restricao de capital de
investimento, ou seja, um modelo média-variancia biobjetivo com restricées de cardinalidade,
lotes minimos e de capital de investimento, estipulando um capital maximo disponivel para
o investimento. O segundo modelo utiliza as mesmas restricdes do primeiro e 0 mesmo
objetivo de maximizagao do retorno (definido como média histérica dos retornos da carteira),
mas nesse modelo, a medida de risco utilizada € a CVaR de Rockafellar e Uryasev (2000)
no lugar da variancia de Markowitz (1952). Ambos os modelos utilizam varidveis de decisao
inteiras. Para a otimizagado do modelo, o trabalho utilizou duas versdes multiobjetivas do
algoritmo evolutivo de evolucao diferencial (ED): Differential Evolution for Multi-objective
Optimization (DEMO) e Pareto Differential Evolution Algorithm (PDEA) e os resultados
mostram que os dois algoritmos encontraram resultados satisfatérios, proporcionando lucro
em simula¢Oes de um ano, para ambos os modelos.

Enquanto que a maior parte dos trabalhos que abordam a otimizacao de portfélios
utilizam variaveis de decisdo continuas, poucos trabalhos propéem o uso de variaveis
inteiras. Ainda assim, nao foi encontrada na literatura, comparacgao entre essas diferentes
modelagens. Acreditando que a utilizagao de variaveis inteiras seja mais eficiente, na pratica,
devido a natureza do problema, este trabalho propde um modelo de otimizacgao inteira e o
compara com modelos continuos, tentando auxiliar futuros trabalhos na decisao do modelo
a ser utilizado.

Cheng e Gao (2015) estudam a restricdo de cardinalidade em um modelo de
média-CVaR monobjetivo, ou seja, um modelo de otimizagcdo que possui a minimizagao
do risco CVaR como objetivo e, como restrigdo, um valor minimo para o retorno esperado
da carteira. Nesse trabalho foi visto que, fixando uma quantidade determinada de ativos,
quando aumenta-se o0 numero de ativos, o tempo de solucdo do modelo aumenta de
forma exponencial e, com isso, conclui-se que o modelo média-CVaR com restricdo de
cardinalidade é um problema NP-completo.

Outro trabalho que utiliza modelagem multiobjetivo é o artigo de Ibrahim, El-Beltagy
e Khorshid (2016). Nesse trabalho, seis modelos sao divididos em dois grupos: modelos de
média, que utilizam a média historica da carteira como medida de retorno (proposto por
Markowitz (1952)) e modelos de mediana, que utilizam a mediana da carteira como retorno
(proposto por Benati (2015)). Dentre os modelos de média estao:

* modelo média-variancia-obliquidade, que propde a maximizacdo da média, minimiza-
¢ao da variancia e a maximizagao da obliquidade dos retornos histéricos do portfélio;
* modelo média-variancia-obliquidade-curtose que adiciona, ao modelo anterior, o
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objetivo de minimizacao da curtose dos retornos;

* modelo média-variancia-obliquidade-curtose para retorno e liquidez, que possui os
mesmos objetivos do anterior, mas leva em consideragéo a liquidez dos ativos em um
determinado periodo.

Dentre os modelos de mediana estao:

* modelo mediana-MAD, com os objetivos de maximizar a mediana dos retornos e
minimizar o MAD (Median Absolute Deviation Model), medida de risco simétrica;

* modelo mediana-VaR, que utiliza, como medida de risco, o VaR (Value-at-Risk),
medida de risco assimétrica que deu origem ao CVaR;

* modelo mediana-CVaR, que utiliza o CVaR como medida de risco. Para resolver os
modelos foi utilizado o algoritmo NSGA-Il e simulagdes mostraram que, no geral, os
modelos de mediana proporcionaram maiores retornos, com destaque para o modelo
mediana-CVaR.

Vale observar que o0 modelo mediana-MAD proporcionou retornos parecidos com os modelos
de média.

Cesarone, Moretti e Tardella (2016) mostrou que, geralmente, os portfélios que
possuem 0s menores riscos sado compostos de poucos ativos. No trabalho, foram utilizados
modelos monobjetivos que visam a minimizagao do risco sujeito a restricdo de cardinalidade,
que define o numero de ativos que uma carteira deve possuir. Foram utilizadas diferentes
medidas de risco, como variancia, CVaR e semi-MAD e, para todas, foi constatado que
existe uma cardinalidade critica que minimiza o risco e que, a partir dela, aumentar a
quantidade de ativos significa aumentar o risco. Geralmente, essa cardinalidade critica €
menor que 15. Além disso, foi constatado que, quase sempre, existe um portfélio com 10 ou
menos ativos tal que a diferenga entre seu risco e 0 menor risco dentre todos os portfolios é
menor que 1%.

A dissertacao de Oliveira (2016) utiliza modelos de média biobjetivos com restricao
de cardinalidade, com varidveis de decisdo solucionados pelos algoritmos NSGA-Il e SPEA2.
O trabalho estuda a utilizacdo de varias medidas de risco para esse modelo, tais como
variancia, semivariancia, VaR, CVaR e GARCH e testes out-of-sample revelaram que,
utilizando apenas ativos cujos retornos seguiam distribuicdo normal, as medidas de risco
que proporcionaram maiores retornos acumulados foram semivariancia, CVaR e GARCH,
com destaque para semivariancia, enquanto que, para ativos cujos retornos nao seguem
distribuicdo normal, o CVaR e o GARCH apresentaram melhores retornos acumulados.
Além disso, como em Anagnostopoulos e Mamanis (2011), constatou-se uma superioridade
do algoritmo SPEA2. Corroborando com a afirmacéo de Cesarone, Moretti e Tardella (2016),
esse trabalho também mostrou melhor desempenho de carteiras com um menor numero de
ativos.
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Barroso (2017) estudou a integracdo de analises técnicas da teoria de financas
com a otimizagdo de portfélios financeiros. Para a otimizacao, foram utilizados modelos
média-variancia e média-CVaR biobjetivos. Foi observado, primeiramente, que a otimizacao
conseguiu retornos superiores aos métodos de anadlise técnica, quando utilizados isolada-
mente. A otimizacao realizada apds a pré-selecao de ativos por métodos da anadlise técnica
proporcionou carteiras com retornos inferiores aos que a otimizagéo pura alcangou. Por
fim, métodos da analise técnica realizados apds a otimizagdo conseguiram os melhores
resultados, superando, por pouco, retornos proporcionados pela otimizagao simplesmente.
Nesse trabalho, é possivel também comparar o modelo utilizando a medida de risco vari-
ancia com o modelo utilizando CVaR. Constatou-se que, no geral, modelos que utilizam
CVaR produzem carteiras que apresentam maior Drawdown, mas também maior Drawup.
Concluiu-se que o modelo média-CVaR apresentou resultados mais satisfatérios por possuir
uma maior razao entre Drawup e Drawdown.

Apoiando em resultados encontrados pelos trabalhos apresentados, o presente
trabalho prop6e um novo modelo que incorpora elementos considerados em varios desses
trabalhos, como medida de risco CVaR, modelagem inteira e multiobjetivo, considerando res-
tricdo de cardinalidade e rebalanceamento. Varios dos parametros do modelo e algoritmos
propostos também sdo baseados nesses trabalhos relacionados. Para testar a eficiéncia do
modelo, ele é comparado com alguns modelos apresentados nessa segao.

1.3 Objetivos

O principal objetivo deste trabalho é comparar modelos e algoritmos utilizados na
otimizagao de portfélios financeiros, tentando determinar uma modelagem e técnica que
garantam maiores ganhos financeiros, na pratica, para investidores.

Para alcancar o objetivo, alguns objetivos secundarios deverao ser cumpridos. Sao
eles:

(i) propor um modelo de otimizagao inteira de portfélios com restricdes, que incorpore
custos de transagéao e o processo de rebalanceamento, considerando, assim, aspectos
que afetam a dindmica do processo na pratica. Esse modelo devera ser, entao,
comparado com outros modelos existentes na literatura;

(i) comparar o desempenho de técnicas computacionais de otimizagao utilizando uma
versdo continua e outra discreta do modelo. Essas técnicas consistem em trés al-
goritmos de otimizagdo multiobjetivo, que serdo posteriormente comparados entre
Si;

(iii) estudar a paralelizagao dos algoritmos, com a intengdo de tornar as técnicas utilizadas
mais rapidas, sem diminuir a precisdo e qualidade dos resultados;

(iv) desenvolver um arcabougo computacional para interagdo com o usuario, em que este
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pode escolher um modelo de otimizacao de portfélios, a técnica para sua execugao e
parametros especificos para o modelo e algoritmo desejado.

Este trabalho tenta responder algumas perguntas: O modelo inteiro € melhor que
o modelo continuo, mais utilizado, em relacdo aos retornos esperados e riscos dos port-
folios gerados? O PDEA, utilizado para solucionar o modelo inteiro em Hanaoka (2014),
é realmente a melhor meta-heuristica para esse problema, levando em consideracao a
qualidade de suas solugdes? A inclusao do processo de rebalanceamento no modelo de
otimizacao inteira proporciona maiores ganhos financeiros para investidores? E, técnicas
para otimizacao de portfolios podem ser rapidas o suficiente para serem utilizadas, por
investidores, em investimentos de alta frequéncia (refeitos em curtos periodos de tempo na
ordem de minutos ou segundos)?

1.4 Justificativa

Percebe-se, na literatura, uma utilizacdo maior de modelos com variaveis de decisao
continuas nos problemas de otimizacao de portfélios financeiros, enquanto modelos com
variaveis discretas foram pouco explorados. Entretanto, pode-se considerar o problema
da otimizacao de portfélios como um problema discreto, ja que as variaveis de decisao
(quantidades de agdes investidas para cada ativo) sdo, na pratica, um valor inteiro, uma
vez que acgdes sdo compradas em lotes. Além disso, ndo foi encontrada na literatura uma
comparagao entre as duas abordagens, utilizando modelos continuos e discretos.

Alguns modelos encontrados na literatura, como o de Beasley (2013) e Ruiz-
Torrubiano e Suéarez (2015), incorporam custos de transagao e rebalanceamento, tornando
tais modelos mais préaticos. Mas nao foi encontrado, ainda, modelos de variaveis discretas
e que considere esse efeito dos custos de transagcdo. Desse modo, a elaboracdo de um
modelo discreto com rebalanceamento é uma contribuicao do presente trabalho.

A utilizacdo de métodos heuristicos na solugao do problema de otimizagéo proposto
se justifica no fato do modelo inteiro proposto ndo possuir método exato de solugdo em
tempo polinomial, de acordo com Mansini, Ogryczak e Speranza (2015). Ainda segundo
esses autores, a restricao de cardinalidade aumenta muito a complexidade do problema,
sendo que quanto menor a cardinalidade maxima de um portfélio, mais tempo o algoritmo
de método exato levara.

Alguns testes de Mansini, Ogryczak e Speranza (2015), utilizando o modelo média-
MAD monobjetivo com cardinalidade méxima de 10 ativos e dados de entrada com centenas
de ativos disponiveis para investimento, em computadores de ponta em 2015, levaram mais
de 3 horas para a execugao. Autores ainda afirmam que o problema se torna mais dificil
de ser solucionado de forma exata se a medida CVaR for utilizada no lugar da MAD, e
pode se tornar ainda mais demorado em um modelo multiobjetivo. Levando em conta a
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proposta pratica do trabalho, no auxilio a investidores ou analistas, o tempo se torna uma
métrica muito importante e, assim, métodos heuristicos, que proporcionam bons resultados
em um tempo que pode se adaptar as necessidades do usuario, foram escolhidos para a
otimizacao do modelo.

Em relacdo a comparacao entre técnicas computacionais para modelos discretos,
Hanaoka (2014) comparou duas versoes do algoritmo ED multiobjetivo, mas nao se sabe
se tal técnica supera o NSGA-Il e o SPEA2, que apresentaram os melhores resultados
em Anagnostopoulos e Mamanis (2011) e Oliveira (2016). Pela falta de comparagdes de
diferentes técnicas para o problema proposto, determinar uma técnica eficiente para a
otimizacdo do modelo se torna uma tarefa relevante para a comunidade cientifica.

Por fim, sabe-se que técnicas computacionais para otimizagao multiobjetivo, em
geral, possuem alto custo computacional, eventualmente demandando elevado tempo
de processamento. Essa demora, além de limitar a quantidade de execug¢des da técnica
meta-heuristica (que é um processo estocastica), inviabiliza seu uso em operagdes de alta
frequéncia (na ordem de minutos ou segundos). Dessa forma, a paralelizagdo da técnica
pode ser considerada como uma contribuicdo na viabilizacdo de investimentos em uma
frequéncia maior e no incentivo aos estudos da otimizagao de portfélios em alta frequéncia,
tema pouco pesquisado atualmente.

O trabalho contribui com o desenvolvimento cientifico de diversas areas académicas,
e em especial com a area de otimizacao de portfolios, devido a seu carater multidisciplinar.
As principais contribuicées sao a proposta de um novo modelo de otimizacao de portfélio e a
comparacao desse com outros ja aceitos na comunidade cientifica, além da comparagao de
diversas técnicas da literatura e algumas modificagdes propostas no trabalho, identificando
as melhores abordagens de acordo com a necessidade de cada investidor.

1.5 Motivacao

Pode-se perceber variagbes muito grande dos precos dos ativos, em especial do
mercado brasileiro, em curtos periodos de tempo. Essa volatilidade cria uma oportunidade
para investidores obterem retornos financeiros elevados, maior do que investimentos con-
servadores mais conhecidos, como poupanga, tesouro direto e outras opgdes de renda
fixa. Mas, em contrapartida, essa volatilidade pode significar grandes perdas a alguns
investidores, fazendo com que o investimento em bolsa apresente um risco elevado.

Nesse cenario, € importante para um investidor fazer com que seu investimento
seja tao rentavel quanto possivel, mas que também apresente o0 menor risco possivel.
Dado que esses objetivos sao conflitantes, o processo de composi¢cao de uma carteira de
investimentos mais satisfatéria para o investidor se torna complexo.
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Dessa forma, a escolha de um estudo de otimizagao de portfélios, com foco na
utilidade pratica do método para investidores, tem como motivacdo uma oportunidade de
contribuicao para uma area ainda em aberto na teoria de finangas que mostrou possuir forte
dependéncia de técnicas computacionais.

Além disso, recentemente, vem ocorrendo uma enorme expansao no uso de robds
de investimentos, sendo que quase todas grandes instituicdes de investimento utilizam
robds de investimentos altamente otimizados para negociagdes no mercado. Apesar disso,
existe ainda a discussao néo resolvida sobre qual método proporciona maiores lucros: robés
de investimento ou especialistas financeiros. Sabe-se que, em alguns casos, bons robds
proporcionam investimentos melhores que muitos especialistas, mas a grande capacidade
do especialista de se adaptar a diferentes situagdes ainda é um desafio para esses robés, de
forma que os robbs podem ser utilizados também para auxiliar a decisdo de especialistas.

Outro fator de motivacao do trabalho é a ainda pequena parcela de brasileiros que
investem no mercado de capitais, apesar do recente aumento desse numero. O trabalho
tem a pretensao de contribuir para o desenvolvimento de metodologias de investimentos
que atraiam futuros investidores, aumentando assim, a quantidade desses.

1.6 Organizacgao do trabalho

A fundamentagéao tedrica, apresentada no capitulo 2, faz uma revisao literaria dos
temas necessarios ao entendimento do trabalho, abordando conteudo teorico acerca da
teoria de finangas e técnicas meta-heuristicas, mais especificamente daquelas utilizadas
no trabalho. O capitulo 3, referente a metodologia, explica com maior detalhes como os
experimentos foram realizados, explicita materiais e métodos necessarios em seu desen-
volvimento. O capitulo 4, denominado resultados, informa os dados que foram utilizados
e coletados, apresentando-os e discutindo-os de forma a tentar responder os questiona-
mentos levantados pelo trabalho. Por fim, a conclusé&o no capitulo 5 apresenta, de forma
objetiva, uma resposta para as hipo6teses criadas com base nos resultados obtidos, além de
sugerir trabalhos futuros para a continuagéo da pesquisa proposta nesse trabalho.
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2 Fundamentacao Teorica

Para melhor entendimento do trabalho, a compreenséo de alguns conceitos rela-
cionados é fundamental. Dessa forma, este capitulo apresenta uma revisao literaria dos
fundamentos tedricos nos quais este trabalho se baseia. Por ele ter um carater interdiscipli-
nar, sdo apresentados conceitos, tanto da area de finangas, quanto da area de otimizacéao e
de computagao paralela.

2.1 Teoria e Métodos de Otimizacao

O processo de otimizagao esta relacionado a problemas que envolvem tomadas
de decisao, sendo utilizado na busca pela melhor decisdo. A medida da qualidade de
possiveis solugdes ou decisdes sao definidas por fungdes objetivos em que deseja-se obter
o maior (problemas de maximizagao) ou menor (problemas de minimizacao) valor possivel.
Dessa forma, teorias de otimizagdo podem ser utilizadas em varias areas de estudo, como
engenharia, economia, computagao, entre outras. Recentemente, a area de otimizagao tem
recebido maior atencéo devido ao rapido progresso da computacao, contribuindo com a
criacdo novos métodos de otimizacao, além de proporcionar a execugao das técnicas de
otimizagdo em tempos cada vez menores (CHONG; ZAK, 2009).

2.1.1 Modelos de Otimizacao

Problemas de otimizagao, em geral, podem ser representados pelo par (.5, f), em
que S é o conjunto de solugdes factiveis para o problema e f : S — R é a fungao objetivo.
O conjunto de solugdes factiveis corresponde a todas as respostas validas para o problema
proposto e a funcao objetivo representa um valor ou custo associado a uma solugéo factivel.
O maior objetivo de problemas de otimizagao é encontrar uma solugao s* tal que nenhuma
outra solugéo s € S possui melhor fungéo objetivo que essa, ou seja, f(s*) < f(s),Vs € S,
para um problema de otimizagcdo de minimizacédo. Essa solugcao s* é denominada étimo
global do problema (TALBI, 2009).

Outro conceito importante, em problemas de otimizacao, é o de 6timo local que,
segundo Castro (2006), pode ser definido como uma solugao x pertencente ao conjunto de
solugdes factiveis S e que, em uma dada vizinhanga, nao possua vizinhos melhores, ou seja,
em relagdo a uma vizinhanca N definida da seguinte forma: N(z) =y € S : dist(z,y) <€,
x é um étimo local se f(z) < f(y)Vy € N(z), considerando um problema de minimizagao,
onde dist(.) é a fungao que determina a distancia euclidiana entre as solu¢des z e y, € € €
uma constante estritamente positiva.
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Modelos de otimizagao, segundo Talbi (2009), podem ser divididos em classes
nao exclusivas: modelos de programag¢ao matematica, de otimizacdo combinatéria ou nao
analiticos. Modelos de programagao matematica podem ainda ser classificados quanto ao
tipo da variavel de decisao: inteiro, continuo ou misto; e quanto as fung¢des de objetivo e
restricdes: lineares ou ndo-lineares. Modelos lineares de programagao matematica continua
sao muito utilizados e podem ser representados de forma genérica da seguinte forma:

minc - x

sujeito a:
A-x>b

x>0

onde x € R™ é um vetor de variaveis continuas de decisao, ¢ € R"™ é um vetor constante que
representa custos associados a cada variavel de deciséo, b € R € um vetor de coeficientes
constante que representa limites associados a cada restricdo e A € R"™ é uma matriz
constante de coeficientes que representa as restricoes do problema. Deve-se observar que a
representacao genérica apresentada € utilizada para problemas de minimizacdo. Considera-
se, portanto, que problemas de maximizagao da fungao objetivo f sdo equivalentes aos
problemas de minimizagao da fungéo objetivo — f.

Em modelos lineares, tanto a fungéo objetivo ¢’ - = quanto as restricbes A-x > b
sao fungdes lineares. A grande utilizagdo desse modelo de otimizagao se deve ao fato de
haver algoritmos exatos que resolvem o problema em tempo polinomial na pratica, como
o simplex e o algoritmo de pontos interiores. Tais métodos apresentam boa eficiéncia ao
explorar o fato de que, em modelos lineares continuos, o 6timo global se encontra em um
dos vértices do politopo formado pela regido factivel do problema.

No mundo real, percebe-se muitos problemas que possuem fungdes objetivos ou
restricdes que nado sao lineares. Modelos nao lineares continuos, que consistem em minimi-
zar ou maximizar a fungao objetivo f : S C R™ — R, podem ser Uteis para esses casos.
Solucionar tais modelos, entretanto, € mais dificil do que solucionar os lineares. Para o caso
especifico dos modelos quadraticos convexos, que sdo 0s mais simples dentre os modelos
nao lineares, existem métodos exatos eficientes como o algoritmo de pontos interiores es-
tendido ou método de programacao quadratica sequencial, que utiliza o0 método de Newton
ou quase-Newton para solucionar diretamente as condigdes de Karush—Kuhn—Tucker para
o problema original (BAZARAA; SHERALI; SHETTY, 1993).

Para os problemas de otimizagao continuos nao lineares irrestritos, de acordo com
Bazaraa, Sherali e Shetty (1993), podem ser utilizados varios métodos de busca local,
como o método do Gradiente, método de Newton ou quase-Newton, sendo que para
problemas convexos, o étimo local corresponde ao étimo global. Os problemas restritos,
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mais complicados, podem ser solucionados por métodos de penaliza¢ao e barreia ou por
métodos de Gradiente reduzido generalizado.

Modelos de otimizagao inteira sdo aqueles que possuem variaveis de decisao inteiras
e, quando um modelo possui variaveis tanto inteiras quanto continuas, € denominado
problema de otimizagao inteira mista. Problemas de otimizagao inteira que possuem espaco
de busca finitos sdo chamados de problemas de otimizagdo combinatéria. Modelos de
otimizag&o inteira e inteira mista sdo mais dificeis de resolver que modelos continuos.
Nesse caso, sao utilizados algoritmos de enumeragao, como o branch-and-bound para
instancias pequenas, ja que tais métodos nao sao eficientes. Para instancias maiores, o
uso de técnicas heuristicas é recomendado (TALBI, 2009).

2.1.2 Meétodos de Otimizacao

Como discutido brevemente na secao anterior, diferentes tipos de problemas pos-
suem diferentes métodos de solucao. Talbi (2009) afirma que o tipo de método a ser
empregado depende da complexidade do problema. Para problemas NP-completos, méto-
dos exatos gastam tempo nao polinomial em relagdo ao tamanho da instancia, de forma
que, para instancias de tamanho grande, métodos aproximados podem ser uma alternativa
mais viavel. Problemas de otimizagao linear continuo pertencem a classe P de problemas,
ou seja, podem ser solucionados em tempo polinomial por algoritmos exatos, enquanto que
o problema do caixeiro viajante, coloragdo de grafos e problema de roteamento de veiculo
sao exemplos de problemas da classe NP-completo.

Figura 1 — Métodos classicos de otimizagédo

Métodos de otimizac&o

/\>

Métodos exatos Métodos aproximados
4%* IDA* Algoritmos Algoritmos de
Branch and X derestricdes  dinamica heuristicos aproximacéo
Branchand Branchand Branchand Meta-heuristicas Heuristicas especificas
. de um problema
bound cut price /\
Meta-heuristicas de Meta-heuristicas
uma Unica solugéo populacionais

Fonte: Adaptado de Talbi (2009)
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Métodos exatos sao aqueles que garantem encontrar o 6timo global do problema,
enquanto que métodos aproximados podem gerar solu¢des de boa qualidade, mas ndo ha a
garantia de se encontrar o étimo global e, apesar dessa desvantagem, métodos aproximados
possuem tempo de execugao em tempo aceitavel, na pratica, enquanto métodos exatos
podem gastar tempo inviavel dependendo do problema. Figura 1 apresenta ramificagdes
dos métodos de otimizagcdo que partem desses dois principais tipos: métodos exatos e
aproximados. Os exatos séo divididos, entdo, da seguinte forma:

» Programacéao dindmica utiliza a estratégia "dividir para conquistar", dividindo o pro-
blema, recursivamente, em problemas menores e o resultado depende de uma sequén-
cia de decisdes parciais. O método evita a enumeracao do espaco de busca podando
divisdes que n&o levardo ao 6timo global;

* Os algoritmos da familia do branch and bound e do A* baseam-se na enumeragao
implicita das solugdes no espago de busca. Em ambas as familias sao construidas
arvores cuja raiz representa o problema e as ramificacdes sao divisdes que levam a
possiveis solugdes (folhas). Branch and bound e algoritmos de sua familia também
evitam a enumeragao completa realizando podas em nés que nao levam a solugao
6tima;

» Programacéao de restricbes é um paradigma de programacado que envolve concei-
tos de arvore de busca e implicagdes légicas. Relagdes de restricdo sao formadas
entre variaveis, de forma que um modelo de otimizagdo pode ser modelado como
um conjunto de variaveis ligado por um conjunto de restricdes que relacionam tais
variaveis.

Métodos aproximados proporcionam boas solugdes, mas ndo garantem encontrar o
6timo global e existem duas subclasses de algoritmos: os de aproximagao e os heuristicos.
Os algoritmos de aproximacgao garantem solucdes que estejam longe do 6timo global
s em, no maximo, um limite de ¢ vezes. Esses algoritmos devem possuir complexidade
computacional polinomial e gerar uma solugéao « tal que, num problema de minimizagéo, as
seguintes sentencas sejam verdadeiras (TALBI, 2009):

a<e-s,see>1

e-s<a,see < 1.

Algoritmos heuristicos se dividem em heuristicas especificas e meta-heuristicas,
sendo que ambos objetivam proporcionar boas solugées em um tempo razoavel, mesmo
para problemas de grande escala. De acordo com Talbi (2009), a palavra heuristica tem
origem na palavra grega heuriskein, que significa "arte de descobrir novas estratégias para
solucionar problemas". Heuristicas sao, geralmente, metodologias que encontram étimos
locais, mas existem heuristicas especificas para alguns problemas que podem proporcionar
solugdes satisfatorias. Ainda segundo Talbi (2009), o sufixo meta também possui origem
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grega e significa "metodologia superior". Meta-heuristicas podem ser consideradas metodo-
logias superiores em relacao as heuristicas pela possibilidade de se encontrar ndo apenas
um 6timo local, aumentando a chance de encontrar melhores solugées e, eventualmente, o
6timo global.

Meta-heuristicas possuem dois objetivos conflitantes: diversificagao e intensificagao.
Diversificagdo consiste na boa exploracao do espaco de busca, mecanismo que possibilita
que o método nao se estabilize ou estagne apds encontrar um étimo local. Intensificagao,
por outro lado, consiste na boa exploragdo de espacos proximos as melhores solugdes
encontradas, a procura exatamente de um étimo local. Meta-heuristicas de solugbes Unicas
transformam uma solucéo durante o processo de busca e possuem a intensificagdo mais
acentuada. Ja meta-heuristicas populacionais envolvem uma populagéo inteira que interage
e transformam-se durante o processo de busca, possuindo o mecanismo de diversificagcao
mais acentuado.

Algumas meta-heuristicas sao inspiradas em fenémenos da natureza e séo chama-
das de evolutivas. Castro (2006) afirma que a computacao evolutiva surgiu da observagao
de estratégias encontradas na propria natureza para a solugao de problemas complexos,
tais como procura por alimentos, fuga de predadores, organiza¢ao dos lares e busca por
ambientes com melhores condigdes climaticas. Algoritmos evolutivos sdo inspirados em
estratégias presentes na natureza, incorporando processos que imitam esses fenébmenos
naturais, mas sem a preocupac¢ao da modelagem acurada dos fenbmenos observados.
Alguns exemplos sdo: o algoritmo Coldnia de Formigas, inspirado na busca de formigas
por alimentos; Otimizacao por Nuvem de Particulas, inspirado no comportamento de um
bando de passaros em voo; Algoritmo Genético, inspirado na teoria de evolugéao genética
de Darwin; e Algoritmo Imunolégico, inspirado no funcionamento do sistema imunoldgico
dos mamiferos.

Algoritmos evolutivos podem ser utilizados em problemas de otimizagcado e sao
indicados para problemas cuja solugdo exata nao pode ser obtida em um tempo viavel
utilizando algoritmos disponiveis atualmente. A maioria dos algoritmos evolutivos sdo meta-
heuristicas populacionais baseadas na teoria de evolu¢ao de Darwin e reproduzem trés
processos analogos aos que a teoria propde: reprodugédo de uma populagéo de individuos,
variacao genética dos novos individuos gerados e selecao natural dos individuos mais aptos.
Como na teoria de Darwin, espera-se que a populagdo possua individuos cada vez mais
aptos ao seu ambiente (CASTRO, 2006).

Tendo em vista que algoritmos evolutivos sdo métodos meta-heuristicos populacio-
nais, Castro (2006) afirma que tais algoritmos podem ser vistos como sistemas baseados
em agentes, que pode ser qualquer coisa que percebe seu ambiente por meio de sensores
e age sobre esse ambiente.

Em algoritmos baseados na teoria de selecao natural de Darwin, os agentes séo
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individuos e seu conjunto forma uma populagédo. Cada individuo é representado genetica-
mente por um cromossomo composto por genes, sendo que cada um desses genes podem
ser valores binarios, reais, strings, vetores ou outra forma abstrata de dados que represente
uma variavel de decisdo num modelo de otimizagao. Alelos correspondem ao conjunto de
valores que cada gene pode assumir. Algoritmos evolutivos fazem, portanto, uma metéafora
dos processos de recombinacao, mutacao e selecéo natural a partir dessa representagao
genética computacional dos individuos (CASTRO, 2006).

O Algoritmo 1, de Castro (2006), representa uma forma genérica para um algoritmo
evolutivo, sendo que os parametros de entrada sdo a probabilidade de cruzamento pc e a
probabilidade de mutacao pm € a saida é a populacédo de agentes ou individuos P. Em
um problema de otimizagéo, o método "inicializa" pode atribuir diferentes solu¢des para os
componentes da populagao, o método "avalia" atribui valor a cada solugdo com base na
funcao objetivo, privilegiando as melhores solugdes. O método "reproduza” combina infor-
macdes de diferentes solugdes para gerar outras novas com probabilidade pc, o "perturba”
altera algumas dessas novas solugdes com uma probabilidade pm e, por fim, "seleciona”
escolhe as solugbes para continuar na populagéo de acordo com a avaliagéo atribuida a
cada solucéo.

Algoritmo 1: ALGORITMO EVOLUTIVO GENERICO
Entrada: pc, pm
Saida: P
inicio
INICIALIZA P
f < AVALIA(P)
P < SELECIONA(P, f)
t<+1
enquanto critério de parada ndo satisfeito faca
P < REPRODUZA(P,f,pc)
P < PERTURBA(P,pm)
f < AVALIA(P)
P < SELECIONA(P, f)

t+—t+1
fim

fim
retorna P

2.1.2.1 Busca Local

De acordo com Talbi (2009), a busca local €, provavelmente, o método heuristico
mais antigo e simples. Consiste em melhorar uma soluggo inicial, parametro do método. De
acordo com uma vizinhancga definida, o método troca a solug¢ao corrente por uma solugao
vizinha melhor e termina quando nenhum vizinho € melhor que a solucéo corrente. A selegao
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do vizinho que devera tomar o lugar da solucao corrente depende da estratégia adotada,
sendo que as mais utilizadas sao:

» Best improvement: nessa estratégia, deve-se selecionar o melhor vizinho da solugao
corrente para tomar seu lugar. Essa estratégia pode gastar muito tempo dependendo
da vizinhanga adotada;

* First improvement: seguindo essa estratégia, ao explorar os vizinhos de uma solugao
corrente, o primeiro melhor vizinho da solugéo corrente passa a ser a solugao corrente
e assim sucessivamente, até que se encontre uma solugao que nao possui vizinhos
melhores. Nesse caso, todos seus vizinhos sdo explorados, como no best improve-
ment. O fato dessa estratégia nao avaliar todos os vizinhos de todas as solucoes
faz com que ela seja mais rapida na maioria dos casos e, no pior caso, igual o best
improvement.

2.1.2.2 Algoritmo Genético (AG)

AG é um algoritmo evolutivo baseado na teoria da evolugao de Darwin e, por isso,
utiliza o vocabulario relacionado a area de genética. Dessa forma, o algoritmo utiliza uma
populacao de individuos, representados por cromossomos, que por sua vez sao compostos
por genes. Foi proposto inicialmente por Holland (1975) e seus procedimentos podem ser
representados pelo algoritmo 1.

A inicializacao pode ser realizada de forma aleatéria, atribuindo diferentes solugdes
aos individuos por meio de uma funcéao aleatéria que leva em conta restricdes e dominios
das variaveis do problema. Atribuir aos individuos solugdes igualmente espagadas no
espaco de solugdes é outra forma de inicializar a populacéo inicial. E uma terceira forma
de inicializar a populagéo é utilizando um método heuristico que gere boas solugdes, que
serao atribuidas aos individuos (TALBI, 2009).

Avaliacao atribui aos individuos da populagao valores de aptidao (fitness) relacio-
nados a fungao objetivo, podendo ser inclusive o proprio valor dessa fungao. Uma forma
muito utilizada de avaliar os individuos é atribuindo probabilidades p de reproduzir para
cada individuo, sendo p; = fi/zyzl fj, onde f; é a funcdo objetivo aplicada ao individuo
1 e N é o tamanho da populagédo. Apds a atribuicao dessas probabilidades um método
determinado roleta seleciona N individuos para a reprodugao. E importante observar que o
mesmo individuo pode ser escolhido mais de uma vez para reproduzir (CASTRO, 2006).

Reproducédo ou cruzamento de individuos é um processo analogo ao cruzamento
biolégico, no qual dois individuos (pais) combinam seus materiais genéticos para gerarem
dois novo individuos (filhos). Primeiramente, foi proposto o cruzamento de ponto Unico,
em que um ponto do cromossomo é escolhido aleatoriamente e o primeiro filho é formado
com 0s genes a esquerda daquele ponto do primeiro pai e genes a direita daquele ponto
do segundo pai, enquanto que o segundo filho € formado pelos genes complementares
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aos genes dos pais que geraram o primeiro filho. Esse operador € um caso especifico do
operador de n pontos de corte, em que n pontos do cromossomo é escolhido aleatoriamente
e 0s genes dos pais sao atribuidos ao primeiro e segundo filho intercalando a cada ponto
de corte, de forma que os filhos sejam formados, um em relagé&o ao outro, sempre pelos
genes complementares dos pais (TALBI, 2009). A Figura 2 ilustra o cruzamento de ponto
unico e o cruzamento com dois pontos de corte para um problema em que 0s genes podem
assumir apenas valores binarios (zero ou um).

Figura 2 — Operadores de cruzamento com 1 e 2 pontos de corte

Pais Filhos

10011100,100 1 Cruzamento de pontoanico 1 001 110 0,011 1
)

. —_— :
0111001050111 1001110051001
! X
] 1 ! 1
100:’1110010501 g;uj:tg:';t;gz 10051001001501
I i ‘ " i

1 I 1
011100100111 100:1110010:01
1

Fonte: Adaptado de Talbi (2009)

Outro operador de cruzamento muito utilizado é o cruzamento uniforme, em que
cada gene do primeiro pai é designado aleatoriamente ao primeiro ou segundo filho e o
filho que nao foi selecionado recebe o gene do segundo pai na mesma posicao daquele
gene no primeiro pai. Independente do operador, cada par de pais reproduz com uma
probabilidade pc, sendo que aqueles que néo reproduzem sao simplesmente copiados para
a proxima geragao (TALBI, 2009). A Figura 3 mostra o funcionamento desse operador para
um problema em que as variaveis de decisdo sao binarias (podem assumir valor zero ou
um).

Figura 3 — Operadores de cruzamento uniforme

Pais Filhos

111111111111 100111000111

Cruzamento uniforme

—_—>

0000O0O0OO0OO0OOOO 011000111000

Fonte: Adaptado de Talbi (2009)

Em algoritmos genéticos, a pertubacgao é realizada através da mutacgao, processo
analogo a mutagao genética, podendo incorporar caracteristicas aos individuos cujos pais
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nao possuem, garantindo diversidade a populacdo. A mutacao de ponto, muito utilizada,
modifica o valor de cada gene de um individuo com uma probabilidade pm (CASTRO, 2006).
Para um gene com alelo binario, por exemplo, caso seja selecionado para sofrer mutagao,
seu valor é trocado pelo outro (zero é alterado para um e um € alterado para zero), como
ocorre no exemplo mostrado pela Figura 4.

Figura 4 — Mutagdes de ponto para um cromossomo de tamanho 8

| 1 ﬁ 0 | 0 & 1 | 1 &Cromossomooriginal

Mutagao de ponto

| 1 n 0 | 0 1 | 1 nCromossomomutado

Para a realizagao da selecao, muitos métodos podem ser utilizados. O mais basico
deles é escolher todos os individuos filhos para a proxima iteragdo ou geragédo. Outro
meétodo que pode ser utilizado é a roleta, da mesma forma que foi mencionada para a
selecao dos pais no cruzamento. Independente do método utilizado na selecao, pode-se
optar por utilizar o elitismo, ou seja, um numero arbitrario das melhores solugdées de uma
geracao, sempre sao copiados para a populacao da préxima geracao (TALBI, 2009).

Também existem varias formas de estabelecer um critério de parada, sendo que
utilizar um limite maximo para as geragdes € a forma mais simples, porém muito utilizada.
Outros exemplos séo: encontrar o valor 6timo, atingir um tempo maximo de execugao ou
varias execugdes sem que haja melhora na populagédo. Podem ser utilizadas combinagdes
desses critérios ou varios outros nao citados (TALBI, 2009).

Talbi (2009) também afirma que o algoritmo genético pode ser utilizado junto com o
método heuristico de busca local, formando um método meta-heuristico hibrido denominado
algoritmo memeético.

2.1.2.3 Algoritmo de Evolucao Diferencial (ED)

O ED foi proposto por Storn e Price (1995) e consiste em um algoritmo evolutivo
baseado na combinagbes de vetores com o objetivo de guiar os vetores da populagdo em
direcédo as boas solugdes. Foi proposto inicialmente para problemas de variaveis continuas
e se mostrou muito eficiente para esse grupo de problemas.

Os procedimentos desse algoritmo seguem o pseudocodigo do algoritmo 1, exceto
pelo fato do ED realizar a perturbacao (mutagdo) antes da recombinacao (cruzamento). A
populacao inicial € gerada da mesma forma que no algoritmo genético, mas cada individuo
€ considerado um vetor de pontos flutuantes (TALBI, 2009).

Apdés a geracao da populagéo inicial, seguida de sua avaliagéo e selegao, o algoritmo
executa a mutacao, utilizando operadores diferentes dos operadores classicos utilizados
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no AG. Seu operador realiza 0 seguinte procedimento, para cada novo individuo v; gerado
pela mutacéo (vetor mutante), com ¢ variando de 1 até NV (tamanho da populagéo), em uma
dada geragao g (PRICE; STORN; LAMPINEN, 2005):

Vig = Trog + F - (Tr1g — Trayg) (1)

onde F' € [0,2] é um fator de escala e parametro do algoritmo, 0, r1 e r2 sdo diferentes
indices de vetores da populagéo corrente, z,( , € denominado vetor base e (z,1,4 — Z,2,4),
vetor diferencial. Esse procedimento é ilustrado pela Figura 5.

Figura 5 — Mutacao no algoritmo ED

Vig = Tro,g FF lr-f'."l.u Tp2.9)

S

Fonte: Price, Storn e Lampinen (2005)

De acordo com Talbi (2009), a forma com que o vetor base é selecionado depende
da estratégia adotada no desenvolvimento do ED. A estratégia é definida pela notacao
DE/x/y/z, em que x determina a forma de selecao do vetor base, que pode ser aleatéria,
por exemplo, y determina a quantidade de vetores diferenciais, que pode ser 1, como na
equacgao 1, e z determina o esquema de cruzamento, que possui 0 binomial como padrao.
Um exemplo de estratégia muito utilizada é a DE/rand/1/bin, que seleciona o vetor base de
forma aleatdria, utiliza 1 vetor diferencial e realiza o cruzamento binomial.

O cruzamento no ED também utiliza operadores diferentes do operadores classicos
do AG. Um vetor experimental u; € criado em cada geragdo e combina elementos dos
vetores originais com os vetores mutantes. O operador de cruzamento depende da estra-
tégia adotada, sendo que a estratégia "bin" (cruzamento binomial) determina o seguinte
procedimento, dado um par composto pelo individuo original z; , € seu respectivo vetor
mutante v; ,:

Vjig, S€Tand; < CRou j = rand
Ujig = .
g, CASO CONtrario
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onde j indica a posi¢céo de um elemento do vetor, rand; € {0,1} € um ndmero aleatério para
cada posicao j dos vetores e rand € um valor aleatério que define uma posicao do vetor
experimental que devera conter, obrigatoriamente, o elemento do vetor mutante naquela
mesma posicao.

A selecao dos individuos para a proxima geragao € realizada da seguinte forma,
considerando um problema de minimizacao:

Uig, € f(uig) < f(wig)

Tijg+1 =
Tig, caso contrario

onde C'R, parametro do algoritmo, é a constante de crossover, f(.) representa a fungao
objetivo, u; , € 0 vetor experimental de indice i na geragédo g e z;, € 0 vetor original de
indice ¢ da populagédo na geracao g.

2.2 Otimizagao Multiobjetivo

Modelos de otimizagao multiobjetivo possuem varias fung¢des objetivos, cada um
representando um critério diferente, sendo que eles sédo, na maioria das vezes, conflitantes.
Como no problema de producao em que deseja-se minimizar o custo e, a0 mesmo tempo,
maximizar a qualidade dos produtos fabricados. Nesse caso, ndo existe uma unica solugéo
6tima, mas um conjunto de solucdes ndo dominadas chamado de conjunto Pareto-6timo.
Uma solucéo pertence a este conjunto se ndo existe outra solugao que a domine, ou seja,
que a supere em pelo menos um objetivo e que ndo seja dominada por ela em nenhum
obijetivo.

2.2.1 Conceitos basicos

Um problema de otimizagao multiobjetivo, considerando objetivos de minimizacéo,
pode ser representado genericamente da seguinte forma (TALBI, 2009):

min F'(z) = (fi(z), f2(x), ..., fulz))

sujeito a:
resS

onde F(x) é o conjunto de tamanho n, com n > 2, de fungdes objetivos do problema,
x = (x1, 9, ...,xk) é 0 vetor de varidveis de decisdo e S é o conjunto de todas solugdes
factiveis, levando em conta as restricoes e dominios do problema.

O entendimento do conceito de dominancia € importante para a compreensao
de problemas multiobjetivos. Pode-se dizer que uma solugao s;, com vetor de funcgdes
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objetivos u = {uy, ..., u, }, € melhor que outra solugéo s,, com vetor de fungdes objetivos
v ={v1,...,v,}, se u domina v (u < v), ou seja, nenhuma fungédo objetivo de v possui valor
menor que seu respectivo valor em u e, além disso, pelo menos para um objetivo, o valor
da fungéo objetivo de u € menor que o de v. Formalmente, Vi € {1,...,n} :u; <v; AJi €
{1,...,n} 1 u; <.

Dominéancia fraca de u sobre v (u < v) ocorre quando nenhum valor de fungao
objetivo de v € menor que o valor dessa fungéo para u, ou ainda, Vi € {1,...,n} : u; < v;.
Pode-se observar que, sempre que u domina v, também ocorre a dominancia fraca de u
sobre v, mas pode ocorrer dominancia fraca de u sobre v sem que u domine v e, nesse
caso, u e v sdo ndo-dominados entre si. Também existe a dominancia forte ou estrita,
que ocorre quando um vetor possui 0s valores menores que de um outro vetor para todos
os objetivos. Ou seja, u domina estritamente v (u << v) se Vi € {1,....,n} : u; < v; e,
consequentemente, v domina v.

Utilizando o conceito de dominéancia, Talbi (2009) define o conjunto Pareto-6timo
P* como o conjunto que possui todas as solugdes z* € S, tais que nenhuma outra solugao
de S adomine, isto é, P* = {z* € S:Vx € S, F(x) £ F(x*)}. A fronteira de Pareto F'P*
€ a imagem do conjunto Pareto-6timo em relagao aos seus valores de fungdes objetivos, ou
seja, FP* = {F(z*),z* € P*}. A Figura 6 mostra uma fronteira de Pareto, formada pelas
solucdes representadas por circulos, para um problema de minimizacao biobjetivo, além
de solugcdes dominadas, representadas por triangulos. Na imagem pode-se observar que
para cada solugdo dominada existe pelo menos um circulo que possui valores de f; e de f,
menores que os seus. Verifica-se também que as solucdes do conjunto Pareto-6timo néao
sao dominadas por nenhuma outra e se dispdéem de forma parecida com uma curva em que
pontos acima dessa curva sao dominados.

Figura 6 — Fronteira de Pareto e solugbes dominadas
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Fonte: Adaptado de Talbi (2009)
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2.2.2 Meta-heuristicas para otimizagcao multiobjetivo

A complexidade computacional do problemas de otimizagcao multiobjetivos aumentam
muito com o tamanho do problema. Assim, problemas com dificultadores como fun¢des nao
lineares ou variaveis inteiras e que, principalmente, ndo possuem métodos exatos de solugao
em tempo polinomial de execugao, se tornam ainda mais dificeis de serem solucionados
quando o problema é multiobjetivo. Dessa forma, a utilizagdo de meta-heuristicas, que
proporcionam boas solugdes em tempo aceitavel na pratica, € muito frequente na solugao
de tais problemas (TALBI, 2009).

Primeiramente serao apresentadas métricas de avaliagdo de solugcbes geradas por
técnicas meta-heuristicas em problemas multiobjetivos e, posteriormente, algumas dessas
técnicas serao apresentadas.

2.2.2.1 Medidas de desempenho

Em grande parte dos problemas de otimizagdo multiobjetivo, as meta-heuristicas
possuem 0s objetivos de aproximarem as solugbées o maximo possivel da fronteira de
Pareto (boa cobertura), além de espalhar essas solugbes de forma mais uniforme possivel
no espacgo de solugdes (boa diversidade). Dessa forma, existem algumas métricas que
avaliam o desempenho das solug¢des geradas por uma meta-heuristica em relacdo aos dois
objetivos: cobertura e diversidade das solugdes.

Métricas de diversidade, de acordo com Jiang et al. (2014), medem a qualidade do
espalhamento e distribuicdo das solugbes no conjunto 6timo proporcionado pelo algoritmo
que esta sendo avaliado. O espalhamento das solucbes se baseia na distancia entre os
extremos do conjunto e a distribuicado tem como referéncia o espacamento entre as solugdes
vizinhas, sendo que deseja-se um conjunto com maior espalhamento possivel e solu¢des
vizinhas com espagamento mais uniforme possivel.

Um exemplo de métrica de diversidade é a métrica A, que é definida da seguinte
forma (DEB et al., 2000):

'« (d;—d
As) =2 (|S] - 1>

i=1

onde S € o conjunto de solugdes 6timas gerado pelo algoritmo avaliado, ou seja, o conjunto
formado por todas as solugcdes que ndo sao dominadas por nenhuma outra solugao gerada,
d; é a distancia Euclidiana entre as solucdes consecutivas de S e d é a média dos valores
de d;,Vi € 1,...,|S| — 1. Quanto menor é o valor da métrica A, mais bem espalhadas as
solucdes estao e, portanto, mais diversificadas elas sao, sendo que o valor zero indica que
0 espagcamento entre todas as solugdes consecutivas € exatamente 0 mesmo.
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Métricas de capacidade indicam a quantidade ou propor¢ao de solugdes que nao
sao dominadas. Métricas mais simples utilizam o préprio tamanho do conjunto de solugdes
otimas ou a proporcao desse valor em relagao a todas as solugbes geradas pelo algoritmo
avaliado. Apesar dessas métricas que avaliam apenas solu¢gdes de um unico algoritmo
proporcionarem algumas informacdes tal como a convergéncia do algoritmo, ainda nao sao
capazes de avaliar a cobertura desse algoritmo, ou seja, quao perto as solugcbes geradas
estdo do conjunto Pareto-6timo. Como na maioria dos casos nao se conhece o conjunto
Pareto-6timo, algumas métricas de capacidade comparam as solucdes geradas por um
algoritmo com um conjunto de referéncia ou com o conjunto de solugdes gerado por outro
algoritmo para, assim, avaliar a cobertura do algoritmo estudado em relagéao a outro (JIANG
et al., 2014).

A métrica C (Coverage of two sets) mede a cobertura do conjunto de solucdes
6timas S; de um algoritmo em relagdo ao conjunto S5 de outro algoritmo da seguinte forma
(ZITZLER; THIELE, 1998):

Sy € Sy|ds1 € 51151 =X 85
C(81,8,) = 125 1|5|1 =L
2

Essa métrica indica a fragcao das solug¢des do conjunto .S, que sdo dominadas por
alguma solugéo do conjunto .S;. Dessa forma, quanto menor o valor dessa métrica, melhor
€ a cobertura das solugdes do primeiro algoritmo em relagdo ao segundo.

A métrica HV (hipervolume), proposta por Zitzler e Thiele (1998), mede o volume do
espago dominado pela fronteira de Pareto gerada pelo algoritmo de otimizagdo multiobjetivo.
Entéo, quanto mais préximas da fronteira Pareto-6timo as solugdes estdo e quanto mais
uniformemente distribuidas estdo, maior o valor dessa métrica. Assim, HV € uma medida
gue pode analisar tanto a cobertura quanto a diversidade das solugdes. O indicador também
garante que, se todas as solugbes de um conjunto A sado fracamente dominadas por
solugdes de um conjunto B, o hipervolume de B sera maior que o de A. Essa métrica,
portanto, pode ser melhor definida da seguinte forma:

S|
HV(S,R) = volume(U v;)

=1
onde S é o conjunto de solugbes 6timas gerado pelo algoritmo, R é uma solugéo utilizada
como referéncia, normalmente dominada por todas as solugdes de S e v; € 0 hipercubo
formado por uma solugéo s; € S e a solugao de referéncia R. Um exemplo é mostrado na
Figura 7, considerando S = {A4,B,C'} para um problema de minimizagao para os dois obje-
tivos e, por isso, R € um ponto com valores que superam os demais em ambos os objetivos.
Nesse caso, em que ha apenas duas fungdes objetivos, o hipercubo € um retangulo e o
valor do hipervolume é a area do espacgo formado pela unido desses retangulos.
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Figura 7 — Hipervolume de um conjunto de solugdes arbitrario
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Fonte: Adaptado de Jiang et al. (2014)

2.2.3 NSGA-Il (Non-dominated Sorting Genetic Algorithm Il)

Proposto por Deb et al. (2000), o NSGA-II é um algoritmo genético elitista para
problemas de otimizagcao multiobjetivo. Seu carater elitista se deve ao fato do algoritmo
beneficiar as melhores solugdes no processo de selecao. O fluxograma do algoritmo é
mostrado na Figura 8, que inicia com a criacdo da populagio inicial P de tamanho N,,
segue com o célculo das funcdes objetivos dos individuos ou solugdes. Posteriormente, o
algoritmo entra num lago de repetigdo que inicia com reproducao e mutagao da populagao
corrente, utilizando os mesmos operadores utilizados no algoritmo genético, gerando uma
populagéo () também de tamanho N,.. Esse lago segue com o célculo de fungbes objetivos
dos novos individuos criados e, por ultimo, a selecdo dos N, melhores individuos para a
préxima geracgdo. O laco € interrompido quando o critério de parada é satisfeito.

A principal diferenga do NSGA-Il para um algoritmo genético monobjetivo é, além de
possuir mais de uma funcao objetivo, o seu processo de selecéo de individuos, que tenta
guiar as solugdes de forma a criar um conjunto com boa cobertura e diversidade. Dessa
forma, dois novos conceitos sdo incorporados pelo algoritmo: ordenagao nao-dominada e
distancia de aglomeragao.

A ordenacao nao-dominada ordena as fronteiras de Pareto formadas pelos indivi-
duos, de forma que a primeira fronteira é formada pelos individuos que ndo sdo dominados
por nenhum outro. A segunda fronteira € formada por individuos que nao sdo dominados por
nenhum outro, exceto aqueles pertencentes a primeira fronteira, e assim sucessivamente
até que todos os individuos estejam em uma fronteira, como ilustra a Figura 9. No NSGA-II
o algoritmo utilizado para esse procedimento € o Fast Nondominated Sorting, também
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Figura 8 — Fluxograma basico do algoritmo NSGA-I
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proposto por Deb et al. (2000).

A distancia de aglomeracao é utilizada para garantir diversidade do conjunto de
solucdes. Essa distancia, para um individuo ¢, corresponde ao somatério das distancias
normalizadas entre os vizinhos : — 1 e i + 1, ordenados em relagdo a um objetivo, para todos
os objetivos. E importante observar que a distancia de aglomeragéo depende da fronteira
ordenada a qual o individuo pertence. O algoritmo detalhado desse procedimento também
pode ser encontrado no trabalho de Deb et al. (2000), que o propés.

A partir desses conceitos, o algoritmo NSGA-II realiza a sele¢édo de individuos con-
forme mostra a Figura 10. Primeiro, € criado uma nova populagéo F;; vazia e comeg¢ando
pela primeira fronteira de P,, é verificado se o tamanho de P, ;; mais o numero de individuos
da primeira fronteia excede N, e, caso ndo exceda, todos os individuos da primeira fronteira
sdo adicionados em P, sendo que o mesmo ¢€ feito com a segunda fronteira e assim por
diante até que, em alguma fronteira 7, a soma realizada exceda /NV,,. Quando isso ocorre, as
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Figura 9 — Ordenagao nao-dominada
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Fonte: Adaptado de Wang, Tu € Chen (2015)

distancias de aglomeracéao dos individuos da i-ésima fronteira sdo calculados e os individuos
de maior distancia s&o incluidos em P, até que seu tamanho seja exatamente N,,.

Figura 10 — Selecao do NSGA-II
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Fonte: Adaptado de Deb et al. (2000)

2.2.4 SPEA2 (Strength Pareto Evolutionary Algorithm 2)

O algoritmo SPEAZ2 foi proposto por Zitzler et al. (2001) e, assim como o NSGA-II,
€ um algoritmo genético elitista para problemas de otimizagcao multiobjetivo. As principais
diferencas entre 0 SPEA2 e o NSGA-Il séo a inclusdo, no SPEA2, de um arquivo que
armazena os melhores individuos gerados e o método de selecao que, no SPEA2, ndo
utiliza ordenagao nao-dominada e distancia de aglomeracao, mas uma funcao de avaliagao
(fitness) que sera apresentada posteriormente.

A Figura 11 apresenta um fluxograma do SPEA2. Nesse algoritmo, além da popula-
¢éo de individuos P, de tamanho N, existe um arquivo P, que armazena as N melhores
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solucdes obtidas.

Figura 11 — Fluxograma basico do algoritmo SPEA2
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A funcao de avaliacao ou fitness no SPEA2 guia as solugées ou individuos de forma
a constituirem um conjunto com boa cobertura ou convergéncia ao conjunto Pareto-6timo e
boa diversidade. Para isso, séo utilizados os conceitos de dominancia e de densidade. Essa
funcao é avaliada para cada individuo, de forma que, quanto menor seu valor, mais apto é o
individuo. Alguns conceitos sdo necessarios para o calculo de tal funcao. Primeiramente, a
forca S de um individuo ¢, determinado pelo numero de individuos dominados por ele, pode
ser definida da seguinte forma:

S(i) = Wijli € BUP Aj =i}l

Outro conceito importante é o de fitness bruto (R) que, para um individuo ¢, corres-
ponde ao somatério das for¢cas de todos individuos que o dominam e que portanto, pode
ser assim definido:
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Ri)= Y SO

JEPUP A<

Para garantir a diversidade das solugdes, o algoritmo utiliza o conceito de densidade:

1

D) = disty; (k) + 2

onde dist;j(k) é a k-ésima distancia do conjunto ordenado das distancias entre i e todas as
demais solugdes j de P, U P,. O valor de k é um parametro do algoritmo, mas Zitzler et al.
(2001) sugere utilizar k = /N + N.

Por fim, a funcéo de avaliagdo é definida como F(i) = R(i)+ D(i). Pode-se observar
que o fitness bruto € sempre um valor inteiro enquanto que a densidade é um valor entre
zero e meio, ou seja, quando dois individuos sdo comparados, a densidade é relevante
apenas em caso de empate dos valores de fitness bruto.

Quando todos os individuos da populacao corrente e do arquivo tém sua funcao
de avaliacao calculados, o processo de selec¢ao segue de forma que todos os individuos
nao-dominados (aqueles que possuem fitness bruto igual a zero) sdo adicionados ao novo
arquivo P, ;. Apos esse procedimento, trés casos podem ocorrer:

+ A quantidade de elementos adicionados é igual ao tamanho do arquivo (N). Nesse
caso, 0 processo termina.

+ A quantidade de elementos adicionados é menor que N. Nesse caso, o arquivo é
completado com os demais individuos que apresentam os menores valores para a
funcao de avaliagao.

+ A quantidade de elementos adicionados é maior que N. Nesse caso, é utilizado um
algoritmo de corte.

O algoritmo de corte exclui, iterativamente, uma solucao até que a quantidade de
elementos restantes (quantidade de elementos adicionais - N) seja eliminada. Em cada
iteracao, o individuo a ser excluido é aquele que possui a menor distancia para seu vizinho
mais préximo e, em caso de empate, o que possuir a menor distancia para seu segundo
vizinho mais préximo e assim por diante.

2.2.5 PDEA (Pareto-based Differential Evolution Approach)

O algoritmo PDEA, proposto por Madavan (2002), € uma adaptacao do algoritmo
de evolucao diferencial (ED) para problemas de otimizagdo multiobjetivo. O algoritmo
utiliza os mesmos operadores de reproducédo e mutacédo do ED, diferenciando-se deste,
principalmente, no processo de selecao de individuos, que no PDEA, ¢ feito de forma
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similar ao NSGA-II (utilizando ordenacdo nao-dominada e distancia de aglomeragéo), apds
a geracgao de novos individuos por meio da reproducédo e mutacao.

Algoritmo 2: PDEA
Entrada: f, cr
Saida: P
inicio
INICIALIZA P
Fp < AVALIA(P)
t<1
enquanto critério de parada ndo satisfeito faca
@ < MUTAGAO(P,f)
() < REPRODUGAO(P,Q,cr)
Fg < AVALIA(Q)
P < SELECIONA(P,Q,Fp.,Fy)

t+—t+1
fim

fim
retorna P

O algoritmo 2 apresenta o pseudocédigo do PDEA, que possui como entrada
um fator de escala f e uma probabilidade de cruzamento c¢r. O método inicializa atribui
solucdes aleatérias aos individuos da populagao, avalia calcula as fungdes objetivos de uma
populacdo passada por parametro, mutagao e reproducao utilizam os mesmos operadores
do ED e seleciona realiza a sele¢cdo do NSGA-II. Apés o critério de parada ter sido satisfeito,
a populagao final é retornada, finalizando o algoritmo.

2.3 Otimizacao de Portfdlios

Antes de entrar na teoria do portfélio, € importante esclarecer alguns conceitos de
financas, tais como os ativos, definidos por Mansini, Ogryczak e Speranza (2015) como
quaisquer instrumentos financeiros negociaveis. No mercado de capitais, um investidor,
que pode ser privado ou institucional, investe uma quantidade de dinheiro denominada
capital em um ativo ou em um conjunto de ativos, criando assim, seu portfélio ou carteira
financeira. Esses ativos sao vendidos em lotes, que sdo quantidades minimas de agdes
que podem ser compradas de cada ativo, de forma que cada ativo sé pode ser comprado
ou vendido em quantidades multiplas desse lote minimo.

A avaliacdo de cada ativo no mercado de capitais pode ser avaliado de acordo
com seu preco de mercado ou cotacao. Para avaliar o desempenho passado de um
investimento utiliza-se a taxa de retorno r. Se o investimento ocorreu em um tempo ¢ — 1,
com término em ¢, o retorno no tempo t pode ser definido como (MANSINI; OGRYCZAK;
SPERANZA, 2015):
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Ty = (Ct - Ct—l)/Ct—1

onde ¢;_; e ¢; sao cotagdes do investimento nos tempos ¢ — 1 e t, respectivamente. Se
ry > 0, significa que houve lucro no investimento e caso r; < 0, significa que o investimento
gerou prejuizo.

Se a cotacdo de um ativo esteja subindo, poderia-se esperar que seu bom desempe-
nho continuaria no futuro e, assim, um investidor desejaria simplesmente investir todo seu
capital no ativo de melhor desempenho no presente, mas a cotagdo de um ativo é resultado
de varios fatores, como a forga e estabilidade da empresa, ou sua rentabilidade, projecdes
futuras para seu setor, expectativa de outros investidores e do volume de negociacoes
desse ativo, ou até mesmo de variaveis macroeconémicas, como politicas fiscais e inflagdes.
Dessa forma, estimar cotacdes futuras de um ativo pode ser uma tarefa muito dificil e,
consequentemente, o investimento em um Unico ativo se torna muito arriscado (MANSINI;
OGRYCZAK; SPERANZA, 2015).

2.3.1 Modelo de Markowitz

A teoria do portfdlio iniciou com o trabalho de Markowitz (1952), que foi a primeira
contribuicdo no desenvolvimento de modelos de otimizagao de portfélio. O autor apresentou
duas métricas de avaliagcdo de desempenho de um portfélio, o retorno esperado e o risco,
tentando prever o comportamento futuro desse portfélio. O retorno esperado expressa a
ideia de que um ativo que apresenta bom desempenho no passado recente pode manter tal
desempenho no futuro e, como se trata de uma previsao, o risco € a métrica proposta para
modelar a incerteza do retorno.

Markowitz (1952) considera investimento em cada ativo composto por porcentagem
do capital total. Ou seja, considerando n ativos disponivel para investimentos, z;, com
j € {1,...,n}, é a proporgéo do capital investido no ativo j. Assim, existe a restricdo de
que a soma dos investimentos deve ser igual ao capital disponivel para investimento,
ou 2?21 x; = 1. Além disso, nesse modelo inicial, ndo era permitido operar vendido no
mercado, ou seja, obter um ativo sem o capital necessario para sua compra, ou ainda
x; >0,Vje{l,..n}

Para modelar o retorno de um ativo j, Markowitz (1952) utiliza uma variavel aleatéria
R;, que possui média p; = E(R;), onde E(R) é uma fungdo que retorna o valor esperado
da variavel aleatéria R. Para calcular esse valor esperado para o retorno de j, deve-se
conhecer seus cenarios, que sao as situagdes ou valores de cotacdo do ativo possiveis em
um determinado tempo.

Supondo que em um determinado tempo todos os 71" cenarios de j sdo conhecidos,
cada cenario t, com t = 1,...,T, possui uma probabilidade p; de ocorrer, de forma que
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ZtT:M?t = 1. Em cada cenario t, o valor da variavel aleatéria I?; assume um valor r;; e,
assim, pode-se determinar o valor esperado do retorno de j: j1; = ZtT:l perje- Na pratica,
utiliza-se uma série histoérica das taxas de retorno de 5 como seus cenarios, aos quais sao
atribuidos probabilidades iguais. Dessa forma, o valor esperado do retorno do ativo j pode
ser assim definido:

onde r§ € a taxa de retorno do ativo j durante os tempos t — 1 e t em uma série histérica
formada por 7' cotagdes de j. O retorno Rx de um portfélio X, entdao, € a média ponderada
dos retornos dos ativos que o compde, ou seja, Rx = Z;L=1 R;z; e o retorno esperado
pode ser calculado como:

u(X) = E(Rx) = E(Z Rjx;) = Zuj% ()

Quanto maior o retorno esperado, melhor o desempenho do portfélio, mas esse
indicador apenas nao considera a incerteza do retorno do portfélio, ou seja, um investidor
que apenas maximiza o retorno esperado, ira investir todo seu capital no ativo que apresenta
o maior desempenho no passado, desconsiderando o alto risco de tal investimento. Dessa
forma, Markowitz (1952) propbe a utilizagado da variancia do portfélio como medida de
incerteza de seu retorno:

0= E{(R— E(R))*}.

Markowitz (1952) afirma que os retornos dos ativos sdo muito inter-correlacionados
e, dessa forma, a diversificacao do portfolio pode diminuir a sua variancia, mas nao elimina-
la. O autor define a variancia da carteira utilizando o conceito de covariancia, dessa forma,
fazendo com que a variancia dos retornos do portfélio se torne uma fungao quadratica dos
pesos x; dos ativos. Tal fato pode ser observado no calculo da covariancia dos retornos de
dois ativos i e j:

oi; = E{(R; — ps)(R; — p15) }-

Desenvolvendo as equacgdes propostas, Markowitz (1952) concluiu que a variancia
de um portfélio X pode ser definido como:

UQ(X) = zn:zn:(?'ijl‘il'j.

i=1 j=1
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Por fim, o modelo classico de Markowitz para otimizagao de portfélios € definido da
seguinte forma (MANSINI; OGRYCZAK; SPERANZA, 2015):

n n
ming g 0ijT;x;

i=1 j=1

sujeito a:

D1 = o
j=1

D =1
j=1
Z; >0 ] = 1,...,n

sendo que yy é um limite inferior para o retorno esperado do portfélio. Percebe-se que
esse modelo € monobijetivo, quadratico e continuo e pode, atualmente, ser solucionado por
um método exato de otimizacao. A partir desse modelo, outros mais complexos tém sido
propostos.

Em Markowitz (1959), foi proposto o conceito de fronteira eficiente, que consiste, em
um problema biobjetivo de selecao de portfélios com objetivos de maximizagao do retorno
esperado e minimizagao do risco, na fronteira Pareto-6timo de portfélios para um conjunto
de ativos disponiveis.

Figura 12 — Beneficio da diversificacao dos portfolios
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Fonte: Mansini, Ogryczak e Speranza (2015)

A Figura 12 mostra uma fronteira eficiente, considerando o modelo de Markowitz
com retorno esperado u € risco p, em que existem apenas dois ativos disponiveis: BEP
(best expectation portfolio) - um ativo de retorno esperado elevado, mas que também possui
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alto risco e WEP (worst expectation portfolio) - um ativo de retorno esperado baixo, mas
de baixo risco. Um conjunto de portfélios € formado, a partir do portfélio formado apenas
pelo WEP, de portfélios que diminuem a propor¢cao de WEP e aumentam gradativamente a
propor¢ao de investimento do ativo BEP. O ponto MRP (Minimum Risk Portfolio) é o ponto
de menor risco nesse conjunto e, pode-se perceber que tal ponto ndo é caracterizado pelo
portfolio que possui apenas o ativo de baixo risco, ou seja, a diversidade do portfélio é
fundamental na minimizag¢éo do risco dos portfélios. Percebe-se também que o ponto MRP
domina WEP, ou seja, possui menor risco € maior retorno esperado. A fronteira eficiente,
portanto, € formada pelo conjunto do ponto MRP até BEP e o parametro 1 (limite minimo
de retorno esperado) define o portfélio desse conjunto a ser escolhido no processo de
otimizacao.

2.3.2 Medidas de Risco

Além da variancia, existem outras formas de medir a dispersao da variavel aleatéria
retorno de um portfélio, em torno de sua média. Cada forma de medida de dispersao do
retorno do portfélio € também denominada medida de risco e podem substituir a fungéo
objetivo a ser minimizada do modelo de Markowitz, sendo que algumas delas possuem a
vantagem de ser lineares. Mansini, Ogryczak e Speranza (2015) apresenta algumas dessas
medidas como o desvio médio absoluto (MAD - Mean Absolute Deviation) e a diferenga
média de Gini (GMD - Gini’s Mean Difference).

MAD é uma medida de dispersao que indica a média do mddulo da diferenca entre
o valor da variavel aleatéria e seu valor esperado, ou seja, ela se difere da variancia por
utilizar o moédulo do erro no lugar do quadrado do erro. GMD é outra forma de medir a
dispersao de um portfélio, definida por uma funcgao linear que mede a média dos valores
absolutos das diferencas dos valores dos retornos proporcionados por cada cenario.

2.3.3 Medidas de Seguranca

Do ponto de vista de investimento, varia¢cdes da variavel aleatéria retorno acima do
valor esperado sao desejaveis, ja que aumentam o rendimento do investidor. Dessa forma,
pode ser mais interessante avaliar apenas os piores cenarios, ou seja, aqueles com baixos
valores de retorno.

Além das medidas de dispersao ja apresentadas, denominadas de medidas de risco
por Mansini, Ogryczak e Speranza (2015), existem outras medidas que avaliam somente
esses piores cenarios € sdo denominadas de medidas de seguranca. Algumas dessas
medidas serdo apresentadas e, diferente das medidas de risco, podem ser utilizadas em um
modelo de otimizagdo de portfolio como fungéo objetivo a ser maximizada. Essas medidas
de seguranca também podem ser transformadas em medidas de risco, passando a ser
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chamadas de medidas de downside risk.

2.3.3.1 Drawdown

Drawdown é uma medida de seguranga que indica, para uma série histérica de
cotagdes, o valor da perda entre 0 maximo do investimento naquele periodo e o valor em
um tempo t apos a ocorréncia desse maximo. Sua férmula € (DRAWDOWN, 2015):

IMMX):mm(QMMU—nmAX»

Prmaz(X)

onde p;(X) é o prego do portfélio X no tempo ¢ € p,...(X) é o valor do retorno maximo do
portfélio em um tempo ¢’ < ¢. Seu valor oposto pode ser utilizado como uma medida de
downside risk.

Para uma série histérica de T' cotagdes, cada tempo ¢ € {1,...,7'} possui um va-
lor de Drawdown. Para caracterizar toda a série, utiliza-se o Drawdown médio (ADD)
ou 0 Drawdown maximo (MDD) dessa série, sendo que ADD(X) = %ZL DDy(X) e
MDD(X) = max(|DD;(X)|) (DRAWDOWN, 2015). Dessa forma, essas duas medidas
podem ser utilizadas em um modelo de otimizacao de portfélio substituindo a fungéo objetivo
da variancia, proposta por Markowitz (1952). A Figura 13 mostra as cotacées de um ativo
durante um periodo de oito anos, seus respectivos Drawdowns e o Drawdown maximo
dessa série. Percebe-se, portanto, que o Drawdown maximo indica a porcentagem da maior
perda incorrida no periodo. E importante notar que os graficos de preco e de Drawdown

compartilham o mesmo eixo de tempo.

2.3.3.2 VaR

Sabendo que medidas de segurancga avaliam os piores cenarios de um ativo ou
portfolio, é importante definir uma quantidade desses piores cenarios a ser considerados.
Utilizando o VaR (Value-at-Risk), essa quantidade € um quantil determinado por um nivel
de confianga 3 € [0,1]. Assim o -quantil da variavel aleatéria R pode ser definido por uma
variavel g de forma que:

P(R>q)<B<PR<q)

onde P(.) é a fungéo probabilidade. E, assim, o valor desse quantil ou o valor da medida
de seguranca VaR para um portfélio X é obtido por (MANSINI; OGRYCZAK; SPERANZA,
2015):

qs(X) = inf{n: Fx(n) > B}
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Figura 13 — Cotagbes e Dradowns para um ativo arbitrario
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Fonte: Adaptado de Drawdown (2015)

com Fx(n) = P(Rx < n) sendo a fungéo de distribuicdo acumulada e inf{r : A} é o
menor limite de » dado um evento A. Essa medida pode ser transformada em uma medida
de downside risk utilizando o conceito de perda no lugar da taxa de retorno, ou seja, utiliza
o valor de —Ryx no lugar de Rx.

2.3.3.3 CVaR

Uma desvantagem da medida VaR € que nao leva em consideragdo a cauda da
distribuicdo, ou seja, nao diferencia a distribuicao dos piores retornos. Para tentar incluir
tal aspecto, algumas medidas de seguranga baseadas nas médias desses piores cenarios
vém sendo propostas recentemente, sendo que uma dessas medidas muito utilizada € o
CVaR (Conditional Value-at-Risk), que indica a média dos retornos dos piores cenarios de
um portfélio, dado um nivel de confianga 3. Pode-se dizer, ainda, que o CVaR é a média
dos retornos abaixo do VaR do portf6lio com nivel de confianga igual a 5.
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No caso mais simples em que todos os 7T cenarios de um portfélio X possuem a
mesma probabilidade p = 1/T" e o nivel de confianga § = k/T, a medida CVaR indica,
entdo, a média dos retornos para os k piores cenarios, definido dessa forma (MANSINI;
OGRYCZAK; SPERANZA, 2015):

k n

Mp(X) = Myr(X) = %ZZ%%’

s=1 j=1
em que 5 = 1,...,n representa os indices dos n ativos que compdem o portfélio X.

Ainda de acordo com Mansini, Ogryczak e Speranza (2015), para os demais casos,
o CVaR é definido pelo seguinte problema de otimizagao:

T T
o1
M,B(X) = Hqiltn{g Zytut : Zut =3,0<u <pt=1,.T},
t=1 t=1

onde y; = > i, rj:x; € a realizagéo do cenario ¢ e u;, na solugéo 6tima, vale zero, caso ¢
nao esteja entre os piores cenarios e vale p,;, caso esteja. Da mesma forma que o VaR, o
CVaR pode ser utilizado como uma medida de downside risk, utilizando perdas no lugar de
retornos.

2.3.4 Modelo média-CVaR

O trabalho de Rockafellar e Uryasev (2000) foi o primeiro a utilizar a medida de risco
CVaR na otimizacao de portfolios. O autor mostrou que minimizar o risco CVaR do portfélio
X é equivalente a minimizar a fungdo Fj(X, «), em que « € o valor do risco Var de X, com
um nivel de confianga 3, em que:

n

T
Fs3(X,a) =a+ ﬁ Zpt[z —(rjex;) —al”

t=1 j=1
lembrando que a medida de risco CVaR utiliza o conceito de perda no lugar de retorno,
de forma que f(X,r;) = Z?Zl —(rjx;) é a perda do portfélio X, composto por n ativos,
no cenario t. Nota-se que > 7 [—(r;:7;) — o] representa a média ponderada das perdas
dos ativos de X que superaram o valor VaR no tempo ¢. No caso mais simples em que
considera-se todos os 7' cendarios com a mesma possibilidade p, = 1/7, a fungéo objetivo
pode ser reescrita assim (ROCKAFELLAR; URYASEV, 2000):

Fy(X.0) = 0+ gy S [F(Xr) ],

t=1
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Substituindo essa fungéo objetivo no modelo de Markowitz, obtém-se o seguinte
modelo:

min o + ﬁ S[F(X ) — al*

D iy > fio
j=1

zn:l‘j =1
j=1

;>0 g=1,..n

sujeito a:

2.3.5 Restricdo de Cardinalidade

De acordo com Mansini, Ogryczak e Speranza (2015), a teoria do portfolio induz a
conclusdo de que diversificar um portfélio, inserindo nesse mais ativos, € uma boa solug¢ao
para a minimizagao de seu risco. Mas, na pratica, alguns fatores como as imperfeicoes
do mercado ou custos de transacao envolvidos fazem com que exista um limite nessa
diversificacao de forma que, a partir desse limite, a inclusdo de mais ativos diminua ganhos
no investimento de tal portfélio. De fato, alguns trabalhos como o de Cesarone, Moretti
e Tardella (2016) mostram que uma quantidade excessiva de ativos em um portfélio, na
pratica, reduz o desempenho do portfélio.

Dessa forma, pode ser desejavel incorporar uma restricdo de cardinalidade, ou
seja, restricdo para a quantidade de ativos em um portfélio. Segundo Mansini, Ogryczak e
Speranza (2015), restricao de igualdade para cardinalidade sé pode ser realizada utilizando
variaveis binarias z;, j = 1,...,n em um problema com n ativos disponiveis, de forma que
z; = 1, caso o ativo j seja selecionado para o portfélio e z; = 0, caso contrario. A incluséo
dessa variavel binaria faz com que o problema se torne combinatério e, diferente do modelo
continuo, esse problema combinatério ndo pode ser solucionado por um algoritmo eficiente,
ou com tempo polinomial de execucao (MANSINI; OGRYCZAK; SPERANZA, 2015). A
restricdo pode ser incorporada no modelo utilizando as seguintes inequacoes:

Kinf S sz S Ksup
j=1
onde K;,; é a quantidade minima de ativos que devem compor o portfélio e K,,, € a
quantidade maxima. Em problemas de otimizacéo de portfélio € comum utilizar um valor fixo
de cardinalidade, de forma que K,y = K, = K (MANSINI; OGRYCZAK; SPERANZA,
2015).
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Baseando-se no modelo de Markowitz (1952), Deb et al. (2011) propuseram um
modelo multiobjetivo, que visa minimizar a variancia e maximizar o retorno esperado,
incluindo a restricdo de cardinalidade como descrito a seguir:

min i i 03T (3)

i=1 j=1

T1yeesTm

max Z L i (4)
i=1

Sk (52)
=1

S =1 (50)
=1

sujeitoa :
0,sez; =0 o
Z; = , Vi, i =1,...,n (5¢)
1, caso contrario
| 2, €[01),Vi,i=1,..n (5d)

Nesse modelo, as expressoes 5a e 5c¢ representam a restricdo de cardinalidade,
modelada pela variavel binaria z, que indica os ativos nao nulos presentes no portfolio.
Assim, a adicao dessa restricao resultou em um modelo ndo-linear misto.

2.3.6 Custos de Transacéao

Custos de transagédo sdo comissdes e outras cobrangas feitas por instituicdes finan-
ceiras que intermediam as operacoes entre o investidor e o vendedor do ativo. Esses custos
podem possuir diferentes estruturas, podendo ser um valor fixo por operagao, uma fungao
proporcional do valor total dos ativos comprados ou vendidos, fun¢gdées exponenciais ou lo-
garitmicas do custo desses ativos negociados, entre outras formas (MANSINI; OGRYCZAK;
SPERANZA, 2015).

Para modelar esses custos serdo utilizadas variaveis c;, com j = 1,..,n represen-
tando os custos totais de cada ativo em um portfélio. O custo total do portfélio é representado
por C de forma que a proporgéo de um ativo j no portfélio é dado por xj = cj/a O custo
de transacao associado a quantidade total do custo do ativo j no portfélio é representado
por K;(c;). Por fim, o custo de transagao total para um portfélio X é dado por:

K(X) = ZKj(Cj)'
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K(.), dependendo da estrutura do custo de transagéo, pode assumir diferentes fungdes,
como fungéo constante, linear, cbncava, convexa, entre outras.

Utilizando custos de transacéo, duas novas restricoes devem ser alteradas no modelo
de Markowitz. A restricao de capital, Z;‘:l x; = 1 deveria ser trocada por:

zn:Cj = 6
j=1

e a restricao de retorno Z?:l 1;x; > [o, trocada por:

n
Z 1ic; > poC.
j=1
Custos de transacao podem ser modelados de diferentes formas, sendo que as mais
utilizadas sao o custo de transacgao fixo, proporcional, convexo linear por partes e concavo
linear por partes. Um custo de transacao fixo é cobrado por ordem, independente do valor
negociado, de acordo com a seguinte funcao:

fj7 sec; > 0
Kj(cj) = B
0, caso contrario

onde f; € um valor constante cobrado na compra ou venda do ativo j.

Para esse tipo de custo de transag¢édo, um modelo de otimiza¢do deve conter variaveis
binarias z;, com j = 1,...,n, que assume valor zero quando j é selecionado para compor o
portfélio e um caso contrario (MANSINI; OGRYCZAK; SPERANZA, 2015).

Custos proporcionais sdo fungdes lineares da quantia investida de cada ativo.
Dessa forma, o custo associado a quantia total investida em um ativo j € dada por (MANSINI;
OGRYCZAK; SPERANZA, 2015):

Kj(c;) = kjc;

onde k; € uma constante definida para o ativo j. Segundo Mansini, Ogryczak e Speranza
(2015), esse tipo de modelagem do custo de transagéo é o mais utilizado, na pratica.

Custo de transacao convexo linear por partes € uma forma de modelar custos
de transacao pouco utilizada na pratica, sendo definido para diferentes intervalos de quantia
investida. Nesse caso, uma taxa constante k;; é atribuida a cada intervalo : € I, da seguinte
forma (MANSINI; OGRYCZAK; SPERANZA, 2015):
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(

kjic se0<¢ <M
kja(c; — My) + kj My se My < ¢; < M
kjs(c; — Ma) + kjy My + kjo(My — M) se M, < ¢; < Ms

K (c; — Myp—1) + kj1 My + kjo(My — M)
\—I—... + k‘j,|171|(M|1\,1 — Mme) se c; > M|I|—1

com My, ..., M;—, sendo os intervalos em que as quantias de investimento no ativo j sdo
divididas, |I| representa a quantidade total de intervalos e k;; sdo taxas crescentes, ou seja,
kj1 < kjo < ... < kj. A Figura 14 mostra um exemplo de custo convexo linear por partes

com trés intervalos: (0,M;), (M;,Ms) e (M,C).

Figura 14 — Uma funcéo de custo convexo linear por partes

Ki(cy)

=]

Fonte: Adaptado de Mansini, Ogryczak e Speranza (2015)

De acordo com Mansini, Ogryczak e Speranza (2015), nesse tipo de modelagem,
devem ser adicionadas variaveis binarias z;; que indicam se o ativo j tem sua quantidade
investida c;; no intervalo : diferente de zero.

O custo concavo linear por partes possui mesma modelagem que o custo convexo,
sendo que a Unica diferenga dessa modelagem € que as taxas c;; séo decrescentes nesse
caso, ou seja, c¢;; > c¢j2 > ... > ¢jy| - A Figura 15 mostra um exemplo do custo concavo
e pode-se observar que enquanto que no custo convexo ha um aumento do custo para
maiores quantias investidas, no custo céncavo, esse custo diminui com o0 aumento dessa
quantia (MANSINI; OGRYCZAK; SPERANZA, 2015).
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Figura 15 — Uma fungao de custo concavo linear por partes
Ki(c)
KyfMy) feemeeeeememmeees

Fonte: Adaptado de Mansini, Ogryczak e Speranza (2015)

2.3.7 Rebalanceamento

Alguns problemas surgem quando, na otimizacao de portfélio, considera-se que o
investidor ja possui um investimento prévio. Nesse caso, esse investimento ou portfélio
prévio pode influenciar na decisao do investidor. Supondo, por exemplo, que esse portfélio
nao esta apresentando um bom desempenho, ou que o investidor deseja incluir mais
capital no investimento, ou ainda retirar parte do capital investido, talvez vender todos
os ativos e comprar um novo portfélio ndo seja a melhor opgao, considerando os custos
de transagao envolvidos. Tal problema € denominado problema de rebalanceamento de
portfolios (MANSINI; OGRYCZAK; SPERANZA, 2015).

O modelo com rebalanceamento, entdo, deve incluir variaveis cg, representando a
quantia investida no ativo j nesse portfélio prévio. Sabe-se entdo que ha uma compra do
ativo j quando c¢; > c?, uma venda quando ¢; < c? e a quantidade do ativo se mantém

0

quando ¢; = c¢;.

Dessa forma, o custo de transagéo fixo passa a ser f;z;, onde f; € um valor constante
e z; é uma variavel binaria com valor zero, quando ¢} = ¢; e um, caso contrario. E o custo
proporcional, sera k;|c; — c?| (MANSINI; OGRYCZAK; SPERANZA, 2015).

2.4 Programacao Paralela

Programacédo paralela é uma técnica que permite que uma tarefa computacional
seja dividida em tarefas menores que possam ser executadas ao mesmo tempo, reduzindo
assim, o tempo total de execugao daquela tarefa. Se a tarefa for procurar um objeto em uma
colecao, a tarefa pode ser dividida em duas tarefas menores, por exemplo, sendo que a
primeira tarefa devera procurar o objeto na primeira metade da colecao e a segunda tarefa,
procurar o objeto na segunda metade (WILKINSON; ALLEN, 2005).
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2.4.1 Processos

De acordo com Tanenbaum (2010), um processo € uma unidade basica que pode
ser entendida como um programa em execugao em um sistema operacional, armazenando
além do codigo desse programa, informagdes gerais sobre sua execugao. Esse processo
consome, além do tempo de processamento, recursos computacionais.

Atualmente, quase todos os computadores sdo multiprogramados, ou seja, permitem
a execucao de varios processos ao mesmo tempo, intercalando em fatias pequenas de
tempo, o processo em execucao no processador. Isso faz com que em um periodo maior
de tempo, varios processos tenham tido trechos de codigo executados, criando a ilusdo de
paralelismo. Alguns computadores possuem mais de um processador e, nesse caso, existe
também o paralelismo real, ja que varios processos sao executados ao mesmo tempo, cada
processo em um processador (TANENBAUM, 2010).

A criacao de processo em um sistema operacional acontece quando um outro
processo, ja em execugao, solicita a criagdo de um novo processo por meio de chamadas do
sistema. O processo ja existente passa a ser denominado processo pai € 0 NovO Processo,
processo filho. Dessa forma, os processos em um sistema operacional possuem uma
estrutura de arvore, em que um processo pai cria alguns processos filhos que, por sua vez,
criam mais alguns processos.

2.4.2 Threads

Um processo pode ser dividido em varias tarefas utilizando as threads, que permitem
a execucgao concorrente ou paralela de tarefas como se fossem processos separados, mas
dividindo o mesmo espaco de enderecamento. Normalmente, um processo possui apenas
uma thread de controle, mas para algumas aplicacoes € desejavel a utilizacao de vérias
threads em um mesmo processo (TANENBAUM, 2010).

Existem diversos motivos para que uma aplicacéo utilize multiplas threads. A principal
razao é que algumas aplicagdes possuem muitas atividades independentes que podem
ser executadas ao mesmo tempo e, além disso, algumas dessas atividades podem ser
eventualmente bloqueadas e, em alguns casos, criar varios processos, com espacgos de
enderegamento separado ndo funcionara. A segunda razdo € a facilidade de criagao e
destruigao de threads em relagdo aos processos, que possuem custos mais elevados para
essas operacoes. A terceira razao é o desempenho maior que as threads proporcionam para
aplicacbes com grande quantidade de operagdes de entrada e saida de dados. Por ultimo,
existe o fato de que as threads possibilitam o paralelismo real em sistemas com multiplos
processadores, reduzindo o tempo de execucdo da aplicacdo (TANENBAUM, 2010).

O modelo monothread é ilustrado pela Figura 16a, em que cada processo possui
um unico thread de controle e o modelo multithread é ilustrado pela Figura 16b, em que
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um processo possui trés threads de controle. De acordo com Tanenbaum (2010), nos dois
casos existem trés threads, sendo que os modelos diferem entre si pelo fato de que no
modelo multithread, as threads compartilham o espac¢o de enderegamento e no modelo
monothread o espago de enderecamento € diferente em cada thread.

Processo 1 Processo 2 Processo 3
| | Processo

v |

Espacgo do
usuario
Thread

Thread

Eopngs g0 { Nicleo Nucleo

nucleo

(a) Modelo monothread (b) Modelo multithread

Figura 16 — Diferenca entre os modelos monothread e multithread

2.4.3 Arquiteturas de Processamento Paralelo

Para haver paralelismo real em uma aplicacao, deve-se utilizar uma arquitetura de
hardware que possibilite tal técnica. Os tipos de sistemas que permitem a utilizagdo do para-
lelismo s&o divididos, principalmente, em dois grandes grupos: sistemas multiprocessados
de memodria compartilhada e sistemas distribuidos.

2.4.3.1 Sistemas Multiprocessados de Meméria Compartilhada

Um sistema de memdéria compartilhada possui varios processadores e varios mo-
dulos de memoria, sendo que cada processador pode acessar qualquer um dos médulos
de meméria por meio de um barramento ou rede de interconexdo. (WILKINSON; ALLEN,
2005). A estrutura desse tipo de sistema pode ser observada na Figura 17, que mostra a
ligacdo dos médulos de memoria, formando a memoria principal e sua conexao com a rede,
que as ligam aos multiplos processadores, que proporcionam o paralelismo real ao sistema.

Nesse tipo de sistema, a aplicacdo a ser executada deve estar na meméria compar-
tilhada e seu cédigo fonte deve explicitar que mais de um processador deve ser utilizado
ao mesmo tempo. Isso pode ser feito criando threads ou processos e, nesse caso, todas
tarefas possuem acesso aos dados que estdo na memoria compartilhada, ou seja, o com-
partilhamento de dados acontece de forma rapida. A principal desvantagem desse tipo de
sistema € a pouca escalabilidade que ele proporciona, ou seja, a dificuldade em aumentar
o numero de processadores ou a capacidade de memdria compartilhada desse sistema
(WILKINSON; ALLEN, 2005).
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Figura 17 — Sistema multiprocessado de meméria compartilhada tipico

Memoéria principal

Espaco de —
enderecamento _}, ___________
(nico Modulos de meméria

A

4 Y

Rede de
interconexéo
Processadores

Fonte: Adaptado de Wilkinson e Allen (2005)

2.4.3.2 Sistemas Distribuidos

Na arquitetura de sistemas distribuidos, como descrito por Wilkinson e Allen (2005),
existem varios computadores, denominados nés, que possuem acesso exclusivo a sua
memodria principal. Conectando esses nos, existe uma rede de interconexao, que possibilita
qgue os computadores se comuniquem, enviando dados residentes em sua memodria e rece-
bendo dados residentes na memdéria de outros nés. Todo esse processo de comunicagao
entre os nés deve ser comandado pelo programa que sera executado. Esse sistema é
ilustrado na Figura 18, onde pode-se observar que os diversos processadores presentes no
sistema possibilitam paralelismo real a aplicagao.

Figura 18 — Sistema distribuido tipico

Rede de
interconexao
Mensagens __
Processador—___
Memoria ___ T
principal
Computadores

Fonte: Adaptado de Wilkinson e Allen (2005)

O programa que se pretende executar nesse tipo de arquitetura deve dividir as
tarefas da aplicacao de forma que cada parte possa ser executado simultaneamente por um
computador. O programa deve determinar também como as tarefas devem se comunicar
entre 0s nds para o correto funcionamento da aplicacdo. Além de todas essas responsabili-
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dades, o programador da aplicagdo enfrenta outras dificuldades como a complexidade do
mapeamento de estruturas de dados globais, que séo utilizadas em sistemas de memoéria
compartilhada. A grande vantagem de um sistema distribuido € sua alta escalabilidade,
ou seja, a facilidade de aumentar o numero de nds do sistema com baixo custo. Dessa
forma, sistemas distribuidos conseguem suportar enormes quantidades de processadores
(WILKINSON; ALLEN, 2005).

2.4.4 Ganho de Desempenho Computacional

O principal objetivo da programacao paralela é reduzir o tempo de execugédo de uma
aplicacdo em relacao ao tempo de execucao dessa mesma aplicacado em um sistema com
um anico processador. Assim, uma métrica muito importante em sistemas multiprocessados
€ 0 ganho, que indica quanto o sistema com multiplos processadores € mais rapido do
que um sistema monoprocessado para uma mesma aplicagdo. O ganho de uma aplicagao
na utilizagdo de programagéo paralela, utilizando-se p processadores, pode ser calculado
conforme a seguinte equacao (WILKINSON; ALLEN, 2005):

onde ¢, € o tempo de execug&o dessa aplicagdo num sistema monoprocessado € t,, 0
tempo de execugado para um sistema multiprocessado com p processadores.

Um sistema multiprocessado possui tempo de execucado de, no minimo, o tempo
gasto em uma execucgao sequencial, dividido pelo nimero de processadores. Isso ocorreria
se a paralelizagdo da aplicagcao nao gerasse gastos computacionais e se as partes sendo
executadas em cada processador fossem independentes, ou seja, ndo comunicassem uma
com as outras. Mas na pratica, a paralelizagao gera gastos computacionais, que aumentam
o tempo de execucdo. Dessa forma, existe um ganho maximo, que € igual ao nimero de
processadores, como mostrado a seguir:

ts
S(p) < I

Existem varios fatores que limitam o ganho em um sistema multiprocessado, como

ou S(p) <p.

tarefas que precisam esperar algum evento e, por isso, ficam algum periodo ociosas, codigo
extra para que a aplicagao se torne paralelizavel, comunicagbes entre processos e gasto
computacional para criar threads ou processos. Esses fatores representam, na aplicagao,
uma parte que nao pode ser paralelizada, ou seja, uma por¢cao do programa que deve
ser executada, necessariamente, em sequencia. Seja f essa parte nao paralelizavel de
um programa, pode-se escrever a equagao de ganho de forma mais completa do que
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foi mostrado anteriormente, fazendo t, = ft, + (1 — f)t;/p. Assim, chega-se a seguinte
equagao, conhecida como lei de Amdahl (WILKINSON; ALLEN, 2005):

o tS _ p
Al TR G Syl B

De acordo com essa lei, quanto mais se aumenta o niumero de processadores, mais
lento é o aumento do ganho. Além disso, mesmo que fosse possivel a utilizacao de infinitos
processadores, o ganho ainda seria limitado pela por¢éo nao paralelizavel f da aplicacéo.
Isso pode ser percebido pela equacgao:

1
lim S(p) = —.

p—00 f

2.4.5 GPU (Graphics Processing Unit)

A GPU possui grande poder de paralelizagao, pois, enquanto a CPU pode possuir
alguns nucleos de processamento que podem processar dados de forma paralela, a GPU
possui milhares de unidades de processamento que podem executar de forma concorrente
ou paralela. Para utilizar esse poder de processamento a CPU pode trabalhar junto a GPU
para produzir programas de alto desempenho, enviando dados para a GPU e requisitando
seu processamento sobre esses dados (NVIDIA, 2014). A Figura 19 mostra a diferenca
entre a arquitetura da CPU e da GPU, ressaltando o fato da GPU possuir milhares de
processadores enquanto, atualmente, € comum que uma CPU possua até oito nlcleos ou
processadores.

Figura 19 — Arquiteturas da CPU e GPU

+

CPU GPU
Multiplos nicleos Milhares de nucleos

Fonte: Adaptado de NVIDIA (2014)

A hierarquia de meméria da GPU ¢ listada e explicada a seguir, de acordo com
CUDA... (2014):
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» Memoria global: espaco de memoria que possui maior capacidade de armazenamento,
mas acesso mais lento. Variaveis nesse espago de memoéria sdo “enxergadas” por
qualquer thread,;

* Memoria compartilhada: espaco de memoria armazenado no chip gréafico e que possui
menor capacidade em relacdo a memoria global, mas possui um acesso muito mais
rapido. Pode ser utilizada para threads em um mesmo bloco;

* Memodria local: espago de memdéria que possui acesso mais rapido que a memdoria
compartilhada, mas menor capacidade de armazenamento. Além disso, variaveis
nessa memaoria podem ser utilizadas apenas pela thread que a criou.

2.4.6 Meta-heuristicas Paralelas

Sabendo que o paralelismo pode reduzir drasticamente o tempo de execucao de
algumas aplicagdes, meta-heuristicas podem ser muito bem aproveitadas por técnicas de
paralelismo devido ao alto custo computacional desses algoritmos em alguns problemas
reais aliado ao grande potencial paralelo de técnicas como algoritmos evolutivos (CASTRO,
2006).

Meta-heuristicas populacionais, em especifico, podem ser paralelizadas em trés
diferentes niveis: nivel de algoritmo, de iteragédo e de solucéo.

No paralelismo em nivel de algoritmo, pode haver a execucdo paralela de di-
ferentes heuristicas ao mesmo tempo, a mesma heuristica pode ter varias execugoes
simultaneas para diferentes entradas, de forma que essas meta-heuristicas sao executadas
de forma independente e a qualidade das solugdes finais devem ser equivalentes aquelas
proporcionadas pela execucao sequencial dessas meta-heuristicas (TALBI, 2009).

Além dessa execucgao independente, pode haver meta-heuristicas executando pa-
ralelamente de forma cooperativa, ou seja, trocando solu¢des entre elas para atingirem
um melhor resultado global. Nesse caso, a qualidade das solugdes pode ser afetada pelo
paralelismo. Um exemplo dessa abordagem € o algoritmo evolutivo em modelo de ilhas, em
que cada ilha é um algoritmo evolutivo que desenvolve (reproduz, modifica e seleciona) se-
paradamente seus individuos, sendo que essas ilhas trocam seus individuos periodicamente
(TALBI, 2009).

Paralelismo em nivel de iteracao, segundo Talbi (2009), pode ser utilizado em meta-
heuristicas populacionais e de solugdes Unicas e, neste caso, pode-se paralelizar tanto um
mecanismo de busca do algoritmo quanto a avaliagdo da vizinhanga. Em um método de
busca local, utilizando a estratégia de best improvement, por exemplo, a avaliacdo de toda a
vizinhanga pode ser dividida em tarefas menores, em que cada tarefa poderia avaliar parte
dessa vizinhancga de forma independente.

Meta-heuristicas populacionais, tais como algoritmos evolutivos podem se beneficiar
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mais com esse tipo de abordagem, ja que sao algoritmos iterativos. Nesse caso, pode-se
paralelizar tanto operadores de reproducao de individuos, quanto os métodos de avaliagao
das solugdes ou, até mesmo, de selecao dos individuos, sendo que normalmente os
métodos de avaliagdo sdo os que possuem 0s maiores custos computacionais (TALBI,
2009).

Paralelismo em nivel de solucéao é utilizada especialmente em meta-heuristicas
populacionais, que utilizam um conjunto de solu¢des ao mesmo tempo. No modelo sequen-
cial, cada solucao é criada e avaliada de forma uma de cada vez. A paralelizacdo de tal
processo implica no desenvolvimento e avaliagao dessas varias solugdes ou individuos de
forma paralela, ou seja, ao mesmo tempo, possibilitando redugdes drasticas no tempo de
execucao (TALBI, 2009).
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3 Metodologia

A otimizagao de portfélios € um processo que envolve a utilizagdo de um modelo
matematico de otimizacao aliada a uma técnica de otimizacao para soluciona-lo. Dessa
forma, o detalhamento do modelo e método propostos, da coleta e tratamento dos dados,
além dos experimentos elaborados, serdo apresentados nesse capitulo.

3.1 Modelo Proposto

Com base no trabalho de Soleimani, Golmakani e Salimi (2009), que propée um
modelo de otimizagao de portfélios incorporando restricdes que atendem a aspectos praticos
do investimento, Hanaoka (2014) propés modelos multiobjetivos mantendo as restricdes e a
utilizacao de variaveis de decisao inteira. O modelo proposto neste trabalho parte de um
desses modelos, que utiliza o CVaR como medida de risco. O modelo de Hanaoka (2014)
pode ser escrito da seguinte forma:

T
xlmlr; a+(1—-p)"1 Zpt[f(xayt) —al" (6)
et t=1
ili 7
xS ”
( n
i=1
Zmicixi <C—ct (8b)
sujeitoa : i=1
0,sex; =0 L
Z = JVi,i=1,...n (8c)
1, caso contrario
| z,eN,Vi,i=1,...n (8d)

onde x; € uma variavel de decisdo que representa o numero de lotes do ativo ¢ que foram
selecionados para o portfélio e z; € uma variavel binaria auxiliar que indica se o ativo ¢
estd presente nesse portfélio e w;, outra variavel auxiliar que representa a porcentagem do
capital investido gasta no ativo ¢, de forma que:

m;C;x;

=t =1,...n.
Z’i:l m;C;Z;

w; =



Capitulo 3. Metodologia 51

Em relagcao aos parametros, n € o numero de ativos disponiveis para investimento,
k é a cardinalidade escolhida para o portfélio, C' é o capital disponivel para investimento, ct
€ o custo de transacéao para se obter o portfélio otimizado e considera valores de custédia,
emolumentos e corretagem, m, € a quantidade de agdes que compdem um lote, ¢; define o
custo para a compra de uma agéo do ativo i, u; representa a média historica dos retornos
apresentados pelo ativo 7, « € o valor da medida de risco VaR aplicada ao portfdlio, 5 € o
nivel de confianga para o S-quantil desejado na medida CVaR, T representa a quantidade
de cenarios utilizados ou o tamanho da série histérica de retornos, p; é a probabilidade do
cenario ¢ ocorrer e f(z,y;) € a fungdo perda do portfélio x para o cenario ¢, sendo que a
perda pode ser considerada como o oposto do retorno.

A partir desse modelo multiobjetivo de otimizacéo inteira ndo linear, o trabalho
propde outro modelo, levando em consideragao outros aspectos praticos relacionados ao
custo de transagao. Na pratica, o custo de transacao pode assumir valores proporcionais ao
capital investido em cada ativo e, nem sempre, € apenas um valor fixo, como no modelo de
Hanaoka (2014). Além disso, o custo de transagao para a obtengao de um portfélio depende
dos investimentos prévios do investidor. Se um investidor possui 2 lotes de um ativo "A",
por exemplo, o custo de transacao que ele tera para inteirar 4 lotes desse ativo pode ser
menor do que o custo que um outro investidor que ndo possui nenhum lote desse ativo
terd. O processo de rebalanceamento, como utilizado em Beasley (2013), considera um
investimento prévio para o calculo dos custos de transacao e quando incluido no modelo
discreto de otimizagao de portfélios, da origem ao modelo proposto apresentado a seguir:

T
rlrmr; a+ (1 —5)_121%[][(37,%) _O‘}Jr (9)
ot t=1
s ) wi 1o
/ n
Y z=k (11a)
=1
Zmzcz[(xz - 1’50)) + ”Y|$z‘ - 9550)‘] <C-Fv (11b)
=1
e . 0,sex; =0
sujeitoa : - Vi,i=1,..,n (11c)

1, caso contrario

0,se " |z — 2V =0
v — Zz_l | % ‘ (1 1d)
1, caso contrario

\ 7, €N, Vi, i=1,..n (11e)
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onde xl@ representa a quantidade de lotes do ativo i presente em um portfélio prévio, v
€ um valor entre zero e um que indica a proporg¢ao do capital investido em um ativo que
sera incorporado ao custo de transacao, considerando a mesma proporcao para todos os
ativos. I’ é um valor fixo de custo de transacao, cobrado em adi¢cao ao valor proporcional,
para uma operacao, e v € uma variavel binaria auxiliar que indica se deve haver alguma
operaco para se obter o portfélio otimizado. E possivel observar que quando o portfélio
prévio é igual ao otimizado, o custo proporcional |z; — x§0)| para todos os ativos € zero, € 0
custo fixo F'v também é zero, j& que v assumira valor nulo.

Em relagédo ao modelo de Hanaoka (2014), apenas duas restricdes sao diferentes do
modelo proposto, sendo que a primeira € representada pela inequacao 11b, que adiciona, a
expressao 8c, o custo proporcional ~y|z; — :cz(.o)\ e modifica o custo fixo F'v para modelar o
processo de rebalanceamento. A restricao 11d garante que v tera valor um sempre que o
portfélio prévio for diferente do otimizado e valor zero, caso contrario. Pode-se dizer que o
modelo de Hanaoka (2014) é um caso particular desse modelo proposto, em que o portfélio
prévio é sempre composto por nenhum ativo, ou seja, xﬁo) =0,Vz,7=1,...,n € sem custo
de transacao proporcional (v = 0).

Tanto a restrigdo de cardinalidade, quanto o rebalanceamento tornam o modelo nao
linear e suas solugdes descontinuas, como afirmam Cheng e Gao (2015). Por isso, visando
proporcionar boas solu¢gdes em tempo aceitavel, na préatica, foram utilizados métodos
meta-heuristicos para a otimizagdo do modelo proposto.

3.2 Algoritmos Utilizados

Para resolver o0 modelo proposto na seg¢ao anterior, trés algoritmos evolutivos foram
utilizados, sendo eles o PDEA, NSGA-1l e o SPEA2. Enquanto que o SPEA2 foi utilizado
por Hanaoka (2014), o NSGA-Il e o SPEA2 ainda sao considerados algoritmos estado da
arte para problemas de otimizacao de portfélios com restricdo de cardinalidade, além do
PESA-II (Pareto Envelope-based Selection Algorithm) e do PAES (Pareto Archived Evolution
Strategy), de acordo com Lwin, Qu e Kendall (2014). Foram desenvolvidos métodos de
reparagao especificos para garantir a factibilidade das solu¢cbées geradas. Cada solugéo
representa um portfélio e é codificada computacionalmente em dois vetores: vetor de ativos,
com uma cardinalidade £ fixa e vetor de lotes, com o0 mesmo tamanho do vetor de ativos,
onde cada elemento do vetor de ativos possui seu lote correspondente nesse vetor.

A geracao da populacao inicial, em todos os trés algoritmos, € feita preenchendo,
aleatoriamente, o vetor de ativos e lotes de todos os individuos, de forma que o custo total
da carteira, somado aos custos de transacao, ndo ultrapasse o capital disponivel para inves-
timento. O Algoritmo 3 descreve tal processo, onde os parametros séo: k, a cardinalidade
definida para o portfélio, ¢, o capital disponivel para investimento, ¢, a quantidade de indivi-
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duos da populacéo e D a lista contendo todos os n ativos disponiveis para investimento.
A saida do algoritmo € a populacéo inicial, representada por duas matrizes: a matriz de
ativos A, que armazena a lista de ativos de todos os ¢ individuos e a matriz de lotes L, que
armazena a lista de lotes de todos os ¢ individuos da populagao. A fungdo ATUALIZA_CUSTO
calcula o custo do portfélio considerando os custos de transacéao a partir dos ativos desse
portfélio e seus respectivos lotes e, no modelo, é representado da seguinte forma:

%

custo = Zmzcz[(IL — I’EO)> + ’Y|x7, - x(O)H + Fo.
i=1

Algoritmo 3: GERAGAO DA POPULAGAO INICIAL
Entrada: k, ¢, t, D
Saida: A, L
inicio
A: matriz contendo a lista de ativos de tamanho k para todos os t individuos
L: matriz contendo a lista de lotes de tamanho k para todos os t individuos
custo < 0
para cada individuo i da populacéo faca
para cada ativo j do individuo i faca
A;; < elemento aleatério de D que ainda ndo esteja em A,
Lij —1
fim
custo <— ATUALIZA_CUSTO(A;,L;)
fim
enquanto (custo < ¢) faca
x < ativo aleatério de ¢
custo <— ATUALIZA_CUSTO(A;,L;)
fim

fim

Os trés algoritmos utilizam um critério de parada formado por duas condigoes,
de forma que o procedimento é finalizado quando uma dessas condicdes € satisfeita. A
primeira condicdo de parada ocorre quando o numero de geragdes do algoritmo atinge
um valor maximo G. A segunda condi¢cao de parada é satisfeita quando o indicador de
hipervolume se torna menor que um limiar €, normalmente proximo de zero. Esse indicador,
descrito em Guerrero et al. (2010), é avaliado diversas vezes em um algoritmo evolutivo
multiobjetivo e é definido da seguinte forma:

HV(B) — HV(A), seVz? € B,3z' € A: 2! = 22
HV(AUB)— HV(A), caso contrario

Inv(A,B) =
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onde B é a populacao corrente e A corresponde a populagédo d geragdes antes de B.
Quanto menor a distancia d, maior seu custo computacional global, ja que a avaliacdo
desse indicador sera realizada muitas vezes. Mas quanto maior o valor de d, mais geragoes
desnecessarias podem ser realizadas, também aumentando o tempo de execug¢ao do
algoritmo. Por isso, essa distancia tem que ser bem ajustada ao algoritmo, de forma a
minimizar seu tempo de execucao.

Apesar dos algoritmos terem sido apresentados na fundamentacao teoérica (se-
¢ao 2.2), detalhes de sua implementacéo, além dos métodos de reparo propostos serdo
apresentados, visando a reprodutibilidade dos experimentos elaborados.

3.2.1 NSGA-II

Para o NSGA-II, foram utilizados parametros probabilidade de cruzamento (pc) e
de mutacao (pm) adaptativos. Dessa forma, essas probabilidades, ao inicio do algoritmo
possuem valores pequenos, que aumentam ao passar das geragcdes de forma exponencial.
A parametrizacdo adaptativa utilizada foi proposta por Ribeiro, Barbosa e Arantes (2010),
tendo sido desenvolvida especialmente para algoritmos genéticos multiobjetivos.

Antes da realizacdo do cruzamento, propriamente dito, é realizada uma selecao
dos individuos que participarao desse processo. A selecao utilizada para isso € o torneio
binario, em que cada pai é definido escolhendo-se dois individuos aleatoriamente e, por
fim, é escolhido o melhor entre eles. No NSGA-II, o melhor entre dois individuos é aquele
que pertence a melhor fronteira ndo ordenada e, se eles pertencem a mesma fronteira,
€ melhor aquele com maior distancia de aglomeracéo. Esse procedimento é repetido N
vezes, sendo N o numero de individuos da populagao e os casais de pais sao formados por
cada 2 pais selecionados consecutivamente. Nesse processo, um mesmo individuo pode
ser selecionado varias vezes para se realizar um cruzamento.

Foi selecionado o cruzamento de ponto Unico (descrito na subsecao 2.1.2.2), que
foi modificado para evitar que um individuo possua o mesmo ativo em mais de uma posi¢ao
de sua lista de ativos. Supondo que j seja o ponto de corte escolhido aleatoriamente em um
cruzamento, a lista de ativos do primeiro filho é formado pelos ativos a esquerda da lista do
primeiro pai, e o restante da lista é preenchida com os ativos a direita de j do segundo pai.
Mas se algum desses ativos ja estiver na lista desse filho, procura-se no primeiro pai um
elemento a partir de j que ainda ndo esteja na lista e o insere nessa posicao. O processo
analogo é realizado ao segundo filho.

A Figura 20 ilustra esse processo de cruzamento em um exemplo em que a cardinali-
dade do portfélio é 5 e o ponto de corte escolhido aleatoriamente é aquele entre o segundo
e terceiro indice do vetor de ativos, indicado pela linha tracejada. Pode-se perceber que o
primeiro filho (filho 1) foi formado sem repeticao de ativos e, por isso, ndo necessitou de um
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método de reparo. O segundo filho (filho 2) teve ativos repetidos no indice 4, pois o ativo 4
ja estava em sua lista na posicéao 1, e no indice 5, pois o ativo 30 se encontra na segunda
posicao de sua lista. Na posicao 4, € selecionado o ativo contido nessa mesma posi¢ao do
pai 2. Para a posicao 5, o procedimento realizado para o indice 4 nao foi possivel pois o
ativo 8, do pai 2, ja estava na lista. Assim, procurou-se dentre os ativos do pai 1 aquele que
ainda n&o estava na lista.

Figura 20 — Exemplo de cruzamento no NSGA-II

Pai 1 [ 21 | 15 s | 4 | 30 |

Pai 2 L 4 [ 0[] 1] 38 |
Cruzamento

Filhot [ 21 [ 15 ] 19 ] 1 ] 8 |

Filho2 | 4 [ 30 8 | 1 ] 21|

O préximo passo é incrementar os lotes desses filhos sem que os custos de seus
portfélios excedam o capital disponivel c. Portanto, o par de filhos é criado sem violar a
restricdo de cardinalidade. Resta, porém, avaliar se algum dos individuos criados viola a
restricdo de capital disponivel. Se violar, um método de reparo do custo dos portfélios faz
com que os lotes desse individuo sejam decrementados iterativamente e aleatoriamente
até que o custo de seu portfélio, incluindo os custos de transagéo, ndo excedam c.

E realizado o processo de mutagdo de ponto apenas sobre as listas de ativos dos
individuos, de forma com que alguns ativos selecionados aleatoriamente sao trocados por
outro ativo aleat6rio que nao esteja em sua lista. Seu respectivo lote assume um valor
aleatério entre 1 e seu valor anterior.

Utilizando o segundo filho gerado no processo de cruzamento como exemplo, a
Figura 21 ilustra a mutagéo, em que o segundo indice do individuo foi selecionado aleatoria-
mente para sofrer mutagcéo e, nesse caso, o ativo 15 foi substituido pelo 34, ativo escolhido
aleatoriamente que nao se encontra na lista de ativos. 15/4, na segunda posicao, indica que
ela contém o ativo 15, com 4 lotes para esse ativo e, apds a mutacao, a quantidade de lotes
para 0 novo ativo (34) passa a ser um numero aleatério entre 1 e 4, sendo que nesse caso
o 2 foi selecionado. Nesse procedimento, solucdes infactiveis podem ser geradas.

Todos os individuos que sofreram mutagao tem seus lotes incrementados alea-
toriamente sem que seus portfélios excedam c e, por fim, o método de reparo de custo
dos portfélios, como aplicado no cruzamento, é também realizado nesses individuos que
sofreram mutacgao.

O processo de selecao, utilizando os conceitos de ordenagdo ndo dominada e
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Figura 21 — Exemplo de mutacao no NSGA-II

i
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distancia de aglomeracao, é feito conforme descrito na segao 2.2.

3.2.2 PDEA

O algoritmo PDEA utiliza, em seus procedimentos, dois parametros: o fator de escala
f, associado ao processo de mutagao, e a probabilidade de cruzamento cr, associada ao
processo de recombinacao. Esses parametros foram mantidos fixos durante a execucao
do algoritmo e foram escolhidos de forma empirica. A estratégia adotada foi DE/rand/1/bin
(como descrita na subsegao 2.1.2.3), definindo que o vetor base seja escolhido aleatoria-
mente, apenas 1 vetor diferencial seja utilizado e que o cruzamento binomial seja realizado.
Para esse algoritmo, foram utilizados métodos de reparo baseados nos métodos propostos
por Hanaoka (2014).

O processo de mutacao foi realizado apenas sobre os vetores de ativos. Sabendo
que cada elemento desse vetor € composto por um valor inteiro positivo, de 0 a n — 1,
que representa um dos ativos disponiveis para investimento, o vetor de ativos de um novo
individuo mutante é formado utilizando-se a férmula:

Vi,g = Lr0,g + f : ($r1,g - er,g)

onde r0, r1 e r2 sdo indices de diferentes individuos da populagao corrente selecionados
aleatoriamente.

Como a formula apresentada pode resultar em valores fora do intervalo desejado,
existe a possibilidade de obter-se valores continuos. O método de reparo consiste em
realizar a funcdo de teto sobre os valores resultantes para que todos os valores sejam
inteiros. Posteriormente, para que todos os valores estejam no intervalo [0,n — 1], utiliza-se
o resto da divisdo desses valores inteiros por n. Garantindo que os valores sejam inteiros e
estejam no intervalo desejado.

Considerando um exemplo em que o valor determinado para cardinalidade é 3, o
fator de escala (f) € 0,5 e a quantidade de ativos disponiveis é 40, a Figura 22 apresenta o
processo de mutacao para vetores base e diferencial arbitrarios. Observa-se que o vetor
mutante (v), gerado inicialmente, era inviavel por conter valores de ponto flutuante e um
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valor acima de 40. Por isso, 0 método de reparo elimina valores de ponto flutuante realizando
a funcao teto, que arredonda seu valor para o numero inteiro superior mais proximo (teto
de 26,5 é 27). Para que nao haja valores acima de 40, utiliza-se o resto da divisdo desses
nimeros por 40 (47%40 = 7).

Figura 22 — Exemplo de mutacdo no PDEA

Xr0 [ 5 | 36 | 39 |

Xr1 [ 22 | 2 [ 16 |
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Primeiramente, o vetor de lotes dos individuos mutantes é preenchido com valor 1
para todos os ativos e esses lotes s&o incrementados aleatoriamente de forma que o custo
do portfolio ndo exceda o capital disponivel c. Esse procedimento é realizado da mesma
forma como feito na geracao da populacgéao inicial.

O cruzamento, diferente da mutacgao, foi realizado nos individuos completamente,
ou seja, tanto no vetor de ativos quanto no vetor de lotes. O tipo do cruzamento realizado
foi o binomial, como descrito na subsecédo 2.1.2.3.

Esse operador gera um vetor experimental, combinando o vetor original : de uma
geragao g com seu respectivo vetor mutante e, a partir de cada elemento desses vetores,
o vetor experimental é formado selecionando um desses elementos. A uma posi¢ao j do
novo individuo experimental, pode haver duas posicdes na lista de ativo do novo individuo
preenchido com o mesmo ativo, violando a restricdo de cardinalidade. Quando isso ocorre,
dois procedimentos podem ser aplicados:

* se a situagdo ocorreu ao inserir z, ; ,, deve-se checar se v;; , ja esta na lista de ativos
de u; 4. Se n&o estiver, faz-se u;; , = v;; 4. E Se estiver, deve-se procurar entre z ; , €
Tj_1,4,4 UM ativo ainda nao presente em u; , € inseri-lo na posi¢ao j;

* se a situagdo ocorreu ao inserir v, ; ,, deve-se checar se z;; , ja esta na lista de ativos
de u; 4. Se n&o estiver, faz-se u;; , = x;, 4. E Se estiver, deve-se procurar entre v, ; , €
vj_1,,4 UM ativo ainda ndo presente em u; , € inseri-lo na posi¢ao ;.

Utilizando o exemplo apresentado na mutagéo, o cruzamento € realizado conside-
rando o vetor mutante (v;) resultante do processo de mutacao e o vetor original z; na mesma
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posicao ¢ arbitraria. O procedimento é realizado conforme a Figura 23, sendo que, primeira-
mente, é realizada a selecao de um indice aleatério, indicado pela seta preta, no qual o ativo
do vetor original, nessa posicao, € copiado para o vetor experimental u;. Depois disso, a
partir da primeira posicao, cada posi¢ao exceto a posi¢cao selecionada anteriormente, herda
o ativo na posicao sorteada, indicado pela seta branca. Pode-se observar que, na primeira
posicao, apesar do ativo 11 ser selecionado, o ativo 15, do vetor original foi herdado pelo
vetor experimental, ja que ele ja possuia o ativo 11, herdado conforme mostra a seta preta.

Figura 23 — Exemplo de cruzamento no PDEA

1l
Vi 1| 27 ] 7 |
Xi 15 ] 11 | 2 |
T 0
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ui 15 11| 2 |

Apls ser gerado o vetor experimental, os lotes desse vetor sdo incrementados
aleatoriamente de forma que o custo do portfélio ndo exceda o capital disponivel ¢, como
realizado na geracgao inicial e na mutacéao. Por fim, deve-se checar se o custo do portfélio
supera ¢, tornando tal solucéo infactivel. Caso supere, os lotes desse vetor sdo decre-
mentados aleatoriamente em uma unidade até que seu custo ndo mais exceda o capital
disponivel.

A selecao do PDEA é feita de forma diferente da selecdo do algoritmo de evolugao
diferencial, ja que o PDEA é um algoritmo para problemas multiobjetivos. Seu método de
selecéo é realizado da mesma forma que a do algoritmo NSGA-II, considerando em uma
geracao g, a populagéo de vetores originais z, e a populagéo de vetores experimentais .
Observa-se que essas duas populagdes possuem o mesmo tamanho N, que também sera
igual ao tamanho da populag¢éo na proxima geragéo z,. 1, composta pelos melhores vetores
dessas outras duas.

3.2.3 SPEA2

Os parametros do SPEA2 sdo os mesmos utilizados no NSGA-II e também é utilizado
método adaptativo para determinar os valores dos pardmetros ao longo das geragoes.

O cruzamento utilizado no SPEA2 é exatamente o mesmo utilizado no NSGA-II,
cruzamento de ponto Unico com os métodos de reparagao propostos.

Assim como o cruzamento, a mutacao do SPEA2 também é realizada da mesma
forma que no NSGA-II.
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A selecao do SPEA2 é descrita na se¢ao 2.2, sendo a etapa que diferencia esse
algoritmo do NSGA-II, j& que os outros operadores podem ser 0s mesmos para ambos 0s
algoritmos, como no caso desse trabalho.

3.3 Coleta e tratamento de dados

A Bolsa de Valores brasileira oficial BM&FBOVESPA é “uma companhia que adminis-
tra mercados organizados de Titulos, Valores Mobiliarios e Contratos Derivativos, além de
prestar servigos de registro, compensacao e liquidagao” (BM&FBOVESPA, 2017). O indice
Bovespa ou Ibovespa € um portfélio financeiro, refeito a cada quatro meses, composto pelos
ativos nacionais que sao responsaveis, na media, por 80% do volume de negociacao da
Bolsa BMF&Bovespa nos ultimos quatro meses.

Os dados utilizados no trabalho sdo cotacgdes diarias do fechamento de ativos que
participaram do indice Bovespa no periodo entre janeiro de 2010 e dezembro de 2015.
Esses dados foram obtidos utilizando servi¢os da plataforma computacional da Bloomberg.
Tal servigo fornece dados incompletos para alguns ativos desejados nesse periodo de 2010
a 2015 e, por isso, esses ativos nao foram utilizados, restando um total de 53 ativos, os
quais continham informagbes completas na fonte de dados utilizada. Esses ativos que foram
utilizados séo listados no Apéndice A.

Ajustes foram realizados as séries histéricas de cada ativo utilizando o servigo da
prépria plataforma Bloomberg. Esses ajustes podem ser divididos em duas categorias que,
de acordo com Wawrzeniak (2013), sdo:

* ajuste para desdobramentos e agrupamentos: quando uma acao se divide em duas
(desdobramento), cada um desses novos ativos passam a ter valor igual a metade
do seu valor antes do desdobramento. Quando isso ocorre, a empresa da a¢ao que
sofreu desdobramento nao perde, na realidade, metade de seu valor. Dessa forma,
¢ feito um ajuste dividindo pela metade o valor histérico dessas acdes antes desse
desdobramento ocorrer. O contrario ocorre em caso de agrupamentos;

* ajuste para dividendos e juros: dividendos e juros sobre capital proprio pode provocar
diferencas irreais em uma série histérica de cotacoes, apesar de que essas diferencas
nao sejam tao grandes quanto no caso de desdobramentos e agrupamentos. Para
remover essa diferenga, sao realizados trés passos: o valor do dividendo € subtraido
do valor do dia anterior; o resultado € dividido pelo pre¢o do dia anterior; por fim, os
precos histéricos sdo multiplicados por este fator.

Como observa-se no modelo (secéo 3.1), é utilizado o retorno dos ativos € nao o
preco. Dessa forma, a partir das cotagdes coletadas, o retorno R, de um dado ativo, no
instante ¢ é calculado da seguinte forma:
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Ot S
t—1 t—1

onde P; é o prego do ativo no instante . Quando o intervalo entre os tempost —1et é
pequeno, e assim R; << 1, sabe-se que In(1 + R;) ~ R;. Nesse caso, pode ser preferivel
utilizar o log-retorno devido as suas caracteristicas estatisticas, tais como estacionariedade
e ergodicidade, como afirmado em Portal... (2009). No tempo ¢ o log-retorno € definido
como (PORTAL..., 2009):

P,
re=In(l+R;) =In <P L ) =In(P) — In(P,_q).
t—1

Outros tratamentos como normalizacao dos dados e remocao dos outliers nao foram
aplicados as séries historicas de retorno, ja que varios trabalhos, como o de Oliveira (2016),
sugerem que o desempenho da otimizagédo de portfélios utilizando a medida CVaR nao
depende da normalizacao desses dados. Além disso, levando em consideracao que a
medida CVaR avalia exatamente as maiores perdas, remover os outliers poderia causar
grandes diferencas indesejadas no valor de risco dos portfélios.

3.4 Experimentos

Uma série de experimentos foi realizada com o intuito de verificar a eficacia do
modelo proposto em relagdo a alguns modelos presentes na literatura e outros modelos que
surgem a partir da relaxagao de algumas de suas restricoes. Os algoritmos desenvolvidos
também foram comparados de acordo com as métricas de desempenho adotadas. Outras
comparacdes envolvem a utilizagdo de diferentes parametros do modelo e dos algoritmos.
Tais experimentos tém o objetivo de fundamentar possiveis escolhas de modelo, algoritmo
e parametros, dentre os métodos pertencentes ao escopo desse trabalho, que garanta
maiores lucros, na meédia, a um investidor que os utilize.

Cada um desses experimentos sera apresentado nessa se¢ao. Eles sdo compostos
por testes, divididos em testes in-sample, aqueles que utilizam apenas dados para alimentar
o modelo proposto, e testes out-of-sample, aqueles que utilizam dados posteriores aqueles
utilizados para alimentar o modelo e que, assim, simulam a eficacia desse modelo em casos
realisticos de investimento no mercado de capitais. Os testes in-sample que utilizam dados
diarios, trabalham com as cota¢des durante o ano de 2010 e testes out-of-sample trabalham
com dados no periodo entre 2011 e 2015.

Nos testes in-sample, sdo avaliados os resultados dos algoritmos, utilizando trés
métricas de desempenho: métrica C (cobertura de dois conjuntos), médio (dado sempre em
porcentagem), métrica A de espagcamento das solugdes, e métrica HV (hipervolume), todos
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descritos na subsecao 2.2.2.1. Além dessas métricas, o tempo de execugao também foi ava-
liado em alguns experimentos. Para facilitar, as métricas serdo chamadas, respectivamente,
de ACM (Average C Metric), DM (Delta Metric) e HV (hypervolume).

Nos testes out-of-sample, sao avaliados os retornos mensais proporcionados pelos
modelos utilizados, seus respectivos riscos CVaR e Drawdown mensais, além da evolugéao
do retorno acumulado durante o periodo do teste. Esses testes ndo utilizam log-retorno,
mas o retorno como definido na secao 2.3.

Resumidamente, o experimento 1 compara os algoritmos descritos na segéo 3.2 e
testa diferentes valores de cardinalidades para portfélios (parametro k) e determina a melhor
combinagao desses para utilizar nos préximos testes. O experimento 2 compara diferentes
modelos com o modelo proposto e, ao fim desse experimento, é determinado o melhor
modelo para o problema de otimizacao restrita de portfélios estudado para ser utilizado nos
préximos testes. O experimento 3 realiza simulagdes para determinar um melhor periodo
para a série histérica utilizada no processo de otimizacdo e, novamente, esse parametro é
fixado nos testes posteriores. Esse experimento também realiza simula¢gdes comparando o
modelo com rebalanceamento e o modelo sem tal processo, determinando se ele deve ser
utilizado nos testes posteriores. Por fim, o experimento 4 realiza melhorias aos algoritmos,
paralelizando-os para uma posterior realiza¢do de simulagdes com frequéncia de transagdes
maior que as anteriores. Essas conexdes entre experimentos € ilustrada na Figura 24.

3.4.1 Primeiro Experimento

No primeiro experimento sdo utilizados retornos diarios dos ativos selecionados
durante o ano de 2010. Esses dados sao, portanto, utilizados pelos trés algoritmos (PDEA,
NSGA-Il e SPEA2) com o propdésito de otimizar o modelo proposto. Nesse experimento,
todos os parametros foram fixados, exceto a cardinalidade (k), que assumiu valores 3, 9 e
15, seguindo o trabalho de Cheng e Gao (2015), que afirma que os portfélios de maiores
desempenho possuem nao mais que 15 ativos. Essa variagdo tem objetivo apenas de
encontrar um bom valor de cardinalidade para a série historica estudada, sendo que o melhor
valor para uma dada série pode ser encontrado executando paralelamente otimizagdes com
diferentes cardinalidades. Os demais parametros foram fixados com base em trabalhos
relacionados analisados. O periodo da série historica de um ano, por exemplo, foi utilizado
no trabalho de Barroso (2017).

Nesse experimento, desejou-se saber, por meio de teste in-sample, qual o algoritmo
e qual valor de cardinalidade do portfélio apresentam melhores valores para cada uma
das métricas adotadas, para que testes futuros possam utilizar uma cardinalidade e meta-
heuristica fixa. A Figura 25 apresenta as possiveis combinag¢des dos algoritmos e valor
estipulado de cardinalidade.



Capitulo 3. Metodologia 62

Figura 24 — Fluxograma dos experimentos
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Figura 25 — Fluxograma do primeiro experimento
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3.4.2 Segundo Experimento

Com testes in-sample, comparou-se o algoritmo multiobjetivo com melhor desempe-
nho no teste anterior com sua versao monobjetiva, que possui 0s mesmos operadores e
parametros que o multiobjetivo e que utiliza, como fungéo objetivo, a razdo entre retorno e
risco de um portfélio. O objetivo desse experimento é determinar se o algoritmo monobijetivo
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apresenta portfélio com indice de desempenho melhor que o melhor indice apresentado
pelos portfélios dos algoritmos multiobjetivos, ou seja, se um algoritmo monobjetivo simples
apresenta um desempenho melhor nessa tarefa de encontrar um Unico portfélio de maior
indice desempenho, o que invalidaria a utilizagdo do algoritmo multiobjetivo, com maior
complexidade computacional, para esse fim.

Nesse trabalho, o indice de desempenho foi o critério utilizado para a selegao de
um portfolio dentre aqueles pertencentes a fronteira eficiente gerada por algum algoritmo.
Esse indice também ¢é utilizado como critério de selecdo de portfdlios para algoritmos
multiobjetivos em alguns trabalhos relacionados, como os de Hanaoka (2014) e Barroso
(2017).

Outro teste in-sample comparou resultados proporcionados pela meta-heuristica
NSGA-II considerando o modelo proposto, conforme descrito na subsecéo 3.2.1 (que sera
denominado NSGA-II 1), com aqueles proporcionados pelo NSGA-II 2, desenvolvido por
Deb et al. (2011) considerando um modelo de otimizagao continuo, que é mais aceito
na literatura que o modelo inteiro, conforme apresentado na subsecgéao 2.3.5, exceto pela
utilizacdo do risco CVaR no lugar da variancia.

Esse modelo continuo pode ser comparado ao modelo discreto proposto, quando
0 _ 0, Vi, © = 1,...,n) e ndo ha custos de transacao. Tais

n&o ha um investimento prévio (z,
modificacdes foram feitas no modelo proposto, que foi comparado com o0 modelo continuo.
Para isso, foi utilizado o NSGA-II também proposto por Deb et al. (2011) (chamado nesse

trabalho de NSGA-II 2).

Como ja mencionado, ativos sdo comprados em quantidades minimas denominadas
lotes e as solugcdes do modelo continuo podem nao corresponder a quantias multiplas dos
lotes para cada ativo. Dessa forma, um outro procedimento (denominado aqui de NSGA-II
3 por motivo de simplificagdo, mesmo utilizando o mesmo algoritmo de otimizagao que o
NSGA-II 2) utiliza as solugoes do NSGA-II 2 e, dividindo os valores selecionados de cada
ativo pelo seu lote minimo, foi determinado o valor de lotes que deveriam ser investidos
nesse ativo, realizando sobre essa razdo, a operagao piso.

Dessa forma, além da comparacao entre NSGA-1l 1 (do modelo discreto proposto)
e NSGA-Il 2 (para o0 modelo continuo), houve a comparagcao do NSGA-II 3. Deseja-se
saber, portanto, a partir dos algoritmos citados, qual o melhor modelo para o problema de
otimizag&o de portfélios com restricao de cardinalidade, como definido neste trabalho, em
um investimento real. Além disso, 0 melhor entre os trés algoritmos sera utilizado em testes
posteriores.

Finalmente, em outro teste in-sample, algumas solugdes obtidas por métodos exatos,
que utilizam os algoritmos simplex e branch-and-cut (executados pelo solver IBM ILOG
CPLEX) sdao comparadas, em um teste in-sample, com solucdes obtidas pelo algoritmo
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evolutivo que demonstrou melhor desempenho nos testes anteriores, desejando avaliar
desempenho e tempo de execucdo para cada um deles. Para a aplicacao do método exato,
um modelo linear monobjetivo, a partir do modelo mostrado na se¢ao 3.1, foi proposto:

T
min a+(1—-p)" Zptat (12)
ST yee ey Ty P

/ n
Zwi,ui e (13a)
a; > 0,Vt, t=1,....T (13b)
flx,y) Zwﬂ“]t, vt,t=1,....T (13d)

i=1
sujeitoa : 2 gxi,;’)i 1=1,...n (13f)
5 2 (), Vi, i =1, (13g)
2z €{0,1}, Vi, i=1,...n (13h)
w; = g””; Vi,i=1,.n (13i)
MO (0) -
Z:nm:Z 2 — 2N+ Alz; — 2V <C - F (13))
Zmzcz Z; 0 ) + ’lez - -’B )H > mipma:c (13k)
\ 7 G N, Vi, i=1,..n (13l)

onde a; sdo variaveis auxiliares para linearizagdo da medida CVaR, 1 € o retorno
esperado minimo, r;; representa o retorno do ativo j no cenario ¢, P, € o prego minimo
de todos os ativos em todos os cenarios € P,,,., 0 preco maximo desses ativos.

Pode-se perceber, primeiramente, que o modelo mantém o objetivo de minimizar o
risco CVaR, cuja medida foi substituida por fungdes lineares, adicionando as restricdes 13D,
13c e 13d (como demonstrado por Mansini, Ogryczak e Speranza (2015)), mas para tornar
0 modelo monobjetivo, o retorno minimo foi utilizado como restricao. Assim, variando-se o
retorno minimo, pode-se obter varios portfélios na fronteira eficiente. Restricbes 13e, 13f,
139 e 13h representam, em funcgdes lineares, a restricao de cardinalidade. A restricao 13i é
uma fungéo linear aproximada da func¢ao de propor¢ao de um ativo « do modelo proposto
(wi = mycixi /(35— mjcjr;)), sendo que a restricdo 13k faz com que os custos das
carteiras sejam préximas ao capital disponivel, aproximando o maximo possivel a definicao
de proporgao de um ativo de ambos os modelos.
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Para a otimizacao desse modelo utilizando o método exato, o retorno minimo i €
definido aleatoriamente em um intervalo determinado pela fronteira eficiente do método
heuristico. Esse procedimento é repetido 10 vezes, gerando 10 portfélios ndo-dominados.
Cada uma dessas solugdes sera comparada a duas solu¢des da meta-heuristica, a solugao
com retorno imediatamente inferior e aquela com retorno imediatamente superior ao retorno
da solucdo do método exato, ja que esse retorno dificilmente sera exatamente igual ao
retorno de alguma solugao gerada pela meta-heuristica.

3.4.3 Terceiro Experimento

Apesar dos testes mencionados anteriormente utilizarem série histérica de preco
dos ativos de um ano, um teste out-of-sample é realizado para tentar ajustar esse periodo
de forma que o modelo proporcione melhores ganhos financeiros ao usuario, entao varia-se
esse periodo em valores iguais a 6 meses, 1 ano, 1 ano e 6 meses, e 2 anos. Nessa
simulagao, sempre seleciona-se o portfélio de maior indice desempenho dentre aqueles
pertencentes a fronteira eficiente, re-selecionando-o a cada més, para simplificacdo da
modelagem da custddia, parte do custo de transagao cobrado mensalmente. Essa simulagéao
teve uma duracao de cinco anos, iniciando em janeiro de 2011 e finalizando em dezembro
de 2015.

O modelo proposto, com rebalanceamento, foi comparado com o modelo de Hanaoka
(2014), sem rebalanceamento, em um teste out-of-sample, objetivando determinar o0 modelo
que proporciona melhores ganhos em uma simulagao de investimentos financeiros. Um
modelo sem custos de transagao (y = F' = 0) também foi comparado aos outros dois, na
simulagao considerando o periodo entre 2011 e 2015.

Nesse teste, todos os algoritmos foram utilizados de forma que, além de saber qual
o melhor modelo, desejou-se também analisar os algoritmos em relagdo ao ganho que
eles proporcionam em uma simulagéo realistica. Além disso, a comparagao dos algoritmos
possui a finalidade de verificar a robustez dos resultados obtidos para os modelos de
otimizag¢do. A Figura 26 mostra todas as combinacdes de modelos e algoritmos nesse teste.

Figura 26 — Fluxograma do sexto experimento
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Por fim, outra simulagéo é realizada considerando diferentes cardinalidades com
o objetivo de determinar se o valor de cardinalidade que apresentou melhor resultados
in-sample também produz melhores ganhos no teste out-of-sample.

3.4.4 Quarto Experimento

De acordo com os testes realizados, foi escolhido um dos trés algoritmos, que foi,
neste teste, paralelizado de duas formas diferentes, sendo que os dois tipos de paralelismos
sao realizados a nivel de algoritmo. A primeira forma de paralelismo utiliza um sistema
multithread, enquanto que a segunda utiliza uma combinacao de processamento em CPU e
GPU, aproveitando a arquitetura altamente paralelizavel de uma placa de video.

+ A primeira forma utiliza um modelo de ilha na paralelizacdo do algoritmo. Nesse mo-
delo, os individuos desse algoritmo s&o divididos em varias ilhas, que sédo algoritmos
evolutivos independentes com um numero menor de individuos, que trocam solu¢des
entre si a cada quantidade estipulada de geragdes. Foi utilizada uma thread para cada
ilha, garantindo a paraleliza¢ao do algoritmo evolutivo e, para cada ilha, foi utilizado
um numero de individuos N; igual ao niumero de individuos N do algoritmo sequen-
cial dividido pelo numero total de ilhas ou threads. Foram realizados experimentos
utilizando numeros de threads nt iguais a 2 e 4.

» A segunda forma utiliza a GPU com a CPU para paralelizar apenas os procedimentos
de ordenacgao do algoritmo, uma vez que ele possui alto custo computacional. A
CPU delega, portanto, a ordenagao para a GPU, utilizando a plataforma CUDA e a
biblioteca Thrust, cuja documentacao pode ser encontrada em NVIDIA (2017).

Teste in-sample é realizado, entdo, considerando o algoritmo sem paralelismo (se-
quencial), as duas configuracdes da primeira forma de paralelismo (nt =2ent =4)e o
algoritmo que utiliza a segunda forma. Nesse teste avaliou-se as métricas de desempenho
para cada algoritmo e, principalmente, o tempo de execucéo apresentado por cada um,
avaliando se de fato a paralelizagdo da meta-heuristica pode reduzir seu tempo de execugao
sem piorar a qualidade das solu¢des geradas, possibilitando investimentos de curto prazo.

3.5 Arcaboug¢o Computacional

Para a realizagdo dos experimentos, foi desenvolvido um arcaboug¢o computacional
para a realizagao da otimizagao de portfélios de acordo com entradas definidas pelo usuario
e as séries histéricas de precos dos ativos que serviram de dados para o trabalho, como
ja mencionados. O arcabouco possui a estrutura ilustrada pela Figura 27, que apresenta
0s parametros de entrada representados pelos quadrados e dados coletados e gerados
representados pelos quadros.
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Figura 27 — Estrutura do arcaboug¢o computacional
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Os parametros de entrada sao, portanto, a cardinalidade de ativos, o tamanho da
série historica que sera considerado na execugao in-sample, modelo de otimizacao, que
pode ser continuo, discreto sem rebalanceamento como proposto por Hanaoka (2014) ou
discreto com rebalanceamento como proposto neste trabalho, a técnica para solucéo do
modelo de otimizagao, podendo ser exata ou meta-heuristica, considerando os algoritmos
apresentados no trabalho e, por fim, a paraleliza¢gao ou n&ao do algoritmo, podendo-se utilizar
as formas de paralelizacao descritas no quarto experimento.

Definidos os parametros, o arcabougo gera uma série de log-retorno dos ativos
considerados a partir de suas séries de precos. Essa série de log-retorno é utilizada pela
técnica de otimizagao definida para a geragéao da fronteira eficiente, composta por portfélios
nao dominados entre si em relagdo aos critérios de retorno esperado e risco. Testes in-
sample analisam essas fronteiras eficientes geradas para diferentes parametros, enquanto
que testes out-of-sample utilizam um unico portfélio, que corresponde aquele com maior
indice de desempenho (valor da razao do retorno pelo risco), em simulagdes de operagdes
mensais, avaliando ganhos proporcionados por diferentes configuracdes dos parametros de
entrada.
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4 Analise e Discussao dos Resultados

Este capitulo apresenta e discute os resultados dos experimentos planejados, para
uma configuracdo especifica de parametros para modelo e algoritmos propostos, obtidos
de forma empirica ou com base em trabalhos relacionados.

Os parametros do modelo escolhidos foram: nimero de ativos n igual a 53; nivel
de significancia o de 5%; nimero minimo de agdes m;, Vi,i = 1,...,N igual a 100; capital
disponivel C' de R$100.000,00; custo de transacgdo proporcional S de 0,45%; custo de
transacao fixo I’ de R$ 29,00.

O nivel de significancia e o numero de agdes que compdem um lote foram seleciona-
dos de acordo com trabalhos relacionados, como os de Hanaoka (2014) e Barroso (2017).
Capital disponivel foi escolhido de forma que uma carteira pudesse conter pelo menos um
lote dos ativos mais caros. Por fim, os custos de transacao, fixo e proporcional, derivam
dos custos de emolumentos, corretagem e custddia, com valores retirados de Banco. ..
(2017). Nos testes in-sample, foi utilizada quantidade de lotes iniciais 0 para todos os ativos
@” =0,Vi,i=1,.n).

Em relagao aos algoritmos, os parametros escolhidos foram: quantidade maxima de
geragdes G igual a 500; tamanho da populacdo N, igual a 500; para o SPEA2, o tamanho
do arquivo N, também é de 500; para o PDEA, a probabilidade de cruzamento (cr) € 0,3 e
o fator de mutacao (f) de 0,5. Os demais parametros sédo alterados de forma adaptativa,
como proposto em Ribeiro, Barbosa e Arantes (2010).

Para o nUmero maximo de geragoes, foi escolhido um numero relativamente grande,
ja que foi utilizado outro critério de parada (indicador de hipervolume) em todos os algoritmos.
O numero da populacao e do arquivo do SPEA2 foram os maiores possiveis sem que 0
programa sofra sobrecarga de memoria. O PDEA nao utiliza parametros adaptativos, pois
o método utilizado € destinado aos algoritmos genéticos multiobjetivos, apenas. Portanto,
seus parametros foram determinados empiricamente, sendo selecionados aqueles que
apresentaram melhores resultados em testes prévios.

Cada procedimento estocastico, como a execug¢ao de um dos algoritmos para o
modelo proposto, foi realizada 30 vezes. Os resultados foram analisados por meio de testes
estatisticos de analise de variancia ANOVA, que necessita de residuos com as seguintes
caracteristicas: independéncia, normalidade e homocedasticidade. Foram realizados testes
de Durbin-Watson, Shapiro-Wilk e Fligner-Killeen para verificar a independéncia, normali-
dade e homecedasticidade, respectivamente. Foram rejeitadas as hipoteses de normalidade
e homocedasticidade, sendo que apenas a hipotese de independéncia nao foi rejeitada.
Como os dados sao balanceados e o tamanho da amostra é grande o suficiente (maior que



Capitulo 4. Analise e Discussdo dos Resultados 69

10), Bathke (2004) afirma que, nesse caso, o teste ANOVA é robusto para as pequenas
violagdes apresentadas de normalidade e homocedasticidade.

Todos os testes foram realizados em um computador cujo processador é um Intel®
Xeon® E5-2630 v3, nicleo i7 (4 nacleos) e frequéncia de 2,4 GHz. A meméria RAM é de 8
GB. Unidade de processamento grafico AST2500 Advanced PCle Graphics. Foi utilizado
o sistema operacional Linux Mint 18.1, linguagem de programacao C e compilador GCC
versao 6.1.

4.1 Primeiro Experimento

Este experimento consiste em um teste in-sample que compara algoritmos e para-
metros de cardinalidade. Assim como os outros testes in-sample que utilizam dados diarios,
o experimento utiliza os retornos no periodo entre janeiro e dezembro de 2010. Cada algo-
ritmo (PDEA, SPEA2 e NSGA-II propostos) foi executado 30 vezes e os graficos gerados
apresentam fronteiras ndo-dominadas combinadas das solu¢gées geradas em todas as
execucodes, ou seja, se em cada execucgao 500 solugdes sao geradas, a fronteira combinada
é formada a partir de 15000 (30 x 500) solugdes, sendo que as dominadas nao pertencerao
a fronteira.

Primeiramente, comparou-se os algoritmos para as diferentes cardinalidades estipu-
ladas (3, 9 e 15). A Figura 28 apresenta as solu¢des proporcionadas pelos trés algoritmos
quando a cardinalidade é restrita ao valor 3, a Figura 29 apresenta solu¢des encontradas
pelos algoritmos para cardinalidade 9 e, a Figura 30, para cardinalidade 15.

Observa-se que, para cardinalidade 3, todos os algoritmos apresentam solucdes
proximas, que sobrepdem-se no grafico e, conforme aumenta-se a cardinalidade do port-
folio, pode-se perceber que a fronteira gerada pelas solu¢gées do NSGA-II é a melhor,
apresentando solucdes mais préximas da fronteira Pareto-6timo e melhor espacadas. O
SPEA-II aparenta gerar a segunda melhor fronteira e 0 PDEA, a pior. A sobreposicéo para
cardinalidade 3 deve-se, supostamente, ao fato de que, nesse caso, menos combinagdes
sao possiveis e, assim, todos os algoritmos conseguem alcangar bons resultados, mas o
aumento do numero de ativos no portfélio aumenta a dificuldade do problema, aumentando
o numero de combinagdes de ativos possiveis nesse portfélio e, nesse caso, algoritmos
mais adequados a solugao desse problema se destacam mais dos demais.

Em relacdo a média da métrica C (ACM), que mede quao préximo uma fronteira
esta da fronteira 6tima em relagédo as outras fronteiras, percebe-se que para cardinalidades
iguais a 9 e 15, o desempenho do NSGA-II é melhor que do SPEA2 que, por sua vez,
supera o PDEA. Mas, para cardinalidade 3, observa-se uma sobreposicédo de solugbes na
Figura 28 e, por isso, um teste estatistico ANOVA é realizado para esse caso. A Figura 31a
apresenta o boxplot de ACM para cada algoritmo. Como suas caixas nao se sobrepdem e
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Figura 28 — Fronteiras ndo-dominadas para cardinalidade 3
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Figura 29 — Fronteiras ndo-dominadas para cardinalidade 9
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lembrando que, para ACM, quanto menor seu valor melhor é a fronteira, pode-se dizer que
o desempenho do NSGA-II foi melhor que do PDEA, que foi melhor que do SPEA2, nesse
caso. Mesmo assim, um teste de Tukey com nivel de significancia de 5% foi realizado, como
mostrado pela Figura 31b e o resultado mostrado pelo boxplot foi confirmado.
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Figura 30 — Fronteiras ndo-dominadas para cardinalidade 15
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Figura 31 — Boxplot e teste de Tukey de ACM para cardinalidade 3

(b) Teste de Tukey de ACM para cardinalidade 3

ACM é uma métrica que é calculada para uma fronteira em relagédo a outras e, assim,
foi utilizada apenas para comparar diferentes algoritmos para um mesmo modelo. Ja as
métricas HV e DM sao calculadas para cada fronteira de forma independente e, por isso,
foram utilizadas nesse teste para comparar tanto os algoritmos quanto diferentes modelos
(utilizando diferentes cardinalidades). Dessa forma, para tais métricas, foram realizados

testes ANOVA com dois fatores (algoritmo e cardinalidade).

Para a métrica hipervolume (HV), o teste ANOVA, descrito pela Tabela 1, detectou
diferenca, tanto para algoritmos quanto para cardinalidades, além de detectar interacao
entre os dois fatores, ao nivel de confianca de 5%. Teste de Tukey na Figura 32a revela que,
para essa métrica, 0o NSGA-II foi superior ao SPEA2, que foi superior ao PDEA e o teste na
Figura 32b mostra que o modelo com cardinalidade de 9 ativos proporciona portfolios mais
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eficientes que o modelo com 3 ativos, que gera portfélios mais eficientes que o modelo com
cardinalidade 15.

Tabela 1 — ANOVA 2 fatores de HV para diferentes algoritmos e cardinalidades

Fonte SS df MS F p-valor

Coluna  3,52069 x 107 2 1,76034 x 1072 2235,67 0
Linha 3,26642 x 107 2 1,63321 x 1072 2074,2 0
Interagdo 1,93486 x 107° 4 4,83714 x 10710 614,32 0
Erro 2,05509 x 10710 261 7,87392 x 10713
Total 8,92747 x 107 269
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(a) Teste de Tukey de HV para diferentes algoritmos (b) Teste de Tukey de HV para diferentes cardinalidades

Figura 32 — Testes de Tukey de Hipervolume (HV)

O mesmo ocorre para a métrica A (DM), em que observa-se pelo teste ANOVA,
mostrado na Tabela 2, que existe diferenca estatistica tanto entre os diferentes algoritmos
guanto entre diferentes cardinalidades ao nivel de significancia de 5%. Posteriormente,
pelo teste de Tukey mostrado na Figura 33a, verifica-se que, exatamente como ocorre
para o hipervolume, a fronteira do NSGA-II apresenta um espalhamento melhor que a do
SPEA2 que, por sua vez, € melhor do que a do PDEA. O teste de Tukey mostrado na
Figura 33b revela que o espalhamento no modelo de cardinalidade 3 € melhor que no
modelo de cardinalidade 9, que € melhor que no de 15, como esperado, ja que a dificuldade
do problema cresce com o aumento da cardinalidade do portfélio, diminuindo assim, as
chances de se encontrar boas solugdes.

Tabela 2 — ANOVA 2 fatores de DM para diferentes algoritmos e cardinalidades

Fonte SS df MS F p-valor

Coluna  6,62028 x 107 2 3,31014 x 107% 176,94 0
Linha 4,02801 x 1076 2 2,014 x 107 107,66 0
Interagdo  3,2242 x 107¢ 48,0605 x 1077 43,09 0
Erro 4,88269 x 1079 261 1,87076 x 107
Total 1,87552 x 10™° 269
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Figura 33 — Testes de Tukey de DM (métrica A)

Verificou-se, portanto, que os testes estatisticos, mostrados nas Figuras 31b, 32a e
33a condizem com a afirmacgéo de que, no geral, o NSGA-Il apresenta desempenho melhor
que o SPEA2 e que o PDEA apresenta o pior desempenho entre os algoritmos utilizados
para o problema proposto, como os graficos das Figuras 28, 29 e 30 sugerem. Em relacao
ao tempo de execucdo, nenhum teste estatistico foi necessario, ja que a sua dispersao
apresentada foi muito pequena e ndo houve sobreposi¢ao desses tempos em diferentes
algoritmos. A média desses tempos, para o NSGA-II, SPEA2 e PDEA foi, respectivamente,
78,27, 134,32 e 99,02 segundos, considerando as cardinalidades 3, 9 e 15.

Apesar do modelo de cardinalidade 3 apresentar melhor espalhamento e diversidade
de solucdes, como era esperado, 0 modelo de cardinalidade 9 apresentou portfélios de
melhores desempenhos, ou seja, para um dado risco, 0s algoritmos encontram, na maior
parte das vezes, portfélios de 9 ativos com retorno maior que aqueles de cardinalidade 3 ou
15.

Para o algoritmo NSGA-II, por exemplo, portfélios gerados com diferentes cardina-
lidades podem ser observados na Figura 34, que mostra os portfélios de cardinalidade 9
quase sempre dominando os de cardinalidade 15, sugerindo que, a partir desse valor, 0
aumento da cardinalidade gerara portfélios cada vez piores. E importante observar que o
portfélio de maior retorno gerado possui cardinalidade 3 e o de menor risco, cardinalidade
15, confirmando que a diversificacdo de investimento realmente diminui o risco, a0 mesmo
tempo que descarta investimentos de grande retorno esperado e alto risco.

4.2 Segundo Experimento

Na secao 4.1, resultados sugerem que, dentre os valores de cardinalidade utilizados,
portfélios com cardinalidade 9 apresentaram, na média, melhores desempenhos €, por isso,
esse e 0s proximos testes in-sample utilizarao sempre cardinalidade igual a 9.

Ainda na sec¢ao 4.1, é possivel notar que os resultados apresentados indicam a
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Figura 34 — Fronteira gerada pelo NSGA-Il para diferentes cardinalidades
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superioridade do algoritmo NSGA-Il em relacao aos demais para todas as métricas utilizadas.
Dessa forma, nesse experimento os portfélios gerados pelo NSGA-Il sdo comparados aos
portfélios gerados por um algoritmo genético monobjetivo, tendo como fung¢ao objetivo,
a ser maximizada, a razao entre retorno e risco e que utiliza os mesmos operadores de
cruzamento e mutacado do NSGA-II.

Para o algoritmo genético monobjetivo, 0 método roleta (como descrito na subse-
¢ao 2.1.2.2) foi utilizado na selecéo dos individuos. Também foi utilizado o elitismo de um
individuo, fazendo com que a melhor solugao de uma dada geragcao também esteja na
préxima geracao. Parametros como numero de individuos € niumero maximo de geracdes
sao 0s mesmos utilizados no NSGA-II. Para probabilidade de cruzamento (pc) e de mutacao
(pm), foram utilizados os valores 0,8 e 0,1, respectivamente, determinados empiricamente
apos testes prévios.

Cada um dos algoritmos foi executado 30 vezes e para o NSGA-II, foi registrado
o maior indice de desempenho (razédo entre retorno e risco) dentre todos os portfélios
gerados por este e, para o algoritmo genético (AG), foi registrado o indice de desempenho
do melhor portfélio de sua ultima geracao. Figura 35 mostra o boxplot desse indice para os
dois algoritmos e, como pode-se observar, o NSGA-Il proporciona portfélios com maiores
indices, na média. Ainda observa-se que a dispersao apresentada pelo AG desse indice
nos varios testes € muito maior que a do NSGA-II, de forma que este nao precisa de varias
execugdes para se encontrar portfélios com bom indice de desempenho.

A partir dos resultados apresentados, pode-se afirmar que um algoritmo genético
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Figura 35 — Boxplot do indice de desempenho para AG e NSGA-II
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multiobjetivo simples apresentou melhores portfélios que um algoritmo genético monobjetivo
simples, com 0s mesmos operadores usados no multiobjetivo, mesmo quando um unico
portfdlio é desejado. Dessa forma, o algoritmo multiobjetivo continuara sendo utilizado nos
préximos testes. E importante ressaltar que ndo pode-se afirmar que o modelo monobjetivo
¢ pior que o modelo multiobjetivo. O teste realizado apenas indica que um algoritmo genético
monobjetivo simples néo é tao eficiente quanto o NSGA-II para o problema proposto, mesmo
quando se deseja uma unica solugao, justificando a sua utilizagao.

Outros motivos para a utilizacdo de algoritmos multiobjetivos incluem a possibilidade
de proporcionar diferentes tipos de investimentos a investidores com diferentes perfis,
variando de investimentos de baixo risco € menor retorno esperado até aqueles de alto
risco e maior probabilidade de grandes retornos. Apesar disso, uma vantagem do algoritmo
monobjetivo € 0 seu tempo de execucao que foi, na média, 49,87 segundos, enquanto que a
do NSGA-II foi de 77,76 segundos.

O NSGA-II, que apresentou bom desempenho nos testes anteriores, é chamado
nesse teste de NSGA-Il 1 e foi comparado com o NSGA-II 2 e 3. Para o NSGA-Il 2, também
foi utilizado tamanho de populagao e numero maximo de geragdes iguais a 500 e, para 0s
demais parametros, os valores sugeridos em Deb et al. (2011) foram utilizados. Pelo mesmo
motivo do experimento anterior, utilizou-se cardinalidade 9 para portfélios.

O NSGA-II 3 transforma os resultados obtidos pelo NSGA-Il 2 em solugdes com
numeros inteiros de lotes. Um exemplo, na Tabela 3 mostra as solugées do NSGA-II 2, com
nameros flutuantes de lotes. O NSGA-II 3 aplica a funcao piso sobre 0 niumero de lotes
dessas solugdes, como pode ser visto na Tabela 4.

A Figura 36 apresenta as fronteiras ndo-dominadas combinadas para esses algo-
ritmos, pelas quais pode-se facilmente notar uma inferioridade do NSGA-Il 3 em relagéo
aos demais. A partir desse resultado, pode-se argumentar que, mesmo que o algoritmo
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Tabela 3 — Solugdes do NSGA-II 2 Tabela 4 — Solugbes do NSGA-11 3
Ativo Proporcao Lotes Ativo Proporcao Lotes
ABEV3 0,168039 16,65 ABEV3 0,161488 16
BRKM5 0,056685 2,78 BRKM5  0,040740 2
CTIP3  0,198350 8,42 CTIP3  0,188432 8
FIBR3  0,052070 1,97 FIBR3  0,026490 1
LREN3  0,057481 5,09 LREN3  0,056400 5
PETR4 0,072728 2,67 PETR4  0,054580 2
RENT3 0,061494 2,40 RENT3 0,051238 2
TBLE3 0,054409 1,98 TBLE3  0,027450 1
UGPA3 0,276071 10,50 UGPA3  0,262750 10

que utiliza o modelo continuo (NSGA-II 2) for superior ao algoritmo para o modelo proposto
(NSGA-II 1), para propositos praticos, em que deseja-se valores multiplos do custo do lote
minimo de cada ativo, 0 NSGA-Il 1 ainda seria preferivel. Mesmo assim, supondo que exista
formas melhores de obter tais solugdes em lotes, a partir do modelo discreto, os algoritmos
foram comparados levando em consideracao as métricas adotadas para testes in-sample.

Figura 36 — Fronteiras ndo-dominadas apresentadas pelos algoritmos NSGA-Il 1,2 e 3
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Primeiramente, em relagédo ao hipervolume (HV), como esperado, percebe-se pelo
boxplot da Figura 37a que o NSGA-II 3 apresenta o pior desempenho. Em relagdo aos
outros dois algoritmos, ndo é possivel determinar, pelo boxplot, a existéncia de diferenca
estatistica entre eles, mas o teste ANOVA detectou tal diferenca, ao nivel de significancia
de 5% e o teste de Tukey, apresentado na Figura 37b, sugere a superioridade do NSGA-II 1



Capitulo 4. Analise e Discussdo dos Resultados

77

sobre o NSGA-Il 2 em relagao a essa métrica.
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Figura 37 — Boxplot e teste de Tukey de HV (hipervolume)

Para a média da métrica C (ACM), apenas o boxplot apresentado na Figura 38 é
suficiente para afirmar que o NSGA-II 1 € superior ao 2, que € melhor que 0 3. O mesmo

ocorre para a métrica A (DM), cujo boxplot pode ser observado na Figura 39.

Figura 38 — Boxplot de ACM para NSGA-Il 1,2e 3
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Figura 39 — Boxplot de DM para NSGA-111,2 e 3
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Resultados sugerem, entao, que o algoritmo desenvolvido para 0 modelo proposto
(NSGA-II 1), além de proporcionar portfélios mais eficientes, também proporcionam maior
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diversidade desses. O NSGA-II 3, que é o outro algoritmo que proporciona portfélios que
podem ser negociados, na pratica, gera investimentos piores (dominados pelas solu¢des do
NSGA-II 1) e pouco diversificadas, em relagao ao espalhamento das solucdes, devido a
grande quantidade gerada de solu¢des dominadas pela sua propria fronteira. Dessa forma,
esse experimento justifica a utilizagdo do modelo proposto (discreto).

O motivo da superioridade do NSGA-II 1 (que utiliza modelo discreto) pode ser
o fato de que o NSGA-II 2 (que utiliza modelo continuo), proposto por Deb et al. (2011),
consome todo o capital disponivel, enquanto que o NSGA-II 1 utiliza o modelo proposto
neste trabalho e sua restricdo de capital disponivel (restricdo 11b) permite que portfélios de
custos variados sejam gerados.

O NSGA-II 1 também se mostra superior aos demais em relagdo ao tempo de
execucao, para o qual a média apresentada pelo NSGA-II 2 foi de 213,52 segundos e, como
esperado, o tempo de execuc¢do do NSGA-II 3 foi quase igual ao do NSGA-II 2, j& que aquele
utiliza as solugbes do NSGA-II 2 e, a partir dessas, realiza poucas operagdes. Enquanto
isso, 0 NSGA-Il 1 apresentou uma média de 75,92 segundos.

O desempenho do NSGA-II ainda foi comparado com um método exato, utilizando
um modelo monobjetivo linear. E importante ressaltar que todas as solucdes obtidas pelo
método exato branch-and-cut possuem gap, que corresponde a diferenga entre os valores
obtidos pelas solugdes dos problemas primal e dual, igual a 0, ou seja, sao solugdes étimas.

Um teste in-sample foi realizado e analisando as solugbes geradas por cada método,
como mostrado na Figura 40, pode-se notar que o método exato quase sempre gera solu-
¢bes que dominam as solugdes do NSGA-II. As solugbes do método exato apresentaram
risco inferior aos das solugées do NSGA-II com retorno imediatamente abaixo e imediata-
mente acima do retorno daquela solugéo (ponto azul a esquerda dos pontos vermelhos na
figura), exceto a solugao destacada pela seta na Figura 40, em que a solugdao do método
exato foi dominada por uma solugdo do NSGA-II.

A ocorréncia de solugdes do método exato dominadas por solugdes do método
heuristico se deve ao fato de que o método exato utiliza um modelo aproximado do modelo
proposto, ja que as técnicas utilizadas nesse caso solucionam apenas modelos lineares. E,
apesar do modelo exato apresentar desempenho melhor que o NSGA-II, mesmo para o
modelo ndo-linear proposto, a distancia entre essas solugdes sao relativamente pequenas,
como pode-se observar na Figura. Ja em relacdo ao tempo de execucao, o método exato
gasta em média 247,19 segundos para realizar a otimizagao para um unico portfélio, en-
qguanto que o NSGA-II gera 500 portfélios espalhados pela fronteira ndo-dominada em 77,76
segundos, em média. Considerando essa grande diferenca no tempo de execucgao, entao,
0s proximos experimentos utilizardo a meta-heuristica NSGA-II e, em trabalhos futuros,
algoritmos hibridos, compondo com o método exato.
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Figura 40 — Fronteira ndo-dominada dos métodos exato e heuristico
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4.3 Terceiro Experimento

Esta secdo apresenta todos os testes out-of-sample realizados neste trabalho,
comparando diferentes tamanhos de série histérica in-sample, modelos, meta-heuristicas e
cardinalidades com o objetivo de comparar os ganhos financeiros proporcionados por cada
configuragao de parametros.

O primeiro teste out-of-sample foi realizado com o objetivo de analisar o efeito de
diferentes tamanhos de série de precos no desempenho dos portfélios gerados. O tamanho
dessa série historica foi alterada entre os valores de 6, 12, 18 e 24 meses. Ao realizar tal
simulacéo, verifica-se pouca diferenca em relagdo aos valores mensais de Drawdown (ver
Figura 41a), risco CVaR (ver Figura 41b) e retorno (ver Figura 41c). Mesmo assim, foram
aplicados testes de variancia que falharam em detectar diferencgas estatisticas, ao nivel de
significancia de 5%, para diferentes tamanhos de série histérica nos trés casos, sendo que
todos os testes indicaram um p-valor superior a 0,9.

Também foi analisado o retorno acumulado utilizando cada um dos diferentes tama-
nhos de série histdrica no periodo entre janeiro de 2012 e dezembro de 2015. Como pode
ser visto na Figura 42, nao foi possivel estabelecer um padrdo entre o tamanho das séries e
o retorno acumulado proporcionado quando utiliza-se cada um desses para otimizagao de
portfélio. Assim, o tamanho de série historica de 1 ano foi definida para os préximos testes,
com base em trabalhos relacionados, como o de Barroso (2017), que utiliza esse valor.

Para a comparacao do modelo proposto com o modelo de Hanaoka (2014) é re-
alizado um teste out-of-sample que utiliza portfélios fornecidos pelo procedimento de
otimizagao para simulacao de investimento no mercado de agdes, no periodo entre 2011 a
2015. Além desses dois modelos, o teste considerou também o modelo proposto quando
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sao desconsiderados 0s custos de transacao, para avaliar os seus efeitos e o proprio indice

Bovespa (Ibovespa), que reflete o0 desempenho geral do mercado brasileiro e servira como

benchmark. Assim, os modelos usados nesse experimento foram:

* modelo 1, que corresponde ao modelo proposto desconsiderando todos os custos de

transacao;

* modelo 2, o modelo de Hanaoka (2014), discreto e sem rebalanceamento;
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* modelo 3, 0 modelo proposto neste trabalho, discreto e com rebalanceamento;
* modelo 4, modelo basico de investimento de todo o capital disponivel no indice
Bovespa, servindo como benchmark.

Para cada um dos modelos foram utilizados os trés algoritmos (NSGA-II, PDEA
e SPEA2). Dessa forma, desejando avaliar cada um dos modelos e algoritmos nessa
simulacéo e, posteriormente, decidir a melhor combinac¢ao entre modelos e algoritmos, foi
realizado uma analise de dois fatores para cada uma das métricas adotadas para esse tipo
de teste (retorno mensal, risco CVaR mensal e Drawdown mensal). Uma vez que o periodo
considerado é constituido de 5 anos e as métricas adotadas sao mensais, 60 repeticdes
sdo utilizadas para cada combinacao.

Primeiramente, em relagdao ao risco Drawdown mensal, percebe-se por meio da
Tabela 5 que, ao nivel de significancia de 5%, néo foi detectada diferenca estatistica
em relacdo aos diferentes algoritmos. Ja para os diferentes modelos, a hipdtese nula
de igualdade das médias do valor Drawdown é descartada, indicando diferenga entre os
modelos. Posteriormente, o teste de Tukey, apresentado na Figura 43 revela que o modelo
4 apresenta valor Drawdown pior que os demais. O resultado realca a importancia de se
fazer uma boa otimizacao, considerando modelos e métodos adequados, uma vez que o
modelo 4 foi superado facilmente pelos modelos de otimizagao de portfélio. Além disso, o
teste sugere um melhor Drawdown médio para o método 1 em relacdo ao 3, indicando que
o modelo sem rebalanceamento apresenta maiores perdas que o modelo sem custo de
transacao.

Tabela 5 — ANOVA 2 fatores para Drawdown

Fonte SS df MS F p-valor
Més 0,42585 59  0,0072178  40.1077 0
Algoritmo 0,00049 2 0,0002431  1,3507  0,25980
Método 0,06764 3  0,0225458 125,2828 0
Algoritmo:Método  0,00269 6  0,0004481  2,4901  0,02173
Erro 0,11679 649 0,0001800

O mesmo ocorre para risco CVaR e retorno mensal, ou seja, sdo detectadas diferen-
cas estatisticas apenas para modelos no teste de risco CVaR (como mostra a Tabela 6) e
de retorno (como mostra a Tabela 7). Testes de Tukey mostram que, além de apresentarem
menores riscos (ver Figura 44), os modelos de otimiza¢do apresentam maiores ganhos que
0 benchmark (ver Figura 45). Enquanto isso, o teste ndo foi capaz de detectar diferencas
entre os diferentes modelos de otimizag¢do ou entre os diferentes algoritmos, mesmo sendo
constatadas diferengas nos testes in-sample, como mostrado na se¢éo 4.1.

Para analisar melhor, entdo, o comportamento dos investimentos quando utilizados
cada um dos modelos, os retornos acumulados apresentados por cada um deles séo
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Figura 43 — Teste de Tukey para valores de Drawdown nos diferentes modelos
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Tabela 6 — ANOVA 2 fatores para Risco CVaR

Fonte SS df MS F p-valor
Més 0,0252261 59 0,00042756 37,3434 0
Algoritmo 0,0000099 2 0,00000493  0,4309  0.6501
Método 0,0054848 3 0,00182827 159,6817 0
Algoritmo:Método  0,0000246 6  0,00000410  0,3577 00,9055
Erro 0,0074307 649 0,00001145

Figura 44 — Teste de Tukey para riscos CVaR nos diferentes modelos
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confrontados em gréficos. A Figura 46 apresenta esses retornos para os trés modelos de
otimizagdo (modelo 1 ou M1, modelo 2 ou M2 e modelo 3 ou M3) utilizando-se o PDEA e
nota-se que, apesar dos retornos acumulados estarem muito préximos no inicio, fazendo
com que as linhas no grafico se entrelacem, ao final o modelo de Hanaoka (2014), sem
rebalanceamento, parece distanciar-se mais dos outros modelos.

Esse distanciamento ocorre de forma mais nitida nos algoritmos SPEA2 (cujo
retorno acumulado é apresentado pela Figura 47) e NSGA-II (cujo retorno acumulado é
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Tabela 7 — ANOVA 2 fatores para Retorno

Fonte SS df MS F p-valor
Més 8512,3 59 144,276 17,9133 0
Algoritmo 10,3 2 5,152 0,6397  0,5278
Método 4342 3 144,723 17,9688 0
Algoritmo:Método 9,2 6 1,525  0,1894  0,9798
Erro 5227,1 649 8,054

Figura 45 — Teste de Tukey para retornos nos diferentes modelos
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Figura 46 — Retornos acumulados para os diferentes modelos utilizando PDEA
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apresentado pela Figura 48). Esse padrao pode sugerir que o0 modelo de Hanaoka (2014)
proporciona menor ganho em relagéo aos outros dois, como era esperado, ja que 0 processo
de rebalanceamento do modelo proposto procura minimizar os custos de transagao, que
podem chegar a valores altos naquele modelo. J& 0 modelo sem custos corresponde a
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um cenario ideal em que nao existe tais custos, sobrando mais capital a ser investido.
Essa sobra tende a aumentar com a quantidade de investimentos realizadas e, por isso,
haveria diferengas mais significativas apenas ao final do grafico. Assim, esperava-se também
maiores ganhos proporcionados pelo modelo sem custos, o que pode ser verificado apenas
quando utilizou-se 0 SPEA2, sendo que o0 modelo proposto apresentou retorno acumulado
similar a este para os demais algoritmos.

Figura 47 — Retornos acumulados para os diferentes modelos utilizando SPEA2
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Figura 48 — Retornos acumulados para os diferentes modelos utilizando NSGA-II
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O mesmo procedimento que foi realizado para analisar o comportamento dos inves-
timentos utilizando diferentes modelos, também foi realizado para os diferentes algoritmos
e, novamente, um padrao pode ser observado. A Figura 49 mostra o comportamento do
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retorno acumulado ao longo do periodo estudado para os trés algoritmos utilizando o mo-
delo proposto, com rebalanceamento e custo de transacao. Em relagcéo aos trés algoritmos,
percebe-se melhor desempenho quando utiliza-se 0 NSGA-Il, em segundo lugar fica o
SPEAZ2 e, por ultimo, o PDEA, assim como visto nos testes in-sample da secao 4.1, e tal
padrdao também se repete para os outros modelos. O resultado sugere, dessa forma, uma
convergéncia entre os resultados in-sample e out-of-sample em relagao ao desempenho
dos algoritmos.

Figura 49 — Retornos acumulados para os diferentes algoritmos
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Pode-se notar, também na Figura 49, o retorno acumulado proporcionado quando
todo o capital € investido no indice Bovespa durante esse periodo. O comportamento do
Ibovespa revela o mal desempenho do mercado brasileiro nesse periodo e comparando
o indice ao modelo proposto, nitidamente se percebe que, mesmo quando o mercado
brasileiro apresenta um desempenho ruim, o modelo proposto, utilizando qualquer um dos
algoritmos, proporcionou ganhos financeiros na simulagéo. Enquanto isso, um investimento
no Ibovespa geraria apenas perdas durante o periodo. Espera-se, portanto, que quando o
mercado brasileiro apresentar um bom desempenho e o Ibovespa proporcionar melhores
ganhos, o modelo proposto também apresente resultados ainda melhores.

Os retornos acumulados apresentados pelo modelo proposto foram, por fim, compa-
rados com o retorno acumulado proporcionado, nesse periodo, pelo indicador econémico
CDiI (Certificados de Depésito Interbancario), que sao "os titulos de emissédo das instituicdes
financeiras, que lastreiam as operagbes do mercado interbancario" (CDI. .., 2017) e, por sua
taxa apresentar pequenas mudangas, o indicador é utilizado como investimento de renda
fixa e como benchmark para comparacdes com outras metodologias de investimento. Ainda
na Figura 49, é possivel verificar, ao final do periodo, melhores ganhos proporcionados pelo
modelo proposto, indicando a vantagem de utiliza-lo em vez de investir no CDI. E importante
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observar que os ganhos do CDI foram muito maiores que do Ibovespa, destacando o mal
desempenho do mercado brasileiro nesse periodo.

Ainda neste experimento, foi realizada uma simula¢do com diferentes cardinalidades
para comparar os resultados obtidos com aqueles mostrados também na secéo 4.1. Para
isso, foi utilizado o modelo proposto com o algoritmo NSGA-II e, de acordo com as métricas
Drawdown e o risco CVaR, testes de Tukey com nivel de significancia de 5%, realizados
apéds a identificacao de diferencas estatisticas em analises ANOVA, indicam onde estéo tais
diferencas. Na Figura 50a é possivel observar que apenas quando utiliza-se cardinalidade 3,
o0 modelo ndo apresenta Drawdown superior ao do Ibovespa. Em relagdo ao risco CVaR, a
Figura 50b mostra um resultado ainda pior para o modelo com cardinalidade 3, ja que o teste
revela a superioridade do modelo com cardinalidade 9 e 15 em relagéo ao de cardinalidade
3 e ao benchmark Ibovespa. Tais resultados corroboram a teoria de Markowitz (1952), que
afirma que a diversidade do portfolio reduz seu risco.

k=3 k =3 —_———
k=9 —_—6— k =9 —_——
k = 15 ———— k = 15 B
| Bovespa - _—— 1 | Bovespa |-
0.03 0. 635 0. 64 0. 645 0. ‘05 0. 655 0. 66 0. 665 0. ‘07 0.075 0.01 0. 612 0. 614 0. 616 0. 618 0. b2 0.022
Drawdown Risco CVaR
(a) Teste de Tukey de Drawdown (b) Teste de Tukey de risco CVaR

Figura 50 — Teste de Tukey de riscos para cardinalidades 3,9 e 15

Essa diferenca de risco, detectada no teste de Tukey, reflete no ganho que a utilizagéo
de cada cardinalidade pode proporcionar a um investidor. A Figura 51 revela um pior retorno
acumulado para o modelo de cardinalidade 3, em uma simulagao de investimentos no
periodo de 2011 a 2015. Além disso, o melhor desempenho do modelo com cardinalidade
9, condiz com os resultados dos testes in-sample, mostrados na secéo 4.1, que mostram
portfélios com cardinalidade 9 superarem os demais em termos de cobertura e diversidade
das fronteiras nao-dominadas produzidas.

A partir da Figura 51, também pode-se verificar a robustez do modelo, uma vez que,
mesmo alterando a cardinalidade dos portfélios, o0 modelo proporciona ganhos que superam
aqueles proporcionados pelo CDI ao fim do periodo estudado. Nota-se, também, uma
grande distancia entre os ganhos proporcionados pelo modelo proposto e pelo Ibovespa.
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Figura 51 — Retornos acumulados para as diferentes cardinalidades
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4.4 Quarto Experimento

Apesar do NSGA-II apresentar, nos testes anteriores, bons resultados em compara-
¢ao as outras meta-heuristicas, aproximando-se dos resultados proporcionados por técnicas
exatas e com tempo de execugdo muito menor que essas técnicas exigem, o tempo de
obtencao de solucdes eficientes e diversificadas, mesmo com o NSGA-II, pode ainda estar
aquém da necessidade de alguns usuarios de obter uma carteira num tempo compativel
com seu tipo de operagao na bolsa ou com as rapidas mudangas do mercado. Na tentativa
de reduzir ainda mais esse tempo de execugdo do NSGA-Il, sdo propostos algoritmos
paralelos utilizando modelos de ilha e computa¢cao com GPU.

Primeiramente, utilizando modelos de ilha, foram realizados testes com 2 e 4 ilhas,
sendo que cada ilha é executada por uma unica thread. Os cinco algoritmos seguintes foram
comparados em um teste in-sample:

« algoritmo 1: NSGA-Il sequencial, proposto na subsecao 3.2.1, com N individuos;
« algoritmo 2: NSGA-Il paralelo com 2 ilhas, cada uma contendo N/2 individuos;

« algoritmo 3: NSGA-Il paralelo com 4 ilhas, cada uma contendo N/4 individuos;

« algoritmo 4: NSGA-Il sequencial com N/2 individuos;

« algoritmo 5: NSGA-Il sequencial com N/4 individuos.

O boxplot de hipervolume para cada um dos cinco algoritmos pode ser visto na
Figura 52a, na qual observa-se valores de hipervolume dos algoritmos 4 e 5 pouco menores
que os demais. J& na Figura 52b, que apresenta o teste de Tukey de hipervolume dos
algoritmos com nivel de significancia de 5%, confirma-se uma diferenca estatistica entre os
algoritmos 3 e 4, sendo que o 3 se mostrou superior, e entre o algoritmo 5 e os demais, sendo
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que o algoritmo 5 apresenta os piores resultados. Nao foi encontrada, entao, diferengas
estatisticas entre os algoritmos paralelos (algoritmos 2 e 3) e o sequencial com N individuos
(algoritmo 1).
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Figura 52 — Boxplot e teste de Tukey de hipervolume para algoritmos sequenciais e paralelos

Figura 53a mostra o boxplot da métrica A (DM) para todos os cinco algoritmos.
Observa-se que os algoritmos 3 e 5 apresentam espalhamento pior que os demais, enquanto
gue o teste de Tukey, mostrado na Figura 53b revela que, ao nivel de significancia de 5%,
nao é possivel detectar diferenca estatistica, em média, entre a métrica A dos algoritmos 1
e 2, que possuem valor médio menor que a apresentada pelo algoritmo 4, que por sua vez
€ superada pela média do algoritmo 3 e, por fim, tem-se o algoritmo 5 com o maior valor
médio para DM. A partir desses resultados, pode-se afirmar que o NSGA-II paralelo com
4 ilhas apresenta uma fronteira ndo-dominada com espalhamento pior que o do NSGA-II

sequencial.
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Figura 53 — Boxplot e teste de Tukey de métrica A para algoritmos sequenciais e paralelos

A partir dos resultados desse experimento, pode-se supor que a quantidade de
individuos em cada ilha do NSGA-II paralelo com 4 ilhas é muito pequena para um bom
desenvolvimento individual das ilhas. Apesar disso, percebe-se que o hipervolume e métrica
A do NSGA-II paralelo com 2 ilhas (com N/2 individuos em cada ilha) é melhor que
esses valores para o NSGA-Il sequencial com N/2 individuos (algoritmo 4) enquanto
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gue os mesmos valores para o NSGA-Il paralelo com 4 ilhas (com N/4 individuos em
cada ilha) € melhor que para o NSGA-II sequencial com N/4 individuos (algoritmo 5),
revelando que os algoritmos paralelos apresentam desempenho melhores que versdes
sequenciais com mesma quantidade de individuos das ilhas de cada algoritmo paralelo,
apesar de um pequeno aumento no tempo de execucgao dos algoritmos paralelos por causa
do gerenciamento das threads e o0 tempo de espera dessas para a sincronizagao das tarefas
sequenciais, como mostrado na Tabela 8, que apresenta o tempo de execugao dos cinco
algoritmos.

Tabela 8 — Tempo de execucgao dos algoritmos sequenciais e paralelos

Algoritmo Menor tempo (s) Tempo médio (s) Maior tempo (s)

1 75,6922 75,9203 76,1643
2 33,4330 34,5960 43,3765
3 26,2450 26,3824 26,4516
4 30,2140 30,3110 30,8696
5 17,2973 17,6435 18,0956

Essas diferencas de tempo podem ser melhor observadas no boxplot mostrado na
figura 54, que mostra também as diferengas estatisticas presentes entre o intervalo de
tempo de execucao apresentado por cada algoritmo e, por isso, teste de variancia nao €
necessario.

Figura 54 — Boplot dos tempos de execucao dos algoritmos sequenciais e paralelos
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Observa-se que mantendo um mesmo numero de individuos em cada ilha e au-
mentando o numero de threads, aumenta-se também esse overhead necessario para o
gerenciamento e comunicacao dessas threads. Como esperado, pode-se perceber também
que o algoritmo 1, sequencial com N individuos possui 0 maior tempo de execuc¢ao, o algo-
ritmo 2, paralelo com 2 threads, apresentou tempos de execug¢ao maiores que o algoritmo 3,
paralelo com 4 threads, e o algoritmo 2 possui um tempo de execu¢ao pouco maior que
o algoritmo 4, sequencial com N/2 individuos, enquanto que a diferenga de tempo entre
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os algoritmos 3 e 5, sequencial com N/4 individuos, mostra-se maior, ou seja, 0 ganho de
desempenho (speedup) do algoritmo 2 é consideravelmente maior que o do algoritmo 3.

Também foi desenvolvida outra versao paralela do NSGA-II, que consiste na pa-
ralelizagcdo dos métodos de ordenacéao utilizando a GPU. A paralelizagdo da ordenacéo,
que possui alto custo computacional, tem como inten¢&o reduzir o tempo de execugao do
algoritmo evolutivo sem afetar a qualidade das solu¢des, como ocorreu com o NSGA-Il em
modelo de ilha utilizando 4 threads. Essa versao paralela produz resultados de mesma qua-
lidade que aqueles gerados pela versao sequencial, ja que ela apenas realiza a ordenagéo,
método deterministico, de forma paralela.

O NSGA-II paralelo com GPU (paralelo-GPU 1), como esperado, apresentou tempos
de execug¢ao menores que aqueles apresentados pelo algoritmo sequencial, como pode-se
notar na Tabela 9. Apesar disso, nota-se também que a paralelizacdo com modelos de ilhas
apresentou tempos de execucdo ainda menores que a paralelizacado da ordenagcdo com
GPU, o que se deve ao fato de que outros métodos de alto custo computacional como a
ordenagéo nao-dominada de fronteiras, que ainda é executada de forma sequencial, limitam
o ganho que se pode obter com essa forma de paralelismo com GPU proposta.

Supondo, entdo, que a paralelizagdo dos métodos de ordenagdo com GPU nao
influencia na qualidade das solucgdes e selecionando o NSGA-II paralelo com 2 ilhas como
melhor algoritmo utilizando modelo de ilhas, ja que ndo apresentou resultados piores que o
algoritmo sequencial e possui tempo de execu¢cao menor que esse, foi proposta, finalmente
a integracao desse algoritmo paralelo de 2 ilhas com a paralelizacdo da ordenagcdo com
GPU. Esse novo algoritmo paralelo foi denominado algoritmo paralelo-GPU 2 e, apds 30
execugoes, seu menor tempo, tempo médio e maior tempo foram registrados e apresentados
na Tabela 9. Nesse caso, a paralelizacdo da ordenacao apresenta uma menor diminuicao
no tempo em relacéo ao algoritmo sequencial porque as ilhas possuem niumeros menores
de individuos, fator do qual depende a complexidade do método de ordenagéo.

Tabela 9 — Tempo de execugao dos algoritmos sequencial e paralelos com GPU

Algoritmo Menor tempo (s) Tempo médio (s) Maior tempo (s)

Sequencial 75,6922 75,9203 76,1643
Paralelo-GPU 1 57,8890 58,1087 58,4087
Paralelo-GPU 2 28,7524 29,7364 31,0712

Novamente, a figura 55, contendo o boxplot dos tempos de execucao desses algo-
ritmos paralelos com GPU e do algoritmo sequencial, revela intervalos nao sobrepostos
desses tempos, destacando a grande diferenca entre eles, como mencionado, e descartando
a necessidade de teste estatistico para essa métrica.

Com os resultados apresentados, pode-se afirmar que neste trabalho foi proposto e
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Figura 55 — Boplot dos tempos de execuc¢ao dos algoritmos sequenciais e paralelos com
GPU
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implementado um algoritmo de otimizagao capaz de gerar solugdes eficientes de carteiras
de investimento num tempo computacional baixo (menos de um minuto, no caso deste
experimento), compativel com as mudancas e oscilagdes proprias do mercado financeiro,
0 que possibilita investimentos de curto prazo, mesmo que este tipo de investimento ndo
tenha sido contemplado neste trabalho. Na préatica, um investidor que necessite de solugbes
confiaveis em tempos ainda menores pode utilizar o arcabouco implementado, bastando
ampliar o orcamento computacional para a realizacdo de um processamento paralelo de
uma grande massa de dados.
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5 Conclusao

Neste trabalho, foram propostos modelos e algoritmos para a otimizagao de portfélios
financeiros com a intencdo de revelar a melhor metodologia de investimento ou evidenciar
as vantagens e desvantagens de cada uma. Para isso, foram realizados testes em quatro
experimentos computacionais, sendo que o primeiro foi responsavel por comparar meta-
heuristicas e diferentes cardinalidades de ativos em uma otimizacao in-sample, o segundo
comparou um modelo discreto com rebalanceamento proposto com modelos presentes na
literatura e com um modelo linear aproximado desenvolvido para comparar técnicas exatas
e meta-heuristicas, o terceiro comparou ganhos proporcionados pelo modelo com rebalan-
ceamento em relacdo ao modelo sem rebalanceamento e outros benchmarks em simulacao
realistica de investimento durante cinco anos e o quarto comparou meta-heuristicas se-
quenciais com versdes paralelas dessas, verificando se a paralelizagcéo de fato diminui seu
tempo de execucdo sem afetar a qualidade das solucoes.

O primeiro experimento estudou o efeito de diferentes cardinalidade de portfolios
em testes in-sample. O melhor desempenho verificado quando utiliza-se cardinalidade 9
corrobora as afirmagdes de Markowitz (1952), de que diversificar um portfélio com varios
ativos reduz seu risco, e de Cesarone, Moretti e Tardella (2016), de que portfélios com
nao mais de 15 ativos apresentam os melhores desempenhos, apresentando fronteira
nao-dominada com maior cobertura e espalhamento das solugdes.

O primeiro experimento também compara desempenhos de trés algoritmos evolutivos
multiobjetivos para a otimizag&o inteira de portfolios com restricdo de cardinalidade. Hanaoka
(2014) utilizou os algoritmos DEMO e PDEA para a otimizagdo desse modelo e alcangou
bons resultados em uma simulagao, principalmente utilizando o PDEA. Entretanto, neste
trabalho verifica-se desempenhos melhores para o SPEA2 e, principalmente, para o NSGA-
Il em relacdo aos resultados apresentados pelo PDEA, que apresentou pior espalhamento
e cobertura de solugdes na média. Assim, esses testes podem ser considerados uma
contribuicao académica, propondo técnicas possivelmente melhores do que aquela utilizada
na literatura para essa modelagem inteira do problema estudado.

O modelo proposto neste trabalho é comparado com um modelo monobjetivo e
com um modelo continuo no segundo experimento. Resultados, apresentando melhor
desempenho para o modelo proposto em ambos os experimentos, justificam a utilizagdo
deste e contribui academicamente para a area de otimizacao de portfélios, apresentando
um modelo com desempenho aparentemente melhor que outros presentes na literatura.
Mostrando, assim, que o modelo considera aspectos que afetam a dinamica do processo na
pratica, garantindo melhor desempenho, verifica-se que ele cumpre com o objetivo proposto



Capitulo 5. Concluséo 93

para esta pesquisa.

Foram comparadas, no segundo experimento, técnicas exatas e meta-heuristica.
Resultados mostraram que usando meta-heuristicas pode-se obter resultados quase tao
bons quanto aqueles obtidos com métodos exatos em um tempo muito menor, tornando-as
adequadas para muitos casos praticos em que um alto tempo de execucao é indesejavel ou
até inviavel para o tipo de investimento.

Testes out-of-sample compararam o modelo proposto com o modelo de Hanaoka
(2014) e, apesar das simulacdes realizadas nao detectarem diferencas estatisticas dos
dois modelos para as métricas utilizadas, graficos de retorno acumulado sugerem que o
modelo proposto proporciona maiores ganhos, o que pode ser explicado pela consideragao
de elementos praticos, como custos de transagao, em investimentos e, por isso, pode-se
considerar o processo de rebalanceamento como uma contribuicdo ao modelo discreto
de otimizacéo de portfélios. Simulagdes também revelam que tanto o modelo proposto
quanto o de Hanaoka (2014) sao capazes de proporcionar lucros acima de "investimentos
seguros" como como a taxa SELIC (ou taxa livre de risco) mesmo em momentos de queda
no mercado brasileiro.

O terceiro experimento corrobora a hipétese de que o NSGA-II é o algoritmo que
apresenta melhor desempenho, apresentando melhores fronteiras eficientes em testes
in-sample e maiores ganhos financeiros em testes out-of-sample. Da mesma forma, o
experimento também mostrou o SPEA2 como segundo com maior ganhos nas simulag¢des
e o PDEA como algoritmo menos eficiente, proporcionando menores ganhos financeiros.

O tempo de execucao do NSGA-Il sequencial pode estar acima do tempo desejado
por alguns investidores, dependendo do tipo de operagao que ele queira realizar. Para
solucionar tal problema, a paralelizacdo se mostrou eficiente na reducéo do tempo de
execucao da meta-heuristica, principalmente utilizando modelo de ilha. Testes de variancia
nao detectaram diferencas no desempenho das solucdes geradas em alguns algoritmos
paralelos em relacédo ao algoritmo sequencial, sendo que o NSGA-II paralelo com 2 ilhas
e ordenacgao paralelizada com GPU foi o melhor algoritmo paralelo desenvolvido, pois
apresentou menor tempo de execugao sem afetar a qualidade das solugdes.

O modelo proposto no trabalho mostrou-se mais eficiente que outros presentes
na literatura para investimento, na pratica, justificando sua importancia para a area de
finangas computacionais e sua contribuicao académica. Em relacdo as técnicas utilizadas,
pode-se concluir que a melhor técnica depende da necessidade do usuario (investidor).
Para investimentos de longa duragao (meses ou anos), em que a qualidade das solugdes é
mais relevante que o seu tempo de execucao, pode-se utilizar métodos exatos, enquanto
que o NSGA-Il paralelo ¢ indicado para investimentos de alta frequéncia (em minutos ou
segundos), em que um baixo tempo de execucao é desejavel ou imprescindivel.
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Por fim, pode-se concluir que o objetivo geral do trabalho foi concluido, uma vez
mostrada a eficiéncia do modelo proposto e distinguidas as vantagens e desvantagens
das técnicas utilizadas, podendo atribuir cada uma as diferentes necessidades de cada
investidor por meio do arcabouco eficiente que foi implementado neste trabalho e que, apés
a criacdo de uma interface grafica intuitiva, estara apto para ser utilizado como ferramenta
de mercado no auxilio a investidores.

5.1 Trabalhos Futuros

Modelos e técnicas ndo contemplados no trabalho podem ser abordados em traba-
Ihos futuros. Modelos com trés ou mais objetivos, incluindo mais de uma medida de risco,
podem ser desenvolvidos e comparados com 0 modelo biobjetivo proposto nesse trabalho.
Para as técnicas, outros algoritmos evolutivos multiobjetivo, como o NSGA-IIl, MOEA/D
(Multi-objective Evolutionary Algorithm Based on Decomposition), AEMMT (Multiobjective
Evolutionary Algorithm With Many Tables) e o AEMMD (Algoritmo Evolutivo Multiobjetivo
com Multiplas Dominancias), podem ser utilizados ou ainda uma combinacéo dos algo-
ritmos utilizados no trabalho com outras meta-heuristicas, como o Simulated Annealing
ou 0 VNS (Variable Neighborhood Search). Outra combinagao a ser testada é das meta-
heuristicas com métodos exatos para busca local, buscando resultados melhores que as
meta-heuristicas com um tempo de execucdao menor que dos métodos exatos.

Para os testes in-sample, a busca por um melhor ajuste de parametros como cardi-
nalidade, taxas de mutagdo e cruzamento podem ser contemplados em trabalhos futuros,
uma vez que essa nao era a pretensao deste trabalho. Em relacdo a melhor cardinalidade,
um algoritmo paralelo pode executar varias otimizag6es considerando diferentes valores,
buscando o melhor valor para cada série historica analisada, inclusive utilizando valores
maiores que 15.

Nos testes out-of-sample, muitas vezes, retornos acumulados mostraram grandes
diferencas entre diferentes modelos, enquanto que testes estatisticos falharam em detectar
diferengas para os valores mensais apresentados por eles. Percebe-se que, no inicio, os
retornos acumulados dos diferentes modelos tendem a permanecer proximos enquanto
que as diferencas tendem a surgir ao final do periodo considerado. Trabalhos futuros
concentrardo nesse final, realizando testes com periodos out-of-sample maiores.

Os algoritmos paralelos desenvolvidos tiveram numero fixo para geracoes de troca
de individuos entre as ilhas. O aumento ou a diminuicdo desse numero determinam um
tradeoff entre uma boa qualidade das solugdes e um baixo tempo de execugao. Quanto
maior o numero, maior sera o tempo de execucdo, mas melhor sera a qualidade das
solucdes, e o contrario ocorre quando se diminui esse numero. Trabalhos futuros podem
otimizar esse numero de geragdes para troca de individuos, levando em conta a qualidade
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das solugbes e o0 tempo de execugao desejados.

Nesse trabalho foi desenvolvido um arcaboug¢o computacional que realiza otimiza¢ao
de portfélios de acordo com parametros de entrada definidos pelo usuario. No entanto, esse
arcabouco ainda carece de uma interface gréafica para uma comunicacao mais rapida e
facil com o usuario. Dessa forma, tal interface pode ser desenvolvida em trabalhos futuros,
para que qualquer investidor possa, de forma intuitiva, comunicar-se com o arcabougo, que
oferece otimizagdes para investimentos de curto e longo prazo, conforme a necessidade do
usudrio.

Apesar de terem sido selecionados, dentre as solu¢gées ndo-dominadas, a solucao
de maior raz&o retorno sobre risco, outros procedimentos podem ser adotados com base
em preferéncias do decisor, valorizando mais o retorno ou o risco. Além disso, trabalhos
futuros podem utilizar as preferéncias desse decisor a priori para guiar a busca da meta-
heuristica. Por fim, algoritmos e modelos de otimizacao abordados nesse trabalho podem
ser combinados, em trabalhos futuros, com algumas estratégias de investimento, como a
inclusdo de stops ou analise técnica, com a intencdo de determinar os melhores momentos
para compra e venda de portfélios.
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Todos os testes realizados até o momento utilizaram, como dados de entrada para o

processo de otimizagao, 53 ativos disponiveis para investimentos. Esses ativos faziam parte

do indice Bovespa durante o periodo de 2010 a 2015 e suas cotagdes foram retiradas da

plataforma Bloomberg. A lista desses ativos e suas respectivas empresas podem ser vistas

no Quadro 1.

Quadro 1 — Ativos utilizados

Ativo

Empresa

ABEV3
BBAS3
BBDC3
BBDC4
BRAP4
BRFS3
BRKM5
BRML3
BVMF3
CCRO3
CESP6
CIEL3
CMIG4
CPFE3
CPLE6
CSANS3
CSNA3
CTIP3
CYRES
EMBR3
ENBR3
EQTL3
ESTC3
FIBR3
GGBR4
GOAU4

Ambev S.A.

Banco do Brasil S.A.

Banco do Bradesco S.A.
Banco do Bradesco S.A.
Bradespar S.A.

BRF S.A.

Braskem S.A.

BR Malls Participagdes S.A.
BM&F Bovespa S.A.

CCR S.A.

CESP

Cielo S.A.

CEMIG

CPFL Energia S.A.

COPEL

Cosan S.A. Industria e Comeércio
Companhia Sideruargica Nacional
CETIP S.A.

Cyrela Brazil Realty S.A.
Embraer S.A.

EDP Energias do Brasil S.A.
Equatorial Energia S.A.
Estacio Participacoes S.A.
Fibria Celulose S.A.

Gerdau S.A.

Metalurgica Gerdau S.A.

Continua na préxima pagina
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Quadro 9 — Ativos utilizados: continuagao

Ativo

Empresa

HYPES3
ITSA4
ITUB4
JBSS3
KROT3
LAME4
LREN3
MRFG3
MRVES3
MULT3
NATU3
PCAR4
PETR3
PETR4
RADLS3
RENT3
SANB11
SBSP3
SUZB5
TBLE3
TIMP3
UGPA3
USIM5
VALE3
VALES
VIVT4
WEGE3

Hypermarcas S.A.

ltausa - Investimentos Itau S.A.

Itat Unibanco Holding S.A.

JBS S.A.

Kroton Educacional S.A.

Lojas Americanas S.A.

Lojas Renner S.A.

Marfrig Global Foods S.A.

MRV Engenharia e Participacoes S.A.
Multiplan Empreendimentos Imobiliarios S.A.
Natura Cosméticos S.A.

Companhia Brasileira de Distribuicao
Petréleo Brasileiro S.A.

Petréleo Brasileiro S.A.

Raia Drogasil S.A.

Localiza Rent a Car S.A.

Banco Santander Brasil S.A.
SABESP

Suzano Papel e Celulose S.A.

Engie Brasil Energia S.A.

TIM Participacbes S.A.

Ultrapar Participacdes S.A.

Usiminas

Vale S.A.

Vale S.A.

Telefénica Brasil S.A.

WEG S.A.
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