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Resumo

A difusdo an6mala € um fenémeno onipresente que tem sido estudado por meio de diferentes
abordagens, incluindo simulagdes, andlise de métodos e experimentos. Tanto a equagao
de difusao fracionaria quanto a equacéao de difusdo nao linear foram capazes de descrever
tal fendmeno, em particular, os casos onde aparecem fungdes densidade de probabilidade
com caudas pesadas. Observa-se, no entanto, uma falta de um controle sistematico nas
simulac6es de processos de difusdo anédmala. Consequentemente, a relacdo de quais
os modelos mais adequados para a descricao destes processos fica prejudicada. Neste
trabalho, exploramos as relagdes os parametros coeficientes de difusdo e entre os expoentes
de difusdo, ordem da derivada fracionaria e o parametro ¢-gaussiano, através de um
procedimento de ajuste sistematico dos dados das simulagdes usando abordagens lineares
e nao lineares. Os dados simulados sao gerados por um random walk de tempo continuo
com média do tempo de espera entre os saltos e variancia do comprimento dos saltos
controlados para gerar casos de subdifusao, superdifusao e difusdo normal. Os modelos
tedricos sdo expressos por meio de equacgdes de difusdo generalizadas ora por derivadas
fracionarias no tempo ou espaco, ora pela nao linearidade da equagao de meios porosos.
A avaliacdo dos parametros coeficientes de difusdo e dos expoentes de difusdo obtidos
a partir das simulacdes é feita utilizando duas diferentes abordagens: (1) estudando a
evolugao temporal da variancia amostral dos deslocamentos e, (2) otimizando as solugdes
dos modelos tedricos aos histogramas de solugdes. A precisdao dos modelos também &
estudada para cada regime de difusdo anémala. Sao analisadas as relacdes entre os
parametros obtidos por meio das simulagdes e os parametros teéricos. Dentre os quais, a
relagéo de Tsallis-Buckman é verificada. Faz-se, ainda, uma discussao sobre os métodos
para relacionar os parametros das simulacées com os parametros dos modelos.

Palavras-chave: Difusdo an6mala. Equagéao de difuséo fracionaria. ¢g-gaussiana. Calibra-
cao.
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Abstract

Anomalous diffusion is an ubiquitous phenomenon which have been studied by several
approaches, including simulation, analytical methods and by experiments. Either fractional
partial differential as non-linear partial differential equations were able to describe the
phenomenon, in particular, the heavy tails observed in the PDFs. Besides, one can observe
some lack in controlling anomalous diffusion in many attempts of simulation. Consequently,
the relationship to adequate models becomes somewhat impaired. To perform a systematic
calibration between simulations and models, in this work, we explore the relationship among
the diffusion coefficients and diffusion exponents with the order of fractional derivatives,
the g-Gaussian parameter and model diffusion constant by means of a systematic fitting
procedure of the simulation data using linear and non-linear approaches. Using CTRW
with a criterion to control mean waiting time and step length variance, a full range of well
controlled cases from subdiffusion to superdiffusion were generated. Theoretical models are
expressed by means of generalised diffusion equations with fractional derivatives in space,
in time and by the non-linearity of the porous medium equation. To decide how to assess
the diffusion constant, the order of fractional derivatives and the g-Gaussian parameter
from the simulation data in each case of anomalous diffusion, we compare the accuracy
of two methods: (1) by analysis of the dispersion of the variance over time and, (2) by the
optimisation of the solutions of the theoretical models to the histogram of positions. The
relative accuracies of the models are also analysed for each regimen of anomalous diffusion.
We highlight relations between the simulation parameters and model parameters. Among
those, Tsallis-Buckman scaling law identity is verified. The study discusses methods to link
model parameters to simulation parameters.

Keywords: Anomalous diffusion. Fractional diffusion equation. g-Gaussian. Calibration.
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Capitulo 1

Introducao

A investigacao das propriedades estruturais e dinamicas de sistemas de muitos corpos
com deslocamentos complexos desempenha um papel importante nas ciéncias exatas e
comunidade cientifica, uma vez que englobam sistemas com naturezas diversas (METZLER,;
KLAFTER, 2000). Estes sistemas apresentam normalmente em sua estrutura um grande
numero de particulas que se movimentam de forma irregular e estao sujeitas a interagoes de
pequeno alcance. O movimento individual irregular em pequena escala € responsavel pelo
movimento do conjunto em grande escala ' que, em contraste, apresenta uma interessante
regularidade (WANG; UHLENBECK, 1945).

Um importante representante deste tipo de fendémeno de transporte € o movimento
browniano (MB), assim nomeado em homenagem ao botanico Roberto Brown. Um MB
€ dado pelo movimento complexo das particulas suspensas em um fluido, resultante da
sua colisdo com atomos rapidos ou moléculas do fluido. Em 1827, ao olhar, através de
um microscépio, particulas de graos de pélen na agua, Brown observou que essas se
moviam através da dgua mas nao foi capaz de determinar os mecanismos que causaram
este movimento (SOKOLOV; KLAFTER, 2005). Décadas depois, Albert Einstein revolve o
problema e publica um artigo em 1905 explicando em detalhes precisos como 0 movimento
que Brown tinha observado era o resultado do pélen sendo movido por moléculas de agua
individuais (EINSTEIN, 1956).

Devido a complexidade das interagdes e ao grande numero de graus de liberdade em
pequenas escalas em sistemas exibindo um MB, torna-se conveniente usar formulagdes
estocéasticas, entre as quais, 0 passeio aleatério, ou random walk, figura como o mais
conhecido exemplo (WANG; UHLENBECK, 1945). Historicamente, a teoria dos random
walks foi desenvolvida por Louis Bachelier em sua notavel tese de doutorado, La Théorie
de la Spéculation, publicada em 1900 (RYCROFT, 2005). Bachelier prop6s o random

'Optamos por usar ‘grande escala’ e ‘pequena escala’ ao invés de macroscopico e microscépico pois
lidamos com sistemas interdisciplinares e, nem sempre a pequena escala é microscépica do ponto de vista
fisico.



walk como um modelo fundamental para séries temporais financeiras. Décadas depois,
essa idéia tornou-se a base para o financiamento teérico moderno (BACHELIER et al.,
2011) . Bachelier também foi o primeiro a ver a conexao entre random walks discretos
e a equacéao de difusao (ou calor) continua que é um tema importante desta classe de
problemas (RYCROFT, 2005).

O termo random walk, que denotaremos a partir de agora por RW, s6 foi proposto em
1950 por Karl Pearson (HUGHES, 1995). Em carta a revista Nature, ele deu um modelo
simples para descrever uma infestacdo de mosquitos em uma floresta: o mosquito realiza
um salto, de comprimento fixo, em cada intervalo de tempo, t;, em um angulo escolhido
aleatoriamente. Pearson queria saber qual seria a distribuicdo de mosquitos depois de n
passos terem sido dados. Sua carta foi respondida por Lord Rayleigh, que j& havia resolvido
uma forma mais geral desse problema em 1880 no contexto de ondas sonoras em materiais
heterogéneos: a modelagem de uma onda de som que viaja através do material pode
ser considerada como uma soma de uma sequéncia de vetores aleatérios da onda de
amplitude £ fixa e fase aleatéria. As ondas sonoras no material ttm um comprimento de
onda aproximadamente constante, mas suas dire¢des sao alteradas em locais de dispersao
dentro do material. Lord Rayleigh mostrou que a fungéo densidade de probabilidade (PDF)
P,(R) de uma onda que da n saltos, de tamanho unitario, em uma distancia R, quando
n — 0o, é dada por

2R
P,(R) ~ == F/n,
n
Observe que a distancia esperada escala com a raiz do nimero de passos, (R?) ~ n, um
padréo tipico de uma classe de movimentos do conjunto de particulas chamado difusao.

(RYCROFT, 2005).

De fato, uma descricdo da evolugdo do sistema no tempo ¢ pode ser feita em uma
escala intermediaria com uma amostra de N particulas suficientemente grande. O MB
evolui segundo uma difusao classica caracterizada pela variancia amostral aumentando de
forma linear com o tempo

(2%(t)) o< t.

A escala intermediaria acontece quando a amostra possui um numero N de particulas e
um tempo ¢ suficientemente grandes. No caso do MB classico, o limite entre as escalas
€ descrito pelo Teorema Central do Limite (TCL) (FISCHER, 2010). De acordo com o
TCL se a convergéncia tanto da variancia da populagao como da média da populagédo séo
observadas em pequena escala entdo a PDF em grande escala é a gaussiana. Estas sao



condi¢Oes suficientes para a convergéncia tando da variancia da populagdo quanto da
média da populacgéo.

Um MB classico pode ser simulado via um RW baseado em um processo markoviano
(sem memodria) no qual em tempos regulares de intervalos de tempo a particula realiza
deslocamentos espaciais aleatorios determinados por alguma PDF (METZLER; KLAFTER,
2000). De acordo com TCL, o histograma de posi¢cées de uma amostra das particulas se
encaixa em uma PDF gaussiana desde que a PDF dos deslocamentos das particulas tenha
uma variancia populacional convergente. No entanto, sistemas com ocorréncia frequente
de grandes saltos ou deslocamentos podem nao ter variancias convergentes. Para estes
sdo adequadas simulag¢des baseadas em caminhadas de Lévy (BOUCHAUD; GEORGES,
1990).

O movimento em grande escala do conjunto de particulas pode ser modelado por
meio de equacgdes diferenciais parciais deterministicas para a distribuicao de probabilidades
(SHIN et al., 1991; TSALLIS, 2009). Segue que a PDF da posi¢cédo das particulas de um
processo MB é descrito pela equagéao de difusdo (SHLESINGER; ZASLAVSKY; FRISCH,
1995; SHLESINGER; KLAFTER; ZUMOFEN, 1999; METZLER; KLAFTER, 2000). Assim,
segundo o TCL, sistemas com um grande numero de particulas de interagdes de pequeno
alcance tendem a exibir um MB em pequena escala e um comportamento classico de
difusdo em grande escala. No entanto, fenémenos naturais com detalhes mais complexos na
dindmica das particulas exibem um MB anémalo em pequena escala e um comportamento
andémalo de difusdo em grande escala. Alguns exemplos sao: transporte turbulento em
plasmas (BALESCU, 1995), difusdo andmala de proteinas (BANKS; RANDIN, 2005;
SUGITA; OKAMQOTO, 1999), dinamica populacional (GHAEMI; ZABIHINPOUR; ASGARI,
2009; HOLMES et al., 1994; JOHNSON et al., 1992), sistemas em meios porosos (KIMMICH,
2012), difusdo em estruturas fractais (STEPHENSON, 1995), cristais liquidos (KIVELSON;
FRADKIN; EMERY, 1998) e organismos (HILL; HADER, 1997).

Na construcao dos alicerces para o estudo de regimes difusivos em grande escala,
destacamos os pesquisadores Fourier, Fick e Richardson. Fourier em 1807 estabeleceu a
teoria da propagacao do calor em sélidos no trabalho intitulado Théorie de la propagation de
la chaleur dans les solides (FOURIER, 1807). Em 1855, o fisiologista aleméo Adolph Eugen
Fick publicou seu trabalho Uber Diffusion (FICK, 1855). Apesar da diversidade de seus
estudos, da cardiologia a ensaios filoséficos, Fick € mais amplamente conhecido pela sua
dedicagao aos fendmenos chamados difusivos, possuindo até mesmo leis com seu nome.
Através de uma equacao diferencial a lei de Fick é utilizada para descrever diversos casos
de difusdo de matéria ou energia (SERAFIM, 2015). Ja o estudo de Richardson sobre
a difusao turbulenta, em 1926, é considerado um marco para a difusdo (RICHARDSON,
1926) uma vez que seus resultados mostraram comportamentos que se diferenciavam do



classico (GAROSI; BEKEFI; SCHULZ, 1969).

Em alguns esforcos recentes para abordar sistemas de difusdo anémala por simulacbes
baseadas em RW é possivel perceber uma certa dificuldade em se controlar o processo
imposto pelo desvio do regime de difuséo classico (BANKS; RANDIN, 2005; BIAGI, 1999;
HATTNE; FANGE; ELF, 2005; MAGDZIARZ; WERON; WERON, 2007; PEREIRA et al.,
2017). Como consequéncia, a escolha de modelos de difusdo anémala para os casos
simulados fica prejudicado. A fim de fornecer modelos para sistemas observados, seria
interessante estabelecer uma calibracao sistematica entre modelos simulados e tedricos.
Com tal finalidade torna-se necessario analisar as muitas escalas envolvidas no processo.

Do ponto de vista de pequenas escalas, os desvios do MB classico podem ocorrer
devido a interagdes de longo alcance entre as particulas em movimento e / ou entre as
particulas com o ambiente (SOKOLOV; KLAFTER, 2005). Nas interagdes com o ambiente,
as particulas em RW podem ter seus deslocamentos influenciados por estados locais
com probabilidade significativamente aumentada de ter saltos maiores ou menores do que
no classico MB (SHLESINGER; ZASLAVSKY; FRISCH, 1995; ZABURDAEV; DENISQV;
KLAFTER, 2015). Em especial, a ocorréncia frequente de grandes saltos € comumente
associada a chamada PDF de cauda pesada para os deslocamentos de particulas, even-
tualmente com variancia ou média divergentes. Por exemplo, em sistemas ecoldgicos, a
auséncia ou abundancia de alimentos pode regular o comprimento do deslocamento na
dispersao dos individuos de determinada espécie (LEWIS; MAINI; PETROVSKII, 2013).
Além disso, as condicées do ambiente podem impor limites as particulas, de tal modo que
as probabilidades de se observar grandes tempos de espera entre um deslocamento e
outro € maior do que no caso classico (METZLER; KLAFTER, 2000). Um exemplo tipico é
o efeito de moléculas em um solvente (EINSTEIN, 1956; KRAMERS, 1940). Como estas
correlagdes de longo alcance se devem as interagdes com as condi¢ées do ambiente e ndo
entre as particulas, espera-se que os modelos dindmicos em grande escala sejam linea-
res. Processos deste tipo sdo da classe dos vbos de Lévy (SHLESINGER; ZASLAVSKY;
FRISCH, 1995; BARTUMEUS et al., 2005; BENHAMOU, 2007; REYNOLDS, 2015).

Em tais processos, a descricdo em uma escala intermediaria com uma amostra de um
numero finito de particulas N se comporta no tempo como um MB anémalo de modo que a
variancia evolui em uma lei de poténcia geral com o tempo

(X2(t)) oc t

e se encaixam em uma classe mais geral de difusdo anémala (KLAFTER; SHLESINGER,;
ZUMOFEN, 1996; SOKOLOV; KLAFTER, 2005). Se i < 1 o processo ¢é dito subdifusivo, se
1 > 1 superdifusivo e para ¢ = 1 a difusao classica é recuperada (TSALLIS, 2009).
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Se as condigdes de suficiéncia para a convergéncia tanto da variancia da populag¢ao
quanto da média da populacao nao sao satisfeitas a classe resultante de PDFs precisa
ser ampliada (KOROLIUK, 2015). Generalizagdes do TCL sao obtidas enfraquecendo as
condi¢cOes de convergéncia das médias populacionais. Entre as muitas generalizagdes
encontra-se o TCL generalizado de Lévy-Gnedenko obtido por meio de condicbes assintoti-
cas sobre distribuicdes segundo lei de poténcia. Neste caso, a distribuicdo estavel no limite
para grandes numeros tende em probabilidade para as distribuicbes de Lévy (GNEDENKO;
KOLMOGOROQV, 1956; SHLESINGER; KLAFTER; WONG, 1982; BOUCHAUD; GEORGES,
1990).

De modo generalizado, o RW de tempo continuo (CTRW) fornece um método de
simulagdo capaz de modelar a alta frequéncia relativa a ocorréncia de grandes saltos bem
como a alta frequéncia relativa a ocorréncia de longos tempos de espera entre um salto
e outro (METZLER; KLAFTER, 2000). Considerando uma PDF para a variavel aleatoria
comprimentos de saltos, bem como uma PDF para a variavel aleatéria tempo de espera entre
os saltos, é possivel controlar o processo gerado e simular ambos os regimes de subdifusao
ou superdifusdao (METZLER; KLAFTER, 2000; METZLER; NONNENMACHER, 2002;
MONTROLL; WEISS, 1965). Pode-se, ainda, a partir de um CTRW, por meio da formula de
Montroll-Weiss (MONTROLL; WEISS, 1965; KENKRE; MONTROLL; SHLESINGER, 1973),
obter uma equacéao de difusdo generalizada por derivadas fracionarias no tempo e no espaco
para descricdo do comportamento difusivo anémalo em grande escala (ARAFA; RIDA,
2009; AGRAWAL, 2007; LENZI; MENDES; TSALLIS, 2003; MAINARDI, 1996). Neste caso,
a descricao é dada pela equacéo diferencial parcial linear fracionaria (EDPF) com derivadas
fracionarias no tempo e/ou no espaco (METZLER; NONNENMACHER, 2002). Em particular,
a derivada fracionaria no tempo ou no espaco sdao adequadas para, respectivamente, a
subdifusao ou superdifusdo (MAINARDI, 1996; METZLER; NONNENMACHER, 2002;
LUCHKO, 2012).

Exitem, ainda, fendmenos onde a posicao das muitas particulas vizinhas influencia no
comprimento do salto, bem como o tempo de descanso de uma particula, caracterizando
interacdes de longo alcance ou correlagdes entre as particulas (TSALLIS; BUKMAN, 1996).
Nesses casos espera-se que a grande escala associada ao modelo dindmico seja néo linear
(BOLOGNA; TSALLIS; GRIGOLINI, 2000; LENZI; MENDES; TSALLIS, 2003; TSALLIS,
2009).

Um CTRW também é adequado para estes tipos de correla¢des entre o movimento das
particulas segundo as condi¢cdes do ambiente. Surge, assim, uma outra classe de equagdes
de difus@o generalizadas pela inclus&o de nao linearidade na equacao diferencial parcial
(BOLOGNA; TSALLIS; GRIGOLINI, 2000; LENZI; MENDES; TSALLIS, 2003; TSALLIS,
2009).



Alternativamente, para esta classe de equagdes, o TCL generalizado pela ¢g-gaussiana,
no limite para grandes numeros tende em probabilidade para as distribuicdes estaveis ¢-
gaussianas, obedecendo condi¢gdes de convergéncia sob as definidas g-média e g-variancia
(UMAROQV; CONSTANTINO; STEINBERG, 2008; TSALLIS; BUKMAN, 1996). Nestes casos
aparece uma classe estavel de distribuicbes conhecidas como distribuicbes de cauda
pesada cuja variancia populacional (e, as vezes a média populacional) torna-se divergente.
Por exemplo, se a dindmica das particulas se da de modo que sejam interagentes, como na
equacao nao linear de difusdo, a PDF satisfaz a equacao de difusdo correlacionada mais
conhecida como equacao em meios porosos (TSALLIS; LENZI, 2002; LENZI et al., 2003).

Todas essas abordagens complementares motivam este estudo, que visa compreen-
der os fendbmenos de difusdao anémala em sistemas dindmicos complexos estudando os
parametros e as relagdes entre os parametros das escalas envolvidas.

1.0.1 Justificativa e objetivos

Nos casos gerais de difusdo anémala, observa-se uma dificuldade em se estabelecer
uma conexao sistematica entre simulacdes, com variaveis aleatérias, e os modelos de
distribuicdes de posi¢des de particulas. Uma questao de interesse geral na simulagédo de
sistemas de difusdo andmala é quais seriam os parametros em pequena escala para entrada
em simulacao a fim de produzir um comportamento em grande escala desejado, como
PDFs, médias etc. Por outro lado, ao se modelar um sistema em grande escala, projetando
um modelo em larga escala para a PDF estavel ou PDF limite, a questao relevante é qual
seria o inferido comportamento em pequena escala expresso em sua dinamica. Portanto,
uma parametrizacao sistematica para comparar e inferir modelos em pequena escala que
se encaixam em modelos em grande escala parece ser uma questao relevante.

Existe, ainda, o interesse geral em se simular sistemas de difusdo anémala para repro-
duzir alguns comportamentos observados em larga escala. Por outro lado, é interessante
fornecer modelos de difusdo anémala em grande escala para explicar a dinamica detalhada
de sistemas cujo comportamento em pequena escala sdo complexos. Assim, surge uma
questao natural: existe uma relagéo entre parametros do modelo em pequena escala e em
grande escala de comportamento difusivo anémalo? No caso de uma resposta positiva,
qual seria esta relagdo? Além disso, pode-se perguntar qual € o melhor método para se
comparar modelos com simulagées, além de, quais sdo os modelos mais apropriados que
se ajustam a estas simulacoes.

O objetivo deste trabalho é buscar uma calibragao que possa auxiliar na simulacao
de processos gerais de difusdo com parametros em pequena escala que conduzam a um
modelo desejado em grande escala. Ou na via inversa, conhecidos os dados de um pro-
cesso, determinar os parametros em grande escala e, entdo, inferir as suas caracteristicas



dindmicas em pequena escala por meio da calibragao.

Os dados sao gerados por simulacdes do tipo CTRW com tempo de espera médio e
variancia do comprimento de salto controlados para fornecer uma gama completa de casos
entre subdifusao e superdifusdo. O modelo tedrico consiste em um problema de valor de
contorno de uma equagao diferencial parcial generalizada ora por derivadas fracionarias no
espaco ou tempo, ora acrescentando nao-linearidade para fornecer solugcdes ¢-gaussianas.

A partir das simulagdes, queremos obter a constante de difusdo e os expoentes de
difusao, estes Ultimos associados ora a ordem das derivadas fracionarias, ora ao parametro
g-gaussiano, utilizando dois métodos diferentes: analise da dispersao no tempo da variancia
das posicoes das particulas e por otimizacao das solugdes, modelos teéricos, aos histogra-
mas de posi¢oes das particulas. Desejamos avaliar qual o método de maior acuracia para
obtengao dos parametros.

Adicionalmente, através dos métodos de obtencao de parametros, desejamos avaliar
qual modelo é mais adequado para explicar em grande escala uma dada dindmica definida
em pequena escala.

Pretende-se, ainda, estabelecer uma conexao entre os parametros das simulagdes e
os parametros dos modelos tedricos em larga escala, tanto para os casos das derivadas
fracionarias no tempo e espaco, quanto para as solugdes g-gaussianas.

1.0.2 Organizacéao do trabalho

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: No capitulo 2, Fundamentacao
Tebrica, faz-se uma revisao teorica para a abordagem do problema generalizado de difusao.

Em seguida, no capitulo 3, apresenta-se os métodos propostos e utilizados para
estabelecer uma prescricao para a geragao controlada de processos de difusdao anémala,
baseados em um CTRW, e para associagdo de modelos difusivos generalizados e suas
PDFs aos processos gerados.

Os resultados alcangados por este trabalho sédo retratados e analisados no capitulo
4, Resultados e Andlise. E, no capitulo seguinte, apresentamos a Conclusao e trabalhos
futuros.



Capitulo 2

Fundamentacao Teorica

Este capitulo apresenta uma revisao teérica para a abordagem do problema genera-
lizado de difusdo a fim de fazer uma calibracao entre simulagbes de processos difusivos
e modelos tedricos. Os modelos tedricos sdo descritos por equagdes de difusdo genera-
lizadas. Vamos lidar com o caso em que as derivadas sao generalizadas por ordens néao
inteiras e com o caso de nao-linearidade da equacao de meios porosos. As simulagbes sao
baseadas em um random walk de tempo continuo com tempo de espera entre os saltos e
comprimento dos saltos controlados para obter uma gama de casos entre os regimes de
subdifusao e superdifusao.

Inicialmente, € feita uma discusséo das técnicas do calculo fraciondrio utilizadas na
solucao das equacgoes de difusao fracionarias. Em seguida, aborda-se o tema geral MB
andémalo, CTRW e difusdo anémala para descrever a difusdo em pequena escala por meio
de um CTRW e em grande escala pela equacao de difusao linear fracionaria e pela equacao
de difusdo nao linear. Apresenta-se, entao, os modelos tedricos utilizados para a descrigcao
da difusdo em pequena escala e em grande escala. Por fim, é discutida a simulagcao e
determinacao dos parametros de um CTRW an6émalo.

2.1 Técnicas do calculo fracionario

O calculo fracionario (CF) consiste de uma generalizagao do calculo integral e dife-
rencial proposto independentemente por Newton e Leibniz. Trata-se, assim, de um campo
da analise matematica que promove investigacao e aplicacbées de integrais e derivadas de
ordem nao necessariamente inteira (GORENFLO et al., 2002). O formalismo envolvido no
desenvolvimento do CF faz uso de diversas fungbes especiais, tais como a generalizagao
da funcao fatorial, por meio da fungcdo gama, a funcao de Mittag-Leffler para promover uma
generalizagao da fungao exponencial, dentre outras. Faremos uma exposigao catalografica
de algumas fungdes especiais conhecidas e que sao de base para o CF.



2.1.1 Funcgao gama de Euler

A funcao gama de Euler generaliza o conceito de fatorial de um ndmero natural, n!,
permitindo que n assuma valores néo inteiros e até mesmo complexos (PODLUBNY, 1998;
SALGADO, 2015).

Seja z um nimero complexo, z = x + yi com z, y € R e R(z) > 0. A fungdo gama
['(z), devida a Euler, é definida pela integral imprépria (PODLUBNY, 1998)

[(z) = /000 t*te~tdt. (1)

A partir desta definigao, utilizando integracao por partes, obtém-se uma importante
propriedade da fungdo gama

[(z+1)=2I(z),

que pode ser interpretada como uma generalizagdo da identidade n! =n(n —1)!,n € N
(SALGADO, 2015). De fato,

r'(1) = J ettt = 1

rQ = I1+1) = 10(1) = 1,
@) = ID@2+1) = 20(1) = 2
I(n+1) : nl'(n) = nn-1)! = nl

caracterizando, portanto, a fungdo I' como uma generalizagdo do fatorial de um ndmero
real positivo.

Pode-se ainda, utilizando esta mesma propriedade, estender o dominio da fungao
gama para o conjunto que contém ndmeros negativos p = —n, (n = 0,1,2,...) (SALGADO,
2015). Este prolongamento é feito mediante a relagéo, conhecida como expressao de
Mittag-Leffler,

) = oy e

n=0

onde demonstra-se que a série na expressao precedente tem por soma uma fungao analitica
em todo o plano, p € C, excluindo-se os pontos p = —n chamados de polos (CAMARGO;
CAPELAS, 2015). Na figura (1) observe o gréafico da fungdo gama.
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Figura 1 — Grafico da fungéo I'(p) para p € (—6, 6.

Utilizando coordenadas polares e a definicdo da fungdo gama, obtemos a seguinte
regra,

L vt s D(2)D(w)
/0 T (1 — T) dr = m, %(2) > 0, §R(’LU) > 0.

A funcao beta € entao definida da seguinte maneira:

2.1.2 Funcao de Mittag-Leffler

A funcéo exponencial, ¢*, desempenha um papel central na teoria das equagdes
integro-diferenciais. A funcao de Mittag-Leffler € uma funcdo complexa, dependente do
parametro complexo oo com R(«) > 0, que generaliza a fungdo exponencial, sendo definida
por

Zk
EQ<Z> = § m (3)



Para o = 1, recupera-se a fungéo exponencial

=Y

k=0 k=0

Uma generalizacao da funcao de Mittag-Leffler, introduzida por Argrawal (AGRAWAL,
2007) € a funcao

;rawﬁ R(a) >0, 8> 0, (4)

conhecida como funcédo de Mittag-Leffler de dois parametros. Para g = 1, (4) reduz-se a

fungdo de Mittag-Leffler de um parametro (3) E,1(z) = E.(z) (CAMARGO; CAPELAS,
2015).

As funcao cosseno e seno trigonométricas, podem ser escritas como fungdes de
Mittag-Leffler, respectivamente, como

“—~T(2n+1)
o !
c  (2n)
= COSZ
e
) o 1 n 2n
E. — =
Eaa(=2) Z; T(2n +2)
e ( n 2n+1
- 2% 2n+1
= sinz.

Uma fungéo, que desempenha um papel importante na solu¢cao de equacgdes diferenci-
ais parciais fracionarias, isto é, equagédes de difusdo-onda (MAINARDI, 1996), relacionada
a fungao de Mittag-Leffler E, 5(2), € a fungéo de Wright (PODLUBNY, 1998; MAINARDI,
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2010). Adotando, convenientemente, a notacdo de Mainardi (MAINARDI, 1996), a fungao
de Wright € definida por

Zk

W(Z, Oz,ﬁ) = %m (5)

e possui representacao na forma integral dada por

1 o
Wz 8) = —— / WP g, 6)
Ha

27

onde Ha denota o contorno de Hankel (PODLUBNY, 1998). Paraa=0e f =1em (5), a
funcao exponencial € recuperada

W(z,0,1) = €.
Para § = 1 — a em (5), obtém-se um caso particular da funcao de Wright

> —1)z2*
W(=z—a,l—a) = M(za) = ; k!F(—é(k)Jr )+ 1) 7

conhecida como funcao de Mainardi (MAINARDI, 1996; PODLUBNY, 1998).

2.1.3 O operador integro-diferencial fracionario de Riemann-Liouville

Existem varias definicbes possiveis para o CF, sendo cada uma delas mais adequada
a um certo conceito fisico do que outro. Entre as definicbes mais difundidas na literatura
encontram-se as de Riemann-Liouville (RL) e de Caputo, que s&o baseadas em uma
expressao fechada para a integragéo de ordem n proposta por Cauchy. Convenientemente,
discutiremos aqui conceitos fracionarios associados as derivadas de RL, Caputo e Weyl.
A fim de compreender o conceito, comegcamos generalizando as derivadas para ordens
negativas para considerar a integragdo em um mesmo patamar.

Seja f uma fungdo definida em um intervalo fechado I = [a,b] C R e integravel
segundo Riemann para t € I. Considere n € IN e uma sequéncia infinita de suas derivadas,
todas diferenciaveis, e de suas integrais multiplas na forma

,/at /: /jlf(x)dxdxld:cg,/at/axl f(x)dmda:l,/atf(x)dx,f(t),d{g),dzgt) @)
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Observe que a partir da fungéo f(t) = f(t) o expoente é acrescido de um a
cada derivacao e descrescido de um a cada integracao. A derivada fracionaria de ordem
p € R pode ser considerada como uma interpolacao desta sequéncia de operadores,
transformando o indice da sequéncia n € IN no parametro continuo p. Utilizando a notagéao
sugerida por Davis (DAVIS, 2008), escreveremos para o operador derivada de ordem p

D7 (1)

e para o operador integracao fracionaria de ordem p > 0

DPf(t)
onde [a,t] C I é o intervalo de integro-diferenciagdo (PODLUBNY, 1998).

Como anteriormente mencionado, as defini¢cdes integro-diferenciais de RL baseiam-se
em uma expressao fechada para a integragao de ordem n proposta por Cauchy (PODLUBNY,
1998). Nesta direcéo, considere a integral dupla de f(t) em [a, t],

D50 = [ [ otean
= /atf(x)/;daslda:
_ /at(t—x)f(x)dx.

De forma analoga, pode-se escrever para a integral tripla de f(¢) em [a, t]

D050 = [ [ st e,
_ /t/mf(x)/xzdxldasdxz
- // F(2) (s — 2)dz dus
_ / x)/x(:cQ—x)da:de

- /at (t= x>2f(1:)da:.

Por inducdo em n, sabendo que a integral de uma fungéo integravel também é integravel e

que, sendo as fungdes integraveis segundo Riemann em I, a ordem de integracao pode
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ser trocada pelo Teorema de Fubini (SALGADO, 2015), obtém-se a formula da n-ésima
integral iterada de Cauchy,

D" f(t) = ! ] / (t —2)" ' f(x)dz, n€N. 9)

(n—1"J,

Esta expressao fechada para ,D; " f(t) pode ser estendida, de forma natural, para
definir um operador D, ” f(t) onde p € um real positivo. Para isso, é necessario utilizar a
fungdo gama (1), além de investigar sob que condigbes a fungdo (t — x)P~! f(x) possui
integral convergente no intervalo [a,t] C I. Utilizando integragdo por partes, mostra-se
(PODLUBNY, 1998; SALGADO, 2015) que uma condigao suficiente para que a integral (9)
exista ao substituir n pelo real p > 0 é que f(t) seja diferenciavel em I. Com isso, a integral
fracionaria segundo RL é definida como

P = s [ (= oy @de, peR (10)

Vamos calcular a integral segundo RL de ordem p > 0 da fungéo poténcia f(t) =
(t—a)’compB>—let>a,

aRLD—p((t _ a)ﬁ) = t— z)P a)’de (11)

t —a)P (1 —u)P P (t — a)’(t — a)du

\\

@?ﬂ‘ ﬁ‘
[l

p+ﬁ

_ uplﬁu
B f(p) ]ﬁ (=) ud
(t —a)"*"PT(p)D(B + 1)

L(p) Tp+p+1)
F(ﬂ + 1) (t _ a)p+6
T(p+p+1)

bl

onde, para este célculo, utilizamos a mudanga de coordenadas = = a + u(t — a), além
da funcao beta (2). Note que se considerarmos [ < 1, entéao aRLD‘P((t — a)ﬁ) nao existe
(SALGADO, 2015).

Salientamos que, embora tenhamos obtido uma expressao fechada para a integral de
RL da fungéo poténcia f(t) = (t — a)”, obter expressdes fechadas para a integral de RL
aplicada a fun¢des mais gerais néo €, geralmente, uma tarefa simples (PODLUBNY, 1998).

O conceito de integracao fracionaria € estendido para a diferenciacao fracionaria a
partir de (10), ,DY f(t), p € R,. Observe, no entanto, que a simples troca de —p por p fara
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com que a integral (10) seja divergente quando = — ¢ (SERAFIM, 2015). Para f(t) definida
no intervalo / toma-se entdo, sem perda de generalidade, p = k — v (PODLUBNY, 1998),
0 < v < 1ek € Z sendo, convenientemente, 0 menor inteiro maior que p, k = [p]. Desta
forma,

DRI = WDEVF)
= LD T
a“T7 1 [ )
- i [ o]
1 d"

= gy ] @

em que a derivada fracionaria de ordem p € R, foi fatorada como uma derivada inteira de
ordem k e uma derivada fracionaria de ordem v. Assim, a derivada fracionaria segundo RL
é definida por (DAS, 2008; DIETHELM, 2010; PODLUBNY, 1998)

1 dF

YEDLF(E) = Tk — p) dr

t
/ (t — )P f(a)de, k—1<p<k. (12)
Observe que, a partir desta definicao, se p € IN, entao a derivada de RL é equivalente
a uma derivacao inteira de ordem p. Tém-se, ainda, que a derivada fracionaria de RL é
inverso a esquerda do operador integral fracionaria de RL de mesma ordem p (PODLUBNY,
1998).

FDHE D) = o [ s
d t
= E/a f(z)dx
- 1),

Como k — 1 < p < k e sabendo que

SEDTEEDT (1) = DS D) = BDT T f (1),

escrevemos

al DY) = JEDTITPEED T £(2)),
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Ry (RED S = (D (D () (13
dk
= %{fLkaf(t)}

= ).

A derivacao de ordem nao inteira pode ser interpretada como um deslocamento nao
inteiro na ordem de derivacao para derivadas inteiras. Ou seja, se pretendemos, por exemplo,
derivar segundo o operador RL uma ordem de p = 1.3 podemos, equivalentemente, aplicar
a integral de RL de ordem 0.7 seguindo de uma derivada de ordem 2 (SALGADO, 2015).

Como anteriormente, vamos calcular agora a derivada de ordem p > 0 da fungao
f(t)=(t—a)’,3>—1,p>0ek = [p]. Utilizando (11) temos

RL Nnp o dk F(B"i_l) —p
a DY ((t—a)’) = ﬁ(r(k‘—pjtﬁ—kq)(t_a)k “3)

F<ﬁ+1) dk k—p+
F(k—p+6+1)@<<t_a) ﬁ)'

Analisando esta ultima igualdade (SALGADO, 2015), obtemos o seguinte resultado

0,sep—p €N
2D ((t—a)’) = %@—a)“, sep—f ¢ IN.

(14)

Considerando 5 = 0 em (14) a derivada de ordem p da fungéo constante f(t) =1 é
dada por

BLpri = m(t —a) " #0. (15)

A definicao da diferenciagao fracionaria de RL desempenhou um importante papel no
desenvolvimento da teoria dos operadores fracionarios. No entanto, o resultado da derivada
de uma funcéo constante ser diferente de zero € um incoveniente desta definicao, uma
vez que a derivada nao pode ser interpretada como uma taxa de variagdo (CAMARGO;
CAPELAS, 2015) e problemas aplicados exigem definicdes de derivadas fracionarias que

permitam a utilizagcdo de condigdes iniciais fisicamente interpretaveis.

16



2.1.4 O operador diferencial fracionario de Caputo

Para evitar os incovenientes da derivada ndo nula de uma constante e de condicoes
fisicamente nao interpretaveis, Caputo propds, em seu livro (CAPUTO, 1969), uma nova
definicdo para a derivada de ordem arbitraria, mais restritiva, baseada na definicdo de RL
(CAMARGO; CAPELAS, 2015). O operador fracionario segundo Caputo distingue-se do
operador de RL em relacdo a ordem em que os operadores integracao e derivacao sao
aplicados. Essa diferenga gera consequéncias significativas no contexto das aplicagbées da
derivada de ordem n&o inteira ao utiliza-la para encontrar modelos para fenédmenos fisicos.

Semelhantemente ao realizado em (12) mas de forma mais restritiva, sejap =k — v
compeR,,0<v<1ek= p]. Destaforma,

DY) = oDi7V (1)
= D77 ()
- aDt_V anf@)'

Denotando ,DF f(t) = f*)(t), o operador derivada fracionaria segundo Caputo é definido
por (PODLUBNY, 1998)

t k
CDPf(t) = F(kl— > / 0 f(x))(ﬁl_kdx, k—1<p<k (16)
Para p = k, a derivada segundo Caputo é a convencional k-ésima derivada de f(t). Observe
que esta derivada é uma formulacdo em que as operagdes de derivada e integracéo
aparecem na forma invertida da derivada fracionaria segundo RL (12). Assim, vé-se em (16)
gue a derivada de ordem arbitraria, segundo Caputo, € a integral de ordem arbitraria de uma
derivada de ordem inteira (CAMARGO; CAPELAS, 2015). A vantagem deste operador na
solucdo de equagdes diferenciais fracionarias reside no fato de que as condi¢cdes impostas
podem ser escritas como derivadas de ordem inteira (CAMARGO; CAPELAS, 2015).

Para a derivada de Caputo de ordem p das fungbes f(t) = (t — a)” temos que se
B€{0,1,...,k— 1} entdo a derivada de ordem k anula f(t) = (t — a)” e o resultado de
RLDFP(0) = 0. Se > k — 1, entdo

FU@) = BB = 1)+ (8 — k+ (e — a7,

que é integravel em [a, o0). Além disso, f*)(a) = Oparak = 0,1,...,k — 1 de tal forma
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que DY f(t) =EE D, f(t). Logo, temos o seguinte resultado

. 0,sep € {0,1,--- ,k—1}
SDYf(t) = r(?i?i)p)_(t —a)’ P, sef > k— 1.

(17)

Anteriormente, quando calculamos a derivada de ordem p > 0 segundo RL, de f(t) =
(t — a)? consideramos 3 > —1, enquanto que para a derivada de ordem p > 0 segundo
Caputo desta mesma fungcéo S > k — 1. A diferenca deve-se ao fato da integral de RL de
fungdes de poténcia ser convergente apenas para o expoente maior que —1. Nesse caso, a
poténcia do termo d*(t — a)? /dt* sera maior que —1 sempre que 3 > k — 1 (SALGADO,
2015).

Os trabalhos de RL, Caputo e dentre outros levaram as primeiras definigdes integro-
diferenciais de ordem fracionéria até o final do século XIX e inicio do século XX. Em 1938,
Riesz introduziu a integragao fracionaria de fungdes de varias varidveis por meio de um
operador do tipo potencial, que ficou conhecido como potencial de Riesz (SAMKO et al.,
1993; PODLUBNY, 1998; HILFER, 2000; AGRAWAL, 2007). O caso unidimensional do
operador de Riesz foi estudado por Weyl (SAMKO et al., 1993). O conhecido operador
fracionario de Riesz-Weyl pode simplificar problemas quando se trabalha com o método
das transformadas integrais.

2.1.5 Operador diferencial fracionario de Riesz-Weyl

O operador de Riesz-Weyl pode ser escrito partindo dos operadores diferenciais
segundo RL e Caputo, tomando-se a — —oo. Este operador, como sera visto adiante,
mostra a vantagem de possuir uma transformada de Fourier simples (SAMKO et al., 1993;
SERAFIM, 2015).

Assim, a derivada fracionaria segundo Riesz-Weyl de ordem p > 0 de uma fungao f
localmente integravel em (—oo, 0o) é definida por

ppoy 1 AN
RZZDxf(x)_F(k_p)/_Oo<x_t)p+1_kdt k—1<p<k (18)

Tomando k£ = 2 em (18) reescreve-se (SAMKO et al., 1993; CAMARGO; CAPELAS,
2015)

& o
MR () = = (BUD, O p)), 1<p<2
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Para p inteiro, a derivada se reduz a derivada de ordem inteira como é esperado. Por
exemplo, para p = 2 recupera-se o operador derivada de ordem dois

B DEf() = - f(a).

Como mencionado anteriomente, cada um dos operadores integro-diferenciais possui
sua vantagem quando aplicados a certos problemas. Por razdes que ficarao claras mais a
frente, utilizaremos as definicbes dos operadores fracionarios segundo Caputo e segundo
Riesz-Weyl.

2.2 Transformadas Integrais

O método das transformadas integrais se baseia em transformar o problema
original linear que envolve operadores integrais e diferenciais em um problema algébrico
em um espaco adjunto e, portanto, torna-se mais simples de ser solucionado (BOYCE;
DIPRIMA, 1985).

Abordaremos, aqui, alguns aspectos de interesse das transformadas de Laplace e
Fourier com o objetivo de utiliza-las posteriormente como ferramentas para a resolugao
de equagdes diferenciais parciais (EDP) sujeitas a condigbes adequadas. Uma vez que o
problema de valor de contorno (PVC) com EDP a ser resolvido constitui-se como um pro-
blema de valor inicial no tempo e de contorno no espaco, utilizaremos o assim denominado
método da justaposicao de transformadas (COSTA et al., 2011) que, em nosso caso, se
baseia em utilizar a transformada de Laplace para eliminar a dependéncia temporal (¢ > 0)
e a transformada de Fourier para a parte espacial (—oo < x < 00).

2.2.1 A transformada de Laplace do operador fracionario de Caputo

Considere f(t) e g(t) fungdes denifidas no intervalo I = 0 < ¢ < co. A transformada
de Laplace de f(t) de variavel s é definida por

f(s) = L{f(1); s} = /OOO et F(t)dt.

A convergéncia desta integral imprépria € garantida para uma classe ampla de fungées
chamadas admissiveis. Uma fungdo f : I — R é chamada admissivel ou de ordem
exponencial se for continua por partes em I e se existirem constantes M e p tais que para
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todot € I,

|[f(E)] < Me.

Em outras palavras, a fungdo f(¢) ndo deve crescer mais rapido que uma fungao exponencial
quando t — oo (BOYCE; DIPRIMA, 1985; PODLUBNY, 1998).

A dificuldade maior que ocorre ao se resolver um problema de valor inicial (PVI) pela
técnica da transformada esta na determinagédo da fungéo y = ¢(t) correspondente a trans-
formada 7(s). Esse problema é conhecido como o problema da inversdo da transformada
de Laplace. Embora exista uma férmula geral para a transformada de Laplace inversa,
L7 Hy(s);t} = ¢(t), nossas fungdes sdo especiais o que torna dificil o calculo da inversa
por meio de uma férmula fechada.

Em geral, a transformada de Laplace do produto de duas fun¢des ndo é o produto das
transformadas; em outras palavras, a transformada inversa de Laplace n&o se distribui em
relagéo ao produto, mas transforma o produto em uma forma integral chamada produto de
convolucao ou, simplesmente, convolucdo (BOYCE; DIPRIMA, 1985). A esta propriedade se
d4 o nome de Teorema da Convolugdo. Desta forma, se f(s) e §(s) existem para s > a > 0
entao

L7 f(s)a(s):t} = h(t)

onde

h(t) = (f # 9)(t) = / £t — )g(t)dt = / F(t)g(t — t)dt (19)

€ conhecida como a convolucao de f e g.

Uma importante propriedade, que nos serd util devido a sua importancia associada
com as equacgdes diferenciais, é a férmula para a transformada de Laplace de uma derivada
de ordem n, obtida a partir de n integragdes por partes. Assim, sejam f : R — Ren € IN.
Suponha £, f', ..., fV fungbes continuas ou seccionalmente continuas em qualquer
intervalo 0 < t < A. Suponha, ainda, f e as (n — 1) derivadas de ordem inteira admissiveis.
Entdo (PODLUBNY, 1998; DAS, 2008),
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LU @)y = 8" f(s) =s"Vf(0) = = sf72(0) = f77(0) - (20)

E interessante notar que o operador integro-fracionario de RL (10) pode ser escrito
como a convolugao das fungdes g(t) =t~ e f(¢) tomando a = 0

R (1) = ﬁ / (t— 7P f(r)dr = (V5 F)(0). (21)

Por outro lado, a transformada de Laplace de t*~! é dada por (PODLUBNY, 1998)

g(s) = L{tr";s} = (22)
Portanto, valendo-se das equacgbes (21) e (22), a transformada do operador integro-
fracionério (10) de RL se reduz ao produto das transformadas (PODLUBNY, 1998),

L{TEDPf(t); s} = sPf(s). (23)

Seja f(t) uma fungéo definida em R, tal que sua transformada, £{f(t);s} = f(s),
exista para s > ¢ € R. Se p > 0 com n = [p], utilizando a transformada da convolugéo (19)
e os operadores integro-diferenciais segundo RL definidos, respectivamente, em (10) e (12),
entdo para s > max{0, c}, a transformada de Laplace da derivada fracionaria de RL é dada
por (PODLUBNY, 1998)

3
—_

L{GEDLF(t);s} = " f(5) = D [FEDI )] o m—1<p<n (@4)

e
i

desde que a integral e as derivadas de ordem nao inteira existam em ¢ = 0.

A aplicabilidade pratica da transformada de Laplace da derivada segundo RL é limitada
pela auséncia de interpretacao fisica para os valores das derivadas fracionarias de ordem
inferior a p calculadas em ¢t = 0. Elas corresponderiam a condigdes iniciais de um PVI que,
por sua vez, exigem um forte contetdo de natureza fisica. Até o momento, na literatura, tal
interpretagdo nao é conhecida (PODLUBNY, 1998).
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Por sua vez, derivada de Caputo para a = 0 e p > 0 pode ser reescrita em termos da
convolugdo entre a derivada n-ésima de uma fungdo f(¢) e a fungao t"?~! como segue
(SALGADO, 2015)

() = S (1)

(25)

Desta forma, a transformada de Laplace da derivada de Caputo é obtida pela propriedade da
transformada da convolugéo entre as fungées t"P~!, cuja transformada paran—p—1 > —1

€ dada por
E{tn—p—l} _ F(TL B p)

sn—p

e a fungéo f(™(¢).

Assim, para f(t) uma fungéo definida em R, e diferenciavel até ordemn — 1 em¢ > 0,
escrevendo a derivada de Caputo como em (25) e aplicando a transformada de Laplace,
obtém-se a transformada de Laplace da derivada fracionaria segundo Caputo

n—1

LD} =7 F(s) = > " fM(0), n—1<p<n (26)

k=0

Diferentemente da equacao (24) em que sao calculadas em ¢ = 0 um conjunto de
derivadas de ordem fraciondria, observe que nesta expressao estdao envolvidos valores da
fungdo f(t) e suas derivadas, aplicadas no ponto ¢ = 0, para a qual existe uma interpretagéo
fisica (por exemplo, f(0) a posigéo inicial, f'(0) velocidade inicial, f”(0) aceleragao inicial)
diferente do encontrado para a transformada de Laplace da derivada de RL (24). Este
€ um fato Gtil na resolugao de problemas aplicados que levam a equagdes diferenciais
lineares fracionarias com coeficientes constantes e condicao inicial com derivadas de ordem
inteira (PODLUBNY, 1998). Assim, a vantagem do operador segundo Caputo € a existéncia
de constantes de integragcado que surgem no meio do processo de solugcao de equacgoes
difererenciais, as quais sao determinadas por condi¢des iniciais e/ou de contorno que o
problema possui e podem ser escritas como derivadas de ordem inteira.

2.2.2 A transformada de Fourier do operador diferencial fracionario de
Riesz-Weyl

A transformada de Fourier € uma ferramenta poderosa para a andlise, no espaco de
frequéncias espaciais, de sistemas dinamicos lineares (PODLUBNY, 1998).
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A transformada exponencial de Fourier da funcdo continua h(z), absolutamente
integravel em (—oo, 0o) € definida por (PODLUBNY, 1998; CAMARGO; CAPELAS, 2015)

f{mxyk}:ﬁugzizée%ww@d%

e recupera-se h(z) utilizando-se a inversa da transformada de Fourier

o0

h@—fﬁwm—%/ﬁmwwh

—00

A convolugao entre duas fungdes h(z) e g(x) definidas em (—oo, o0), é definida por

o0

h(z)* g(x) = /_OO h(x — 2")g(2')dx' = / h(x")g(z — 2")da,

e o Teorema da Convolugéo associado tem a forma
F{h(w) * g(x); k} = h(k)G(k) (27)

supondo que ﬁ(k) e g(k) existem.

A transformada de Fourier de parametro k da n-ésima derivada de h(z) com —oco <
x < oo é dada por

F{ (@);k} = (—ik)"h(k). (28)

Considere a integral de RL (10) coma = —oc0 e 0 < p < 1. Assim,

1 €T
ffﬁoD;ng:—/ z— 1) tg(r)dr, 0<p<]l.
@)=y | = 90)
Pt
Seja h(t) = ——. Calculando a transformada de Laplace de h(t) obtém-se
I'(p)

L{ il } 1 /OO e Sldt =sP. O0<p<l1
—S ¢ = —— e =sP D .
['(p) L'(p) Jo

Para s = —ik com k € R essa integral é convergente se 0 < p < 1. Agora, a transformada
de Fourier da funcao
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—— se x>0,
hy(z) = I'(p)
0, se z<0.

€ dada por

F{hy(z);w} = (—iw)™ 0<p<l1.

Pode-se, assim, escrever integral fracionaria de RL como a convolugédo de h.(z) e g(z),

TLD;7g(x) = e (@) ¢ g(a),

e sua transformada de Fourier é dada por

F{EuD g(x);w} = (iw) Pg(w). (29)

Observe que a transformada de Fourier da integral de Caputo também é dada por (29),
uma vez que, neste caso, ambas s&o iguais.

Lembrando que para o operador diferencial segundo RL tém-sequep >0ep=kLk —v
com k = [p]. Assim, escreve-se

FLRL DPg(x) k) = F ("W Do 0g®) () )
_ ; ’ z —7)F P g(7);
a f{l“(k—p) /oo( ) o )’k}'

Como esta Gltima integral s6 € convergente se k — 1 < p < 1, entdo *L D_?g(x) pode ser
escrita como a seguinte convolugao

% DZ0Pg(r) =

onde o primeiro termo s6 é diferente de zero para = > 0.

Desta forma, na discussao da equacgao de difusao fracionaria, a parte espacial €
convenientemente tratada com a derivada de Riesz-Weyl, em relacao a sua transformada
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de Fourier, por meio da expressao (MAINARDI, 1996; SAMKO et al., 1993; METZLER,;
KLAFTER, 2000; SERAFIM, 2015; CAMARGO; CAPELAS, 2015)

F gy} = 7 { ZA ] = gt 20

coml<~y<2e

1 [~ ,
M Dlg(a) =~ [ PGk
™ —0oQ

2.3 Movimentos brownianos, random walks e difusao

2.3.1 Movimento em pequena escala

O movimento individual erratico em pequena escala de particulas em um determinado
meio € um fendmeno de transporte complexo bastante comum e de natureza diversa
(METZLER; KLAFTER, 2000). Este tipo de fenémeno foi relatado pela primeira vez em 1785
pelo médico holandés Jan Ingenhausz, mais conhecido pela descoberta da fotossintese,
ao polvilhar carvao em p6 em uma superficie contendo alcool e observar que as particulas
moviam-se de forma aleatéria devido a colisdo entre as moléculas do alcool com os graos
do carvao vegetal (SHLESINGER; KLAFTER; ZUMOFEN, 1999).

Em homenagem ao botanico Robert Brown, por sua extensa investigagao sobre o
movimento realizado por particulas de graos de pdlen na agua, a partir de 1827, este tipo de
movimento individual e erratico de particulas em pequena escala foi chamado de Movimento
browniano (MB) (WANG; UHLENBECK, 1945).

Devido as interagdes e grande numero de graus de liberdade em pequenas escalas,
um MB pode ser descrito utilizando variaveis aleatérias ou probabilisticas por meio de um
random walk (RW). Em um modelo simples tipo RW para um MB, a particula realiza saltos de
comprimento fixo Az, em uma sequéncia de intervalos de tempo discretos ¢t = 0, At, 2At, . ..
e em um sentido aleatério. Como cada salto é dado em uma sequéncia de intervalos de
tempo At, podemos definir a distribuicdo de densidade de probabilidade (PDF) u(z,t)
de modo que a quantidade u(z,t)Ax seja a probabilidade de encontrar a particula entre
as posicoes = e x + Ax no instante de tempo ¢t. Por uma questdo de continuidade ou
conservacao da probabilidade, a probabilidade na posicao = em t + At deve ser a soma
normalizada das probabilidades de haver estado entre x — Az e x + Ax em t (SALINAS,
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1997; LUCHKO, 2012). Assim,

u(z,t + At) = %u(x + Az, t)+ %u(m — Az, t). (31)

Considerando esta equagao no limite, onde o movimento do conjunto de um numero
N de particulas € em grande escala, At e Ax sdo muito pequenos comparando-se com a
dimenséo do sistema observado e com o tempo de observacéo, de modo que as seguintes
representacdes continuas podem ser escritas

lim u(z,t+ At) — u(x,t) _ Ou
At—0 At ot’
(32)
lim u( — Az, t) + u(z + Az, t) — 2u(z,t) 0%u
Az—0 Ax? ox?’

Desta forma, subtratindo-se u(z,¢) em ambos os membros de (31) nesse limite e con-
siderando os limites de grande escala em (32), obtemos a equacgao de difuséo classica
(METZLER; KLAFTER, 2000)

ou(z,t) D82u(x, t)

ot 02

2

A
onde D = 2 € o coeficiente de difusao.
2At

2.3.2 Modelo de random walk de tempo continuo

Particulas em movimentos erraticos podem apresentar uma dindmica mais complexa
provocada, por exemplo, por interagdes com estados locais do meio ou interagdes de longo
alcance com outras particulas em movimento. Para estes casos, é necessario generalizar
o conceito de RW para produzir uma descricdo do fenébmeno. Em 1965, Montroll e Weiss
(MONTROLL; WEISS, 1965) introduziram uma generalizagao para o RW, o chamado RW
de tempo continuo (CTRW) (METZLER; KLAFTER, 2000).

Um modelo de CTRW é baseado na idéia de que tanto o comprimento de um salto
dado pela particula, como o tempo de espera entre um salto e outro ndo sdo constantes
mas vinculados a uma PDF ¥(z,¢) que contém toda a informagéo sobre o movimento
da particula (METZLER; KLAFTER, 2000). Desta forma, a particula da um passo de
comprimento éx na dire¢gdo x, com sentido arbitrario, em um dado intervalo de tempo entre
t e t + dt, observe na Figura (2). Assim, ¥(x,t) é a probabilidade de que a particula dé
um salto de comprimento x e com o tempo de espera t. Sejam \(x) e ¢ (t) as fungdes
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Figura 2 — Diagrama de x por ¢t de um CTRW unidimensional onde tantos os saltos quanto os
tempos de espera sdo variaveis aletérias obtidas a partir de uma PDF (METZLER,;
KLAFTER, 2000).

de distribuicao de probabilidades marginais, respectivamente, para as variaveis aleatorias
comprimento dos saltos e tempo de espera entre os saltos. Assim,

nas quais \(x)dx é a probabilidade de um salto ser dado no intervalo entre x e x + dz
e, semelhantemente, ¢ (t)dt € a probabilidade de um tempo de espera estar entre t e
t + dt (METZLER; KLAFTER, 2000). Desta forma, tanto os comprimentos dos saltos
como os tempos de espera sao variaveis aleatérias obtidas, respectivamente, a partir das
distribuicdes A(z) e ¢(t) (SERAFIM, 2015).

Pela continuidade das variaveis aleatdrias comprimento de salto, éx, e tempo de espera
entre os saltos, dt, elas podem ser ou ndo dependentes uma da outra. Consideremos o
caso em que estas variaveis sdo independentes. Entédo, a PDF ¥(x,t) pode ser escrita de
forma desacoplada,

U(z,t) = Ax)(t). (34)

27



Também por causa da continuidade, pode acontecer que depois de um certo tempo de
espera a particula dé um salto de comprimento igual a zero, ou seja, permanecer em sua
posicdo. Sejam ¢(t) a probabilidade da particula permanecer na mesma posi¢éao por um
tempot e fg Y(t')dt’ a probabilidade de um salto de comprimento ndo nulo ser dado entre 0
e t. Entéo

o(t) =1 /0 ()t (35)

Seja n(z, t) a probabilidade por unidade de deslocamento e de tempo de chegada da
particula a posicao = no tempo t. Esta probabilidade pode ser escrita de forma recursiva em
termos da soma de todas as probabilidades de chegadas em 2’ e x em ¢’ e ¢, da seguinte
maneira,

(1) = / / (& YOz — 2!t — )t da! + 6(2) (1),
—o0 J0
onde 6(z)d(t) € a condigao inicial escolhida para o RW. Desta forma, a PDF u(x,t) da

particula se encontrar em x no tempo ¢ é dada contabilizando todas as probabilidades da
PDF de chegada 7(z,t) e da PDF de permanecer na mesma posi¢ao, ou seja,

U(.I, t) = /O n(I,t _ t//)¢(t/,)dt//
- /OO {/OO /OO (@'t — " (z — 2’ t —t' —t")dt' dz’ + 6(x)o(t — t”)} o(t")dt".
0 —o0 J0

Trocando a ordem de integracédo e fazendo 7' = t' + t”, obtemos

u(z,t) = /Z /OOO K/Ooo n(x', T — t”)gb(t”)dt”) V(-2 t—T)+ gb(t)é(:p)} dTdx’,

_ /OO /OOO (@, T)U(x — 2/t — T) + 6(t)5(x) dTda’.

Aplicando a transformada de Laplace na variavel temporal,

e, s) = /OOO dt[/: da' /OOO u(@, T)U(x — 2’ t — T)dT + ¢(t)8(x) [e™

— /OO u(@', )W (z — 2/, s)dx’ + ¢(s)d(x),

o0
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e a transformada de Fourier na variavel espacial, obtém-se

o

a(k,s) = dx{/_(: u(x!, s)W(x — 2/, 8)da’ + ¢(s)d(z) | e**

—0o0

= a(k,s)U(k,s)+ ¢(s)a(k,0),

onde F{i(z); k} = u(k,0).

Agora, aplicando a transformadada de Laplace em (35), segue que

- 1 4(s)

Com isso, utilizando (34) a PDF u(z,t) de grande escala da posigéo do conjunto de um
namero N de particulas é escrita no espaco Fourier-Laplace pela relagao algébrica

ﬁ(k:, S) _ - ¢(S) ’&(/le’ 0) ’ (36)

5 (1-V(k,s))

conhecida como férmula de Montroll-Weiss (MONTROLL; WEISS, 1965).

O segundo momento, (z?(t)), de u(x,t) é dado utilizando a fungéo caracteristica (40)
e a férmula de Montroll-Weiss (36) (SHLESINGER; KLAFTER; WONG, 1982)

Pk, 1)

(@*0) = =53 (37)

_ {82\P(:k‘, s)/0k*1 — ¢(s)}
[1—W(k,s))* s

comk = 0.

2.3.3 Dinamica das médias e limite de larga escala

Entre a descricdo de um MB em pequena escala dada por um modelo baseado em RW
e em grande escala dada uma equacao diferencial parcial probabilistica para a distribuicao
de probabilidades, existe uma descri¢do da evolugdo do sistema no tempo ¢ que pode
ser feita em uma escala intermediaria com uma amostra de N particulas suficientemente
grande.
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De acordo com o Teorema Central do Limite (TCL) (MONTGOMERY, 2003; SHLESIN-
GER; KLAFTER; WONG, 1982; TSALLIS, 2009) se a convergéncia tanto da variancia da
populagéo, o2, como da média da populagéo, 11, s&o observadas entdo a PDF em grande
escala é a gaussiana. Assim, supondo que a variancia populacional seja finita, o2 < oo, € a
média ;1 = 0 entédo pelo TCL a variavel aleatéria soma X,, de n variaveis aleatorias,

Xp =21+ ...+ 2y, (38)

converge em distribuicdo para a PDF gaussiana quando n — oo, OU seja,

f(z) = lim Prob[z < X,,/v/n < x + dz]

n—oo

22

= (2%02)_1/2@_W,

Impomos que p = 0, caso contrario, definimos uma nova variavel y = x — . que possui
média zero. Desta forma, neste trabalho supomos sempre que p = 0.

A transformada de Fourier € usada na &rea da Estatistica para definir a fungéo
caracteristica (FELLER, 2008). Assim, se X,, possui fungédo de distribuicdo \(x), a fungéo
caracteristica de X,,, dada por

Aoy = () = [ e playda, (39
€ a definicdo mais natural no contexto da teoria da probabilidade (CORDEIRO, 1999) e vista
como a esperanca de uma fungéo exponencial complexa de uma variavel aleatoria. Por isso
ela é chamada de fungéo caracteristica da variavel continua (MONTGOMERY, 2003).

Representando X(k) por meio de uma série de poténcias e distribuindo as médias,
temos,

R x npn |
k) = Z% (40)
n=0 ’
= 1—i(x)k — %<x2>k2 +...
YO\
s Z k™ |y
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onde (z™), é o n-ésimo momento central relativo a distribuicdo A(x). Observe que A(k) é
analitica se, e somente se, todos 0s momentos existirem e forem finitos.

Adicionalmente, considere em (38) a PDF #(¢) que governa o tempo de espera entre
0s eventos x; e estudemos, entdo, a soma

Xn(t) =1 +...+ xn(t)a

onde a variavel aleatéria n(t) € o nimero de eventos ocorridos no intervalo de tempo [0, ¢].

A transformada de Laplace € analoga a transformada de Fourier de muitas maneiras.
Assim como a fungéo geradora dos momentos, X(k:), codifica os momentos da PDF \(x) da
varidvel aleatéria —oo < x < o0, a fungdo v (s) codifica os momentos para a PDF 1(t) da
variavel ateatoria t > 0, supondo que eles existem. O que determina qual das transformadas
utilizar sdo os limites de integracédo das variaveis espacial e temporal, —co < xr < co €
t > 0. Assim,

O(s) = ZM (41)

|
g n:

)y = 1—(t)s+ %<t2>32 +....

3

Desta forma, como #(t) possui média de tempo de espera entre os eventos ou primeiro
momento central (t),, = 7 e (x*), = o ambos finitos, segue novamente pelo TCL que a
PDF em grande escala é a gaussiana.

Assim, considerando um CTRW em que todos os momentos das PDFs do tempo de
espera entre os saltos v/(t) e do comprimento dos saltos A(z) existem, suas transformadas
de Laplace e Fourier possuem, respectivamente, as seguintes expansoes

- 1
Pls) =1—rs+ "+ = 1—7s+O(s"), (42)
e
~ 1 o9 1 44 L 9.9 4
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Substituindo (42) e (43) na férmula de Montroll-Weiss (36) obtém-se no espago Fourier-
Laplace,

~ u(k,0)
ik, s) = Z e
onde
2
o
D= (44)
Como
L{Ou(z,t)/0t} = su(x,s) — u(z,0)
e

F{0%u(z,t)/0x* k} = —k*u(k, 1),

tomando as inversas de Laplace e de Fourier e considerando como condigéo inicial u(x,0) =
d(z) a fungéo delta de Dirac, recuperamos a equagao classica de difusdo normal que
descreve o MB em grande escala (49).

Assim, o MB evolui segundo uma difuséo classica caracterizada pela variancia amostral
aumentando de forma linear com o tempo

(z*(t)) = 2Dt. (45)

A escala intermediaria acontece quando a amostra possui um nimero N de particulas
e um tempo ¢ suficientemente grandes. Neste caso de MB classico, o limite entre as escalas
€ descrito pelo TCL. Sob condicbes de suficiéncia para a convergéncia dos parametros
de escala intermediaria 7 e 02, respectivamente, das PDFs dos tempos de espera e dos
deslocamentos das particulas da populacao, o TCL garante que o histograma de posicoes
em grande escala de uma amostra das N particulas tem com limite uma PDF gaussiana.

2.3.4 O comportamento assintotico de longo alcance

Vimos que, em pequena escala, um MB classico pode ser modelado via um CTRW
no qual a particula realiza deslocamentos espaciais e tempos de espera entre os des-
locamentos aleatérios segundo, respectivamente, as PDFs A(z) e ¢ (t) (SHLESINGER;
KLAFTER, 1986). De acordo com o TCL, se os paradmetros de pequena escala, segundo
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momento o2 da PDF \(x) e primeiro momento T da PDF 1(¢) forem convergentes, entdo o
histograma de posi¢des de uma amostra de N particulas € descrita em grande escala por
uma PDF gaussiana. No entanto, sistemas com ocorréncia frequente de grandes saltos ou
deslocamentos ou de longos tempos de espera entre os saltos podem nao terem variancias
ou média temporal convergentes, exibindo um comportamento anémalo de MB (METZLER,;
KLAFTER, 2000).

Do ponto de vista de pequenas escalas, desvios do MB classico podem ocorrer devido
a interagbes de longo alcance entre as particulas, ou interagdes entre as particulas e o
ambiente (SOKOLOQOV; KLAFTER, 2005). Em interagdes com o ambiente, as particulas
em RW podem ter seus deslocamentos influenciados por estados locais desse ambiente e
apresentar probabilidade significativamente aumentada de ter saltos maiores ou menores
do que no classico MB. Alternativamente, podem ocorrer grandes tempos de espera entre
um deslocamento e outro devido as condi¢cées do ambiente (KLAFTER; SHLESINGER;
ZUMOFEN, 1996). J&, no caso de existéncia de interagbes entre as particulas, a interagao
entre particulas vizinhas pode influenciar o comprimento do salto, bem como o tempo de
espera entre os saltos, caracterizando correlagdes entre as particulas (TSALLIS; LENZI,
2002). Estes tipos de ocorréncias frequentes sdo comumente associadas as chamadas
PDFs de cauda pesada para os deslocamentos da particula (SHLESINGER; ZASLAVSKY;
FRISCH, 1995).

Observe na figura (3) o RW de uma particula gerado com variavel aleatéria compri-
mento de saltos dx segundo, respectivamente, as fun¢des de distribuigdo normal (figura
a direita) (50) e de Cauchy (figura a esquerda). A funcao de distribuicdo segundo Cauchy
ndo possui média e nem variancia definidas. Neste caso, nota-se que a particula realiza
grandes deslocamentos com uma frequéncia relativamente alta.

Tém-se, portanto, que o primeiro momento da fungao distribuicdo do tempo de espera
entre os saltos 7 e 0 segundo momento da funcao de distribuicdo do comprimento de saltos
o? sédo quantidades de pequena escala que podem influenciar no tipo de PDF em grande
escala, caso sejam finitas ou ndo. Assim, pode-se obter um comportamento ndo gaussiano
adotando um dos seguintes casos

Caso 1. Uma funcgao de distribuicdo para a variavel aleatéria espacial x com segundo
momento infinito, o2 — oc.

Caso 2. Uma funcao de distribuicdo para a variavel aleatéria temporal ¢ com primeiro
momento infinito, 7 — oc.

Caso 3. Funcdes de distribuicdo para a variavel aleatéria = e para a variavel aleatéria ¢
ambos infinitos, 02 — co e 7 — oo.

33



1500

800}
1000}
600
500

400

200}

Of %;;i?
—1000 .

—-500 0 500 100015002000250030003500 -500 —400 —300 —200 -100 O 100

—500F

Figura 3 — Random walks gerados com variaveis aleatérias angulo e comprimento de saltos
segundo, respectivamente, as PDFs uniforme e normal (figura a direita), Cauchy
(figura a esquerda).

Diante disso, as condi¢des de suficiéncia do TCL nao sao verificadas e a classe
resultante de PDFs precisa ser ampliada (FISCHER, 2010; KOROLIUK, 2015). Generaliza-
cdes do TCL sao obtidas enfraquecendo estas condicdes de convergéncia (GNEDENKO;
KOLMOGOROV, 1956; GILLIS; WEISS, 1970; FELLER, 2008; TSALLIS, 2009).

Entre as muitas generalizagbes encontra-se o TCL gerneralizado de Lévy-Gnedenko
(GNEDENKO; KOLMOGOROV, 1956; GILLIS; WEISS, 1970; FELLER, 2008). Paul Pierre
Lévy (LEVY, 1925) estudou o primeiro caso e mostrou que, dada a soma de n variaveis
aleatérias X, (38), se A\(z) da varidvel aleatéria —oo < = < oo é tal que

Az) = lim Prob(z < X,,/n'" < z 4 dx),

n—o0

a PDF \(x) possui, no espago Fourier, a seguinte forma (LUCHKO, 2012)

-~

ANE)=ePHT 0 <y <2 (46)
com b uma constante real e positiva e (z) = 0. Para v = 2 tem-se o? finita e recupera-se

a PDF gaussiana. Para 0 < v < 2, A(x) possui 0> — oo sendo conhecida apenas em
termos de séries infinitas no limite assintético ¢ — oo (FELLER, 2008). Exemplos de PDFs
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com fungdes de distribuigdo A\(z) onde o — oo sdo os chamados voos de Lévy. Assim, o
TCL generalizado de Levy-Gnedenko é obtido por meio de condi¢des assintéticas sobre
distribuicbes segundo lei de poténcia

e 1
Na) = F 1{)\(k);a:}:W, 0<vy<2.

O segundo caso, foi discutido por Feller (FELLER, 2008) e em seguida analisado
por Montroll e Scher (SCHER; MONTROLL, 1975; MONTROLL; SCHER, 1973; METZ-
LER; KLAFTER, 2000), considerando uma distribuicdo do tipo Pareto-Lévy para a variavel
aleatériat > 0

Yty ~t7 0<a<l. (47)

Tém-se para esta PDF que 7 — oo (METZLER; KLAFTER, 2000). Neste tipo de RW
¥ (t) é uma distribuicdo do tempo de espera entre dois eventos consecutivos possui uma
caracteristica de cauda pesada, fazendo com que o tempo médio 7 seja divergente. Apesar
de o2 de ¥ (t) ser finito as particulas se difundem de forma n&o linear com o tempo, de
maneira mais lenta do que poderiam no caso de uma difuséo classica (SERAFIM, 2015).

O terceiro caso, ou seja, fun¢des de distribuicdo com 7 — co e o2 — oo, foi estudado
por Montroll e West (MONTROLL; WEST, 1979) e por Weiss e Rudin (MONTROLL; WEISS,
1965). Nos restringiremos neste trabalho aos primeiro e segundo casos.

Uma vez que é do nosso interesse o estudo de processos dinamicos, precisamos
ter em mente que quando ha interagdes de longo alcance entre as particulas, podem
ocorrer eventos raros de deslocamentos e de tempos de espera. Recentemente, alguns
resultados sobre o TCL foram obtidos para estas situagdes fortemente correlacionadas em
cenarios relacionados a mecanica estatistica ndo extensiva de Tsallis (TSALLIS; BUKMAN,
1996; MENDES et al., 2017). Nestes casos, o TCL é generalizado obedecendo condigbes
de convergéncia sob as definidas ¢-médias e g-varidncia (UMAROV; CONSTANTINO;
STEINBERG, 2008; TSALLIS; BUKMAN, 1996). Esta situacao sera abordada mais a frente.

Em todos os processos acima, a descricdo da dindmica de uma amostra de N
particulas, que equivale a uma escala intermediaria, apresenta um comportamento anémalo
tal que a variancia evolui em uma lei de poténcia geral com o tempo. Nesta escala, este
€ um atributo critico de uma particula que participa de um processo de MB anémalo. Ela
apresenta um desvio na dependéncia linear do tempo do deslocamento quadratico médio
(LUCHKO, 2012).
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Assim, pode-se distinguir a difusdo, de modo geral, pelo deslocamento médio quadra-
tico proporcional a lei de poténcia

(2°(t)) = 2D, t" (48)

onde se i = 1 é a difuséo classica e se ;1 # 1 a difusdo é considerada anémala. Observe a
tabela (1) os tipos de processos difusivos sob esta classificacao.

Tabela 1 — (22(t)) para a classificagdo dos processos difusivos.

Processo difusivo I
Subdifusao p<l1
Difusdo normal p=1
Superdifusao w>1

2.3.5 Difusdo: movimento em grande escala

Desde 1905, o MB tornou-se o exemplo candnico de um processo aleatorio. Na
verdade, Louis Bachelier em sua tese em 1900 sobre flutuagées no mercado de agdes
derivou, de forma independente, varias propriedades matematicas do movimento browniano,
incluindo a equagao para a probabilidade, u(z, t), de encontrar uma particula browniana
na posigao x no tempo ¢, quando esta parte da origem u(x,0) (SHLESINGER; KLAFTER;
ZUMOFEN, 1999), dada por

Ou(z,t) Dazu(x, t)

o ox? (49)
com solucao gaussiana
u(z,t) = #e*ﬂ/‘wt (50)
7 vVar Dt

e (z*(t)) = 2Dt. Esta equagao de difusdo ja era bem conhecida como a equagéo do calor
de Fourier e Bachelier ficou surpreso da probabilidade poder se difundir da mesma maneira
que o calor. Observe que o coeficiente de difusdo, D, em (49) possui dimens&o [z?]/]t]
(SHLESINGER; KLAFTER; ZUMOFEN, 1999).

Estamos interessados, no entanto, em gerar processos baseados em CTRW em que 7
ou o2 sejam divergentes, desviando em grande escala do comportamento gaussiano (50).
Nestes casos como fazer a expansao em séries de poténcias, no espaco Laplace e Fourier,
das distribuicées 1 (s) e de A(k)?
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Primeiro, trataremos as correlagdes de longo alcance onde as correlagbes se devem
as interacbes com as condi¢gdes do ambiente ndo entre as particulas. Nestes tipos de
correlagdes espera-se que a dinamica em grande escala seja dada por modelos lineares
(METZLER; NONNENMACHER, 2002; REYNOLDS, 2015). Na secao seguinte, abordare-
mos os fendmenos de interagcdes de longo alcance entre as particulas com seu modelo nao
linear em grande escala (TSALLIS; LENZI, 2002).

Como mencionado anteriormente, Lévy questionou como proceder quando o fosse
divergente apontando, assim, a necessidade de uma generalizagéo para o TCL. Se a
variancia de cada salto ¢ infinita entdo a variancia de n saltos também ¢é infinita, implicando
que a distribuicdo da soma de n saltos possui uma propriedade similar a de um unico
salto (fractal) (BOUCHAUD; GEORGES, 1990; GILLIS; WEISS, 1970; MAINARDI, 1996;
SHLESINGER; KLAFTER; WONG, 1982).

Lévy encontrou a resposta na transformada de Fourier de A(x) que possui a forma
dada por (46) onde, para v = 2, recupera-se a gaussiana e, para v = 1, a distribuicdo
de Cauchy. Para 1 < v < 2 0s momentos espaciais de A(z) sdo infinitos. Apesar de A(k)
possuir uma forma simples, obter A(z) diretamente por meio de inversao analitica ndo é,
de modo geral, simples (SHLESINGER; KLAFTER, 1986). Os momentos infinitos estao
associados a velocidade de cada segmento da trajetéria do voo. Isso define um processo
de RW segundo Lévy (MALLAMACE; STANLEY, 1997; METZLER; KLAFTER, 2000).

Neste caso escreve-se uma expansao de leis de poténcias de k considerando o limite
onde esta a informacéo sobre o comportamento assintético de grandes distancias k£ — 0,
obtendo-se (METZLER; KLAFTER, 2000; LUCHKO, 2012)

MNE) ~1—a"k]", 1<vy<2. (51)
Para 7 finito tomamos, a partir de (42),

P(s) ~1—r7s.

Substituindo na formula de Montroll-Weiss (36) temos

a(k,0)

u(k,s) = s+ DJkf
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onde

Dy=—, (53)

€ o coeficiente de superdifusdo. Sabendo que as transformadas de Fourier e Laplace,
respectivamente, da derivada fracionaria segundo Riesz-Weyl para 1 < v < 2 (30) e da
derivada inteira de primeira ordem (26), sdo dadas por

F{0u(x,1)/0lx|"; k} = —[k["u(k, 1),
LA{0u(z,t)/0t; s} = su(x,s) — u(z,0).

Tomando as transformadas inversas de Laplace e Fourier de (52), e considerando como
condigao inicial a funcéo delta de Dirac, u(z,0) = §(x), encontramos

ou(z,t) Du(z,t)
—t=D,—— 4
ot T 9lx| (54)
a equacao de difusao linear fracionaria espacial (EDFE) utilizada como modelo, em grande
escala, para a superdifusdo (LUCHKO, 2012; ARAFA; RIDA, 2009; BOUCHAUD; GEORGES,
1990; GILLIS; WEISS, 1970; MALLAMACE; STANLEY, 1997; GORENFLO et al., 2002;

REYNOLDS, 2015).

Seja, agora, o caso conhecido como RW de tempo fractal (MALLAMACE; STANLEY,
1997) em que 7 — oo e o2 é finito (METZLER; KLAFTER, 2000) com comportamento
assintético de longo tempo de espera entre os saltos no limite difusivo, + — cc e t — o0.
Para isso, pode-se considerar a PDF 1(t) como em (47) e escreve-se

1+a
zp(t)rv(%) : 0<a<l,

que possui, no limite assintético difusivo do espago Laplace, s — 0, a seguinte forma
(METZLER; KLAFTER, 2000; LUCHKO, 2012)

P(s)~1—(1s)%, O0<a<l (55)
Como o2 finito, utilizando (43) temos

- 2
k) =1— %kﬂ.
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Substituindo ¢(s) e X(k) na formula de Montroll-Weiss (36) obtém-se

~ s> La(k,0)
~ k )
a(k,s) = — D (56)
onde
2
g
D, =— 7
@ 2T (57)

€ o coeficiente de subdifusao.

Utilizando (26) com 0 < a < 1 e aplicando as inversas das transformadas de Laplace
e Fourier em (56) com ¢ D¢ = 9“/9t, a derivada fracionaria de Caputo e condigao inicial a
fungao delta de Dirac, u(z,0) = 6(z), segue que

0%u(w,t) Ou(x,t)
——=D,———— 1
e N ICa 0<a<l, (58)
a equacao de difusdo linear fracionaria temporal (EDFT) utilizada como modelo, em grande
escala, para a subdifusdo (GORENFLO et al., 2002; METZLER; KLAFTER, 2000; PO-

DLUBNY, 1998).

Concluimos esta secao destacando que pode-se controlar simulacées de processos
difusivos baseados em um CTRW utilizando o seguinte critério de convergéncia ou diver-
géncia das PDFs do tempo de espera entre os saltos, ¢ (t), e do comprimento dos saltos,
A(z):

Critério 1. Se 7 — oo e o2 finito 0 processo é subdifusivo.

Critério 2. Se 7 e 02 sdo ambos finitos o processo é de difusdo normal.

Critério 3. Se 7 é finito e 02 — oo 0 processo é superdifusivo.

Salientamos, ainda, que ndo é importante quais sdo as distribuicdes ¥ (t) e A(x)
adotadas em qualquer um dos casos, desde que 7 e o respeitem o critério de convergéncia
ou divergéncia para cada um deles.

Aplicando log, em ambos os lados de (48) obtemos uma relagdo entre as escalas
de tempo e da dispersao da variancia com os parametros em grande escala, expoente de
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difusdo e coeficiente de difusdo. Assim, para a dispersao da populagéo de particulas dada,
em um espaco de grandes escalas log, t x log,(z?*(t)), temos a reta

log2<x2(t)> = plogyt + 10g2(2Du)a (59)

de coeficientes angular p e linear log,(2D,,). Os parametros ;. e D,, sdo os parametros de
medida para a dispersao das particulas.

2.4 DistribuicOes de probabilidades geradas pela equacao de
difusdo generalizada

Como apresentrado na sec¢ao anterior, alguns processos apresentam em pequena
escala MBs anémalos e, em grande escala, um movimento coletivo tipo difusdo anémala.
Estes sistemas apresentam como distribuigdes limite fungcées de dependéncia espacgo-
temporais ndo gaussianas. Em particular, os sistemas estudados (fenbmenos onde o
movimento das particulas é influenciado pelas condi¢oes do ambiente) possuem como
distribuicbes associadas as solugdes das EDPs lineares fracionarias (54) e (58). Por outro
lado, processos estocasticos em que nao ha interagdes ou correlacdes de longo alcance
entre seus entes em pequena escala com médias de tempos entre deslocamentos e
variancia de deslocamentos finita, apresentam como movimento coletivo a difusao normal
com a equagao de difusdo classica (49).

Agora, em fendmenos de interacdo de longo alcance entre as particulas espera-se
que a grande escala associada ao modelo dindmico seja néo linear, surgindo uma classe de
equagoes de difusdo generalizadas pela inclusdo de nao linearidade na equagéo diferencial
parcial (BOLOGNA; TSALLIS; GRIGOLINI, 2000; LENZI et al., 2003; TSALLIS, 2009). Para
esta classe de equacgdes, o TCL generalizado pela g-gaussiana no limite para grandes
nuameros tende em probabilidade para as distribuicées estaveis g-gaussianas, obedecendo
condic¢des de convergéncia sob as definidas g-médias e ¢-variancia (UMAROV; CONSTAN-
TINO; STEINBERG, 2008; TSALLIS; BUKMAN, 1996). Assim, processos estocasticos com
difusdo correlacionada podem ser descritos por equagdes de Fokker-Planck ndo lineares
como a equagao de meios porosos (LENZI et al., 2003).

Unificando estes comportamentos, é possivel descrever uma extensa classe de pro-
cessos difusivos por meio de generalizacdes da equacao de Fokker-Planck dada por uma
equacao de difusdo nao linear (TSALLIS, 1988; KLAFTER; ZUMOFEN; BLUMEN, 1993).

Considere, desta forma, a equacao de difusdo generalizada fracionaria nao linear
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0%u(x,t) Nu(x, t)*1
Z ) p 2 )
ote 1l (60)
0,t) =0
u(0,%) " t>0, CC-Condigdes de contorno homogéneas, (61)
u(to0,t) =0,
u(z,0) = f(r) —oo<z< o0, Cl - Condigdes iniciais. (62)

onde u,(0,t) = du(0,t)/0t, formando um problema de valor de contorno (PVC). Os parame-

tros ordens das derivadas fracionarias, « e v, € o parametro de nao linearidade, ¢, podem

variaremO0 < a<1l,l1<vy<2el<g<2. Paraa=1,v=2eq=1recupera-se a
2

equagao de difusdo normal (49) com D51 = D = ;— o coeficiente de difusao normal (44).
T

As PDFs solucdes do PVC acima sao os modelos que descrevem 0s processos (Voos)
difusivos anémalos, ou seja, a subdifusao e a superdifusdo, bem como a difusdo normal,
como segue.

2.4.1 Modelos dados pela equacgao de difuséo linear fracionéaria

Para ¢ = 1 em (60) destacamos os dois casos lineares: 0 primeiro com a derivada
fracionaria temporal, 0 < a < 1 e v = 2, e 0 segundo caso com a derivada fracionaria
no espaco, « = 1el < v < 2 (PODLUBNY, 1998; SAMKO et al., 1993; METZLER;
NONNENMACHER, 2002).

O primeiro caso é utilizado na descri¢cdao de voos subdifusivos. Assim, para 0 < a < 1
e v = 2em (60) temos a EDFT obtida em (58)

®u(x,t) - 0u(x,t)
ote Da O0x? (63)

com D, = D,21 como em (57). Considere esta EDFT sujeita as condigbes (62) e (61).

A transformada de Laplace da derivada fracionaria no sentido Caputo dada por (26),
aplicada na variavel temporal, com 0 < a < 1 resulta em

L{0“u(z,t)/0t*; s} = su(z, s) — s* ti(x,0). (64)

Por sua vez, de (28) a transformada de Fourier da segunda derivada no espaco é dada
por

F{0%u(x,) /02 k} = —k¥a(k, t). (65)
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O metodo de justaposicao das transformadas prescreve que, para resolver (58), se
aplique a transfomada de Fourier (65) na variavel espacial e a transformada de Laplace (64)
na variavel temporal, de modo que o resultado pode ser expresso como

Sa—l

hs) = S

onde tomamos a Cl f(z) = §(z) com é(x) a fungdo delta de Dirac, de forma que ]—“{f(:c); k} =
F{o(x);k} = 1.

O célculo da transformada de Laplace da fungéo t°~'E, 5(ct®), R(3) > 0, onde
E, p(ct*) é a funcdo de Mittag-Leffler (4), nos fornece (CAMARGO; CAPELAS, 2015)

o0

e_Stt’B_lEaﬁ(:l:cta)dt

OO —styam+5—1

e 't dt.
'rnZ:O I'(am + B) /

Fazendo st = u e utilizando a definicdo da fungdo gama (1), tém-se

E{tﬁ_lEaﬁ(:l:cta); s} =

S—

L{" Eqp(£ct®);s} = Y

Assim, para 3 = 1 e c = —Dk? segue que

sa—l
,Cl{m; t} = Ea71(—Dk2ta).

Desta forma, tomando a transformada inversa de Laplace de (64) voltamos ao dominio do
tempo

u(k,t) = Eo(—Dok*t%), (67)

e, entdo, a transformada inversa de Fourier de (67) produz a solu¢do da EDPFT (63) sujeita
as condicdes (62)-(61)
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de forma que

1 o
u(z,t) = Go(x,t) = —/ E,1(—Dok*t*) cos(kz) dk,
0

™

onde G,(x,t) € uma fungdo do tipo Green (PODLUBNY, 1998).

Para calcular esta ultima integral aplica-se, novamente, a transformada de Laplace

(PODLUBNY, 1998) de onde segue que

1 [ cos(kx) 1 §—0/2—l2lD5 52

s == [ S gy
Jolr:s) =2 | pay 2% = 575

Y

e a transformada inversa fornece

_ —1/2 a/2 _
ste |z|Dg ' s s a/2d$

1
Gao(r,t) = ———
(z,1) 4/ D 71 /pe

onde I' é um contorno do tipo Bromwich modificado (PODLUBNY, 1998). Calculando esta

integral de contorno e introduzindo mudangas do tipo o = st e z = \/% obtém-se

onde Ha denota o contorno de Hankel (PODLUBNY, 1998).

Utilizando (5) em (68) reescreve-se

No| 2

t2 W (=2, —

RS

1
Ga(w7t) = 2\/D_

Assim a solucao da EDFT sujeita as condicdes (62) é dada pela seguinte PDF

_ R T (—==2)" _ 7]
wz,1) = Cale,t) = 2/ Dat? mzjo mIT(—%m+ (1 —9))’ ° T /Dutt (69)

normalizada (MAINARDI, 1996). Um conjunto de solugdes G, (x, t) pode ser visualizado na
figura (4) com 0 < a < 1, D, e t fixos e na figura (5) com «, t fixos e 0 < D, < 1/2. Para
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«a = 1 recuperamos a classica PDF gaussiana (50) solu¢do da equagéao de difusdao normal
(49) dada por

1 —a?
Gl = T

que corresponde as curvas tracejadas nas figuras (4) e (5).

Vimos que a difusdo pode ser distinguida, de modo geral, pelo deslocamento médio
quadratico proporcional a lei de poténcia (48). Entdo, obtemos o deslocamento médio
quadratico,

(*(t))g = / 122Gy (z, t)de,
deste voo subdifusivo via (37) e a expanséo em momentos ¢ (s) (55). De forma alternativa,
este calculo pode ser inferido a partir da EDFT (63), por meio da integragao [°°_z?dz,
resultando em (d/dt){x%(t)) = §D; “2D, = 2D,t*"'/I'(a). Desta forma, tém-se que
(GORENFLO et al., 2002; METZLER; KLAFTER, 2000; PODLUBNY, 1998)

D / Z G(z,t)2%dx 2D,
For (08 0)e)) — §or(20.)
CDp N (2())e) = 2D, 1

Segue de (17) que

r'(2)

2D, §D}t.

C Nnl—«a o
D t= O0<a<l.
0 Tl+a) “
Assim,
2D
2(t L e 0O<a<l. 7
@O = 5, g o (70)
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Aplicando log, em ambos os lados de (70) tém-se no espaco das grandes escalas
log, t x log, (2(t))

log, (22(t)) ¢ = a log, t + log, <%) (71)

Comparando (71) com (59), segue que

g = e D.,=D,I(cg+1), (72)

d

coma = ag e D, = D,, indexados com a letra "d“ por estarem relacionados com os
parametros de disperséo p e D,,.

10° b
"’ ~~\
” ~
’ ~
7’ ~

1 s \\

107 | R .
4 A Y
4 A Y
/’ \\
\
/, AY
= 107 ‘. .
) ,' \
V4 \
, \
103 ’ \
y — a=0.1 N
V4 AY
4 — a=0.3 Y

. — a=0.5

10 — a=07
— =09
-=- a=l1

1()'5 L L L L L

-15 -10 -5 0 5 10 15

Figura 4 — PDFs G,(x,t) (69) solugdes da EDFT (58) geradas com com 0 < o < 1,
D, =0.5et=1fixos, com o eixo-y em escala logaritimica, modelos para voos
subdifusivos.

Agora,q=1,a=1e1l < vy < 2em(60) é adequado para descrever voos superdifu-
sivos. Desta forma, considere a equacéo de difusdo linear fracionaria no espago (EDFE),
dada como em (54)

Qu(w,t) D Nu(z,t)
ot 7 9lap
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Figura 5 — PDFs G,(z,t) (69) solugdes da EDFT (58), com o eixo-y em escala logaritimica,
geradas para o caso subdifusivo com o« = 0.5, 0 < D, < 0.5 e t = 1 fixo.

com D, = D, ., como em (53) e sujeita as mesmas condigdes (62) e (61).

Aplicando a transformada de Fourier do operador Riesz-Weyl (30) na variavel espacial
(SAMKO et al., 1993) obtém-se a seguinte equacao diferencial ordinaria de primeira ordem

ot(k, )
ot

= =D [k[u(k, 1),

cuja sulucao é dada por

u(k,t) = u(0, t)e’D”’“'”.
Para voltar ao dominio do espacgo escreve-se a solugao deste problema como a convolugédo

o0

u(w,t) = Ly xu = / L (x— 2 t)f(z")da'.

—0o0

Supondo que a Cl igual a fungéo delta de Dirac, f(z) = d(x), temos que

1 [ 4
Ly(z,t) = o~ / e~ Dkt =ik g,
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Mas

1 & ¥
L(z,t) = gy e P (cos(kx) — isin(kz))dk
1 > ¥ ) o Y-
= o - e PR cos(kx) da + %/_m e P gin (k) dk
1 & ¥
= o _Ooe’le| " cos(kx) dx

ja que e~k & par e sin(kz) impar.

Portanto a solugdo da EDFE (54) € dada pela PDF

1 [ e
L(z,t) = %/ e PIM cos(ka)dk, (73)

—00

conhecida como distribuicdo de Lévy (LENZI; MENDES; TSALLIS, 2003; METZLER; NON-
NENMACHER, 2002). Um conjunto de solugbes L. (z,t) pode ser visualizado na figura (6)
paral <~y <2, D, etfixos e nafigura (7) com 0.5 < D, < 3, v e t fixos.

10°
— =11
— =13
107 | — 4=15
— ~4=1.8
-— y=2
1072 |
" 1
1
= .' !
£ 107 i |
= : 1
1
: 1
1
10 ! 1
: 1
1
! 1
; ' '
b 1
10 K .
|' 1
1
]
1
10'6 Il Il Il ! Il 1 Il Il Il
—-40 —-30 —-20 —-10 0 10 20 30 40

Figura 6 — Solucdes L. (z,t) (73), com o eixo-y em escala logaritimica, paral <y < 2e
t = 1 fixo.

Neste caso, o deslocamento médio quadratico, (z*(t)), é formalmente divergente e
nao pode ser computado diretamente. Tal problema é contornado na literatura utilizando
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Figura 7 — Solugbes L. (x,t) (73), com o eixo-y em escala logaritimica, para0 < D, < 3 e
v = 1.5,t =1 fixos.

diversas estratégias como, por exemplo, considerar a largura da distribuicao ao invés de sua
variancia, avaliando a relacao de escala entre x e t, definindo um pseudo segundo momento
por meio de cortes no dominio da distribuigao L. (z,t) (BOUCHAUD; GEORGES, 1990;
KENKRE; MONTROLL; SHLESINGER, 1973; MONTROLL; WEISS, 1965; LENZI; MENDES;
TSALLIS, 2003; METZLER; NONNENMACHER, 2002). Assim, o calculo da dependéncia do
tempo de algo que lembra um segundo momento, (x*(t)), pode ser derivado de (54) para
obter

(@2(1))p =2D,t7, 1<y<2 (74)

Comparando (74) com (48) segue que 1 < v < 2 e 0s processos sao, de fato,
superdifusivos.

Aplicando log, em ambos os lados de (74)

2
10g2<$2<t>>L = ; log, t + 1032(2177) (75)
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e comparando (75) com (59) obtém-se os parametros v = 4 € D, = D,,, tais que

2
Ya = —
I

2.4.2 Modelo dado pela equacéao de difusao nao linear

Uma variedade de situagcées em que ocorre a difusdo anémala sado descritas pela
equacao de difusdo nao linear (EDNL) (60) coma =1,v=2e 1 < g < 3 dada por

Ou(x,t) D 0*u(z,t)* 1

ot 4 0x?

(77)

com D, = D;+,. Esta EDNL é conhecida como a equagéo de difusdo em meios porosos ou
difusdo an6mala correlacionada (TSALLIS, 1988). Existe uma conexao entre esta equacao
e a entropia de Tsallis baseada no método de separacédo de variaveis e na familia de
equagoes diferenciais nado lineares (TSALLIS, 1988; TSALLIS; BUKMAN, 1996; UMARQV;,
CONSTANTINO; STEINBERG, 2008).

A solugéo da EDNL (77) sujeita as condigdes (62) e (61), com f(x) = d(z), é dada
PDF ¢-gaussiana, apresentada no trabalho de Tsallis (TSALLIS; BUKMAN, 1996), que é
uma generalizacao da fungdo gaussiana, recuperada quando ¢ — 1. Esta solugao é obtida
usando-se o ansatz (LENZI; MENDES; TSALLIS, 2003; TSALLIS, 2009)

em (77) e é dada por

2
- (Dﬁ )28
VB o,

u(z,t) = Py(x,t) = 1 G

com 3 =1/(3 —q) real,

er =1+ (1—q)z]i, (79)

a funcéo g-exponencial e A, constante de normaliza¢éo dependente do parametro ¢ e da
fungéo I' como segue
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2\/AT(1/(1—q))
v (G-9/—29) PAR4# L,

A=< 7 para g = 1,
VL ((3—9)/(29—2))
Va—1I(1/(¢-1)) paral < ¢ < 3.

Se ¢ > 3 a integral de normalizagao diverge. Para ¢ < 1 a g-gaussiana possui um suporte

compacto dado pelo intervalo [—1/1/(1 —¢)3,1//(1 —q)B] e para 1 < ¢ < 3 tem-se
—o0 < x < oo (TSALLIS; BUKMAN, 1996; ANTENEODO; DIAS; MENDES, 2006).

As ¢-gaussianas sao, portanto, generalizacées da gaussiana que, em conexao com o
TCL generalizado de Tsallis-Umarov, estendem as propriedades dos processos aleatorios
analogamente ao caso gaussiano. Assim, este teorema formulado por Umarov et. al. (UMA-
ROV; CONSTANTINO; STEINBERG, 2008), essencialmente, mostra que dado um conjunto
de infinitas variaveis aleatorias z1, x», - - - dentre as quais um nimeron = 1,2, 3, --- estdo
correlacionadas segundo uma certa condi¢do C,,(¢), entdo a soma parcial ) _; ,,, €m
uma escala apropriada e com n — oo, se distribuem de acordo com uma g-gaussiana.
Estas condig¢des C,,(q), no entanto, sdo dificeis de serem analiticamente obtidas, de modo
que se o modelo teérico é definido segundo uma PDF F,(z,t) entéo teria que ser verificado
que esta PDF obedece tais condigdes. Isso parece ainda nao ter sido realizado na literatura
(HILHORST, 2009). Adicionalmente, a prova deste teorema é baseada na utilizagdo do
espaco ¢-Fourier (TSALLIS; BUKMAN, 1996) por meio da ¢-transformada de Fourier, uma
transformada ou um funcional n&o linear que aparentemente nao possui inversa (UMAROV;
CONSTANTINO; STEINBERG, 2008; HILHORST, 2009).

Tém-se, ainda, que a variancia, (z*(t))p,, das g-gaussianas é finita quando ¢ < 5/3
e divergente para 5/3 < ¢ < 3. Implica, pelo ¢-TCL (TSALLIS, 2009), que aumentando o
numero de variaveis aleatérias identicamente distribuidas, para ¢ < 5/3, a PDF P,(z,t)
tende para a gaussiana e para 5/3 < ¢ < 3 para um tipo de generalizagao das distribuigdes
de Lévy. Desta forma, = escala com t'/3-9 e entdo toma-se (TSALLIS, 2009)

(@*(t))p, = 2D, 53, (80)

A relacao entre os parametros q e u € obtida comparando-se (80) com (48)

=5 (81)

sendo conhecida por relacédo de Tsallis-Bukman (TSALLIS; BUKMAN, 1996; COMBE et al.,
2015). Resulta que para ¢ < 1 o processo é subdifusivo, ¢ > 1 superdifusivo e parag =1 a
difusdo é normal.
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Aplicando log, em ambos os lados de (80)

2
log, (z*(t)) p, = 3¢ log, t + logy(2D,), (82)
e comparando (82) com (59), obtemos
3 —2
4 = Mu D,, = D,. (83)

A figura (8) mostra as PDFS solugdes P,(z, 1) (78), primeiramente, para valores de
—1 < ¢ < 1com D, fixo, e entdo para ¢ fixo e 0 < D, < 1. Ja na figura (9) geramos
as PDFs solugbes F,(z, 1) (78), respectivamente, com 1 < ¢ < 3 e D, fixo, e com ¢ fixo
1< D, <3.

=05 D,=0.01
D,=02
D,=0.3
D,=0.5
D,=0.7
D,=0.9
- g=1

Y
Il
=]
-

10"

10°

3 n " L L n
-15 -10 -5 0 5 10 15

Figura 8 — Solugdes F,(z,t) (78), com o eixo-y em escala logaritimica. A figura a direita foi
geradacom 0 < ¢ <1, D, = 0.5 et = 1fixos; e a figura & esquerda com ¢ = 0.9,
t=1fixose 0 < D, < 0.5. A curva tracejada em ambos os graficos refere-se a
curva normal P (z,t).

Na tabela 9 estdo os modelos, com seus parametros de grande escala a serem
calibrados, dos casos lineares e nao lineares utilizados na descricao dos processos de
difusdo anémala.

2.5 Simulacdo e determinacdo dos parametros de um ran-
dom walk anémalo

Estamos interessados em realizar uma simulacao linear de processos gerais de difusao.
Para controlar o tipo de processo gerado estudamos o comportamento assintotico das PDFs
para o tempo de espera entre o saltos e para o comprimento dos saltos. Para tal estudo,

51



¢=1.1 10°
=13

Figura 9 — Solugbes P, (z,t) (78), com o eixo-y em escala logaritimica. A figura a direita foi
geradacom1 < ¢ < 3, D, = 0.5 et = 1fixos; e a figura a esquerda com ¢ = 1.1,
t =1fixos e 0.5 < D, < 3. A curva tracejada em ambos os graficos refere-se a
curva normal Py (x,t)

Tabela 2 — Modelos para a descrigao de vbos difusivos anémalos.

Tipos de véo Parametros do PVC (60)-(61)-(62)
O%u(z,t) D Ou(x, t)*1 Modelos
ote T Pla|
Caso linear (¢ = 1): G2, 1)
o 0O<a<l e D,
Subdifusivo (y = 2) - ]
Caso néo linear (a = 1): P (x.4)
g<leD, ER
Caso linear (¢ = 1): L. (x,1)
o l<vy<leD,
Superdifusivo (o = 1) . ]
Caso néo linear (v = 2): Py 1)
l<g<3eD, e

uma conveniente distribuicdo para controlar a convergéncia ou divergéncia de momentos
destas distribuicoes é a PDF lei de poténcia

K(¢) = (84)

com¢ >0, p > 1, C' aconstante de normalizagdo. Para calcular a constante de normaliza-
¢a0, bem como os momentos desta PDF tomou-se ¢ > 0 de modo a evitar o ponto singular
e = 0. Desta forma, calculamos C' sobre os limites [0, A]

A
C
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Com isso, obtemos

(r—1)
021_—

o= e (86)

Sl

Os processos (voos) difusivos sdo gerados sorteando variaveis aleatérias ¢’ segundo
K (&) (84). Neste sentido, a técnica de Monte Carlo (LAGUTIN; TYUMENTSEV, 2013;
CLAUSET; SHALIZI; NEWMAN, 2009) considera uma propor¢do entre areas. Entdo sortea-
se uma area a, 0 < a < 1. Assim, pode-se escrever

o
a= [ K()d§=F().

—00

Entao, isola-se o evento &’ utilizando a técnica da funcéo inversa,

¢ =F1'a), 0<a<l.

De forma geral, o m-ésimo momendo da PDF K (&) é dado por

m p_l m 1_< Gs)p_(m—'—l)
(" = -

€
p—(m+1) 1_(Ai6)p_1

(87)

Formalmente, no limite A — oo, (™) é convergente se m+1 < p e divergente se m+1 > p.
Assim, (87) fornece uma maneira teérica de calcular o m momento em fungéo de p da PDF
de lei de poténcia geradora de simulagbes baseadas em um CTRW.

Particularmente, sejam dx e 6t em (84), respectivamente, as varidveis comprimento de
saltos e 0 tempo de espera entre os saltos segundo as PDFs lei de poténcia A(dz) e 1(dt),
dadas por

A B

(88)
com A e B as constantes de normalizacao. Assim, a simulagao linear dos voos difusivos
consiste em um CTRW unidimensional de uma popula¢ao de N particulas, com compri-
mento de saltos e tempo de espera entre os saltos segundo as PDFs (88) e determinados
aleatoriamente pelo algoritmo Monte Carlo, como descrito acima.

53



Consequentemente, de (57) e (53) pode-se escrever, respectivamente, para 0s proces-
sos subdifusivos e superdifusivos,

log, D, = log, 0 — alog, T (89)

log, D, = vlog, 0 — log, 7, (90)

que podem ser parametrizadas pelos parametros r e s de forma que

podem ser entendidas no espaco bidimensional de parametros «, v e D.
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Capitulo 3

Metodologia

Este capitulo mostra a metodologia proposta para estabelecer uma prescri¢cao para
a geracao controlada de processos de difusdo anémala, baseados em um CTRW, e para
associacao de modelos difusivos generalizados e suas PDFs aos processos (voos) gerados.
Com base no Capitulo 2 - 2.3.5, propde-se uma técnica para geracao de voos difusivos
anémalos via CTRW. O controle sistematico da geragao dos voos sera realizado a partir de
distribuicdes tipo leis de poténcia com o minimo de parametros livres. Uma vez gerados
0S V0os, estuda-se a obtencdo de parametros de grande escala da difusdao anémala
propondo duas abordagens: (i) analise da evolugcédo temporal da dispersao/variancia dos
deslocamentos, (z%(t)) (48) e (ii) otimizagdo do ajuste dos modelos tedricos, solugdes
da EDP generalizada (60), aos histogramas para os parametros em larga escala. Com o
intuito de ndo apenas a obtencdo dos parametros de grande escala, mas também avaliar a
adequacéao dos modelos tedricos linear e nao linear € apresentado um método de avaliagao
dos parametros da pequena a grande escala, estabelecendo-se uma parametrizacdo entre
0s parametros 6timos obtidos.

3.1 Metodologia para a geracao de processos difusivos ané-

malos

As simulagdes lineares dos voos difusivos andmalos consistem em realizagbes de
CTRW, gerados via método de Monte Carlo (LAGUTIN; TYUMENTSEV, 2013), com
comprimento de saltos, éz, e tempos de espera entre os saltos, dt, aleatérios segundo,
respectivamente, as distribuigdes \(dx) e ¢(dt) na forma de lei de poténcias (88), como
discutido no Capitulo 2 na segao 2.5. Estas simulagdes foram realizadas em um sistema de
métodos computacionais (programas) desenvolvidos em linguagem Python, utilizando como
gerador de numeros aleatérios o CryptGenRandom fornecido pelo sistema operacional
Windows.
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O controle do tipo de voo a ser gerado € feito por meio das poténcias s e r, parametros
de pequena escala das distribuigdes tipo lei de poténcia, respectivamente, 1(dt) e A(dx)
segundo o critério de convergéncia ou divergéncia para o primeiro, 7, e segundo, o2,
momentos destas PDFs, como mostrado na se¢do 2.3.5 e organizado na tabela 3 que segue.
Desta forma, as simulagdes resultam em N séries estacionarias artificiais de comprimento
t=t;.

Tabela 3 — Critério de convergéncia/divergéncia para controlar o tipo de véo difusivo gerado
segundo as PDFs A(dx) e 1 (dt) ((88) para, respectivamente, o comprimento dos
saltos e tempo de espera entre os saltos.

s r T o? Tipo de v6o
l<s<2 r>3 diverge  converge subdifusivo
5> 2 r>3 converge converge difusdo normal

5> 2 2 <r<3 converge diverge  superdifusivo

3.2 Meétodo de escala de tamanho finito

Em modelos e simulagbes, frequentemente, uma série de parametros coadjuvantes sdo
escolhidos arbitrariamente, tais como o tempo total de simulagéo ¢, nimero de particulas
N etc. Muitas vezes, estes parametros sao condicionados por determinantes como tempo
computacional. Como nao € desejavel que os modelos e simulagdes tenham resultados
dependentes destes parametros, o estudo de escala de tamanho finito vem como uma
técnica para avaliar para quais valores destes parametros, o sistema deixa de apresentar
sensibilidade as escolhas arbitrarias.

Desta forma, a andlise de escala de tamanho finito, em inglés finite size scaling (FSS),
descreve as propriedades de um sistema fisico quando este aumenta seu tamanho. Como
simulagcées computacionais sdo sempre feitas com amostras finitas, elas dependem da
teoria de escala de tamanho finito para a extrapolacdo e analise de dados (PRIVMAN,
1990).

Os parémetros de escala intermediaria, nimero N de séries geradas e tempo t;
das simulagdes, precisam ser suficientemente grandes para que a evolugdo no tempo
apresente, de fato, um comportamento difusivo anémalo (PEREIRA et al., 2017). O quao
suficientemente grandes estara definido pelo método FSS.

3.3 Calibracao via método de analise da medida da dispersao

Calcula-se (z?(t)) das N séries temporais que foram geradas segundo o critério de
convergéncia ou divergéncia da tabela 3. O método de analise da medida de dispersao
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consiste em obter os parametros de grande escala ;. e D, (48) via regresséo linear de
(x2(t)) sobre a reta (59). Analisando o parametro 1 segundo a tabela 1, distingue-se o voo
gerado em subdifusivo (4 < 1), normal (i = 1) ou superdifusivo (> 1).

Para o voo subdifusivo, dependendo do tipo de modelo escolhido para fazer a descrigdo
do sistema, (z%(t)) assume as formas (z*(t))¢ (70) e (z*(t)) p, (80) para ¢ < 1. S&o obtidos,
assim, os parametros a = oy, D, = Dy, € ¢ = qq4, Dy = D,,, indexados com a letra 'd’ por
serem uma medida da dispersdo da amostra de N particulas.

Agora, se 0 voo gerado é superdifusivo o delocamento médio quadratico amostral &
dado por (z?(t)); (74) e pela relacio de Tsallis-Bukman (z%(¢))p (80) para ¢ > 1. Assim,
séo obtidos os parametros para a disperséo dos processos superdifusivos vq, D-,, ¢4 € D,,.

3.4 Calibracao via método de otimizagdo dos modelos teori-
cos

Os histogramas de posigoes das [V particulas em um tempo final ¢ = ¢ s&o construidos
a partir das N séries artificiais geradas da simulacao de cada regime de difusdo anémala.
A estes histogramas, utilizando o método de otimizagdo BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-
Shanno) (LIU; NOCEDAL, 1989), sao calibradas as PDFs solugdes da EDP generalizada
(60), mostradas no capitulo 2, no espago de grande escala (z,ts) x u(x,ts).

Para o algoritmo do método de otimizacdo BFGS foi utilizado o pacote NumPy da
linguagem Python. Para este sdo passados, apenas, os valores dos parametros procurados
como ponto de partida. Foram tomados como pontos iniciais os parametros encontrados via
método de analise da medida da dispersao.

Assim, por meio desta calibragao séo obtidas as solu¢des modelos G,,, (z,t) (69) da
EDFT linear (63), L,,,(x,t) (73) da EDFE linear (54) e as solugdes modelos dadas pelas
g-gaussianas F,,,(x,t) (78) da EDPNL n&o linear (77). Os parametros de grande escala
a=ayeDys1 =Dy, vy=vu€Diyi =D, q=que Di2g = D,, receberam o indice
M por se tratarem dos ajustes de solu¢des dos modelos tedricos.

Tém-se, ainda, que quando os parametros sdao encontrados pelo método de analise
de dispersao nas PDFs solucbes (69), (73) e (78), os modelos recebem a denominacao
Goy(2,t), L, (x,t) € Py, (x,1).

Na tabela 4, encontram-se os parametros que sao obtidos via os métodos de analise
da dispersdo e otimizacdo dos modelos teoricos das N particulas em um tempo ¢4, e 0s
modelos calibrados a cada tipo voo gerado.
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Tabela 4 — Parametros para a descricao da difusao.

Tipo de véo 1 Parametros de dispersdo Parametros modelo Modelos
Subdifusivo | p <1 a4 D,, am D.,,, Golz,t)
p<1l qa qu qm DQM PQ(xvt)
Superdifusivo | 1> 1 4 D.,, Y D,,, L, (z,t)
p>1 qa DQd M DQM PQ(xvt)

3.5 Comparacdo da adequacao dos modelos e métodos

A fim de determinar entre o método de otimizacdo segundo BFGS e o método de
analise de dispersao qual deles apresenta a maior precisao na determinacao dos parametros
do processo difusivo, serdo realizadas comparagdes via tabelas, andlises de graficos e
comparacao de erro. A medida mais comumente usada para aferir a qualidade do ajuste de
um modelo é a chamada raiz do erro médio quadratico (RMSE). O RMSE ¢ a raiz do erro
quadratico da diferenca entre a predicao e o valor real.

Esta medida sera utilizada para comparar a adequacao dos modelos diversos, mostra-
dos na tabela 4, para cada regime de processo difusivo, e para comparar os métodos de
analise da medida da disperséo e de otimizacao pelo método BFGS.

3.6 Construcao do espaco de parametros subdifusivos e su-
perdifuvios

Definidos os valores de IV e ¢ adequados para que as simulagoes dos voos difusivos
anémalos tornem-se estaveis e selecionados, através do RMSE, os parametros que resultam
nos melhores modelos sera construido e analisado o espago de parametros.

Utilizando a equagéo (87), o primeiro (dt),, e segundo ((dz)?), momentos das respec-
tivas distribuicdes do tempo de espera entre os saldos (dt) e comprimento de saltos A(dx)
(88), podem ser calculados teoricamente.

Considerando a parametrizacdo segundo s e r (91), as equacdes (88) podem ser
usadas para calcular o primeiro momento (4t), = 7 € 0 segundo momento ((dz)?), = o
convergentes ou divergentes, verificando os casos dados segundo o critério (2.3.5). Com
iss0, consegue-se controlar completamente todo o processo em suas diferentes escalas por
meio das poténcias r € s.

Sera verificado, por ultimo, se os parametros selecionados através do RMSE obedecem
a relagao Tsallis-Bukman (81).
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Capitulo 4

Resultados e Analise

Inicialmente, apresentamos as séries temporais geradas pelas simula¢des dos voos
difusivos anbmalos. Em seguida, utilizando o método FSS, visto no Capitulo 3, na secéo 3.2,
justificamos as escolhas dos parametros de escala intermetiaria IV e ¢, destas simulagées.
Analisaremos, entao, os parametros de pequena escala e grande escala obtidos, respecti-
vamente, pelo método de andlise de dispersao e pelo método BFGS. Fazemos um estudo
das parametrizagdes e da adequacao dos modelos selecionados por estes dois métodos.
Deste estudo, concluimos qual dos métodos de otimizacao utilizado é mais adequado para
a descricao dos voos subdifusivos, normal e superdifusivos gerados. Finalmente, apresenta-
mos e analisamos as relagdes entre os parametros das simulagbes e parametros tedricos,
estabelecendo uma parametrizacdo com parametros de escala intermediaria.

4.1 Simulacodes lineares dos processos de difusdo anémala

As simulacdes foram geradas controlando-se as poténcias s e r, respectivamente, das
distribuicoes (88) do tempo de espera entre os saltos, ¢(dt), € comprimento dos saltos,
A(éx), segundo o critério de convergéncia / divergéncia, Tabela 3. Assim,se 1 < s <2e
r = 4, 0 conjunto de voos gerados é subdifusivo. Se s =3 e 2 < r < 3, 0 conjunto de voos
gerados é superdifusivo. Para s = 3 e r = 4 0 voo gerado é de difusao normal.

Desta forma, as simulagdes geradas resultam em séries temporais com N pontos
e de comprimento igual a t¢. Na figura 10 estdo as séries acumuladas do conjunto de
voos normais e subdifusivos de N = 20.000 particulas. Com 1 < s < 2 observa-se o
comportamento de longos tempo de espera, dt;, entre os saltos, o que resulta no conjunto
de voos subdifusivos. Vé-se, ainda, que quanto mais critica a poténcia s da distribuicao
¥ (dt), ou seja na medida em que s — 1, maiores sdo Jt; entre os saltos. Isso é devido a
divergéncia dos primeiros momentos da distribui¢éo (dt) quando s — 1.

A figura 11 mostra as séries do conjunto de voos normais e superdifusivos de uma
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Figura 10 — Séries temporais subdifusivas (1 < s < 2, r = 4) geradas segundo critério de
divergéncia dado no capitulo 3 - tabela 3 em um tempo ¢, = 2'%.
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Figura 11 — Séries temporais superdifusivas (s = 3, 2 < r < 3), geradas segundo critério
de divergéncia dado no capitulo 3 - tabela 3 em um tempo ¢, = 2.

amostra de N = 30.000 particulas. A divergéncia dos segundos momentos da distribuicao
A(éx) com 2 < r < 3 resulta em um comportamento de grandes saltos, Jz;, como pode ser

observado.
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Figura 12 — FSS do parametro de escala intermediaria numero de particulas, N, para a pa-
rametrizagdo dos modelos G, (z,t) (69) e P,(x,t) (78) aplicado aos processos
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Figura 13 — FSS do parametro de escala intermediaria tempo, ¢;, para a parametrizacéo
dos modelos G, (z,t) (69) e P,(z,t) (78) aplicado aos processos de subdifus&o.
Tem-seem (a) 1/t; x a, em (b) 1/t; x D,, em (c) 1/t; x geem (d) 1/t; x D,.

4.2 Parametros N e t; obtidos pelo método de escala de ta-
manho finito

Como apresentado no capitulo 3 na secéo 3.2, o método de escala de tamanho finito
(FSS) foi utilizado para obter qual o nimero N adequado de séries e o tempo final ¢
necessarios para que as simulacoes se tornem estaveis, validando assim os modelos que
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descrevem os processos de difusdao anémala. As figuras 12, 13 e 14, 15 mostram este
método aplicado aos parametros de escala intermediaria N e t;, respectivamente, para
o conjunto de voos subdifusivos e superdifusivos gerados. As intersecdes de segmentos
horizontais das curvas associadas aos parametros «, D,, q, D, e v, D, em cada caso, com
0 eixo-y, mostram os valores de N e t; para os quais 0 método mostra pouca sensibilidade
ao seu aumento, podendo assim ser considerado 6timo em relagdo ao tempo de execugao
e a acuracia.
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Figura 14 — FSS do parametro de escala intermediaria nimero de particulas, N, para a
parametrizagao dos modelos L. (x,t) (73) e P,(z,t) (78) aos processos de
superdifusdo. Tém-se em (a) 1/N x v, em (b) 1/N x D.,em (c) 1/N x ge em
(d) 1/N x D,.

As figuras 12-(a) 1/N x a, 12-(b) 1/N x D,, 12-(c) 1/N x g e 12-(d) 1/N x D, mostram
o FSS aplicado ao parametro N das simulacdes dos processos de subdifusdo, 1 < s < 2e
r = 4. E possivel observar que quando N cresce em torno N ~ 20.000 a curva se torna
horizontal proximo ao eixo das ordenadas dos parametros «, D, e ¢, D,,. Por isso, na analise
das simulagbes dos processos de subdifusdo considerou-se N = 20.000. Analogamente, as
figuras 13-(a) 1/t x a, 13-(b) 1/t; x D,, 13-(c) 1/t x g e 13-(d) 1/t; x D, apresentam o
resultado do método FSS aplicado ao parametro ¢, igual a 2°, 2'° e 2!3. Com base nestes
resultados foi escolhido o valor t; = 2'3, apesar de que, com t; = 2!, os valores do
conjunto dos parametros «, D, e ¢, D, ndo apresentam variago.

As figuras 14-(a) 1/N x v, 14-(b) 1/N x D.,, 14-(c) 1/N x q e 14-(d) 1/N x D, em
mostram o FSS aplicado ao parametro N das simula¢des dos processos de superdifuséo,
s=4e?2<r<3,comvalores de N iguais 1.000, 10.000, 20.000 e 30.000. Para N = 30.000
a curva se torna horizontal proximo ao eixo das ordenadas dos parametros v, D, e g,
D,. Por isso, na analise das simulagbes dos processos de superdifusio foi considerado
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Figura 15 — FSS do parametro de escala intermediaria tempo, t ¢, para a parametrizaggo dos
modelos L. (z,t) (73) e P,(x,t) (78) aplicado aos processos de superdifuséo.
Tém-seem (a) 1/t; x v,em (b) 1/t; x D, em (c) 1/t; x geem (d) 1/t; x D,.

N = 30.000. Analogamente, 15-(a) 1/t; x v, 15-(b) 1/t; x D,, 15-(c) 1/t; x ¢ e 15-(d)
1/ty x D, apresentam o resultado do método FSS aplicado ao tempo final ¢; com valores
iguais a 29, 212, 213 e 215, Com base nestes resultados foi tomado ¢, = 2.

4.3 Parametros obtidos via método de analise da medida da
dispersao

Foi calculada a partir das N séries temporais subdifusivas e superdifusivas, respecti-
vamente, Figuras 10 e 11, a evolugao temporal do deslocamento médio quadratico, (x?(t)).
As figuras 16 e 17 mostram, respectivamente, (z%(¢)) calculados para o conjunto de voos
subdifusivos e para os voos superdifusivos.

A partir do estudo da evolugao temporal de (z%(t)) foram obtidos os parametros u
e D,, ajustando por regresséo linear no plano das pequenas escalas, log, t x log,(z%(t)),
a reta (59) aos voos normais ou subdifusivos e normais ou superdifusivos mostrados,
respectivamente, nas figuras 16 e 17. Portanto, as retas ajustadas de acordo com estes
parametros determinam os parametros de ajuste por andlise da medida de dispersao para
os modelos G, (z,t) (69), P,(x,t) (78) e L,(z,t) (73), como discutido no capitulo 3 na segao
3.3.

Utilizando . e D,, foram calculados os parametros de dispersdo: oy € D,,, através das
relagbes (72), para os modelos lineares subdifusivos G, (x,t) (69); v4 € D,,, através das
relagdes (76), para os modelos lineares superdifusivos L., (z,t) (73); e ¢4 € D,, através das
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Figura 16 — Evolugdo temporal do deslocamente médio quadratico no plano log,t X
log,(z%(t)) gerada pelo CTRW de uma populagdo de N = 20.000 particu-
las em um tempo ¢; > 2!, parar = 4 fixoe 1 < s < 2 variando de modo a
obter o conjunto de voos subdifusivos. As retas foram ajustadas por regressao
linear da equagéo (59) para determinar os parametros subdifusivos. Na medida
em que s — 2 0 processo se torna mais préximo do regime de difusao normal.
A reta tracejada corresponde ao caso normal, i = 1e D, = 0.5.

relagdes de Tsallis-Buckman (83), para o modelos néo lineares P,,(z,t) (78) subdifusivos
se q < 1 e superdifusivos se 1 < ¢ < 2.

Os resultados dos parametros subdifusivos encontrados por este método podem ser
vistos nas Tabelas 5 e 6 com, respectivamente, os expoentes oy, g4 € 0s coeficientes D, ,,
D,,. Observe na figura 16 que (z%(t)) exibe, pelo menos, dois regimes: comegando no limite
gaussiano e, suavemente, mudando a inclinagéo para, nas proximidades de t = 27, para
alcancar uma assintota consistente com um regime subdifusdo. Isso ocorre a medida em
que s torna-se criticamente distante da condi¢cdo de normalidade (s > 2) e, entdo, os tempos
muito grandes sao eventos raros e estes se acumulam fazendo diferenga somente a partir
de uma certa escala de tempo, mudando a inclinag&o. Apesar disso, os parametros a; e D,
encontrados por meio deste método ajustam bem as PDFs G, (x, t) aos voos subdifusivos,
como pode ser visto na Figura 20 e pelo RMSE (A,;) dado por [2,9 x 1073,1 x 1072]. Ja&
os valores ¢, encontrados, Tabela 5, pertencem a uma regidao onde ¢ < 1. Neste caso,
o teorema g-central do limite, se¢do 2.3.5, garante que as PDFs ¢-gaussianas P,,(z,t)
tendem para a PDF gaussiana. A medida que s — 1 temos x < 0, ou seja, os modelos se
afastam da PDF gaussiana. Desta forma, as PDFs P,,(z, t) encontradas por este método
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Figura 17 — Evolugdo temporal do deslocamento médio quadratico no plano log,t X
log,(z%(t)) gerada pelo CTRW de uma populagdo de N = 30.000 particu-
las em um tempo ¢; < 2'3, para s = 3 fixo e 2 < r < 3 variando de modo a
obter um conjunto de voos superdifusivos. As retas foram ajustadas por regres-
sao linear da equacao (59) para determinar os parametros superdifusivos. Na
medida em que r — 3 0 processo torna-se mais proximo do regime de difusdo
normal. A reta tracejada corresponde ao caso normal, i = 1e D, = 0.5.

nao se ajustam bem aos voos subdifusivos, como pode ser observado na Figura 20, onde
as curvas P, (x,t) ndo aparecem na regido do intervalo, e por meio do A, > 1.

Nas Tabelas 7 e 8 estao, respectivamente, os resultados dos expoentes v,, g4 € dos
coeficientes de difusdo D.,,, D,, do conjunto de voos superdifusivos encontrados via analise
da medida de dispersdo. Observe, na figura 17, que os ensaios (z*(t)) deste conjunto
de voos sugerem o comportamento de um aspecto fractal chamado ’escadaria do diabo’
(BURIONI et al., 2012; MUZY; BACRY; ARNEODO, 1991), especialmente para r = 2.3,
r = 2.7 e r = 2.8. Este formato gera imprecisdes quando empregamos regressao linear as
simulagdes. Desta forma, os modelos superdifusivos L., (z,t) (73) e P,,(x,t) (78) obtidos
por analise de disperséo da variancia nao se ajustam bem aos voos superdifusivos. Este
fato pode ser visto nas Figuras 21 e por meio do Ay > 1.

4.4 Paradmetros obtidos via método de otimizacdo BFGS

O ajuste das PDFs G,(z,t) (69), L,(z,t) (73) e P,(z,t) (78), solucdes de casos
incluidos na equacéo de difusdo nao linear e fracionaria (60), vista no capitulo 2, diretamente
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aos histogramas de posi¢des das Figuras 18 e 19 via método de otimizagdo BFGS, geram
as solugdes tedricas que sdo os modelos G, (z,t) e P,

qM

(x,t) com g < 1 para o conjunto
de voos subdifusivos, e L., (z,t) e P,,,(z,t) com 1 < g < 2 para os voos superdifusivos.

10° | ] 100k 1 w0k
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10 A{ 10 7{ | ] 10 s | E

-263 0 263 -230 0 230 -193 0

10° F 4 10°F 1 10k
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Figura 18 — Histograma de posi¢cdes de uma populagdo de N = 20.000 particulas de um voo
subdifusivo gerado controlando a poténcia da distribuicdo do tempo de espera
entre os saltos, 1 < s < 2, segundo o critério de convergéncia / divergéncia,
Tabela 3.

Tabela 5 — Expoentes de difusdo « e ¢ de processos subdifusivos gerados segundo PDFs
de lei de poténcia para as variaveis aleatérias comprimento de saltos com r = 4
e tempo de espera entre os saltos com 1 < s < 2. Os parametros obtidos
por analise da variancia e pelo método de otimizacdo BFGS estao indexados,
respectivamente, pelas letras d e M.

S I 0% Qpp qd qm

3 1.001 1.001 0.9918 1.003 0.9980
1.9 | 0.9805 0.9805 0.9809 0.9603 0.9744
1.8 | 0.9577 0.9577 0.9569 0.9117 0.9581
1.7 | 0.9370 0.9370 0.9324 0.8654 0.9546
1.6 | 0.8764 0.8764 0.8764 0.7178 0.9027
1.5] 0.7926 0.7926 0.7822 0.4768 0.9017
14 | 0.6712 0.6712 0.6607 0.0201 0.9027
1.3 | 0.5284 0.5284 0.5263 -0.7848 0.9026
1.2 | 0.4099 0.4099 0.4197 -1.880 0.9011
1.1 | 0.3304 0.3304 0.3464 -3.053 0.9001

Nas Tabelas 5 e 6 estdo, respectivamente, os resultados dos expoentes de difuséo a,,,

qu € dos coeficientes de difusdo D D,,, do conjunto de voos subdifusivos encontrados

QN qMm
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Figura 19 — Histograma de posi¢cdes de uma populacdo N = 30.000 particulas um voo
superdifusivo gerados controlando a poténcia da distribuicao de comprimento
de saltos, 2 < r < 3, segundo o critério de convergéncia / divergéncia (3)..

Tabela 6 — Coeficientes de difusdo D, e D, de processos subdifusivos gerados segundo
PDFs de lei de poténcia para as variaveis aleatérias comprimento de saltos com
r = 4 e tempo de espera entre 0s saltos com 1 < s < 2. Os parametros obtidos
por andlise da variancia e pelo método de otimizagdo BFGS estédo indexados,

1 107k

® @ r=22

11416 -16720

o

respectivamente, pelas letras d e M.

i 102

10°

16720 -21472

® o r=21

) 1

o

21472

S DN Dad DaM qu DQM
3 | 04821 0.4820 0.5362 0.4821 1.037
1.9 05111 0.5110 0.5121 0.5111 1.028
1.8 1 0.5773 0.5759 0.5756 0.5773 1.068
1.7 | 0.6256 0.6221 0.6215 0.6256 0.9689
1.6 | 0.8447 0.8245 0.8245 0.8447 1.414
15] 1324 1236 1236 1324 2.074
1.4 | 2523 2158 2.157 2523 3.620
1.3 | 5454 4168 4.168 5454 7.313
1.2 ] 9.742 6960 7.026 9.742 17.64
1.1 ] 1466 1022 10.22 1466 33.08

por meio deste método. A Figura 20 mostra os modelos ajustados ao histograma do conjunto
(x,t)comqg < 1
ndo se adequa como modelo ao regime subdifusivo. Ja os parametros a;; € D

de dados gerados pelas simulacdes. Observe que, novamente, a PDF P,

muito bem os modelos G,,,, (x, t) ao voos subdifusivos, como pode ser observado na mesma

Figura e pelo Ay, > 1.
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Figura 20 — Histogramas de posigdes de conjuntos voos subdifusivos com populagdes de
N = 20.000 particulas em um tempo ¢, = 2'3 e os respectivos modelos G, (x,t)
(69) e P,(z,t) (78) com os parametros obtidos pelo método de andlise da
disperséao e pelo método de otimizacao de BFGS, indexados pelas letras 'd’ e
'M’, respectivamente.

Ja nas Tabelas 7 e 8 estao, respectivamente, os resultados dos expoentes de difu-
sd0 v, qu © dos coeficientes de difusao D,,,, D,,, do conjunto de voos superdifusivos
encontrados via método BFGS de otimizagdo. Ambas as PDFs, L., (z,t) e P,,,(z,t) com
1 < g < 2 se adequam bem como modelos ao conjunto de voos superdifusivos gerados
com os valores dos parametros encontrados, como pode ser observado na Figura 21 e por
meio do A, = 1074,

4.5 Comparacao entre métodos e modelos

Como foi mencionado, o RMSE (A) foi utlizado para avaliar a qualidade dos ajustes
das solugdes modelos teéricos G, (x,t) (69), P,(x,t) (78) e L,(x,t) (73) aos dados de
voos simulados nos diferentes regimes de subdifusao e superdifusdo. Adicionalmente, o A
pode ser usado para avaliar a acuracia entre os métodos de obtengao dos parametros do
processo difusivo, sdo eles: o, D, v, D, g e D,. Outra avaliagdo possivel, com esta mesma
abordagem, é a adequacgao dos modelos tedricos aos processos simulados. A Tabela 9 traz
a cota inferior ou superior dos valores de A para os casos de difusdo andmala e classes
de modelos. Os valores de A resultados da avaliagao entre as simulacdes e os modelos
obtidos via analise da dispersao foram indexados pela letra "d“, bem como os obtidos via
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Tabela 7 — Expoentes de difusao v e ¢ de processos superdifusivos gerados segundo PDFs
de lei de poténcia para as variaveis aleatérias comprimento de saltos com r = 4
e tempo de espera entre os saltos com 1 < s < 2. Os parametros obtidos
por analise da variancia e pelo método de otimizacdo BFGS estao indexados,
respectivamente, pelas letras d e M.

r X Vd qd Y™ qm

4 109948 2.011 0.989 1.997 1.028
29| 1.032 1938 1.062 1.966 1.016
28| 1.013 1974 1.026 1.898 1.083
27| 1.017 1966 1.034 1.825 1.153
26| 1.016 1969 1.031 1.741 1.228
25| 1.022 1957 1.043 1.649 1.316
2.4 109925 2.015 0.9849 1.560 1.398
2.3 10.9899 2.004 0.9795 1.475 1.486
22| 1.008 1995 1.005 1.390 1.568
211 1.009 1982 1.018 1.338 1.642

Tabela 8 — Coeficientes de difuséo D., e D, de processos superdifusivos gerados segundo
PDFs de lei de poténcia para as variaveis aleatérias comprimento de saltos com
r = 4 e tempo de espera entre 0s saltos com 1 < s < 2. Os parametros obtidos
por andlise da variancia e pelo método de otimizagdo BFGS estédo indexados,
respectivamente, pelas letras d e M.

r D, D, Dy, D, Dy,,

4 | 0.5184 0.5184 0.518 0.4944 0.8574
29| 3.601 3.601 3.601 2998 5.999
28| 9.055 9.055 9.055 3.000 5.958
2.7 | 14.29 1429 14.29 3.000 6.000
2.6 | 28.38 28.38 28.37 3.000 5.999
25| 55,58 55,58 55.58 3.000 5.999
24| 1595 1595 159.4 3.000 5.999
23| 350.6 3145 3145 2984 5.998
2.2 | 667.7 667.7 667.7 3.000 5.999
21| 1363 1363 1363 3.000 6.000

métodos de otimizagdo BFGS pela letra "M*. Quanto menor o valor obtidos de A melhor o

ajustamento e a qualidade da previsao feita.

Tabela 9 — Cota superior ou inferior para a raiz do erro médio quadratico RMSE (A) para
os casos de difusdo anémala e classes de modelos. Os parametros obtidos
por analise de dispersao e pelo método BFGS de otimizacao foram indexados,
respectivamente, pelas letras 'd’ e 'M’.

Dif. anom. Método Gao(z,t) L, (z,t) P,(z,1)

I An. dispersdo A, <1073 Ag>1
Subdifusao o racse Ay < 10 Ay > 1073

.. . An.dispersao - Ag > 1073 Ag>1
Superdifusao o, acao ; Ay <1074 Ay <104
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Figura 21 — Histogramas de posi¢des de conjuntos voos superdifusivos com populagdes
de N = 30.000 particulas em um tempo ¢; = 2'* e os respectivos modelos
L.(x,t) (73) e P,(x,t) (78) com os parametros obtidos pelo método de andlise
da disperséo e pelo método de otimizagdo de BFGS, indexados pelas letras 'd’
e 'M’, respectivamente.

Quanto a qualidade dos ajustes dos modelos G,(z,t) (69) e P,(x,t) (78) com ¢ < 1,
utilizados na descricdo dos voos subdifusivos, pode-se constatar na Tabela 9 que os
modelos G, (z, t), obtidos tanto por analise de dispersédo quanto pelo método de otimizagéo,
apresentam uma ordem 1073 de A, Ay = Ay < 1073, O modelo P,(z,t) se ajusta bem
somente para 0s casos em que o parametro expoente ¢ -+ 1 (s =1.9,s =1.8e s = 1.7,
Figura 20-Tabela 5), nestes casos A, < 3. Nesse sentido, 0 modelo G, (z,t) é o mais
recomendado.

Para ajustes com os modelos L. (x,t) (73) e Py(x,t) (78) com 1 < ¢ < 2, com base
na Tabela 9, recomenda-se somente os modelos L., (z,t) e P,,,(x,t), obtidos via método
de otimizacdo BFGS. Esses apresentam A,; de uma ordem 1074, A, < 10~%. E preciso
ressaltar que no limite superdifusivo extremo o modelo P,(x,t) com 1 < ¢ < 2 se torna
cada vez mais adequado.

Agora, analisando as duas abordagens adotadas para a calibracdo dos dados de
voos simulados aos diferentes regimes de difusao anémala, tém-se uma baixa diferenca
percentual entre valores dos parametros encontrados via analise da medida de dispersao e
via método de otimizagdo BFGS para os modelos G, (x,t) subdifusivos, sendo em média
de 1.9% entre os expoentes de subdifusdo «a, e aj; e de 0.07% entre os coeficientes
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de subdifusédo D,, e D
utilizamos os parametros oy € D,, como pontos iniciais passados para o método de

- EStas baixas diferencas percentuais so vantajosas uma vez
otimizagao BFGS. Nao ha diferenca, neste caso, na escolha de qualquer um dos métodos
para a obteng¢do dos modelos. O custo computacional de uma regressao linear € menor
que métodos de minimizacdes especificamente se for implementado em algum sistema
que envolva varias repeticoes deste processo. Sendo assim, o método de andlise da
dispersao, que obtem os modelos G,,,(z, t) para os voos subdifusivos, & mais recomendado.
Caso contario, G,,,(z,t) € mais adequado. Os parametros expoentes de subdifuséo ¢,
e coeficiente de subdifuséo D,, ndo adequam os modelos P,,(x,t) com ¢ < 1 aos voos
simulados. Passados estes parametros como pontos iniciais ao método de otimizagao

BFGS sao encontrados apenas os modelos P,

s (2, 1) que se adequam aos voos simulados

gerados pela lei de poténcia (88) com s =1.9, s =1.8e s=1.7.

As diferencas médias percentuais dos valores entre os parametros encontrados via
analise da medida de dispersao e via método de otimizacdo BFGS para os modelos
superdifusivos, sdo em média 15, 74% para v, 94,60% para D.,, e de 20,74% para q e
89,21% para D,. Isto se deve as ja mencionadas imprecisdes quando empregamos 0
método de regressao linear no ajuste as simulagdes que exibem aspecto de ’escadaria do

diabo’. A obteng&o dos parametros ), € D,,, que definem o modelo L., (z,t) exige um

™M

tempo computacional elevado frente a obtencao dos parametros que definem o modelo
P

qMm

(x,t). Por outro lado, é preciso salientar que as PDFs P,(z,t) apresentam uma certa
sensibilidade a escolha dos parametros iniciais passados ao método de otimizacdao BFGS.
Deste modo, reforcamos a prescricao de adotar os parametros obtidos via método analise
de dispersdo como estado inicial do método de otimizagdo BFGS. Frente estas observagoes,
o modelo L,,, (x,t), obtido via método de otimizagdo BFGS, pode ser considerado como o
mais adequado na descricao de voos superdifusivos.

A Tabela 10 mostra um resumo dos resultados acima apontando o conjunto de modelos
mais recomendados para 0s voos subdifusivos e superdifusivos.

Tabela 10 — Modelos mais adequados as simulacdes de processos difusivos anémalos.

Regimes de vbos Modelos

Modelo linear Modelo nao linear Mais recomentados
Subdifusivos Go(z,t) P,(z,t)comg <1 Goy, (2,1)
Superdifusivos L (z,t) P,(z,t)com1l < g <2 L, (x1)

4.6 Espaco de parametros subdifusivos e superdifusivos

Com o propésito de vincular os parametros das diferentes escalas dos processos
difusivos andmalos, buscamos uma calibracdo que possa auxiliar na simulagéao de processos
com parametros em pequena escala que conduzam a um modelo desejado em grande
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escala. Ou, na via inversa, conhecidos os dados de um processo, determinar os parametros
em grande escala e, em seguida, inferir as sua caracteristicas dindmicas em pequena escala
através da calibracdo. Deste modo, as relagbes tedricas (89) e (90) dos casos lineares sao
usadas para comparar as previsdes com as simulagdes para os regimes superdifusivos,
figura 20, e superdifusivos, figura 21, no espaco de parametros.
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Figura 22 — Calibracdo dos processos subdifusivos no espaco de parametros restrito a
r=4el < s < 2.(a)-Equagao (89) para T sobre os parametros da simulagao;
(b) e (c)- mostram as dependéncias entre s, « € log, D, respectivamente. (d) -
reta obtida por regressao linear sobre os parametros da simulagéao.

A dependéncia paramétrica (91) da equacao (89) para os casos subdifusivos pode
ser vista na Figura 22. A equacgao (87) foi utilizada para calcular 7 em fungao de s e,
entdo, na Figura 22-(a), log, 7(s) é a curva tedrica projetada sobre os parametros obtidos
por simulagdo. Observe que este modelo se ajusta com precisdo aos parametros das
simulagdes. Nas Figuras 22-(b) e (c) € retratada a dependéncia dos parametros de grande
escala log, D, e a ao parametro de pequena escala s. Os resultados sugerem relagoes
suaves. Para destacar a relagéo entre os parametros de grande escala log, D, e « foi feita
uma regressao linear no espago de parametros de grande escala o x log, D,,.

Semelhantemente, a dependéncia paramétrica (91) da equacéao (90) para os casos
superdifusivos pode ser vista na Figura 23. Elas explicitam as dependéncias paramétricas de
o2, log, D., e de v com r, e a relagdo entre log, D., e . Os resultados s&o qualitativamente
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Figura 23 — Calibracédo dos processos superdifusivos no espaco de parametros restrito a
s =3e2<r < 3.(a)-Equacéo (90) para o2 sobre os parametros da simulacéo;
(b) e (c)- mostram as dependéncias entre r, v e log, D, respectivamente. (d) -
reta obtida por regressao linear sobre os parametros da simulagao.

similares ao caso subdifusivo discutido acima com flutuacdes mais visiveis em 23-(c) e
23-(d) provavelmente devido a resolugao das escalas nos eixos ordenados.

As Figuras em 24 mostram as relagdes entre os parametros calibrados, incluindo
a relacado de Tsallis-Bukman (81). As curvas tedricas ndo se ajustam aos parametros
encontrados para o caso subdifusivo, como esperado (Figs. 24 (a) e (b)). Para o regime
superdifusivo, 0s processos se ajustam bem as curvas teéricas (Figs. 24 (c) e (d)) exceto
para os casos onde os valores dos parametros no plano D., x D, encontrados acumulam-se
emtornode D, =~ D, ~ 3. Ja os parametros ¢, e s obtidos obedecem satisfatoriamente
a relagcao de Tsallis-Bukman (81), Figura 24-(c).
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Figura 24 — Parametros obtidos das simulacoes e relagdes tedricas entre parametros de
grande escala dos modelos lineares e nao lineares para a subdifusdo e a super-
difusdo. (a) e (b) correspondem aos processos subdifusivos, respectivamente,
axq,e D, x D,.(c)e (d) estao as relagéo entre v x g e D., x D, para 0s pro-
cessos superdifusivos. A Figura (c) corresponde a relacao de Tsallis-Bukman.
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Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho, fixou-se uma prescri¢cao para produzir voos aleatérios com uma lei de
poténcia, que é capaz de determinar o comportamento assintético das distribui¢cdes, sendo
possivel estabelecer uma calibracao entre os parametros da simulagao e dos modelos. De
posso disso, podemos fazer inferéncia sobre a dindmica em pequena escala, baseados no
comportamento do sistema em grande escala.

Abordamos o problema do movimento browniano anémalo resultando em processos
andémalos de difusdo, que vao da subdifusdo a superdifusao, sistematicamente por meio
de simulacdes baseadas em um CTRW e modelos difusivos generalizados. Foi feita uma
calibragéo entre os parametros da simulagao e os parametros dos modelos e um estudo
sobre os métodos de avaliagao dos parametros. Como resultado obtivemos uma prescricao
de duas vias para o associagao de processos em pequena escala (ou simulagao) e modelos
em grande escala.

Em pequena escala, a distribuicdo escolhida para realizar a aleatoriedade por meio do
médodo de Monte Carlo foi a PDF segundo lei de poténcia por determinar suficientemente
a frequéncia assintética dos eventos apenas com alguns parametros. Esta PDF mostrou-se,
ainda, adequada para controlar os regimes anémalos subdifusivos aos superdifusivos. A
definicdo das PDFs segundo lei de poténcia ndo dependente unicamente do parametro de
poténcia p (r , s) mas também dos limites de integracao inferior, ¢, para evitar a singulari-
dade em zero e superior, A, para fornecer a integrabilidade mesmo quando um determinado
momento de interesse (7 , 02) é divergente. Para evitar a excessiva arbitrariedade, estabe-
lecemos uma restricao a estes limites.

Uma outra restri¢éo foi feita definindo os valores r = 4 fixo, enquanto s varia para gerar
processos de subdifusdo e, de forma analoga, r variando e s = 3 fixo para gerar processos
de superdifus&o. Essas restricdes correspondem aos casos em que 0S momentos 7 e o2
sdo, respectivamente, divergente e convergente em cada caso. Embora estabelecamos um
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valor para a convergéncia, nao é restritivo como sugere, uma vez que o momento escolhido
volta a ser convergente, de forma que os processos ndo apresentam muita sensibilidade ao
valor fixo particular da lei de poténcia.

Da mesma forma, nem todos os casos de derivadas fracionarias combinadas no
espago e no tempo foram explorados e nos restringimos a dois casos especiais: em primeiro
lugar, a derivada de primeira ordem no tempo foi definida inteira e igual a um, deixando
a derivada fracionaria apenas na variavel espacial. Entao, o contrario foi feito, definindo a
derivada espacial inteira igual a dois com a derivada fracionéria apenas na variavel temporal.
O caso geral, com derivadas fracionarias tanto na variavel espacial quanto na variavel
temporal, ainda deve ser estudado.

O estudo da comparacao entre os métodos de avaliagao dos parametros do modelo
em grande escala e das simulagbes indicaram que, a otimizagéo via método BFGS das
PDFs solucées modelos aos histogramas de posicoes do CTRW an6malo apresentou raiz
do erro médio quadratico dos desvios inferior ao método de regresséo linear da evolugéao
temporal da variancia. O resultado foi importante para definir o método mais preciso para o
estudo da calibracédo a ser conduzida.

Ao longo dos testes, a analise de variancia nem sempre mostrou tendéncias em
dados recuperados pelo conjunto de voos superdifusivos estudados. Atribuimos este fato a
imprecisdes introduzidas pela oscilagao da escada do diabo. Além disso, para a o conjunto
de voos subdifusivos, observou-se um periodo transitério de difusdo normal. Este efeito
também pode causar imprecisdes. Estes efeitos sdo razoaaveis uma vez que para tempos
grandes as etapas no CTRW sao de eventos raros, levando a um tempo grande de simulagao
para que seus efeitos prevalegam no processo.

O ajuste por otimizagdo dos modelos aos dados de simulagdo para avaliar os parame-
tros de grande escala sao referidos aos prprios modelos e assim, pode-se decidir de acordo
com as caracteristicas do processo como linearidade ou nao. Por essas razées, o0 método
de otimizagéo foi preferencial para realizar a calibragao.

Os modelos lineares de equacgdes diferenciais parciais fracionarias foram adequados
aos processos de subdifusdo e superdifusdo com exatidao satisfatéria. Com os parametros
recuperados e com base na teoria subjacente desenvolvida, foi possivel estabelecer relagdes
entre os parametros da simulacao e os modelos Uteis para decidir qual 0 modelo mais
adequado para um determinado processo bem como a simulacado mais adequada para uma
distribuicao observada.

Nos ajustes para a superdifuséo a distribuicdo com a g-gaussiana apresentou valores
maiores na raiz dos desvios quadraticos médios do que as distribuicdes de Lévy, no entanto,
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0 ajuste com a g-gaussiana é satisfatorio. Verificou-se também para o processo superdifusivo
as relagdes entre os parametros de grande escala nos casos dos modelos lineares e nao
lineares, bem como as relagdes entre os coeficientes de difusdo. As g-gaussianas néo
se ajustaram bem ao conjunto de voos subdifusivos. Desta forma, as relagbes entre os
expoentes e as relacdes entre os coeficientes de difusdo nédo foram verficadas para os
modelos nao lineares. Contudo, é preciso ter em mente o fato de que a equacao diferencial
cujo resultado é a g-gaussiana é uma equacgao de Fokker-Planck n&o linear que € compativel
com interagcdes entre as particulas do sistema e nossas simulagdes nao contemplam este
tipo de relagdo. No entanto, as ¢-gaussianas tiveram ajustes satisfatérios aos histogramas
de posi¢des nos voos superdifusivos pois, no limite deste processo, as interagdes entre as
particulas tornam-se menos importantes do que no limite do processo subdifusivo. Como
trabalho futuro, a calibracdo pode se estender para simulacdes e modelos de interacédo
entre as particulas.

5.1 Trabalhos Futuros

Como continuidade destes estudos, apontamos:

(1) Simulagdes nao lineares (interacdes entre as particulas).
(2) Recomenda-se estudos adicionais sobre métodos de otimizacéao.
(3) Casos mais gerais das EDPs e incluir outros termos como drift nas equagoes.

(4) Estamos trabalhando na difusao anémala de precos de ativos financeiros e de fatores
de transcrigdo do DNA, usando o aparato desenvolvido neste trabalho.

(5) Aplicar o método de escala finita sobre r e s.
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