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Resumo

Uma maneira de se modelar quase-cristais consiste no ordenamento de sequéncias de
atomos em redes unidimensionais por meio de sequéncias numéricas. As sequéncias
peneperiddicas tém sido utilizadas com esse intuito desde a criagdo do primeiro quase-
cristal, construido com base na sequéncia de Fibonacci na década de 80. Além disso, a
caracterizagdo da participacgdo dos sitios da rede tem sido medida, entre outros métodos,
pelo decaimento da densidade de probabilidade ||* do estado quantico. O presente
trabalho propde a utilizacdo de mapas cadticos em substituicdo as sequéncias penepe-
riddicas, pois acredita-se que esses mapas apresentam a possibilidade de controle de
desordem, o que indicaria uma vantagem frente as sequéncias peneperiddicas. A partir
desses mapas cadticos sdo criados potenciais bindrios para o operador de Schrodinger.
Além disso, propde também a utilizagdo do inverso do ntiimero de participagao (/ PR)
para caracterizar o sistema em localizado-delocalizado, pois esse apresenta relagdo com
as quantidades fisicas de interesse, geralmente vistas em fisica do estado s6lido. Além
disso, o I PR é utilizado para se fazer diferentes caracterizacdes e estabelecer relagdes
entre as dimensdes fractais, o I PR generalizado (GIPR), I PR tipico ou médio e a clas-
sificacdo pela energia do sistema, a fim de se conhecer melhor os sistemas gerados por
mapas cadticos. Foi possivel caracterizar os potenciais caéticos, obter correlagdo entre o
IPR e o expoente de Lyapunov (Ly), reproduzir a singularidade encontrada por Johri e
Bhatt para potenciais aleatérios e evidenciar o cardter multifractal dos autovetores. De
modo amplo, pdde-se perceber que os mapas cadticos apresentam, de fato, a vantagem
de controle da desordem por meio do ajuste da caoticidade.

Palavras-chave: Mapas caéticos, equacdo de Schrodinger, quase-cristais, inverso do
numero de participagao (/ PR).
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Abstract

One way of modeling quasi-crystals consists in the ordering of a sequence of atoms in a
one-dimensional lattice as a numerical sequence. Almost-periodic sequences have been
used for this purpose since the creation of the first quasi-crystal, built from the Fibonacci
sequence in the 80’s. Furthermore, the participation of lattice sites in the solutions has
been measured by the decaying of the probability density for the quantum state. This
work proposes the use of chaotic maps in place of the almost-periodic sequences and
points the advantages in using them. From these chaotic maps, binary potentials are
created for the Schrodinger operator. Beyond that, it also proposes the use of the inverse
participation ratio (/ PR) to characterize the quantum solution as localized-delocalized,
and uses this ratio to establish different relationships between quantities such as fractal
dimension, generalized IPR, typical or average I/ PR’s and also a classification as a
function of the energy, in order to analyse these systems generated by chaotic maps. It
was possible to characterize the chaotic potentials, to obtain a correlation between I/ PR
and the Lyapunov exponent Ly, to reproduce the singularity found by Johri and Bhatt
for random potentials, and to offer evidence of the multifractality of the eigenstates. In
sum, it was shown that the chaotic maps present the advantage of disorder control by
means of setting the chaoticity.

Keywords: Chaotic maps, Schrodinger equation, quasi-crystals, inverse participation
ratio.
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Capitulo 1

Introducao

Na natureza, é possivel encontrar materiais ordenados e desordenados. A es-
trutura do material é responsavel, em grande parte, pelas propriedades fisicas que
aquele material possui. Por exemplo, um material com estrutura cristalina ordenada
periddica pode apresentar caracteristica fisica de bom condutor (de eletricidade ou calor,
por exemplo). Porém, muitos materiais apresentam uma estrutura com impurezas na
ordenacdo. Ja esses materiais apresentam caracteristicas de isolamento e sdo conside-
rados desordenados do ponto de vista do ordenamento de 4&tomos que compdem a
estrutura da matéria (aqui, desconsiderando outras caracteristicas importantes para
classificagdo do material como, por exemplo, as vindas da eletrodinamica). Ha anos a
fisica vem se preocupando em modelar matematicamente essas estruturas atdomicas,
com o objetivo de compreender e prever caracteristicas dos materiais disponiveis na
natureza e eventualmente de produzir novos materiais, com caracteristicas especificas.
Essa modelagem faz parte da fisica do estado sélido e uma das classificagdes impor-
tantes para o fendmeno da resisténcia (ou condutancia) proposta nesta teoria procura
distinguir um dado estado quantico entre localizado e estendido espacialmente, como

indicaremos abaixo.

Uma maneira matemaética de se modelar as diferentes estruturas materiais con-
siste em introduzir-se as principais caracteristicas de estrutura atdbmica no potencial que

aparece na Equagdo de Schrodinger.

Esta é uma equacao diferencial parcial de segunda ordem nas varidveis espaciais,
desenvolvida pelo fisico tedrico austriaco Erwin Rudolf Josef Alexander Schrodinger,
pela qual recebeu o prémio Nobel de fisica, em 1933. Ela é utilizada para descrever como
o estado quantico de um sistema fisico muda com o passar do tempo. Sua solugdo é dada
por uma fungdo de onda ¥(z,t) que descreve o comportamento do sistema ao longo do
tempo, através da interpretacio de |)|* como sendo a densidade de probabilidade de
se encontrar a particula de interesse numa dada regido do espaco num determinado

tempo.



Apesar dos materiais apresentarem uma estrutura de ordenamento tridimensio-
nal, o modelamento em uma dimensao traz a tona vérias propriedades de sélidos reais.
Em alguns casos, a unidimensionalidade é suficiente para sugerir as propriedades de
transmissdo dos materiais. Essa simplificagdo facilita muito a modelagem matematica da
estrutura, pois possibilita a utilizacdo de técnicas mais simples para simular o potencial
da Equacdo de Schrodinger e reduz consideravelmente as variaveis do problema.

A redugdo das varidveis na equagdo de Schrodinger também possibilita que se
utilize a versdo discretizada para obter sua solucdo. Essa, apresenta solu¢des numéricas
e é realizada neste trabalho utilizando-se o modelo tight-binding, que considera que
o potencial é aprecidvel apenas nas proximidades dos dtomos (sitios da rede), sendo
desprezivel na regido entre-dtomos, o que permite a utilizacdo de sequéncias numéricas
para simulagdo do potencial numa versdo discretizada da equagdo de Schrodinger.
Assim, este modelo utiliza-se de sequéncias numéricas para simular o potencial da
equacdo de Schrodinger e resolvé-la numericamente por meio de uma aproximagao
discreta para a equagéo diferencial de segunda ordem. De maneira sucinta (MERLIN
et al., 1985), podemos estabelecer a seguinte forma de classificagdo para a funcdo de
onda, solugdo da equacdo: (a) caso a geragdo do potencial para o modelo tight-binding de
resolucdo da equagdo de Schrodinger seja aleatdria, entdo a probabilidade aprecidvel de
se encontrar a particula na rede estd reduzida a um intervalo finito, ou seja, a particula
estd confinada numa regido finita da rede. Esse resultado é conhecido como localiza¢do
de Anderson (ANDERSON, 1958); (b) caso a sequéncia de geragdo para o potencial
da equacdo de Schrodinger seja periddica, entdo a probabilidade de se encontrar a
particula é estendida a toda rede. Esse resultado é consequéncia do teorema de Bloch
(ASHCROFT; MERMIN, 1976).

Além disso, no conjunto dos niimeros reais, o operador de Schrodinger é um
operador linear autoadjunto ndo limitado que atua num importante conjunto mate-
maético: o espago de Hilbert. Esse é uma generalizacdo do espago euclidiano que ndo
precisa estar restrito a um ndmero finito de dimensées (KREYSZIG, 1989). E um espago
vetorial, dotado de produto interno, normado e completo. Esse espaco pode ser de-
composto em associa¢do a dois subconjuntos dos escalares: o conjunto resolvente p(7')
associado ao operador 7' (que contém todos os nimeros complexos \ para os quais o
operador resolvente R, existe, é limitado e possui dominio denso no espago) e o seu
complementar, a parte espectral o(7).

Neste trabalho, exploraremos mais a parte espectral o(7’), que pode ser divida em
trés subconjuntos: as partes pontual o,,(7"), continua o¢(T") (que novamente se divide em

duas: absolutamente continua (0 4¢(7")) e singular continua (cs¢(7')) e residual ox(T).

o(T) =o0p(T)Uoac(T)Uosc(T)Uor(T)



De maneira sucinta e sem rigor matematico, os operadores autoadjuntos atuando
em espagos de Hilbert complexos tém sua parte residual do espectro sempre vazia.
Como a equacao de Schrodinger H(v(x)) = Ev(z) pode ser reescrita na forma (H —
EI)Y(z) = 0, nota-se que o resolvente do operador Hamiltoniano é dado por Rg(H) =
(H — EI)"! e que o valor F é um valor regular ou espectral do operador H. Quando
E é um valor espectral do operador, ele entdo pertence ou a parte pontual ou a parte
continua (singular continua ou absolutamente continua). A partir desses subconjuntos
do espectro o(H ), é possivel classificar o tipo de decaimento da curva gerada pela fungao
de onda 7(z) de acordo com o tipo espectral em que E esta situado (SOUKOULIS;
ECONOMOU, 1984) (KOHMOTO et al., 1987):

e para FE € op(T), ¢ é localizada (|i|* apresenta decaimento exponencial em z);
e para E € o5¢(T), v é critica (|¢|* apresenta decaimento algébrico em x);

e para E € g4¢(T), ¢ é estendida (]1|* ndo apresenta decaimento persistente).

Entre esses dois extremos (localizado e estendido), o homem conseguiu produzir
estados intermedidrios. Esses estados (conhecidos como criticos), podem ser gerados a
partir de potenciais quase-periddicos (aqueles que apresentam uma regra de criagdo
mas ndo geram sequéncias de periodo finito), seu decaimento é considerado algébrico
e estd contido na parte singular continua do espectro de H (KREYSZIG, 1989). Este
estado intermedidrio ainda é estudado por fisicos, matematicos e engenheiros e esse
estudo j4 fez significativas contribui¢des para a ciéncia como, por exemplo, a geragdo
dos quase-cristais na década de 80 (SCHECHTMAN D.; GRATIAS, 1984) (MERLIN et
al., 1985).

Desde sua descoberta, as sequéncias de substitui¢do tém sido utilizadas como
simuladores de potenciais para o modelo tight-binding de resolucdo da equacgdo de
Schrodinger, em especial como modo de se gerar estados criticos e de se modelar
0s quase-cristais. Essas sequéncias sdo geradas pela repeticdo de uma dada regra de
substituicdo de valores e muitos trabalhos utilizaram as assim obtidas sequéncias
peneperiddicas (Fibonacci, Rudin-Shapiro, Thue-Morse, Dobra de Papel etc.) como base
de criacdo de quase-cristais e muito se estudou sobre as propriedades de transmissao
dessas estruturas (RYU et al., 1992) (DULEA et al., 1992a) (DULEA et al., 1992b) (DULEA
et al., 1993) (ALLOUCHE, 1997) . As sequéncias peneperiddicas sdo um exemplo de
sequéncias que chamaremos de semi-periddicas para abordar as diversas possibilidades

que estariam entre os extremos periddico e aleatorio.

A maneira usual de se analisar as propriedades de transmissdo das estruturas
quase-cristalinas consiste na utilizagdo do decaimento da fun¢do densidade de pro-

babilidade [¢|? para o estado quantico v e esta analise define o estado em localizado,
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estendido ou critico. Varios trabalhos utilizaram-se desse medidor para analisar re-
sultados e fazer classificacdo entre o estado localizado e estendido; porém, ja é sabido
que a classificagdo da “desordem”dos sistemas intermedidrios depende da ferramenta

matematica utilizada para classificar os sistemas (GONG et al., 2015).

Muitos importantes resultados e avangos ja foram obtidos utilizando-se as
sequéncias de substitui¢do peneperiddicas (MERLIN et al., 1985) (ROY; KHAN, 1994)
(ROY et al., 1995) (OH; LEE, 1993) (PIECHON et al., 1995) (PTECHON, 1996) (MI-
ZOGUCHI et al., 1997). De maneira sucinta, pode-se citar a criagdo de quase-cristais
baseando-se na sequéncia de Fibonacci (de maneira experimental, utilizando-se técnicas
de crescimento de cristais por epitaxia), a descoberta de propriedades de transmissao
para estruturas GaAs — AlAs (AXEL; TERAUCHI, 1991), o desenvolvimento de agos
inoxidaveis extremamente resistentes, utilizados em laminas de barbeadores elétricos e
agulhas para microcirurgias oftalmoldgicas, isolantes termoelétricos super-resistentes
utilizados para isolantes térmicos de motores, entre outros (BELISSARIO, 2003) (YANO,
2011). Porém, ainda existem muitos pontos a serem considerados envolvendo os proble-
mas com essas estruturas intermedidrias. Entre as limita¢des, estd o fato de as sequéncias
de substituicdo serem estéticas, ou seja, sdo geradas por regras de iteragdo fixas. Assim,
uma vez geradas as sequéncias, um dado classificador de desordem estabelece uma
hierarquia indo das menos desordenadas as mais desordenadas. Como exemplo, no
trabalho de mestrado (OLIVEIRA, 2012), sugeriu-se a seguinte hierarquia de desordem,
usando-se o decaimento de |¢|* para tal classificagao:

Periédico = Thue-Morse = Dobra de papel = Fibonacci = Duplicacdo de periodo =
Rudin-Shapiro = Aleatorio.

Esta estratificacdo pode ser um limitador quanto ao estudo das propriedades
das estruturas intermedidrias. Seria desejavel poder-se controlar a desordem, por meio

de um parametro que pudesse ser variado continuamente.

No trabalho de mestrado (OLIVEIRA, 2012) foram propostas duas alternati-
vas as condic¢des estabelecidas anteriormente: (a) a utilizagdo (OLIVEIRA, 2002) de
sequéncias cadticas em substituicdo as sequéncias peneperidédicas, como tentativa de
se obter desordem varidvel e (b) a utilizacdo do Inverso do Ntumero de Participagdo
(IPR), como alternativa ao medidor |¢|?. Utilizou-se duas maneiras de analise dos
resultados: qualitativa (de forma classificatéria, organizou-se quadros incluindo sequén-
cias peneperiddicas, cadticas, aleatdria e periddica) e quantitativa (utilizou-se o I PR
para classificar as sequéncias peneperiddicas e cadticas entre os extremos periddico e
aleatério). Conseguiu-se perceber que o I PR é tao eficaz medidor de participagdo dos
sitios na distribuigdo da func¢do de onda 1) sobre o sistema quanto o convencional ||?, e

que as sequéncias cadticas apresentavam vantagens de controle da desordem por meio
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do ajuste de parametros que geram os mapas cadticos, e esse € um avanco com relagao
as peneperiddicas.

O presente trabalho consiste na exploragdo das sequéncias geradas a partir de
mapas estudados na teoria do caos (HILBORN, 2000) como alternativa as sequéncias
peneperiddicas, para simulagdo do modelo tight-binding de resolu¢do do hamiltoniano
da equagdo de Schrodinger, e um aprofundamento da andlise utilizando o I PR como
ferramenta de medicdo de participagdo dos sitios num dado estado desse sistema. Além
disso, pretende-se explorar a possibilidade de controle da caoticidade através do ajuste
de parametro para esses mapas caéticos, caracteristica que pode ser um beneficio frente

as sequéncias peneperiddicas.

Essa analise se dard de forma qualitativa, utilizando-se os autovetores e o es-
pectro; e quantitativa, por meio do I PR, pelo decaimento de |¢|* dos autovetores e
pelo expoente de Lyapunov Ly dos mapas caéticos. Caso esse controle realmente seja
possivel, o fato de se poder obter modelos que se aproximem mais do comportamento
aleatdrio ou periddico pode ser uma contribui¢do inovadora para as pesquisas da érea,
que ainda ndo utilizam os mapas cadticos na geracdo de materiais desordenados. O /PR
serd analisado ndo apenas pelo tamanho N do sistema, mas também variando-se a ener-
gia I/ do estado quantico. Acredita-se que essa nova andlise pode trazer contribuigdes e
novas informacdes quanto ao sistema. Utilizar-se-4 as sequéncias peneperiddicas, peri6-
dica e aleat6ria como referéncias ja conhecidas que norteardo a andlise dos resultados
obtidos pelos mapas cadticos. Além disso, uma relagdo entre / PR e Ly serd realizada,
pois o expoente Ly, sendo um medidor da caoticidade das sequéncias, pode fortalecer a
ideia de que o /PR é um bom medidor de desordem para as sequéncias caéticas.

A comparacdo entre o /PR e o expoente de Lyapunov dos autovetores Lya
também é apresentada por Johri e Bhatt (JOHRI; BHATT, 2012). Em seu trabalho,
eles perceberam uma singularidade no comportamento do /PR para as sequéncias
aleatérias no modelo de localizagdo de Anderson. Acredita-se que os mapas cadticos,
por apresentarem comportamento muito préximo aos obtidos com sequéncias aleatérias,
também apresentardo tal singularidade. Ademais, se verificado o controle da desordem
pela variacdo do parametro de caoticidade, entdo pode-se tentar uma construgdo desta
singularidade por aproximagao.

Seré realizada também a generaliza¢do do I PR para o I PR generalizado - GIPR
(CUEVAS, 2002) (MURPHY et al., 2011). Essa consiste em caracterizar os autovetores sob
diferentes valores de expoente do I PR convencional. Acredita-se que esta generalizagdo

pode trazer contribuic¢des significativas na andlise dos resultados obtidos com mapas

cadticos, notadamente aquelas que se referem a multifractalidade dos autovetores.

Finalmente, serd feita uma andlise da dimensao fractal dos autovetores por meio

do IPR. Neste contexto do modelo de Anderson, as autofungdes do sistema podem
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ser vistas como distribui¢des fractais. Sabe-se (EVERS; MIRLIN, 2000) que o I PR para
sistemas de tamanho finito esta relacionado com a dimensao fractal d, associada a
uma dada autofungdo. Assim, acredita-se que a anélise fractal pode trazer informacdes
importantes sobre sistemas sob potenciais caéticos e contribuir ainda mais para a

compreensdo de suas propriedades.

1.1 Estrutura da Tese

A presente tese se divide em sete capitulos. A introdugdo apresentou uma ideia
panoramica do trabalho; no capitulo 2, a Caracteriza¢do do problema e Metodologia
mostram a viabilidade em utilizar o /PR e as sequéncias catticas como medidor de
desordem e simuladoras de potencial na equacdo de Schrodinger, respectivamente, e
apresentam a base matemdtica necessaria para que isso aconteca; o capitulo 3 apresenta
a Caracterizagdo das Sequéncias Cadticas; o capitulo 4, o I PR agrupado por energia e o
expoente de Lyapunov (Ly); o capitulo 5 traz o GI PR e a singularidade Johri-Bhatt; o
capitulo 6 apresenta uma relacdo entre o G/ PR e as dimensoes fractais do sistema e,
finalmente, o capitulo 7 apresenta as consideragdes finais e uma anélise dos resultados.
Uma proposta de trabalhos futuros para esse trabalho também estd presente no capitulo.

A revisdo bibliografica é feita ao longo de todo o texto.



Capitulo 2

Caracterizacao do problema e
Metodologia

Apresenta-se aqui, as principais ferramentas matemadticas utilizadas para o
desenvolvimento do trabalho e como essas ferramentas serdo utilizadas para resolver
os problemas de pesquisa propostos. Além disso, apresenta-se a caracterizagdo do
problema, sua justificativa e objetivo do projeto.

2.1 A equacdo de Schrodinger independente do tempo

A equagdo de Schrodinger unidimensional e dependente do tempo é dada pela
equagao
R 0*(x,t) L O0U(x,t)

“om T o2 + U(z)¥(x,t) =ih 9

onde

h
o hh= P (h é a constante de Planck);
m

e m é a massa da particula;

t é o tempo;
e 1 é a coordenada espacial no tempo ¢;

e U(x) é o potencial a que a particula esta sujeita na posi¢do z;

U é a fungdo de onda (complexa).

Para resolvé-la, utilizamos o método de separacdo de varidveis. Esse método
supde que a funcdo de onda V(z, t) pode ser divida em duas fun¢des: uma que depende

exclusivamente da posicdo = e outra que depende exclusivamente do tempo ¢.
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V(1) = (x) - o(t)

Assim, sdo obtidas duas equagdes:

1 d¢(t

1. A equagdo tempora = L£4(t), cuja solugdo é dada por ¢(t) = Ae ', onde A

é uma constate a ser deflmda e F é a energia da particula.
2. A equacdo independente do tempo:
W2 d*p(x)

o EEE L Ua)le) = Bu() &)

onde E é a energia da particula. A solucdo dessa equagdo depende do potencial U(z) a

que a particula esté sujeita.

A equacdo independente do tempo é comumente apresentada na forma H (¢)(z)) =
Ev)(x), para isso basta considerar ;2 & w(’” + U(x) = H e esse é chamado de hamiltoni-

ano da equagdo de Schrodinger.

Na préxima sessdo veremos como aproximar numericamente esse hamiltoniano

pelo método numérico tight-binding.

2.2 O método de resolugdo numérica tight-binding, os resul-
tados de Anderson e Bloch

Uma maneira de se resolver numericamente a Equagdo de Schrodinger unidi-
mensional independente do tempo é através do modelo tight-binding. Esse consiste em
aproximar numericamente o hamiltoniano da equagdo

R d(a)

2m dx?

+ U(z),

por meio da aproximacdo da diferencial de segunda ordem <22 ) que é dada por

Vg1 — 20 + Yy
(Ag)? ’

em que A, = z,11 — z, € tomado com valor 1 de espagamento entre os sitios n e n + 1.

Assim, substituindo a parte aproximada na equagao (2), obtém-se a seguinte

relacao:

(Hw)n = ¢n+1 + wnfl + Vnwn7 (3)



em que ¢, é a amplitude da fun¢do de onda no sitio n. O modelo tight-binding exige a
utilizagdo de sequéncias de potencial V;, como diagonal principal da equagdo matricial

que reescreve a equagao 3:

Vi1 01 [o]  [wn]

1 W : o (0

0 1 0| |¥s| =E|¢3 (4)
. 1 . .

0 - 0 1 Vu] [¥v] &y

Pela localiza¢do de Anderson (ANDERSON, 1958), potenciais aleatérios confi-
nam as solugdes 1) em regides finitas da rede, o que resulta em materiais mau condutores,
dada a interpretacdo probabilistica da Mecédnica Quantica. A figura 1 apresenta um
exemplo de densidade de probabilidade associada a um autovetor e o espectro de
energia gerados pela resolugdo numérica tight-binding da equagdo de Schrodinger uni-
dimensional independente do tempo sob potencial aleatério. E possivel ver que a
probabilidade de encontrar a particula estd confinada em uma regido finita e que o

espectro é representado por uma curva ndo suave formada por pontos discretizados.

@ (b)

0.08

0051

o o
=1 =1
@ =

Densidade de Probabilidade

001+

. . . _ . . | \
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
Sitio n

Figura 1 — Potencial aleatério gerado com a func¢do randémica do Matlab: (a) Curva
de densidade de probabilidade |¢|* para um autovetor do hamiltoniano. (b)
Espectro de energias do mesmo sistema.

Por outro lado, o teorema de Bloch (ASHCROFT; MERMIN, 1976) afirma que a
utilizagdo de potenciais periddicos fazem com que |¢)|* também seja peri6dica e, assim,
todos os sitios tenham participa¢do aprecidvel na formagao do estado 1, o que gera bons
condutores. A figura 2 mostra claramente que uma particula sob acdo deste potencial

tem probabilidade aprecidvel de ser encontrada ao longo de toda a rede. Observa-se,
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também, que o espectro é representado por uma curva suave e um gap de energia
proibida (a presenga de um ou mais gaps estd diretamente relacionada com o periodo

da sequéncia utilizada, podendo ou ndo existir.)

<107 @ (b)

K L L L L
o 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

Figura 2 — Potencial periédico: (a) Curva de densidade de probabilidade s para um
autovetor do hamiltoniano. (b) Espectro de energias do mesmo sistema.

Até entdo, muitos trabalhos (OH; LEE, 1993) (PIECHON et al., 1995) (ROY;
KHAN, 1994) (ROY et al., 1995) (RYU et al., 1993) utilizaram sequéncias peneperiddicas
para simular o potencial da equacao. Essas sequéncias geram resultados intermedidrios
aos casos aleatorio e periddico e essa é uma maneira de se gerar quase-cristais. De
maneira alternativa, este trabalho propde a utilizacdo de mapas caéticos (que recebem
esse nome por advirem da teoria do caos) e acredita-se que as sequéncias geradas por

estes mapas apresentam vantagens em relacdo as sequéncias ja utilizadas.

2.3 Mapas e potenciais cadticos

Existem varios mapas caéticos (HILBORN, 2000). De maneira genérica, esses
mapas sao dados por rela¢des da forma w,, 1 = f.(w,), onde f, é uma operagdo aplicada
em um dado w,, para obter-se o termo seguinte w,,; e a variagdo do pardmetro  provoca
comportamento dito cadtico da quantidade w,: descartados os transientes iniciais, os
ponto fixos w,,(r) proliferam de modo erratico, o que se convencionou denominar rotas
para o caos (vide os exemplos que se seguem). Para este trabalho, escolhemos trés

mapas com diferentes caracteristicas e rotas para o caos.
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2.3.1 Mapa logistico

O mapa logistico é construido a partir da seguinte regra de iteragdo

Wha1 = Twy(1 — wy,), (5)

onde r € [0, 4] é um parametro a ser definido, w; é a semente inicial da sequénciaen é a

posicdo do termo na sequeéncia.

Neste mapa, a rota para o caos se da através de bifurca¢des e tem-se sempre
wy, € [0, 1]. Geralmente (e neste trabalho), os primeiros termos da sequéncia sdo conside-
rados transientes e descartados. As sequéncias w,, poderiam ser usadas como potencial
na equacdo de Schrodinger; entretanto, para possibilitar comparagdo com as sequén-
cias bindrias largamente utilizadas em trabalhos envolvendo sequéncias numéricas
e também para se ter em vista a possibilidade experimental oferecida pelas técnicas
de crescimento de cristais por epitaxia, escolheu-se utilizar as sequéncias bindrias V/,
formadas pela seguinte regra: (a) se w,, < 0.5, entdo V,, = 1; (b) se w,, > 0.5 entdo
V., = 2. Segundo Steuer (STEUER et al., 2001), essa é considerada a melhor maneira de
se transformar o mapa logistico em uma sequéncia bindria, pois maximiza a entropia

da sequéncia.

Para exemplificar essa transformacdo entre mapa logistico e sequéncia bindria,
abaixo apresenta-se a transformagcdo para os dez primeiros nimeros obtidos pela regra
de criagdo 5 com semente inicial w; = 0.3333.

(0.333; 0.8888; 0.3952; 0.9561; 0.1680; 0.5591; 0.9860; 0.0552; 0.2084; 0.6600) (6)
gera a sequéncia bindria (1,2,1,2,1,2,2,1,1,2).

O mapa logistico apresenta rota para o caos por meio de bifurca¢des. Essas
podem ser claramente vistas através da figura 3, que apresenta os pontos fixos do mapa

logistico descartando-se o transiente inicial.

Observe que a medida que o pardmetro r se aproxima do limite superior, a
sequéncia vai se tornando mais cadtica e apresenta maiores possibilidades de pontos
fixos, o que é comumente quantificado pelo expoente de Lyapunov (Ly) da sequéncia
(HILBORN, 2000), que é dado por

N
1 /
Ly(r) = ol lfi(wa)] 7)
onde N é o nimero total de iteracdes e f’ é a derivada de f.

Mostraremos que os resultados obtidos com sequéncias de parametro r maiores

se aproximam mais dos resultados obtidos com sequéncias aleatérias, com excegdo das
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Diagrama de bifurcacio - Mapa Logistico

Figura 3 — Sequéncia Logistica: mapa de bifurcacdo. Observe que o mapa se inicia em
r = 2.9, pois os valores anteriores do parametro r apresentam apenas um
estado estaciondrio e ndo serdo relevantes para este trabalho.

janelas de periodicidade existentes na figura 3. Isso pode ser observado utilizando-se os
parametros r = 3.6, 7 = 3.75 e r = 4.0, e sugere que, nos mapas cadticos, o controle da
caoticidade pode implicar diretamente no controle da desordem do sistema, fato que
garantiria ao pesquisador poder ajustar a sequéncia ao problema fisico em que estivesse
interessado naquele momento.

2.3.2 Mapa da barraca

O mapa da barraca é construido pela seguinte regra de iteragdo

wn—lD, ®)

wn+1:7’(1—2 5

onde r € [0, 1] é um parametro a ser definido, w; é a semente inicial da sequéncia e n
é a posi¢do do termo na sequéncia. Também aqui, utilizou-se sequéncias binarias V,,
formadas pela seguinte regra: (a) se w, < 0.5, entdo V,, = 1; (b) se w,, > 0.5 entdo V,, = 2

e descartou-se os primeiros elementos da sequéncia, considerados transientes.

O mapa da barraca ndo apresenta rota para o caos através de bifurca¢des, como
no mapa anterior. Aqui, a rota para o caos é dada de forma abrupta em r = 0.5. Porém,
a medida que o parametro r se aproxima de 1, as possibilidades de pontos fixos também
crescem e, consequentemente, a caoticidade aumenta a medida em que r cresce, o que
poderd ser confirmado pelo expoente Ly da sequéncia. A figura 4 apresenta os pontos
fixos da sequéncia na medida em que r varia no intervalo estabelecido.
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Diagrama de bifurcagdo - Mapa da Barraca

0.9
0.8
0.7 |

0.6

0.4 F
0.3
0.2+

0.1 F

Figura 4 — Sequéncia da barraca: mapa de bifurcagdo. Observe que a passagem
periddico-cadtico acontece de maneira abrupta em r = 0.5.

2.3.3 Mapa Gaussiano

O mapa gaussiano apresenta uma regra de iteracdo um pouco mais complexa
que as outras duas apresentadas. Ele considera dois pardmetros a serem variados, e um
deles é determinante para que o mapa apresente ou ndo regides cadticas e dado pela
seguinte regra de iteracdo

Wp41 = e—bw% + 7, (9)

onde r e b sdo pardmetros a serem definidos, w; é a semente inicial da sequénciaen é a
posicdo do termo na sequéncia.

O mapa gaussiano também apresenta rota para o caos por meio de bifurcagoes.
A diferenca é que aqui o retorno as regides periddicas se d4 por meio de unificagdes. A
figura 5 apresenta a rota para o caos do mapa gaussiano. Para esse mapa, o parametro
b = 7.5 foi fixado, pois garante as regides caéticas da figura. Casos em que a figura
se comporta toda de maneira periddica ndo sdo relevantes para este trabalho, pois o
objetivo principal é investigar o comportamento dos sistemas gerados por potenciais
cadticos e o controle da caoticidade dos mapas.

Este mapa também foi transformado em sequéncias bindrias V,, formadas pela
seguinte regra: (a) se w,, < 0, entdo V,, = 1; (b) se w,, > 0 entdo V,, = 2 e descartou-se os

primeiros elementos da sequéncia, considerados transientes.

Como as caracteristicas destes mapas serdo determinadas para a validacdo de
nossos resultados e como serdo frequentes as referéncias a estes mapas, o anexo A os

traz em conjunto, para consulta rdpida.
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Diagrama de bifurcagdo - mapa Gaussiano

Figura 5 — Sequéncia gaussiana: mapa de bifurcacdo. O parametro b = 7.5 esta fixado
para todo esse trabalho.

2.4 Inverso do Numero de Participagdo (/ PR)

Uma alternativa ao decaimento de |1|* como medidor da participagido dos sitios,
o Inverse Participation Ratio (I PR) é uma ferramenta matemadtica ja utilizada na teoria do
estado solido (MONTHUS; GAREL, 2010) (LUDLAM, 2004). O I PR em uma dimensao
é dado pela seguinte definicao:

N 4
IPR(N)=p~t= % (10)

onde:

1. N é o tamanho do sistema;
2. péarazdo de participagdo;

3. o denominador é utilizado para normalizacao.

De forma sucinta, esse nimero fornece uma estimativa da participagdo dos
sitios da rede na composigdo da funcdo de onda e, portanto, d4 uma medida da sua
distribuicdo sobre a rede. O I PR pode ser mais vantajoso frente ao decaimento de |t/
por trazer rela¢cdes com a dimensao fractal, com o expoente de Lyapunov (Ly) do mapa,
entre outras relacdes que serdo apresentadas ao longo desse trabalho.

No caso estendido, com sequéncias de potenciais periddicos, se N é suficien-
temente grande, pode-se tomar a densidade de probabilidade como sendo homoge-
neamente distribuida, de modo que cada sitio NV da rede recebe, aproximadamente, a
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mesma probabilidade 1/N . Dessa forma e se consideramos a condi¢do de normalizagdo
para o denominador 3.~ |¢;|* = 1, 0 somatério do numerador da equagio 10, é igual a

1
1/N , pois []* = N Disso, decorre

1 = kg > 2l = Ny — 4
tooNT T &Y N2 N
No limite N — oo, temos que p~' — 0 para o caso periddico.

Para o extremo aleatoério, considerando que ) tem decaimento exponencial com

uma distancia a um centro z; fixado pelo valor méximo, tem-se

Wi e~ (@i—z;)

Quando ~ tende ao infinito, temos

Lizi
i o ’Z. j
0,7 # j

Assim, para esta localizagdo extrema, ter-se-ia |¢Z-|2

= 0;; e, consequentemente,
1> 1.P localizad d - k>0
p~+ — 1. Para casos localizados menos extremados espera-se, portanto, p~* — k > 0,

uma constante positiva.

O I PR apresentado na equacdo 10 pode ser generalizado para a seguinte forma:

>y [l
YA (11)
(X wif)
conhecido como GIPR (MURPHY et al., 2011). Geralmente (OLIVEIRA, 2012) utiliza-
se ¢ = 2, 0 que nos retorna a equagao 10. A utiliza¢do de variados ¢’s pode trazer

GIPR(N) = p,' =

q

contribui¢des para compreender os resultados obtidos utilizando-se as sequéncias
cadticas, sobretudo no que se refere a fractalidade da fun¢do de onda.

2.4.1 IPR versus tamanho do sistema e / PR versus Energia

Alguns autores (OLIVEIRA, 2012) constroem gréficos que levam em considera-
¢do o tamanho NN do sistema. A andlise assintética, considerando que o I PR se estabiliza
em uma constante positiva £ ou tende a zero (MONTHUS; GAREL, 2010) exige que
seja assim. Para este trabalho, considerou-se o tamanho das sequéncias N = 1000,
apo6s verificar-se tamanhos maiores e perceber-se que eles ndo apresentavam diferencas
significativas. A figura 6 apresenta duas curvas de / PR, para o estado fundamental,
variando-se o tamanho do sistema: uma para o potencial periédico e outra para o

potencial aleatério.
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Figura 6 — (a) Sequéncia de I PR’s para sistemas sob potencial aleatério. (b) Sequéncia
de I PR's para sistemas sob potencial periédico.

Observe que a curva de I PR se estabiliza em uma constante positiva para o

potencial aleatério e tende a zero para o potencial periédico, como esperado.

Em um recente estudo (JOHRI; BHATT, 2012), realizou-se anélises com o modelo

de Anderson para sistemas desordenados em uma dimensao e percebeu-se uma singu-

laridade para o I/ PR em funcdo da energia do estado, que ndo é acusada pelo expoente

de Lyapunov dos autovetores (Lya). Esta singularidade ainda ndo foi completamente

compreendida, mas pode-se afirmar que a derivada primeira é descontinua. A figura 7

ilustra esta singularidade.

- T X ” [
- —=— Ly -
0.6 \ | —=—I1PR /
‘. _ L ]
- -
0.5 - -
0.4 | -
0.3t s
Fa
£
0.2
0.1 s
D L L '
—4 -2 o 2 4
Enargy

Figura 7 — IPR(E) e Lya para o modelo de Anderson unidimensional com distribui¢do
aleatéria uniforme (JOHRI; BHATT, 2012).
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Observe que as curvas tém comportamento semelhante no centro da figura.
Sabe-se (IZRAILEV et al., 1998) que os autovetores associados as energias do meio
do espectro de energia tendem a ser mais delocalizados, o que é possivel perceber
pelas curvas de IPR(E) e Lya. Porém, na medida em que se afastam do centro do
espectro, o Lya tende ao infinito, enquanto o /PR(FE) faz uma mudanga abrupta e,
aparentemente, tende a zero. Isso contraria o fato de que os autovetores tendem a ser
mais localizadas nos extremos das bandas (o que esta caracterizado pela curva de Lya).
Essa singularidade (a abrupta mudanca de sentido de localizagdo), representada pelos
picos aproximadamente nos pontos z = +2.5, ainda ndo estd completamente explicada
e pode eventualmente ser abordada com o uso dos mapas caéticos. Acredita-se que os
mapas cadticos apresentardo semelhante singularidade, pois os resultados ja obtidos
com o I PR(N) se aproximam muito dos resultados obtidos pelas sequéncias aleatérias.

24.2 O GIPR e a dimensao multifractal dos autoestados

A andlise multifractal surgiu para o modelo ¢ ndo linear e foi testado para as
autofungdes do hamiltoniano do operador de Schrodinger. Como essa nova perspectiva
funcionou bem, aplicou-se a anélise multifractal para os autovetores neste contexto.

No modelo de Anderson, as autofun¢des do sistema podem ser vistas como
distribui¢cdes multifractais, com suas vérias dimensoes d,. Um sistema é considerado
ndo fractal quando sua dimensao é constante e inteira; é considerado fractal quando sua
dimensdo é constante mas é fraciondria e, por fim, é considerada multifractal quando a
dimensao além de fracionada ndo é constante, mas sofre variacdes. Sabe-se (CUEVAS,
2002) que o I PR para sistemas de tamanho finito esta relacionado com a dimenséo

fractal d, associada a uma dada autofuncado, conforme explicado a seguir.

Dada a equacdo 11, o GI PR pode ser escrito de forma continua, para autofun¢oes

normalizadas, como

GIPR(q) = /Q da |1p(z)[** oc L™= Y), (12)
onde d, é a dimens&o fractal associada a autofungéo, (2 é um intervalo de comprimento
L. Considerando-se diferentes valores de ¢ para a relagdo, temos:

q=1:
GIPR(1) o< L=1U-Y ou seja, GIPR(1) o« L~1® = 1. Aqui, graficamente

falando, temos como ajuste de curva uma reta paralela ao eixo das abscissas.
q=2:
GIPR(2) oc =%~V ouseja, GIPR(2) = L~%W,

Aplicando-se logaritmo natural de ambos os lados da igualdade, temos:
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InGIPR(2) =In ( L ), ou também, InGIPR(2) =Inl1 — dyIn L.

L2
De forma geral, pode-se dizer que o segundo termo da equacdo é do tipo b — ax
e esse tipo de fungdo é representado graficamente por uma reta cuja inclinacdo é dada
por a = ds.
q=3:
GIPR(3) x L=%6-Y ou seja, GIPR(3) = L=%(,
Aplicando-se logaritmo natural de ambos os lados da igualdade, temos:

In GIPR(3) = In (437 ), ou também, In GIPR(3) = In1 — 2d31n L.

Como no caso anterior, aqui teriamos uma reta cujo coeficiente angular é deter-

minado por a = 2ds.

De modo geral, pode-se perceber uma relagdo direta entre o GI PR e a dimensdo
fractal do autovetor 1, a partir do coeficiente angular da reta gerada pelo ajuste de
curva do tipo b — ax da seguinte maneira: dado um valor para ¢, a dimensao fractal d, é

dada pelo coeficiente angular 4 = d,.

Por fim, vale ressaltar que a dimensao fractal é objeto de estudo de vérios traba-
lhos (EVERS; MIRLIN, 2000) (MIRLIN A. D.; EVERS, 2000) (PRIGODIN V.N.; ALTSHU-
LER, 1998) que analisam as propriedades de transi¢do entre condutancia e isolamento

no modelo de Anderson.
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Capitulo 3

Caracterizacao dos sistemas sob

potenciais cadticos

As sequéncias peneperiddicas tém sido utilizadas como ferramenta para simula-
¢do do potencial da equacdo de Schrodinger ha anos. Essas sequéncias apresentam regra
bem definida e geram resultados intermedidrios aos casos periddico e aleatério. Em
trabalhos anteriores (OLIVEIRA, 2012), foi proposta a analise dos mapas ca6ticos como
possivel alternativa as sequéncias peneperiddicas. Pelos testes iniciais, pdde-se perceber
que, além de uma boa alternativa, os mapas cadticos apresentavam a possibilidade de

controle de desordem, por meio de ajuste do caos.

Uma anadlise mais profunda foi realizada ao longo deste trabalho e pode-se
perceber que as sequéncias cadticas apresentam, de fato, a vantagem de controle de
desordem. A andlise foi feita de maneira qualitativa analisando-se varios valores de
r, 0 que permitiu-se perceber que quanto mais préximo do limite superior, mais caé-
tico e similar ao comportamento das sequéncias aleatérias os mapas se tornavam; e

quantitativa, utilizando-se o /PR e a densidade de probabilidade.

3.1 Espectro e autovetores

A anadlise qualitativa foi realizada comparando-se visualmente o espectro e a den-
sidade de probabilidade. Para todos os casos, priorizou-se utilizar valores de parametro
que crescessem no caos, janelas de periodicidade e também as regides mais caéticas
de cada mapa. O que pode-se perceber é que, para todos os mapas, o0 comportamento
intermedidrio aos casos aleatério/peridédico acontece e o controle de desordem por meio

do ajuste do parametro r da sequéncia funciona bem.
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3.1.1 Mapa logistico

O mapa logistico apresenta rota para o caos através de bifurcacoes. Ja o retorno a
zona periddica se da abruptamente, pelas janelas de periodicidade. A partir disso, uma
nova rota para o caos se inicia, novamente por bifurca¢des. O diagrama de bifurcagdo

desse mapa apresenta as regides periddica, cadtica e as janelas de periodicidade.

A figura 8 apresenta um quadro com o espectro obtido do modelo tight-binding,

para diferentes mapas logisticos.

4 Logistico com £=3.5 4 Logistico com r= 36 Logistico com r=3.63
—
c z = 2 c l /
-
-1 -1 -
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 00 1000
n n n
4 Logistico com r= 37 4 Logistico com r=3.74 4 Logistico com r=38
——

3 3 — 3
2 2 ' 2

i} 'y e xh
0 i 0

——
-1 -1 -
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 00 1000
n n n
Logistico com r=3.84 Logistico com r=39 Logistico com r=4

4 ‘ . . ‘ 4 ‘ ‘ ‘ [ ‘ ‘
3 ] 3 3
2 2

: / {5 i

[ W w
i

u__‘/,-‘ 0 0

1 4 1

0 A0 M0 80 #0100 0 A0 A0 60 80 1000 0 A0 M0 60 A0 100

Figura 8 — Mapa logistico: espectro de energias para diferentes valores de r. O eixo y
representa a energia e o eixo x representa o indice do autovetor.

Observe que a figura 8 apresenta comportamento bem definido em todas as
regides (periddico, cadtico e janelas de periodicidade) do diagrama de bifurcacdo do
mapa. Além disso, o espectro para as regides periddicas (ou janelas de periodicidade)

trazem os gaps de acordo com o tamanho do periodo da sequéncia.
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Alguns espectros (r = 3.5, r = 3.74 e r = 3.84) apresentam um valor de ener-
gia descontinuo dos demais (observe que existe um ponto isolado, descontinuo, no
espectro). Essa descontinuidade de energia gera autovetores localizados, mesmo para
mapas com comportamento estendido (como no teorema de Bloch) e ja foi estudada.
(BRENNER; FISHMAN, 1992).

As figuras 9 e 10 apresentam a densidade de probabilidade para o estado fun-
damental e estado associado ao autovetor 500 de energia do sistema, respectivamente.
Pensou-se em apresentar dois diferentes niveis de energia (apesar de terem sido ve-
rificados os demais) para que fosse possivel perceber que a correspondéncia entre os
autovalores e autovetores, bem como a relacdo com o valor de r na sequéncia, indepen-

dem do nivel de energia utilizado.

A comparacdo entre estas matrizes de graficos mostra a concordancia entre

espectros e (de)localizagéo.

Para ilustrar a criacdo de estados localizados, observe o mapa logistico com
r = 3.5 nas figuras 8, 9 e 10. Pelo diagrama de bifurcacdo, sabe-se que esse valor de
r gera um mapa com comportamento periédico, ou seja, os autoestados devem ser
estendidos. Ao se analisar o espectro de energias e o estado fundamental do sistema, é
possivel perceber que as condi¢des esperadas sdo satisfeitas. Porém, ao se verificar o
autovetor 500, um estado localizado aparece e contradiz o que era desejado. Mas, pelo
zoom no espectro de energia, apresentado no primeiro quadro da figura 10, é possivel
perceber que a energia 500 é exatamente um ponto descontinuo do espectro, que gera
estados localizados mesmo para o caso periédico (e, logo, estendido).

3.1.2 Mapa da barraca

O mapa da barraca apresenta uma rota bem diferente para o caos: a mudanga
é feita abruptamente em r = 0.5. Dessa maneira, o que se tem nesse mapa é uma
regido periddica (anterior a r = 0.5) e uma regido que se torna mais caética na medida
em que r aumenta. Ndo existem janelas de periodicidade, como no caso anterior. A
figura 11 apresenta um quadro contendo espectros obtidos no modelo tight-binding,

para diferentes valores de parametro do mapa.

Observe que para valores de r = 0.4 e r = 0.5, 0 espectro é continuo e sem a
presenca de gaps. Isso acontece porque o periodo da sequéncia gerada é igual a 1, o que
ndo gera nenhum gap de energia. Os demais graficos do quadro estdo em zona cadtica.
Parar = 0.6 e r = 0.7, um pequeno gap é formado e, aparentemente, vai se fechando até

chegar ao espectro similar ao caso aleatdrio.

De fato, é possivel perceber que quando se estabelece uma variagdo suficiente-

mente pequena para o parametro r e gera-se a curva espectral desse sistema, a faixa
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Figura 9 — Mapa logistico: decaimento de [¢|* para o estado mais baixo de energia e para
diferentes valores de r. O eixo y representa a densidade de probabilidade e o
eixo x representa a posigdo do vetor na rede.

proibida de energia vai diminuindo até que desaparega, dando a impressao de conti-
nuidade na energia. Para verificar tal fato, construiu-se um pequeno video em formato
".avi"com variacdo bem pequena em r, pois graficamente seria invidvel verificar todos
os niveis de energia. Com essa ferramenta de analise, foi possivel perceber que para o
caso da barraca, na medida em que r cresce, a zona proibida de energia diminui e isso

se segue até que aconteca uma jungdo entre as bandas de energia.

Acredita-se que a existéncia dessa faixa proibida de energia para regides cadticas
bem préximos ao r = 0.5 é devido a sua caoticidade ser muito pequena, pois os valores
de pontos fixos que w,4; pode assumir, segundo o diagrama de bifurcagdo, é bem

limitada.

As figuras 12 e 13 apresentam a densidade de probabilidade do estado funda-
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Figura 10 — Mapa logistico: decaimento de |¢|* para o estado 500 de energia e para dife-
rentes valores de . Observe que para r = 3.5 o comportamento localizado é
justificado exibindo-se um zoom no espectro de energia.

mental e energia 500 do sistema, respectivamente.

E possivel perceber que a correspondéncia entre as regides periédica e cadtica
é satisfeita. Os primeiros mapas apresentam autovetores bem espalhados, cobrindo
toda a extensdo n da rede, enquanto os demais casos (cadticos) apresentam a particula
bem confinada. Novamente, pensou-se em apresentar dois niveis diferentes de energia
para garantir que ndo houvesse davidas quanto a classificagdo independer do autovetor
escolhido. Todos os autovetores e outros valores de r foram testados e observou-se que
a classificagdo independe do autovetor.
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Figura 11 — Mapa da barraca: espectro de energias para diferentes valores de 7.

3.1.3 Mapa Gaussiano

O mapa gaussiano também apresenta rota para o caos através de bifurcagdes. Po-
rém, diferentemente do caso logistico, 0 mapa retorna para a regido periddica por meio
de unificagdes. Para esse mapa, a presenca de regides cadticas depende do parametro b,
fixado neste trabalho em b = 7.5, para garantir a existéncia de caos. A figura 14 mostra

o espectro de energias para diferentes valores de 7.

Observe que a medida em que r varia, é possivel ver a unificacdo das bandas
de energia e, em seguida, o surgimento de dois gaps. Comparado com o diagrama
de bifurcag¢des do mapa, é possivel perceber que a regido em que apenas um gap é
apresentado é composta por dois estados fixos para w,1. Ja o grafico para r = —0.65
apresenta quatro valores e é uma janela de periodicidade. O quadro finaliza com
r periédico novamente, caracteristica que o mapa apresenta e o distingue do caso
logistico.
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Figura 12 — Mapa da barraca: decaimento de |¢|? para o estado mais baixo de energia e
para diferentes valores de .

As figuras 15 e 16 apresentam os quadros de autovetores dos niveis 1 e 500 de

energia, respectivamente.

Observe que, ao se comparar as figuras 14, 15 e 16, a correspondéncia entre os
casos periodico, cadtico e as janelas de periodicidade é bem caracterizada. Além disso,
observe que para os casos em regides cadticas, o estado fundamental estd sempre mais
localizado do que o estado do meio do espectro. Isso esta de acordo com a teoria de que
o meio do espectro é menos localizado do que os extremos (IZRAILEV et al., 1998).

3.2 IPR e odecaimento de |¢)|?

Apesar de utilizar-se do I PR como andlise quantitativa para classificagdo de
curvas, achou-se prudente relacioné-lo com a densidade de probabilidade |¢|? devido a
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Figura 13 — Mapa da barraca: decaimento de |¢|* para o estado 500 de energia e para
diferentes valores de r.

sua extensa utilizacdo na literatura. O que pode-se perceber é que ambas as medidas
deixam claro sua competéncia quanto a classificacdo e ajuste do parametro r para

aproximar os resultados dos extremos aleatério e periédico.

E importante relembrar que, como mostrado no capitulo 2, o I PR se estabiliza em
uma constante k positiva para o caso aleatério e tende a zero para o extremo periédico
(MONTHUS; GAREL, 2010).

Além disso, pretendeu-se verificar se quanto mais alto o valor k de estabilizagdo
do I PR, mais localizado se daria o estado. Para tanto, gerou-se figuras que relacionam
o I PR de todos os niveis de energia do sistema, com o decaimento de |¢|? para energias

especificas, de acordo com o valor de estabilizacéo.
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Figura 14 — Mapa gaussiano: espectro de energias para diferentes valores de r.

3.2.1 Mapa logistico

As figuras 17 e 18 apresentam o / PR(n) para todos os niveis de energia para dois
diferentes valores de r do mapa logistico: um que gere mapas mais cadticos possiveis
(r = 4) e outro que seja um estado intermediario (r = 3.80). Observe que apesar de

terem o mesmo comportamento, as curvas estdo em faixas diferentes de / PR.

Ao se observar a figura 17, é possivel perceber que os valores de energia escolhi-
dos para se analisar o decaimento de |¢|?, destacados nos quadros da parte (a) da figura
apresentam valores de I PR bem diferentes. Apesar de todos os I PR’s serem positivos
e todos os estados localizados, |1)201]* € mais localizado. Em contrapartida, |1702|%, que

apresenta o valor de / PR mais baixo, é menos localizado.

A figura 18 apresenta a curva de / PR com valores mais altos do que as apresen-

tadas na figura 17. Os quadros destacados na regido (a) da figura mostram que, mesmo
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Figura 15 — Mapa gaussiano: decaimento de |¢)|? para o estado mais baixo de energia e
para diferentes valores de .

que o estado localizado aconteca para todos os niveis de energia, o valor de I PR mais
alto (na energia 101) mostra um estado mais localizado, enquanto o / PR de valor mais

baixo (na energia 510) mostra um estado menos localizado.

3.2.2 Mapa da barraca

As figuras 19 e 20 apresentam os resultados para o mapa da barraca com r = 0.7
er = 0.99, respectivamente. Para ambos os casos, a parte (a) da figura mostra o /PR
para todos os niveis de energia e a parte (b) apresenta o decaimento de |¢|* para valores

especificos, escolhidos de acordo com o valor de estabiliza¢do k do I PR.

Ao se analisar a parte (a) da figura 19, percebe-se que em aproximadamente
n = 500 hd uma queda brusca no valor do /PR, dando a sensagdo de que o valor tende
a zero e depois volta a subir e se estabilizar numa constante k. Ao se analisar os ||
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dessa regido, percebe-se que [¢504|* apresenta comportamento estendido (apesar da

baixa probabilidade da particula ser encontrada nas regides azuis da figura).

Este comportamento atipico pode indicar a existéncia de uma fronteira de mobi-
lidade (IZRAILEV; KROKHIN, 1999), um nivel de energia especifico que separa uma
regido de estados localizados de uma regido de estados delocalizados. A existéncia de
fronteiras de mobilidade estd relacionada com a capacidade de correlagdo de algum
alcance da sequéncia, que de maneira muito superficial, pode ser definida como a
capacidade que a sequéncia tém de memoria dos seus elementos anteriores; além da
dimensao em que se estd trabalhando. Mais estudos sobre as fronteiras de mobilidade e
sua relagdo com os mapas cadticos aparecem na segdo 3.3 e estdo propostos nos trabalhos

futuros.

Para o caso r = 0.99 do mapa da barraca, podemos perceber que o comporta-
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mento dos decaimentos de |igs]? seguem o esperado: mais localizado para I PR com

valor assint6tico em k maiores e menos localizados para k menores (|1524/%).

3.2.3 Mapa gaussiano

O mapa gaussiano apresenta algumas diferencas com relagdo aos mapas ante-
riores. Por se tratar de um mapa que caminha para o caos por bifurcacdes e retorna
para o periddico por unificacdes, é dificil estabelecer dentro das regides cadticas aquela
que apresenta maior caoticidade que as demais. Assim, para esse mapa, acredita-se
que apresentar mais que um valor de r cadtico para comparar regides mais ou menos

cadticas perde o sentido.

Dessa maneira, a figura 21 apresenta os / PR’s de todos os autoestados na parte

(a) e destaca trés valores de energia para a parte (b).

L | T |
a
025 @ 04 0.04 1
02 ,‘ th f 0.02 E l i
14 {1 0 ‘
a0ty ‘ \“ o 115 120 a0 e 660 ]
f oI I [ W
01 ! il |H‘ | | i oAl .
[ L iy I L
e N Il ‘\_\ I I‘h et '\I‘ 4L Wi | | ! ] f ‘.“ “‘ f |
0 ! I [ | \ Ll Y P T s !
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
n
(b)
05 0.06 0.025
04 L 002
L 03 v O L oot
) 0 I~
- % o0 3
& 02 2 & oo
0.02
01 001 0.005
0 0 0
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
k k k
Figura 21 — Mapa gaussiano: (a) / PR(n) para todos os niveis de energia com r = —0.3.

Destacadas duas regides que apresentam o valor do / PR utilizados na parte
b. (b) Decaimento de |¢)|* para os estados 113, 645 e 647 de energia.

Analisando a figura 21, é possivel perceber que para o valor de / PR mais baixo,
a densidade de probabilidade |is47|> apresenta uma larga regido com probabilidade
apreciavel de se encontrar a particula. Ainda assim, a regido é uma regido finita de
confinamento, logo, este mapa ndo apresenta regides de fronteira de mobilidade para
r=—0.3.

Uma outra proposta de caracterizacdo dos mapas partiria do expoente de Lya-
punov dos autovetores (Lya). Basicamente, o Lya calcula o inverso do comprimento
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de localizagdo (IZRAILEV; KROKHIN, 1999). Apesar de os casos com parametro r que
geram mapas periddicos funcionarem bem, ndo conseguiu-se estabelecer compreensao
suficiente para os casos em que o mapa tem comportamento caético. Assim, optou-se
por suprimir os resultados do capitulo e sugerir melhor compreensao e sistematizagdo

do Lya nos trabalhos futuros.

Por fim, ap6s as andlises qualitativa e quantitativa, a correspondéncia entre
a densidade de probabilidade |¢|* para o estado fundamental de energia e o meio
do espectro, a relacdo entre o I PR e a densidade de probabilidade de alguns valores
escolhidos de energia, pode-se afirmar que os mapas caéticos apresentam vantagens
com relagdo as sequéncias peneperiddicas, pois o controle da desordem por meio do
ajuste dos parametros de criacdo dos mapas pode possibilitar que os mapas sejam
adaptados a diferentes problemas fisicos ou de acordo com o interesse do pesquisador.

3.3 O IPR e as fronteiras de mobilidade

O comportamento atipico apresentado na figura 19 para o autoestado de energia
504 pode ser entendido como uma fronteira de mobilidade. Retomando essa discussao,
verificou-se que existem situagdes analogas nos mapas logistico, barraca com outros

valores de r e gaussiano.

Percebeu-se que, quando se considera valores de r para os mapas cadticos em
que as regides cadticas se dividem em duas ou mais faixas de caos, é constatada essa
queda abrupta para o I PR e sdo encontrados estados delocalizados em zonas cadticas,

0 que aparenta ser uma fronteira de mobilidade.

Observe que a presenca ou ndo dessas fronteiras de mobilidade esté relacionada

com a quantidade de faixas de caos.

As figuras 22 e 23 apresentam valores de r que representam faixas de caoticidade

em 4 e 2 regides, respectivamente.

Observe que o ntimero de fronteiras de mobilidade esta relacionado com esse
numero de faixas e que, para ambos o0s casos, as regides com comportamento estendido

apresentam uma queda abrupta no /PR daqueles autovetores.

A figura 22 traz a densidade de probabilidade de quatro niveis distintos de
energia. Observe que sdo trés situagdes em que o estado deixa de ser localizado e passa
a ser estendido.

Ja a figura 23 ilustra bem como a fronteira de mobilidade age de forma abrupta:
do estado 500 para o estado 501, a densidade de probabilidade deixa de ser localizada e

passa para o estendida. O retorno para o estado localizado acontece de forma suave.

O mapa da barraca ja havia sido comentado na se¢do anterior, porém, para
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Figura 22 — Mapa logistico: (a) / PR(n) para todos os niveis de energia com r = 3.58. (b)
Decaimento de [¢|* para os estados 235, 510, 640 e 740 de energia.
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Figura 23 — Mapa logistico: (a) / PR(n) para todos os niveis de energia com r = 3.67. (b)
Decaimento de [¢|* para os estados 500, 501 e 545 de energia.
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ilustrar o fato de que toda a extensdo do diagrama de bifurcagdo que apresenta mais
de uma faixa de caoticidade apresenta as fronteiras de mobilidade, a figura 24 mostra
o mapa da barraca com r = 0.6, onde também é possivel identificar uma mudanca
abrupta do estado localizado para o delocalizado.
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Figura 24 — Mapa da barraca: (a) / PR(n) para todos os niveis de energia para o mapa
da barraca com r = 0.6. (b) Decaimento de |¢)|? para os estados 500, 501 e
650 de energia.

Por fim, para o mapa gaussiano, considerou-se r = —0.76, onde os pontos se
dividem em duas faixas de caoticidade. Para este caso, pode-se perceber a presenga de
uma fronteira de mobilidade e a figura 25 ilustra tal situagao.

Pode-se concluir entdo que, aparentemente, as fronteiras de mobilidade tém
se apresentado para todos os mapas cadticos em valores de r em que duas ou mais
faixas de caoticidade aparecem nos mapas de bifurcagdo. Além disso, o I PR mostra-
se sensivel a essas fronteiras de mobilidade, o que pode ser uma boa caracteristica
para esse medidor de desordem. Essas fronteiras geralmente estdo relacionadas com
correlacdo de curto ou longo alcance das sequéncias (IZRAILEV; KROKHIN, 1999) e,

por esse motivo, propde-se uma investigacdo mais detalhada nos trabalhos futuros.
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(b) Decaimento de |¢|? para os estados 500, 501 e 663 de energia.
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Capitulo 4

I PR e o expoente de Lyapunov dos

mapas caoticos

Como ja foi dito, o expoente de Lyapunov Ly é um consagrado medidor de
caoticidade na teoria do caos. Sabe-se (HILBORN, 2000) que ele apresenta valores
negativos para regides onde ndo ha caoticidade (zonas periddicas do mapa) e apresenta-

se positivo para regides caodticas.

Como a proposta do trabalho era de se utilizar o /PR como um medidor de
desordem para os potenciais cadticos, pensou-se entdo em tentar estabelecer uma corre-
lacdo entre o I PR dos potenciais e o Ly do mapa, pois essa conjectura poderia contribuir
positivamente para o fortalecimento da ideia de que o /PR é um bom indicador de
desordem do sistema, em alternativa a densidade de probabilidade |:/|>. Além disso,
havia de se considerar que o I PR dos sistemas sdo calculados com sequéncias bindrias
e o Ly calculado na sequéncia original, eliminando-se os transientes. Se uma correlagdo
fosse estabelecida, mesmo com essa diferenca de cédlculo, a ligagdo entre a caoticidade

do mapa e a desordem do sistema por meio do controle de parametro r seria fortalecida.

A andlise foi feita variando-se os valores de parametro dos mapas cadticos
e calculando-se o TPR(r) e o Ly. E importante ressaltar que o IPR(r) é calculado
tirando-se o valor assintético do estado fundamental para N = 1000 de cada valor de r.
Observou-se que ambos 0s medidores comportam-se de forma similar e correspondente,
respeitando-se as regides periddicas, cadticas e as janelas de periodicidade de cada mapa,
ou seja, onde o Ly apresenta-se negativo, o / PR(r) tende a zero e onde o Ly apresenta-se

positivo, o I PR(r) estabiliza-se em uma constante positiva.

As figuras 26, 27 e 28 apresentam recortes dos mapas de bifurcagdes (ja apresen-
tados no capitulo 2) e as curvas de I PR(r) e Ly para os mapas logistico, da barraca e

gaussiano, respectivamente.

Para todos os casos, foram considerados sistemas de tamanho N = 1000. Para o
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Figura 26 — Mapa logistico: (a) Recorte do mapa de bifurcagdes. (b) IPR(r) e Ly para
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Figura 27 — Mapa da barraca: (a) Recorte do mapa de bifurcagdes. (b) /PR(r) e Ly para
diferentes valores de r do mapa.
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Figura 28 — Mapa gaussiano: (a) Recorte do mapa de bifurcagdes. (b) I PR(r) e Ly para
diferentes valores de r do mapa.

célculo do I PR(r) foi necessério fazer média de 500 curvas para suavizagdo. Essa média
foi feita armazenando-se os 500 valores de / PR para o estado fundamental num vetor
e fazendo-se média aritmética dos componentes dos vetores. Ja o Ly é calculado para
o mapa original e ndo carece de média. Mesmo assim, as estruturas gerais das curvas,
como picos, foram preservados. Além disso, para os calculos do / PR(r) apresentados,
foram considerados apenas os estados fundamentais de cada sistema, porém, os demais
niveis de energia foram investigados, mas ndo houve diferencas significativas que

justificassem sua apresentacao.

Observe a correspondéncia entre os mapas de bifurca¢des na parte (a) das figuras
e as janelas de periodicidade na parte (b). Observe também que para o mapa da barraca
(tigura 27), para valores de » > 0.5 tanto o / PR quanto o Ly mantém-se positivos.

A correlagdo entre estas quantidades pode ser atestada exibindo-se num mesmo
grafico os resultados de IPR(r) e Ly(r). A figura 29 mostra claramente que para todos
os mapas, tanto o / PR(r) quanto o Ly(r), estdo correlacionados no que diz respeito as

zonas periddica, cadtica e janelas de periodicidade.

Assim, fica ainda mais visivel a correspondéncia entre o /PR(r) e o Ly, o que
fortalece a ideia de que o I PR pode ser um indicador confidvel de aleatoriedade para

os sistemas analisados (em substitui¢do ao decaimento de |¢|?).

Outro ponto relevante na figura 29 é que os mapas logistico e gaussiano apresen-
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Figura 29 — I PR do mapas Logistico, da Barraca e Gaussiano versus respectivo expoente
de Lyapunov. Observe que as regides de caos e comportamento aleatério
sdo preservadas.

tam valores mais dispersos ao longo da curva, enquanto o mapa da barraca ja apresenta
uma curva menos dispersa. Isso ocorre devido ao processo de constru¢do dos mapas: os
mapas logistico e gaussiano, nas janelas de periodicidade, retornam o valor do I PR(r)
e 0 Ly(r) para zero e retornam para o crescimento na proxima zona caética; isso confere
um carater multivalente a relagdo entre o /PR(r) e o Ly(r). O mesmo ndo ocorre com
o mapa da barraca pois este apresenta rota abrupta para o caos. A observagao das

autofungdes ndo evidenciam uma causa para os picos do mapa da barraca.

As sequéncias cadticas aqui apresentadas (em especial a sequéncia logistica),
foram escolhidas de forma que em toda sua extensdo, o Ly fosse positivo para regides
cadticas e negativo para regides periddicas. Porém, alguns trabalhos apresentaram
mapas mais complexos que apresentam zonas conhecidas como Strange nonchaotic
attractors (SNA) (AWADHESH et al., 2001) (HEAGY; HAMMEL, 1994). Essas regides sdao
conhecidas por apresentarem comportamento semelhante ao caético, mas com expoente
de Lyapunov Ly negativo, ou préximo de zero. Esses mapas apresentam uma dinamica
de formagdo mais complicada, dependendo de vérios coeficientes. Como foi possivel
estabelecer uma relagdo coerente entre o / PR(r) e o Ly(r) para as sequéncias utilizadas

neste trabalho, achou-se pertinente observar como o /PR se comporta nessas zonas
SNA.

A figura 30 mostra as diferentes regides de comportamento para a sequéncia
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formada com o mapa logistico forcado

Wni1 = all + ecos(2m0,)|w, (1 — wy,)

Opi1 =0, +0  (modl),

(13)

onde ¢ é um ntmero irracional (geralmente usa-se a razdo durea ¢ = (v/5 — 1)/2),
0<a<4e0<e< (4/a—1)paraque o fator a[l + ecos(276,,)| fique entre 0 e 4.

S L
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*y/

1.0

0.0 . Y |

Figura 30 - Mapa de comportamento periédico (P), cadtico (C; e () e regides com
comportamento SNA (hachurado) Considere ¢ = ae/(4 — o). (AWADHESH
et al., 2001)

Esse mapa mostra partes sombreadas para as regides SNA. Nessas regides sabe-
se (AWADHESH et al., 2001) que o Ly da sequéncia é negativo ou oscila levemente em
torno de zero, porém, ndo se sabe o que é encontrado para o / PR. Assim, considerando
¢ = 0.95 e levando em consideragdo a drea SNA que o mapa apresenta (2.75 < a <
3), tragou-se a figura 31. Para construir o potencial para a equagdo de Schrodinger,
utilizou-se ainda os w,, considerando a regra de transformacao para potencial binario ja

apresentada no capitulo 2: se w,, > 0.5 = 2 ese w, < 0.5 — 1.

E possivel perceber que na regido destacada o Ly permanece negativo, enquanto
o I PR(r) tende a crescer. Comparando as figuras 30 e 31, pode-se perceber que anterior-
mente a a = 2.75 estava-se em uma regido periddica e que o I PR(r) é sensivel a regido
SNA. Essa sensibilidade corrobora a ideia de que as sequéncias utilizadas, onde a regido

cadtica e periddica sdo bem definidas, com Ly(r) > 0 e Ly(r) < 0, respectivamente, sdo
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Figura 31 — Regido com comportamento SNA. Linhas tracejadas sdo indicativas de zero
e das fronteiras da regido SNA para ¢ = 0.95. Para o calculo do I/ PR(r)
utilizou-se o autovetor 300.

mais convenientes para o trabalho de correlagdo entre o / PR(r) e o Ly(r). Investigagdo
mais minuciosa sobre as regides SNA e os mapas gerados por sequéncias advindas
destas regides é sugerida nas propostas de trabalhos futuros.

Por fim, pode-se considerar que todas essas comparagdes fortalecem a ideia de
que o I PR(r) é um bom medidor de desordem e pode contribuir para as andlises de
sequéncias unidimensionais criadas a partir de mapas caéticos. A compatibilidade com
o Ly (com excecdo das zonas SNA), ja vastamente utilizada na teoria do caos, sugere
que o I PR pode ter uso amplo e confidvel como medidor de caoticidade para estes
mapas. A sensibilidade quanto as regides SNA também corrobora a ideia de que o /PR
é um bom medidor de desordem.
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Capitulo 5

IPR e asingularidade Johri-Bhatt

Em um artigo publicado em 2012, Johri & Bhatt (JOHRIL; BHATT, 2012), analisa-
ram o [ PR(FE) de sistemas gerados por potenciais aleatérios. A proposta do trabalho
era analisar a densidade dos estados, para os diferentes niveis de energia do espec-
tro, bem como o expoente de Lyapunov também para toda a faixa de energia. O que
pode ser observado é que, a medida em que a energia caminhava para os extremos da
distribui¢do, o I PR(E) apresenta um ponto singular, e, aparentemente, tende a zero,
enquanto o expoente de Lyapunov ndo apresenta tal comportamento. A figura 32 ilustra

essa singularidade.

- N [
\ —_—
- I_-_Lh" -
0.6 | \ | ——1PR| |
- —————, ]

Energy

Figura 32 - IPR(FE) e Ly(F) para o modelo de Anderson unidimensional com distri-
buigdo aleatéria uniforme (JOHRIL; BHATT, 2012). Observe que na energia
+2.5 0 I PR(E) sofre uma mudanga abrupta, enquanto o Ly(£) nao.

Apesar de Johri & Bhatt utilizarem um agrupamento diferente para o / PR do que
0s nossos trabalhos, pensou-se em tentar reproduzir esse resultado para os potenciais

cadticos. Para isso, e considerando que néo se sabia ao certo nem se essa reprodugédo era
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possivel, iniciou-se os trabalhos tentando reproduzir tal singularidade para as nossas
sequéncias aleatoria, periddica e peneperiddicas, que sdo utilizadas durante todo o

nosso trabalho como limites e pardmetro de comparacéao, respectivamente.

A figura 33 mostra os extremos aleatério (compativel com a literatura) e pe-
riédico do I PR agrupado por energia, ou seja, calcula-se o / PR para todos os niveis
de energia do sistema e depois agrupa-os em um intervalo AE. Esses resultados sdo
importantes para que consigamos compreender os resultados obtidos pelas sequéncias

semiperiddicas (peneperiddicas e cadticas).

10 IPR - sequéncia periédic; IPR - sequénlcia aleatcliria

0.4

0.35

2.5} 0.3

IPR(E)
IPR(E)
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o
[

15 ‘ - ‘ - 0.1 : : -
1 0 1 2 3 4 -4 -2 0 2 4

Energia Energia

Figura 33 — [ PR(E) para os mapas periddico e aleatério. O extremo aleatério condizente
com a literatura e o extremo peridédico gerado para andlise dos mapas
caoticos.

5.1 Os mapas peneperiodicos

Com os extremos periddico e aleatdrio caracterizados, procurou-se gerar curvas
com sequéncias peneperiddicas para observar os seus comportamentos. Como é possivel
ver na figura 34, a desordem crescente das sequéncias peneperiddicas parece sugerir a

passagem gradativa entre as caracteriza¢des apresentadas na figura 33.

Analisando a figura 34, é possivel perceber que os casos que se aproximam do
extremo periddico ndo estdo bem caracterizados. Os graficos mostram que algumas
zonas de energia sdo proibidas (o que esta associado ao tamanho do periodo, para o
caso periédico). Porém, como as sequéncias peneperiédicas ndo apresentam periodo
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Figura 34 — I PR(FE) para as sequéncias de Fibonacci, Duplicagdo de Periodo, Thue-
Morse, Dobra de Papel e Rudin-Shapiro.

finito, pode vir dai essa divergéncia. J4 nos casos mais préximos ao extremo aleatério, é
possivel perceber que os picos com a singularidade préximo as bandas aparecem bem

definidos.

5.2 Os mapas cadticos

Para mapas cadticos, observou-se que os casos em que o parametro r estd com
valores que os geram com o comportamento mais préximo ao aleatorio, as singularida-
des sdo bem caracterizadas. Ja para as janelas de periodicidade, ou nas zonas periédicas
dos mapas, os resultados se aproximaram muito do extremo periédico ja visto. Para
a construgdo desses graficos, foram consideradas sequéncias de tamanho N = 1000 e
semente inicial aleatéria, utilizando-se recursos proprios do MatLab. Para as médias,
utilizou-se também pedagos distintos (sem sobreposi¢do) da mesma sequéncia cadtica
com parametro definido, mas os resultados ndo mostraram diferencas significativas.

Assim, optou-se por utilizar as sementes aleatorias.

Ao analisar a figura 35, referente ao mapa logistico, é possivel perceber que a
média de /PR(FE) tem comportamento similar ao periédico para os valores de r que
geram mapas que se aproximam dos gerados por sequéncias periddicas (inclusive com
relagdo aos gaps presentes no caso periddico), e que caracterizam bem a singularidade

encontrada no modelo de Anderson em valores de r que aproximam o comportamento
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Figura 35 — Mapa logistico: / PR(E) para diferentes valores de r.

do extremo aleatério. E possivel perceber também que a média de I PR’s gerada pelo

mapa com r = 4 é bem definida quanto a singularidade.
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Figura 36 — Mapa da barraca: / PR(FE) para diferentes valores de .

O mapa da barraca ja mostra que a mudanga abrupta para o caos é bem definida,



na figura 36. Observe que, para r = 0.4, 0 mapa se aproxima do comportamento
periddico, porém sem gaps. Como ja dito anteriormente, a existéncia de um ou mais
gaps estd diretamente relacionada com o tamanho do periodo da sequéncia e, neste
caso, tinha-se uma sequéncia com apenas um ponto de acumulagdo, portanto, sem
gaps. Na medida em que o parametro r caminha em dire¢do ao extremo 1, temos que a
singularidade vai se tornando mais caracterizada.
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Figura 37 — Mapa gaussiano: / PR(E) para diferentes valores de r.
O mapa gaussiano tem ida para o caos por bifurca¢des e volta para a regido
periddica por unificagdes. A figura 37 apresenta uma regido periddica, com r = —0.8

e trés valores de r com resultado com comportamento similar ao extremo aleatério.
Aqui, optou-se por ndo apresentar mais valores com comportamento peridédico devido a
similaridade das curvas. As singularidades estio bem marcadas nas regides de r cadtico,
porém nao existem muitas maneiras de se comparar quais as regides mais ou menos
cadticas, uma vez que o mapa bifurca para o caos e unifica para a regido periédica

novamente.

Apesar das figuras 35, 36 e 37 apresentarem apenas quatro valores diferentes de
parametro r, quando outros valores de pardmetro r foram gerados, percebeu-se que
existe uma continuidade na construgdo da singularidade, a medida em que seguimos do
periddico para o aleatério. Assim, construiu-se uma sequéncia de quadros na extensao
“avi” para comprovar essa continuidade. O video mostra que, quando o pardmetro r vai

caminhando para as zonas mais aleatdrias, a singularidade vai ficando melhor definida.

Nao se sabe ao certo quais caracteristicas fisicas essa singularidade pode trazer.
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Acredita-se que essa mudanga abrupta no I PR pode evidenciar alguma propriedade
do sistema que ainda ndo foi explorada. Como percebeu-se que os mapas cadticos
apresentam a mesma singularidade, pretende-se explorar um pouco mais das con-
sequéncias fisicas dessa mudanca abrupta. Acredita-se, superficialmente, que essa
singularidade pode ser explicada a partir dos estados de Lifshitz (JOHRI; BHATT, 2012),
que sinteticamente podem ser definidos como pequenas regides periédicas se analisadas
separadamente, que podem surgir na aleatoriedade de uma sequéncia maior, mas isso

necessita de maior investigacdo.
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Capitulo 6

GIPR e a dimensao multifractal dos

autoestados

Nos modelos classificados como criticos, as autofungdes do sistema podem ser
vistas como distribui¢des multifractais, com suas varias dimensoes d,,. Sabe-se (CUEVAS,
2002) que o GI PR para sistemas de tamanho finito estd relacionado com a dimenséo

fractal d, associada a uma dada autofuncdo da seguinte maneira.

Como ja foi visto no capitulo 2, dada a equagdo 11, o GI PR pode ser escrito de

forma continua pela equagao 12:

GIPR(q) = / da |1 (x)[?? oc L™da(@=D),
Q

onde d, é a dimensdo fractal associada a autofungdo, (2 denota a regido de integracdo de

extenséao L.

Também ja foi visto que, de modo geral, pode-se perceber uma relagdo direta
entre o /PR e a dimensao fractal do autovetor 1, a partir do coeficiente angular da
reta gerada pelo ajuste de curva do tipo y = b — az da seguinte maneira: dada uma

dimensao fractal d,, a dimensdo fractal é dada pelo coeficiente angular a = (¢ — 1)d,, ou
a

-1
Para se investigar a dimensdo fractal dos autovetores dos sistemas gerados por

seja, d, =

potenciais cadticos, pensou-se inicialmente em investigar os sistemas formados pelas
sequéncias aleatdria, periddica e peneperiddicas. Isso se justifica pela gama de infor-
magcoes ja existentes sobre essas sequéncias, que estdo sendo usadas como parametro

comparativo para todo o trabalho com as sequéncias caéticas.

Assim, considerando que a literatura (CASTELLANI et al., 1986) (MIRLIN A.
D.; EVERS, 2000) (PRIGODIN V.N.; ALTSHULER, 1998) geralmente considera sequén-
cias aleatodrias nos resultados envolvendo anélise de dimensao fractal dos sistemas, e

considerando que os resultados obtidos para as sequéncias cadticas poderiam carecer
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de uma comparagdo, dividiu-se o trabalho em duas partes.

6.1 Dimensdo fractal para sequéncias aleatoria, periddica e
peneperiddicas

Para as sequéncias aleatodria, periddica e peneperiddicas, inicialmente, buscou-se
compreender as diferencas entre variados ¢’s na equagdo 12. Assim, numa primeira
fase, gerou-se variados graficos em escala logaritmica para cada uma das sequéncias
envolvidas com o objetivo de comparagdo e percepgdo das diferencas. Para esses graficos,
retirou-se o coeficiente angular do ajuste de curva do tipo b — ax utilizando-se regressao

linear.

O grafico abaixo apresenta dois diferentes valores de ¢’s para a sequéncia perio-

dica. Observe que ambos os gréficos apresentam curva logaritmica similar.
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Figura 38 — Sequéncia periddica: (a) Gréfico em escala logaritmica envolvendo o ta-
manho do sistema e o GIPR com ¢ = 2. Para este gréfico, pelo ajuste de
curvas, obteve-se coeficiente angular a = —0.9938, com precisdo de 100%. (b)
Gréfico em escala logaritmica envolvendo o tamanho do sistema e 0 GIPR
com ¢ = 3. Para este gréfico, pelo ajuste de curvas, obteve-se coeficiente
angular a = —1.988, com precisdo de 100%.

Para este primeiro tipo de andlise, a dimens&o fractal d, é calculada manualmente

. ~ a . ~ .
utilizando-se a relagdo d, = 1 Para ambos os casos, a dimensdo fractal ficou
q —_—
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préximo de um, d, ~ 1.

O mesmo procedimento foi realizado com a sequéncia aleatéria: variou-se os ¢’s

e obteve-se indiretamente a dimensao fractal do sistema. Porém, aqui, precisou-se fazer

médias para suavizar a curva. Utilizou-se média de 50 curvas para o ajuste de curvas. A

tigura abaixo mostra o sistema com g =2 e g = 3.
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Figura 39 — Sequéncia aleatéria: (a) Gréfico em escala logaritmica envolvendo o tama-
nho do sistema e o GI PR com g = 2. Para este grafico, pelo ajuste de curvas,
obteve-se coeficiente angular a = —0.1448, com precisdo de 80%. (b) Grafico
em escala logaritmica envolvendo o tamanho do sistema e 0 GIPR com
q = 3. Para este gréfico, pelo ajuste de curvas, obteve-se coeficiente angular

a = —0.2555, com precisao de 93%.

A partir dai, percebeu-se que uma maneira de melhor apresentar os dados era

gerando graficos que estabelecessem uma relagdo entre a dimensao d, do sistema e

o coeficiente ¢ do GIPR. Para tal, foi construido um algoritmo que retirasse de cada

valor de ¢ o valor de dimensdo fractal d,, a partir do ajuste de curvas do Matlab e

armazenasse-o num vetor. Dessa maneira, foi possivel relacionar vérios valores de ¢’s

para andlise de forma rdpida e bastante visual. O resultado final mostra um grafico

onde é possivel perceber a dimensdo fractal d, para um dado g.

A figura 40 apresenta a dimensao fractal para variados ¢’s para as sequéncias
q

aleatoria e periddica. Observe que para o caso periédico, a dimenséo fractal se conserva

sempre proxima de um, enquanto para o extremo aleatério, existe uma pequena variacdo

na dimensdo fractal na medida em que ¢ cresce, sempre com valores mais baixos,

proximos de 0.1.
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Figura 40 — (a) Curva do valor assintético da dimensdo fractal para diferentes ¢’s gera-
dos pela sequéncia periddica. (b) Curva do valor assintético da dimensao
fractal para diferentes ¢’s gerados pela sequéncia aleatéria.

As figuras 41 e 42 apresentam o comportamento assintético para as sequén-
cias peneperiédicas préximas ao extremo periddico (figura 41) e o comportamento
assintético para as sequéncias peneperiddicas proximas ao extremo aleatério (figura
42).

Analisando-se as figuras 41 e 42, é possivel perceber que as curvas de Fibonacci,
Thue-Morse e Duplicagdo de Periodo apresentaram comportamento multifractal bem
definido. E mais claro percebé-lo na sequéncia duplicacdo de periodo e Fibonacci,
mas mesmo de maneira sutil, o decaimento da curva Thue-Morse também acusa esse
comportamento. Esse resultado é compativel com a andlise espectral e de autovetores ja
obtida anteriormente (OLIVEIRA, 2012).

As curvas Rudin-Shapiro e Dobra de Papel apresentaram comportamento simi-
lar a curva assintética de dimensao fractal gerada pela sequéncia aleatéria. Segundo
Cuevas e colaboradores (CUEVAS et al., 2002), a dimensao fractal para ¢ = 2 é a mais
importante do sistema e recebe o nome de dimensao tipica. Observe que quando ¢
cresce, 0 comportamento da curva tende a ser uma constante. Porém, quando se analisa
a dimensao tipica, é possivel perceber que todas as curvas geradas por sequéncias
semelhantes ao resultado obtido pela sequéncia periédica tém dimensdes tipicas muito

préximas de um, enquanto os valores para a dimensao tipica estdo abaixo de dy, = 1
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Figura 41 — Quadro comparativo para as sequéncias peneperiddicas. Em cada gréfico,
pode-se ver a relagdo d, x q.
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Figura 42 — Quadro comparativo para as sequéncias peneperiddicas. Em cada gréfico,
pode-se ver a relagdo d, x gq.
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para os casos proximos ao extremo aleatério.

Como esperado, todas as sequéncias peneperiddicas apresentaram comporta-
mento intermedidrio aos obtidos com sequéncias periddica e aleatdria. De acordo com
Cuevas (CUEVAS, 2002), os mapas com decaimento critico apresentam comportamento
multifractal bem definido, o que foi comprovado pelos mapas testados.

6.2 Dimensao fractal para os mapas cadticos

Usando a mesma proposta de se gerar curvas que explicitem a dimensdao fractal a
partir do coeficiente ¢ do GI PR, foi possivel estabelecer quadros comparativos para os
mapas cadticos. Em cada mapa, preocupou-se metodicamente em caminhar por todas as
janelas de bifurcacdo, para que fosse possivel ver se os mapas apresentavam resultados

correspondentes aos seus diagramas de bifurcagdo, j4 apresentados anteriormente.

A figura 43 apresenta o primeiro quadro de dimensdo fractal para o mapa

logistico com variados valores de .

Logistico com r = 3.55 Logistico com r = 3.60 Logistico comr = 3.70 Logistico comr = 3.75
1 o— 1 1 1
o 1l o . _ O C-4
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—————————————
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0 0 0 0
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
q q q q

Figura 43 — Quadro comparativo para o mapa logistico. Em cada grafico, pode-se ver a
relacdo d, x q.

O segundo quadro (figura 44) mostra os resultados obtidos com o mapa da
barraca. Neste mapa, a rota para o caos é abrupta em r = 0.5. Como se pode ver,
as curvas assintoticas geradas pelas dimensdes fractais mostram claramente (pela

proximidade a d, = 1) que essa ruptura entre o periédico e o caético é respeitada.
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Figura 44 — Quadro comparativo para o mapa da barraca. Em cada gréfico, pode-se ver
arelacdo d, x gq.

A figura 45 traz o ultimo quadro de andlise da dimensao fractal dos mapas
cadticos e mostra os resultados obtidos utilizando-se o mapa gaussiano. Neste mapa, a
rota para o caos se da por bifurcagdes mas o mapa volta a ter comportamento periddico

também por unifica¢des.

Ao se analisar os quadros 43, 44 e 45, percebe-se claramente que o controle do

caos é pertinente com relagdo as dimensdes multifractais.

Observa-se que 0s mapas com ajuste de parametro r com valores que geram
comportamento periddico estdo estabilizados numa dimensao tinica, préxima de um.
Os valores de parametros que levam ao outro extremo apresentam comportamento
préoximo ao gerado pelo mapa aleatério e esses também nao apresentam variagdo
multifractal muito relevante e se estabilizam préximo de 0.2. Porém, os valores de r que
geram comportamentos intermedidrios apresentam uma variagdo multifractal, alguns
de modo bastante evidente e outros nem tanto. Este comportamento esta de acordo com
a literatura (CUEVAS, 2002) e fortalece a ideia de que os mapas cadticos sdo uma boa

alternativa aos peneperiédicos.

E possivel perceber também que, na medida em que ¢ cresce, a variagao de d,
entre diferentes ¢’s fica menor, estabilizando num valor fixo. Isto também esté de acordo
com a literatura (CUEVAS et al., 2002), onde se estabelece que a dimens&o tipica g = 2 é

considerada a mais importante pois ndo varia com o tamanho do sistema.
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Figura 45 — Quadro comparativo para o mapa gaussiano. Em cada gréfico, pode-se ver
a relacdo d; x gq.
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Capitulo 7

Conclusao

O crescimento de quase-cristais pelo ordenamento de d&tomos com base em
sequéncias peneperiddicas ja esta consolidado dentro da fisica do estado sélido (ASH-
CROFT; MERMIN, 1976). Muitos sdo os trabalhos (ROY; KHAN, 1994) (ROY et al., 1995)
(OH; LEE, 1993) (PTECHON et al., 1995) (MIZOGUCHI et al., 1997) (RYU et al., 1992)
que utilizaram-se da sequéncia de Fibonacci e Thue-Morse para analisar diferentes
aspectos de estruturas construidas com base nessas regras de substitui¢do. Além disso, a
utilizacdo do medidor de participacdo dos sitios na rede, |1/|°, também é vastamente uti-
lizado como ferramenta para determinar se o sistema tem classificacdo como estendido

ou localizado.

O presente trabalho apresenta duas alternativas as ja consagradas ferramentas
da fisica do estado sé6lido: (a) a utilizagdo de mapas caéticos como regra de substituicdo
para o potencial da equagdo de Schrodinger e (b) a utilizagdo do I PR como medidor de

participacdo dos sitios na composi¢do da fun¢do de onda V.

O capitulo 2 apresenta as principais ferramentas matemaéticas e fisicas utilizadas
ao longo deste trabalho e também a maneira com que se acredita poder utiliza-las para
investigar novas caracteristicas e propriedades sobre os potenciais caéticos e sobre o
IPR.

Os potenciais cadticos apresentam comportamento muito similar ao obtido pelos
potenciais gerados por sequéncias peneperiddicas. Até onde sabemos, a utilizagdo de
mapas cadticos como simulador de potencial para a equacgdo de Schrodinger é inédita e
foi proposta por César Rogério de Oliveira (OLIVEIRA, 2002). A andlise qualitativa e
quantitativa sobre esses mapas refor¢ou ser verdade uma hipétese levantada anterior-
mente (OLIVEIRA, 2012): os mapas cadticos podem ter o desordenamento controlado
por meio do ajuste de seus parametros de criagdo. Essa caracteristica sugere que o
pesquisador poderia, hipoteticamente, ajustar o parametro da sequéncia para que o
potencial se comportasse da maneira que lhe fosse conveniente, para determinado

problema fisico.
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O capitulo 3 apresenta uma andlise qualitativa por meio dos autovalores e
autovetores dos mapas caéticos como simulagao do potencial da equacdo de Schrodinger
e uma andlise quantitativa por meio do I PR e sua relagdo com o decaimento de [¢|?

para alguns niveis de energia previamente escolhidos.

Inicialmente, uma varredura por todo o conjunto universo de r foi realizada e
tentou-se explorar ao méximo as janelas de periodicidade contidas nos mapas logistico
e gaussiano. Neste momento, foi possivel caracterizar qualitativamente o espectro e
alguns valores determinados de energia para que compreendéssemos o qudo importante
era a determinagdo do parametro r para o sistema. Além dos resultados apresentados no
capitulo, como material complementar, criou-se arquivos de videos de autovetores para
determinados valores de r e das curvas espectrais para todos os possiveis valores de r. O
que se pode perceber é que as janelas de periodicidade estdo claramente caracterizadas
e consolidam a ideia de que os mapas caéticos podem, de fato, controlar a desordem

por meio do ajuste de parametro.

Jéa o IPR(n) representa uma proposta de alternativa ao decaimento de |¢|?, mais
utilizado na literatura. O que pdde-se perceber é que o I PR(n) apresenta-se como uma
terramenta eficaz para caracterizar os sistemas em localizado - delocalizado e apresenta

uma relagdo importante com a probabilidade aprecidvel de se encontrar a particula.

Uma outra proposta de caracterizagdo utilizou o Lya, que representa o inverso
do comprimento de localizac¢do. Infelizmente, apesar de funcionar bem para os casos
préoximos ao extremo peridédico, nao foi possivel perceber sua eficicia nos casos caéticos
(préximos ao extremo aleatdrio), o que nos fez concluir que este medidor precisa ser
melhor compreendido e aplicado nos nossos sistemas. Apesar disso, as caracteriza¢des
qualitativa e quantitativa ndo deixam dtvida sobre a eficacia dos mapas caéticos para
simularem o potencial na equacdo de Schrodinger e sobre o controle da desordem por

meio do ajuste do parametro r.

O capitulo 4 apresenta uma relacdo entre o / PR e o expoente de Lyapunov (Ly)
do mapa. De maneira geral, o / PR fornece uma medida da participagdo dos sitios na
composi¢do da funcdo de onda e sua distribui¢do sobre a rede. No extremo aleatério, o
decaimento se estabiliza em uma constante positiva k& > 0. J4 no extremo periddico, este
decaimento é caracterizado pelo tipo % e, consequentemente, tende a zero (MONTHUS;
GAREL, 2010). Ja o expoente de Lyapunov do mapa (Ly) é um consagrado medidor de
caoticidade do sistema e apresenta valores positivos (Ly > 0) para regides cadticas e
valor negativo ou zero (Ly < 0) para regides sem caoticidade.

Para a andlise quantitativa, utilizou-se o / PR comparado-o ao expoente de Lya-
punov do mapa (Ly). E importante ressaltar que o /PR é calculado para determinado
autovetor do sistema (nesta pesquisa, frequentemente o estado fundamental), ou seja,

é uma medida do sistema. Jd o Ly é uma medida de caoticidade da sequéncia. O que
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percebeu-se é que existe uma correlacdo entre esses dois medidores: o /PR tende a
zero exatamente aonde o Ly apresenta-se negativo ou zero e o I PR estabiliza-se em

constante k > 0 exatamente onde o Ly apresenta-se positivo.

O mapa logistico pode apresentar uma generalizacdo mostrada pela equagao
13. Para essa generalizacdo, algumas regides podem apresentar atrator estranho ndo
caotico (SNA), ou seja, regides com dindmica complicada mas em que o expoente de
Lyapunov (Ly) ndo reconhece caoticidade no sistema. Essas regides sao apresentadas
pela figura 30. Para as primeiras andlises, considerou-se valores de pardmetros que nao
geram regides SNA’s. Posteriormente, percebeu-se que o I PR apresenta-se sensivel
a essas regides. Isso fortalece a ideia de que foi conveniente escolher mapas caéticos
que nao trouxessem regides do tipo SNA, uma vez que, entdo, o / PR, como medidor,
distingue bem os diversos comportamentos. Resultados da relacdo entre o /PR do

estado fundamental do sistema e o Ly foram publicados em um artigo cientifico '.

Existem véarias maneiras de se analisar o / PR. Em trabalhos anteriores (OLI-
VEIRA, 2012), utilizou-se sempre andlises de I PR pelo tamanho N do sistema. No
capitulo 5, novas abordagens foram realizadas. Em uma delas, utilizou-se a energia £
do sistema como parametro de andlise para o / PR e essa nova abordagem proporcionou
uma andlise diferente dos potenciais cadticos, agrupando-os por médias na energia do
sistema. A partir disso, foi possivel perceber que a singularidade apresentada por Johri
& Bhatt (JOHRI; BHATT, 2012) para o modelo de Anderson, também se estende aos
potenciais cadticos. Além disso, foi possivel iniciar a anélise de mapas com um valor
de parametro r que gerasse um sistema periddico e, a partir dele, caminhando com
valores de r na diregdo do caos (pensando no mapa de bifurcacdes), chegar até o estado
cadtico, tendo sido possivel perceber a formagdo dessa singularidade na medida em

que a variagdo r tornava a sequéncia mais caoética.

O GIPR também esta relacionado com a dimensdao multifractal do sistema,
como foi visto no capitulo 6. A anélise multifractal do sistema por meio do GIPR é
apresentada em vérios trabalhos (EVERS; MIRLIN, 2000) (MIRLIN A. D.; EVERS, 2000)
(PRIGODIN V.N.; ALTSHULER, 1998) que analisam as propriedades de transigdo entre
conduténcia e isolamento no modelo de Anderson. Sabe-se (CUEVAS et al., 2002) que
essas informagdes tém aplicagdo em sistemas dinamicos caéticos, distribuicdo de proba-
bilidade de crescimento por agregacdo em difusores limitados, entre outros. Foi possivel
perceber que a dimensdo fractal para sequéncias periddicas tende a se estabilizar em
um valor constante igual a um, enquanto para o extremo aleatdrio essa dimensao fractal
fica em torno de um décimo. Os casos semi-periddicos (gerados por sequéncias penepe-
riddicas e cadticas), também conhecidos como estados criticos, apresentam dimensdes
multifractais bem definidas, como previsto pela literatura (CUEVAS, 2002).

!Copia deste e demais trabalhos publicados podem ser vistos no anexo B desta tese.
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Por fim, pode-se concluir que os mapas cadticos apresentam, de fato, a vantagem
de controle de desordem por meio do ajuste de parametro dos mapas, o que pode ser
um beneficio frente as sequéncias peneperidédicas e podem contribuir com o estudo de
ordenamento de 4tomos e, consequentemente, com o estudo de quase-cristais e com a
engenharia de novos materiais. Além disso, a utiliza¢do do /PR e de sua generaliza¢do
GIPR possibilitam estudos relacionados a distribui¢do multifractal do sistema, ao
agrupamento por energia do sistema e aparecimentos de singularidades encontradas no
modelo de Anderson, o que pode contribuir para a descoberta de novas propriedades
e caracteristicas para os sistemas e acrescentar novas vantagens além da ja observada

neste trabalho.

7.1 Trabalhos Futuros

A medida em que a pesquisa foi sendo realizada, algumas novas possibilidades
surgiram e acredita-se que, de certa forma, dardo continuidade ao trabalho aqui apre-
sentado. Espera-se iniciar os trabalhos futuros (desdobramentos deste) pelos seguintes

itens:

e Buscar novos mapas cadticos além dos apresentados neste trabalho e verificar sua

compatibilidade com os resultados encontrados.

e Compreender melhor como o Lya se aplica aos nossos sistemas e tentar buscar

sua caracterizagdo também por meio deles.

e Analisar se os mapas cadticos apresentam correlacdo de curto ou longo alcance e,
consequentemente, geram sistemas com fronteiras de mobilidade. Compreender

melhor essas fronteiras e suas consequéncias para esses tipos de sistemas.

e Compreender melhor as zonas SNA'’s e verificar a existéncia dessas regides para

os demais mapas cadticos.

e Caracterizar melhor as regides SNA’s e analisar os sistemas gerados por essas

sequéncias como simulador do potencial da equacdo de Schrodinger.

e Compreender ou buscar melhor compreensédo para a singularidade apresentada
por Johri-Bhatt para o modelo de Anderson e também encontrada para as sequén-

cias cadticas com parametro ajustado para regides mais cadticas.

e Compreensdo, calculo e comparacdo do expoente de Hurst (que é, de maneira
geral, uma medida de correlacdo das sequéncias) dos mapas cadticos com o /PR
e expoente de Lyapunov Ly (CHERAGHCHI et al., 2005).
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ANEXO A - Diagramas de Bifurcacao

Diagrama de bifurcacido - Mapa Logistico

0.7
0.6
= 05
0.4
Oab SR ........... SRR S .

.2

Figura 46 — Mapa de bifurcagdo para sequéncia logistica.

Diagrama de bifurcagio - Mapa da Barraca
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Figura 47 — Mapa de bifurcacdo para o mapa da barraca.

Diagrama de bifurcagcao - mapa Gaussiano

Figura 48 — Mapa de bifurca¢do para o mapa gaussiano.
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Abstract Chaos-based potentials are defined and implemented in the one-dimensional tight-
binding model as a way of simulating disorder-controlled crystalline lattices. In this setting,
disorder is handled with the aid of the chaoticity parameter. The inverse participation ratio
(IPR) probes the response of the system to three different such potentials and shows consistent
agreement with results given by the Lyapunov exponent Ly: the greater Ly (r) for the chaotic
sequence as a function of the chaoticity parameter r, the greater the asymptotic value IPR(r)
for the large-system ground state.
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1 Introduction

Growing crystalline structures and new materials which would show previously desired
properties—or avoid undesired ones—is a long-standing task. As a particular characteristic,
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disorder is an inherent and mostly uncontrolled feature of natural materials. It is acceptedly
one of the main responsible facts for resistivity, be it electrical, thermal, or signal resistivity;
and its very notion is based on the randomness of its occurrence. Contrary to common sense,
controlled disorder can be made an interesting property, although perhaps difficult to achieve.
The advent of quasicrystals made a notable step towards disorder control, due to the possibility
of using binary substitution sequences to guide deposition-based crystalline growth. Although
disorder was not fully controlled, it could be classified as an ascending feature for different
quasicrystals, i.e., different substitution sequences. Remarkably, the early and well-known
chaotic maps can give rise to binary sequences where the disorder is controlled by their
chaoticity parameter and even measured by their associated Lyapunov exponent. Here, such
chaos-based sequences are constructed from three known maps—Ilogistic, tent, and Gaussian
maps—and used as potentials in the one-dimensional Schrodinger equation. It is seen that a
system simulated in this way not only responds unambiguously to more or less disorder in
the potential but also allows for a disorder control in an experimental realization.

Outline. The remainder of this article is organized as follows. Section 2 states the main
ideas, scope, and objectives of this work. In Sect. 3, there appear the necessary definitions
and model. Section 4 brings results and comments. In Sect. 5, we discuss the consistency of
our proposals in comparison with results known for disordered potentials. A short Sect. 6
concludes this article.

2 Theory

Aperiodic sequences of different types have recently been used to simulate disordered one-
dimensional crystalline structures, as potentials entering the Schrodinger equation. One of
the main purposes of this effort is to simulate the physics of quasicrystals, which can be
viewed as intermediate systems between the well-understood cases of periodic and disor-
dered lattices. The latter ones are fairly well described by Bloch theorem and Anderson
localization phenomenon, respectively. In the case of periodic potentials, the eigensolutions
of the Schrodinger operator can be chosen to exhibit periodic absolute values (Ashcroft
and Mermin 1976), thus providing good conducting properties. At the other extreme, one-
dimensional disordered potentials afford localized probability densities and, in this way,
insulating properties (Anderson 1958).

In the context of one-dimensional systems, quasicrystal issues have been addressed using
almost-periodic substitution sequences to mimic the ordering of the atoms in a crystalline
lattice (DiVincenzo and Steinhardt 1991; Axel and Gratias 1995). Substitution sequences
and the properties of the Scrodinger operator have been extensively studied both from the
theoretical (Queffélec 1987; Luck 1989; Dulea et al. 1992b, 1993; Ryu et al. 1992; Oh and
Lee 1993; Piéchon et al. 1995; Oliveira and Pellegrino 1999) and the experimental (Merlin
et al. 1985; Todd et al. 1986; Axel and Terauchi 1991; Mizoguchi et al. 1997) points of view.
Some examples of these sequences are the early Fibonacci substitution sequence, as well as
Thue—-Morse, period-doubling, paper-folding, Rudin—Shapiro sequences, and others (Axel
and Gratias 1995). The main interests in these studies are the physical transport properties
(Dulea et al. 1992a; Iochum et al. 1992; Ryu et al. 1993; Roy and Khan 1994; Katsanos
et al. 1995; Roy et al. 1995; Piéchon 1996; Roche and Mayou 1997; Salejda and Szyszuk
1998; Pellegrino 2001) and the mathematical spectral types (Queffélec 1987; Bovier and
Ghez 1995; Allouche 1997) of the corresponding Schrodinger operators.
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The almost-periodic sequences cited above have no definite period and appear as interme-
diate cases between periodic and disordered structures. Although these substitution sequences
could be classified in a hierarchy of ascending disorder (Pellegrino 2001; Steuer et al. 2001;
Gong et al. 2015), this is a static classification, since each sequence is generated by a fixed
iteration rule. It would be greatly desirable both for the physical and mathematical pos-
sibilities to have a variable disorder, eventually controlled by a continuous variation of a
parameter. This is the main purpose of this article. We start exploring here the properties of
the Schrodinger operator triggered by a new type of possibly disorder-controlled potential,
which will be based on iteration maps appearing in Chaos Theory (Hilborn 2000) (hereafter
called chaotic potentials).! As it is well known those maps are not periodic in the chaotic
region, and chaoticity can be controlled by a continuous parameter r and measured by a
Lyapunov exponent (Hilborn 2000).

To that end, our main probing tool will be the Inverse Participation Ratio (IPR) of a given
eigenvector of the Schrodinger operator. This ratio is a real number defined and used in Solid
State Theory to characterize localization—delocalization transitions and their consequences
to the transport properties (Evers and Mirlin 2000; Ludlam 2004; Monthus and Garel 2010;
Murphy et al. 2011). It will be seen that IPR for the ground-state eigenvector, as a function
of the chaoticity parameter, shows very good agreement with the structure of chaotic regions
and periodicity windows characteristic of these chaotic maps. In this way, one could seek
to control the effects of the disorder in the potential sequence appearing in the Schrodinger
operator just by varying the chaoticity parameter.

3 Definitions and model
3.1 The tight-binding model

We consider here the time-independent Schrodinger operator in the tight-binding approxi-
mation

(Hw)n = VYut+1 + Vu-1 + Va¥n, (D

where one assumes the potential V, created by a lattice of atoms placed at positions 7, to
be concentrated in the regions close to the atoms, being negligible in the regions between
them (Ashcroft and Mermin 1976; Oliveira and Pellegrino 1999). In this approximation,
the eigenfunctions are given by the values v, at sites n, when subjected to a potential with
values V,,. In this model, one easily switches different potentials just by choosing appropriate
sequences of real numbers {V,,}7 ;.

3.2 Chaotic sequences and potentials

The sequences to be used as potentials in Eq. (1) will be obtained from three iteration maps
Wp+1 = fr (w,) commonly encountered in Chaos Theory (Hilborn 2000), namely

o the logistic map
Wp1 = 1w, (I —wy,) re[3.4,4.0] 2)

e the tent map

Wpt1 :r(l—Z‘wn—%D r e04,1.0] 3)

! To the best of the authors’ knowledge, this was first proposed by C. R. de Oliveira (personal communication,
2002).
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e the Gaussian map
Wp41 = e’ +r rel[-1,0.1] 4)

In all these maps, r is a continuous parameter which controls in a sense the chaoticity
of the map. In the expressions above, the intervals are chosen to cover the regions of chaos
and periodicity of the maps. For the sake of the point we want to make, plots for these maps
will appear in the next section along with our results. It suffices to state here that, for r in
the chaotic regions, these sequences neither have definite period nor are completely random,
once they are constructed with fixed rules. Chaoticity, which will give us the desired disorder,
is incremented by going deeper into the chaotic region and is measured by the corresponding
Lyapunov exponent (Hilborn 2000)

N
1
Ly (r) = N E In | £/ (wp)|- (5)
n=1

To allow an easier comparison with results found in the literature for almost-periodic
substitution potentials, and also to set an experimental perspective based on crystal growing
(Axel and Terauchi 1991), we take here binary chaotic potentials as given by

e V,=1ifw, <0.5and V, =2 if w, > 0.5 in the cases of logistic and tent maps;
e V,=1ifw, <0andV, =2if w, > 0 in the case of the Gaussian map.

The Lyapunov exponent, as given by Eq. (5), is not directly applicable to these binary
sequences (Steuer et al. 2001; Gong et al. 2015). It is, however, remarkable the fact that the
Inverse Participation Ratio, to be defined in the following, captures indeed the features of
that exponent even after the transposition to the corresponding binary sequence. Details of
this accordance will be seen in the next section.

3.3 Inverse participation ratio

Perhaps the most conspicuous effect of a one-dimensional random potential is the localization
of the wavefunctions, solutions of the Schrodinger equation, within finite regions in space
(Anderson 1958; Kramer and MacKinnon 1993). At the other extreme, periodic potentials
give rise to wavefunctions which are extended over the lattice (Ashcroft and Mermin 1976).
The Inverse Participation Ratio of a given wavefunction, defined as a function of the system

size N by
-1

Yonet Wl
(20 )

reflects the regions where the wavefunction has appreciable amplitudes and, therefore, its
distribution over the lattice (Evers and Mirlin 2000; Ludlam 2004; Monthus and Garel 2010;
Murphy et al. 2011). In this way, one can verify that IPR(N) tends to zero as 1/N for
large enough system sizes N in the case of periodic potentials. For the random case, [PR(N)
attends a constant value k > 0 as N goes to infinity (Ludlam 2004; Monthus and Garel 2010).
Aperiodic potentials, such as the almost-periodic substitution potentials, are expected to fall
between these extreme cases (Oliveira and Pellegrino 2014). The large-N values of IPR(N)
could, therefore, probe the effect of a greater or smaller disorder in the potentials; the higher
the asymptotic value of IPR(N), the greater the disorder of the potential. Here, we take the
eigenvector associated with the lowest energy eigenvalue for the Schrodinger operator and
calculate its large- N value for IPR. This asymptotic value, being a function of the parameter
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Fig.1 Logistic map. a Bifurcation diagram for r € [3.4, 4.0]. b IPR(r) and Ly(r) multiplied by 0.1 for better
viewing

r, will be denoted here simply IPR(r). This will be our probing tool in order to see whether
chaotic potentials, as defined here, could provide a way in which disorder is implemented in
a more controlled procedure, as compared to other known aperiodic potentials.

4 Results

In Figs. 1, 2 and 3, we show in plots (a) the original chaotic maps for different values of
r, prior to the conversion into binary sequences. In plots (b), there appear the Lyapunov
exponents for the original sequences and the average asymptotic large-N values IPR(r) for
the corresponding binary sequences. In all these plots, we use sequences of size N = 1000
and in the calculation of IPR(r) we take averages over the results for 500 realizations of the
sequences with different initial seeds wy.

In plots (a), we see the characteristic features of these chaotic maps, with regions of
chaos and, eventually, windows of periodicity. We have chosen these three maps due to
their different routes to chaos. The logistic map undergoes a sequence of period-doublings
for its fixed points until entering a region of chaos at r ~ 3.6. This chaotic behavior is
observed up to r = 4.0, with periodicity windows appearing at precise values of r. For the
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tent map, the behavior is quite different, the sequence entering directly the chaotic region
without passing a period-doubling transition. Finally, for the Gaussian map, we see the period-
doubling transition to chaos, as in the case of the logistic map, but also a period-undoubling
transition back to periodicity. The corresponding plots in (b) show that IPR(7) accompanies
this structure, with positive values for r in the chaotic regions and vanishing values for r in
the periodicity windows.

This agreement is in fact remarkably emphasized by the comparison between IPR(r) and
the Lyapunov exponent Ly (), both shown in plots (b). Expression (5) yields corresponding
forms for the Lyapunov exponents associated with the original maps studied here (Egs. 2—4):

e for the logistic map

N
1
Ly () = 5 D _Inlr (1= 2uw,)] @)

n=1

e for the tent map
Ly (r) = In|2r| 3
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(a) 1 I T
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r

Fig. 3 Gaussian map. a Bifurcation diagram for » € [—1.0, —0.1]. b IPR(r) and Ly(r) multiplied by 0.1 for
better viewing

e for the Gaussian map

N
1
Ly() =5 2 n ‘2bw”e*bw3 ©
n=1

In the regions where Ly(r) < 0, IPR(r) vanishes as well, pointing out a periodicity
window. On the other hand, Ly(r) is positive in the regions of chaotic behavior, a feature
captured by IPR(r). Moreover, one can see that IPR(r) follows on average the increasing—
decreasing behavior of Ly(r). A closer look reveals that IPR(7) increases smoothly as the
maps undergo the bifurcation process, and drops down abruptly when the maps enter a
periodicity window. This behavior can be seen, for example, at » & 3.83 for the logistic map,
or at r & —0.4 for the Gaussian map. On the other hand, one observes some abrupt jumps in
the IPR curve for the tent map, which are apparently not associated with a particular behavior
of the corresponding map. The wavefunction for these values of the chaoticity parameter,
however, shows accordingly a more localized distribution. This is suggestive of a consistent
estimative, via IPR(r), of the response of the system to the disorder of the potential. In
references (Pellegrino 2001; Gong et al. 2015), it is pointed out that different approaches in
order to produce a hierarchy of disorder for aperiodic sequences frequently end at inconsistent
results.
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We stress the fact that this consistent agreement between Ly(r) and IPR(r) is seen here
despite the conversion of the original sequences into binary ones, Ly (r) being directly cal-
culated for the former and IPR(r) being indirectly calculated for the ground state generated
by the latter ones. This agreement is found also for the excited states, with the same overall
behavior of IPR. In the next section, we give more details on this point.

5 Discussion

Much work on disordered potentials in one-dimensional tight-binding models has been done
in the last decades. Since the potentials proposed here are less studied, we compare our results
with those ones known for disordered potentials, in order to check for the consistency of IPR
as indicative of the effects of randomness.

The correlation between the ratio IPR and the Lyapunov exponent Ly of the sequences
which generate these chaotic potentials is clearly seen in Fig. 4, where we plot the varying
of IPR(r) with Ly(r). In fact, wherever Ly > 0 one has IPR > 0. Also, IPR increases
on average with the increase of Ly. For logistic and Gaussian potentials, the many-valued
character of IPR is due to the periodicity windows in the original maps, where Ly goes back
to negative values and reincreases with the next period-doubling process, followed by IPR
which goes back to zero and reincreases jointly. In this respect, the tent map shows a neat
single-valued aspect, since there are no periodicity windows above the chaos threshold. In a
situation where one would seek controlled disordered, the corresponding tent potential could
be a good choice.

For potentials with increasing randomness, the energy-band structure seen for periodic
potential is gradually destroyed. It is known that, in this process, the eigenstates associated
with band-edge energies are more localized than those associated with band-center energies.
This delocalization feature is also captured by the inverse participation ratio, eigenstates with
greater IPR being more localized. We verified that this agreement is found for the excited
states all along the spectrum, and we illustrate it with the logistic potential in the chaotic
region (r = 4). In Fig. 5, we show the inverse participation ratio IPR for all the eigenstates.
The central region of the spectrum has on average eigenstates with lower values for IPR.
From these results, we choose three eigenstates (k = 101, 510, 511), and plot in Fig. 6 the
corresponding probability densities |1 |> over the lattice. It is seen that even small variations
of IPR indicate corresponding variations in the localization length of states.

In this work, chaotic maps were intentionally chosen due to their intricate dynamics, which
provided the desired disorder, and to the positive Lyapunov exponents in chaotic regions,
which provided the desired control. Nonetheless, there is a whole class of systems, so-called
strange nonchaotic attractors (SNA) (Grebogi et al. 1984), which present a fractal nature,
with complicated dynamics, but for which all the Lyapunov exponents are either zero or
negative. It would be interesting to test the behavior of the participation ratio IPR for tight-
binding solutions generated by binary sequences built from such attractors. In what follows,
as an example, we take the quasiperiodically forced logistic map (Heagy and Hammel 1994;
Prasad et al. 1997, 2001) given by

Wpt1 =1 [l +ecos Qrby)]w, (1 —wy) (10)
Op+1 =0, +¢ (modl), (11)

where ¢ is an irrational number (we take the golden mean ¢ = («/g — 1) /2), and the

usual restriction 0 < r < 4 imposes 0 < € < (4/r — 1). It was shown that for ¢/ =
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Fig. 4 Correlation between Ly and IPR, both obtained as functions of the chaoticity parameter r

re/ (4 —r) = 0.95 this system has an SNA behavior in the approximate interval 2.75 <
r < 3. For r far below this interval, one has (quasi)periodic dynamics, which becomes more
and more complicated as r approaches the SNA region. For r > 3, one has two regions of
chaotic behavior separated by a narrow (quasi)periodic region around r ~ 3.4. In Fig. 7, we
can see that the inverse participation ratio IPR(r) signals all these features. We take as an
example a center-band delocalized eigenstate, ¥300. [IPR(r) presents small values for r in
the periodic region near r = 2 and attains increasing values as r approaches the SNA region
and the dynamics becomes more complicated. Even in the SNA region, where the (largest)
Lyapunov exponent Ly (r) = % Zflv:l In|r[1 + ecos (2m6,)] (1 —2w;,)| oscilates slightly
around zero, IPR(r) correctly points the intricateness of the dynamics, with a corresponding
localization process of the eigenstate (not shown here). It could be interesting to note that this
result corroborates in a sense the choice of chaotic maps as a recipe for controlled disorder
since, then, the vanishing IPR in periodic regions clearly distinguishes it from the chaos-given
disordered behavior with IPR(r) > 0.

Finally, we just mention that, although it is known that the strength of the potential influ-
ences the localization properties of the eigenstates, the inverse participation ratio consistently
keeps the agreement seen in the cases presented here. We have checked this consistency for
different values of the potential amplitude V), in the interval [0, 1].
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6 Conclusion

In this work, we have proposed the use of new binary sequences, based on three different
chaotic maps, as a way of introducing variable-disordered potentials in the Schrédinger
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operator. We have seen that the large-N value of the Inverse Participation Ratio (IPR(r))
for the ground-state of the Schrodinger operator, as a function of the chaoticity parameter r,
correctly indicates the windows of periodicity and the regions of chaos pointed out by the
Lyapunov exponents Ly (7). Moreover, we have seen in Figs. 1, 2 and 3b that IPR(r) follows
the increasing (decreasing) behavior of Ly(r), providing a measure of chaoticity and disorder
for the binary sequences, where the Lyapunov exponent is not directly applicable.

Finally, we mention that the techniques of growing superlattices by epitaxy (Axel and
Terauchi 1991) could in principle be applicable to the chaotic potentials considered in this
work. Experimental, and eventually technological, exploration of systems based on these
chaotic potentials could then be considered.
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Abstract. O presente trabalho apresenta uma andlise multifractal dos estados fundamentais
de sistemas obtidos a partir de potenciais gerados por sequéncias peneperiddicas na equa¢do
de Schrodinger unidimensional independente do tempo. As dimensées fractais sdo geradas a
partir de uma relagdo direta com o Inverso do Niimero de Participacdo Generalizado, o GIPR
e sdo comparadas a partir das curvas obtidas por potenciais periédico e aleatério. E possivel
perceber que o resultado é compativel com o obtido na literatura e que as curvas assintoticas de
dimensdo fractal apresentam comportamento intermedidrio aos obtidos pelos casos extremos.
Acredita-se que essa compatibilidade com a literatura existente seja um bom sinal quanto a
utilidade desta andlise para se obter informagées do sistema.

Keywords: Dimensdo multifractal, Sequéncias peneperiodicas, Quase-cristais.

1. INTRODUCAO

Uma maneira de se gerar quase-cristais unidimensionais consiste no ordenamento dos 4tomos
da rede cristalina utilizando-se regras de iteracdo. De modo geral, a ideia consiste em sim-
ular o potencial da equacdo de Schrodinger unidimensional independente do tempo a partir
de sequéncias numéricas, mais precisamente, as peneperiodicas. Essas sequéncias apresentam
uma regra de criacdo bem definida mas ndo possuem periodo finito (Latado, 2011). Muitos
artigos (Merlin et al., 1985) (Mizoguchi et al., 1997) (Oh & Lee, 1993) (Schechtman &
Gratias & Cahn, 1984) (Steuer et al., 2001) (Todd et al., 1986) apresentam estudos sobre as
propriedades de condutividade dos materiais gerados por tais sequéncias e muito se sabe sobre
as caracteristicas gerais desses materiais.

A maneira mais usual de se analisar as propriedades da rede unidimensional gerada pelos
potenciais peneperiodicos € a partir da andlise do decaimento da densidade de probabilidade
W|2. No extremo periddico, temos um material com estrutura ordenada que apresenta boa
condutividade e um decaimento de ]w|2 ndo persistente. Em outras palavras, a particula tem
probabilidade considerdvel de ser encontrada em toda a extensao da rede (Ashcroft & Mermin,
1976). Ja no extremo aleatdrio, temos uma estrutura ndo-ordenada que apresenta comporta-
mento isolante e apresenta um decaimento de |¢|2 do tipo exponencial, ou seja, a particula
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estd confinada em uma regido finita da rede (Anderson, 1958). As sequéncias peneperiddicas
apresentam comportamento intermedidrio e decaimento do tipo algébrico.

Uma alternativa ao decaimento de |w|2 como instrumento de andlise € o Inverso do Numero
de Participacdo (IPR) em fun¢do do tamanho do sistema N. Esta medida nos d4 a participagdo
dos sitios na funcdo de onda W e € calculada a partir da seguinte defini¢dao

N 4
IPR(N) =p~" = % (M
(X wif?)

Segundo Cecile Monthus (Monthus & Garel, 2010), o IPR de potenciais periddicos decai
para zero enquanto o IPR de potenciais aleatérios estabiliza em uma constante positiva. Ja é
sabido que o IPR € uma boa alternativa ao decaimento de |1p|2 (Oliveira, 2012) e muitos trabal-
hos o utilizam como um classificador para os materiais gerados por sequéncias peneperiddicas
(Murphy et al., 2011) (Monthus & Garel, 2010) (Evers & Mirlin, 2000).

Uma generalizacdo também utilizada para o IPR é dada por

GIPR(N) = *1:M 2)
(= )
i=11%i

e chamada de GIPR. Observe que para se obter a defini¢ao 1, basta substituir ¢ = 2 na equagao
2. O GIPR traz caracteristicas especificas do sistema (Murphy et al., 2011).

Uma das importantes contribuicdes feitas pelo GIPR € a anélise fractal dos autovetores do
sistema. No modelo de Anderson, as autofun¢des podem ser vistas como distribuicoes multi-
fractais, com suas vdrias dimensoes d,. Sabe-se (Cuevas, 2002) que o GIPR esta relacionado
com a dimensao fractal d, associada a uma autofuncdo da seguinte maneira:

GIPR(q) = / dor [y(r)[*? oc L4l 3)
Q

Onde d, € a dimensdo fractal associada a autofungdo e {2 denota a regido d-dimensional com
dimensao linear L.

De modo geral, pode-se perceber que a relagao direta entre o GIPR e a dimensao fractal do
autovetor 1), a partir do coeficiente angular da reta gerada pelo ajuste de curva do tipo b — azx, é
dada da seguinte maneira: a dimensdo fractal d, é dada pelo coeficiente angular ¢ = (¢ — 1)d,
(oud, = q%l).

O presente trabalho tem como objetivo analisar as dimensdes fractais associadas aos au-
tovetores de sistemas gerados por potenciais peneperiddicos na equagao de Schrédinger unidi-
mensional independente do tempo. Essa andlise pode ajudar a compreender as propriedades de
transmissao dessas estruturas e contribuir indiretamente para o estudo dos quase-cristais.

A seguir apresentam-se os resultados obtidos por simulacdo numérica a partir de algoritmo
compilado em Matlab.

2. RESULTADOS

De um modo geral, pensou-se em analisar a dimensao fractal para diferentes ¢’s individual-
mente. Posteriormente, pensou-se em criar uma curva que apresente a relacio entre os valores
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de diferentes ¢’s e a dimensao fractal d, = 5. Analisou-se os extremos periddico e aleatorio
para se ter parametro comparativo para as sequéncias peneperiddicas.

09r - 09} 4
08 R 081 R
07t (@ A 0.7 (b)
06 B 06} 4
-° 051 4 - 5o 0sf i
04r - 04} 4
03F - 03} 4
02r B 0.2F B
01r g 01f ]

0 L = L v v ; ; ; 0 g : : ; ; b k L
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

q q

Figure 1- (a) Curva assintética da dimensdo fractal d, para sequéncia periddica. (b) Curva assintdtica da
dimensao fractal para curva aleatéria.

Observe na figura 1 que as curvas estdo bem distanciadas com relagdo aos valores da di-
mensdo fractal. A curva de dimensdo fractal gerada pela sequéncia periédica tem valores
préoximos de um, enquanto a curva de dimensdo fractal gerada pela sequéncia aleatéria apre-
sentam valores que variam dentro de 0.1 e 0.2.

Para as sequéncias peneperiddicas, foi possivel perceber que as curvas de Fibonacci, Thue-
Morse e Duplicacdo de Periodo apresentaram comportamento similar a curva assintética de
dimensao fractal gerada por potencial periddico, como € possivel ver na figura 2. Esse resultado
€ compativel com a andlise espectral e de autovetores ja obtida (Oliveira, 2012).

Thue-Morse Fibonacci Duplicacdo de Periodo

Figure 2- Curva assintética da dimensdo fractal para as sequéncias de Fibonacci, Thue-Morse e
Duplicagdo de Periodo.

Ja as curvas Rudin-Shapiro e Dobra de Papel apresentaram comportamento similar a curva
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assintotica de dimensao fractal gerada pela sequéncia aleatdria, como pode ser visto na figura
3.

Rudin Shapiro Dobra de Papel

09r B 09r B

07rF B 07rF B

06F B 06F B

=° 06 R =° 06 R
04t g 04f i
0.3 1 0.3 1
0.2t 1 0.2t 1
0.1 1 0.1 1

0 . . . . . . . . 0 . . . . . . . .
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

q q

Figure 3- Curva assintdtica da dimensdo fractal d, para as sequéncias Rudin-Shapiro e Dobra de Papel.

Observe que, como esperado, todas as sequéncias peneperiddicas apresentaram comporta-
mento intermedidrio as sequéncias periddica e aleatéria. Além disso, esse resultado é com-
pativel com os obtidos em estudos anteriores (Oliveira, 2012).

3. CONCLUSAO

Como pode-se perceber, a dimensdo fractal dos autovetores de um sistema apresenta uma
classificacio bem ordenada e coerente com a literatura ja existente. E possivel classificar as
curvas de autofuncdes com potenciais peneperiddicos a partir dos extremos periddico e aleatério
e, assim, criar uma escala. Segundo Cuevas (Cuevas et al, 2002), uma dimensdo importante
para o sistema € a encontrada em ¢ = 2. Essa dimensdo € conhecida como dimensao tipica,
e pode trazer informagdes importantes sobre o sistema. Observou-se que o extremo periddico
apresenta dimensao tipica igual a d; = 1 e que, no outro extremo, a dimensdo tipica para as
curvas de potencial aleatério apresenta valores do < 1.

Sabe-se que a dimensao fractal estd diretamente relacionada com o GIPR pela equacdo 3 a
partir de um ajuste de curvas de grandezas logaritmicas, por meio do coeficiente angular da reta
ajustada d, = =

A dimensdo multifractal é objeto de estudo de varios trabalhos (Evers & Mirlin, 2000)
(Mirlin & Evers, 2000) (Prigodin & Altshuler, 1998) que analisam as propriedades de transi¢ao
entre condutancia e isolamento no modelo de Anderson. Sabe-se (Cuevas et al, 2002) que essas
informagdes tém aplicacdo em sistemas dinamicos cadticos, distribuicdo de probabilidade de
crescimento por agregacdo em difusores limitados, entre outros.

Ainda ndo se sabe ao certo que tipo de informagdes as dimensdes fractais podem fornecer
dos sistemas gerados por sequéncias peneperiddicas, uma vez que os trabalhos se concentram
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mais nos sistemas gerados por sequéncias aleatérias. Acredita-se que a coeréncia destes re-
sultados com os ja conhecidos pela literatura indicam um bom sinal de confiabilidade para as
informacdes encontradas.

Além disso, espera-se utilizar as sequéncias peneperiodicas que ja sdo bastante estudadas
para nortear um estudo sobre mapas cadticos como simuladores de potenciais para a equagdo de
Schrodinger. Muito ja foi feito neste trabalho com mapas cadticos (Oliveira, 2012) (Oliveira
& Pellegrino, 2013) (Oliveira & Pellegrino, 2014) (Oliveira & Pellegrino, 2016) e a andlise
multifractal para esses mapas € uma proposta de trabalho futuro para esse resultado aqui apre-
sentado.
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ALMOST PERIODIC SEQUENCES IN THE ONE-DIMENSIONAL SCHRODINGER
OPERATOR: A MULTIFRACTAL ANALYSIS

Abstract. This work presents a multifractal analysis of the ground state for systems obtained
Jfrom quantum potentials generated as almost periodic sequences and triggered in the time-
independent one-dimensional Schrodinger equation. Fractal dimensions are generated from a
direct relation with the Generalized Inverse Participation Ratio (GIPR), and they are compared
with results obtained for periodic and random potentials. It is possible to see that the results are
compatible with the ones found in the literature and that the asymptotic curves for the fractal
dimensions fall between those extreme cases. We believe that this agreement with literature
signals the efficiency of this analysis in obtaining information from these systems.

Keywords: Multifractal dimension, peneperiodic sequences, quasi-crystals.
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Abstract. Sequéncias semiperiddicas tém sido usadas para gerar estruturas quase-cristalinas
como simuladoras de potenciais para a equacdo de Schrodinger. Muitos estudos jd foram real-
izados utilizando-se sequéncias peneperiodicas (Fibonacci, Rudin-Shapiro, Thue-Morse, dobra
de papel, etc.). O presente trabalho propde a utilizacdo de mapas cadticos como alternativa de
desordem controlada para o potencial da equagcdo de Schrodinger, em simulacéoes da estrutura
cristalina em solidos; apresenta também uma andlise qualitativa do espectro e autovetores para
o mapa logistico, bem como sugere algumas vantagens desse mapa com relagcdo as sequéncias
peneperiodicas.

Keywords: Equacdo de Schrodinger, quase-cristais, mapa logistico.

1. INTRODUCAO

A cristalografia tem sido estudada por fisicos, engenheiros e matematicos. Esse ramo da
fisica tem contribuido de forma significativa para a engenharia de novos materiais. A de-
scoberta dos quase-cristais na década de 80 (Schechtman & Gratias & Cahn, 1984) fez com
que muitas pesquisas se voltassem para o estudo das propriedades desse tipo de material. Uma
das maneiras de se gerar essas estruturas quase-cristalinas consiste na utiliza¢dao de sequéncias
quase-periodicas para simular o potencial da equacao de Schrodinger unidimensional indepen-
dente do tempo. Muitos trabalhos foram realizados (Oh & Lee, 1993) (Merlin et al., 1985)

(Todd et al., 1986) (Mizoguchi et al., 1997) utilizando-se sequéncias peneperiddicas como
simulador para este potencial.

Uma maneira de se resolver a equagcdo de Schrodinger unidimensional independente do
tempo utiliza o modelo tight-binding. Este por sua vez, considera que o elétron se move numa
rede unidimensional em que cada sitio n da rede € ocupado por um 4tomo que gera um potencial.

O presente trabalho propde a utilizacdo de mapas cadticos para simular o potencial da
equacdo de Schrodinger independente do tempo. Os mapas cadticos recebem esse nome por
advirem da teoria do caos. Existem varios mapas que podem simular o potencial, mas para esse
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trabalho optou-se em apresentar um estudo qualitativo detalhado do mapa logistico. Apresentar-
se-4 uma caracterizacdo espectral e de autofuncdes para diferentes valores de parametro do
mapa logistico, mostrando que a utilizacdo desses mapas em substituicao as sequéncias peneperiodicas
apresentam algumas vantagens (Oliveira, 2012).

O artigo apresenta uma breve revisao dos elementos mateméticos e do mapa logistico; uma
secao de resultados e posterior analise dos mesmos e, finalmente, as conclusdes e propostas de
trabalhos futuros.

2. METODOLOGIA

Apresenta-se aqui, de maneira sucinta, as principais ferramentas matematicas utilizadas
para o desenvolvimento do trabalho. Detalhes podem ser obtidos consultando-se as referéncias
citadas ao longo do texto.

2.1 Modelo tight-binding para resolucao da equacao de Schrodinger

Uma maneira de resolver numericamente a equacdo de Schrodinger unidimensional in-
dependente do tempo € utilizando-se o modelo tight-binding de aproximagdo discreta para o
hamiltoniano da equagdo. Neste contexto, o método unidimensional € descrito pelo operador

(Hw>n - wnJrl + wnfl + Vnwn7 (1)

em que v,, € a amplitude da func@o de onda no sistema.
2.2 Mapa logistico

Os mapas cadticos recebem esse nome por advirem da teoria do caos. Existem varios mapas
caoticos com diferentes rotas para o caos (Hilborn, 2000). Para o presente trabalho, utilizou-se
apenas o mapa logistico, que apresenta rota para o caos através de bifurcagdes. O mapa logistico
¢ construido de forma iterativa e apresenta a seguinte regra de construcao:

Wy = Twe(1 — wy), 2)

Onde r € [0,4] é um pardmetro a ser definido, w,, é a semente inicial da sequéncia e n
€ a posicao do termo na sequéncia. Para o presente trabalho, utilizou-se sequéncias bindarias
V,, formadas pela seguinte regra: (a) se w,, < 0.5, entdo V,, = 1; (b) se w,, > 0.5 entdo
V,, = 2. Essa é considerada (Steuer et al., 2001) a melhor maneira de se transformar a sequéncia
logistica em uma sequéncia bindria.

A Fig. 1 mostra a variagao do parametro r dentro dos limites pré-estabelecidos e a distribui¢ao
dos pontos fixos da sequéncia. Observe que a rota para o caos por meio de bifurcagdes € clara-
mente exibida. Além disso, pode-se perceber janelas de periodicidade dentro das zonas cadticas.
Essas janelas serdo importantes para mostrar que € possivel controlar a caoticidade da sequéncia
por meio do ajuste do parametro .

Acredita-se que a utilizacdo dos mapas cadticos como alternativa as sequéncias peneperiddicas
€ inédita e foi inicialmente proposta por César R. de Oliveira (2002). Além de apresentarem
as mesmas caracteristicas espectrais e de autofuncdes das sequéncias peneperiddicas, os mapas
logisticos apresentam um interessante diferencial: € possivel controlar a desordem da sequéncia
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Figure 1- Mapa de bifurcacio para sequéncia logistica. Observe que o mapa se inicia em r = 2.9, pois
os valores anteriores do pardmetro r apresentam apenas um estado estaciondrio e nao serao relevantes
para este trabalho.

por meio do controle de caoticidade. Na pratica, isso possibilitaria ao pesquisador definir pre-
viamente se gostaria de um material que se aproximasse de um bom condutor ou bom isolante,
mediante as necessidades do trabalho que esteja executando.

2.3 Teoremas de Bloch e de Anderson

O Teorema de Bloch (Ashcroft & Mermin, 1976) garante que se as sequéncias utilizadas
no modelo tight-binding sao periddicas, entdo a fun¢do de onda ¢ é classificada como sem
decaimento. Isso significa que a particula tem probabilidade considerdvel de ser encontrada em
toda a rede, o que sugere um bom condutor (elétrico, térmico, etc).

O espectro da equacdo de Schrodinger com potencial periédico também € bem caracteristico
e apresenta um (ou mais) gap(s) que esta(ao) relacionado(s) diretamente com o nimero de
termos do periodo da sequéncia. Além disso, as curvas apresentam crescimento suave ao longo
de todo o grafico.

A Fig. 2 apresenta um exemplo de densidade de probabilidade para um autovetor do hamil-
toniano com potencial periddico, classificada como sem decaimento e o espectro gerado pela
equacgao de Schrodinger com potencial periédico, no modelo tight-binding.

Por outro lado, o Teorema de Anderson garante (Anderson, 1958) que a utilizacdo de
sequéncias aleatdrias para simulacdo do potencial da equagdo de Schrodinger confina a particula
em uma regido finita da rede. Ou seja, o material € classificado como um mau condutor.

O Espectro também apresenta comportamento caracteristico de uma curva crescente nao-
suavizada e pode ou ndo conter gaps.

A Fig. 3 mostra a densidade de probabilidade de um dado autovetor do hamiltoniano da
equacgdo de Schrodinger com potencial aleatorio e o espectro gerado pela resolu¢do da mesma
equacao.
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Figure 2- (a) Curva de densidade de probabilidade |z/1]2 para um autovetor do hamiltoniano com potencial
periddico. (b) Espectro de energias do mesmo sistema.
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Figure 3- (a)Curva de densidade de probabilidade \w\Q para um autovetor do hamiltoniano com potencial
aleatdrio. (b) Curva espectral gerada pelos autovalores do mesmo sistema.

3. RESULTADOS

Para analisar o mapa logistico, realizou-se um extenso estudo do espectro e dos autove-
tores gerados pela resolugdo da equacdo de Schrodinger pelo modelo tight-binding. Observou-
se cuidadosamente cada janela de periodicidade e a transi¢do delocalizacdo-localizacdo das
densidades de probabilidades das autofuncdes. Assim, apresenta-se nesse trabalho, valores de
parametro r relevantes para a compreensao e percep¢ao das diferentes zonas de caoticidade do
mapa logistico.

Dividiu-se a andlise (qualitativa) em dois quadros: (a) quadro de curvas espectrais e (b)
quadro de autofuncdes para o estado fundamental do sistema. Em ambos os casos, € importante
observar as Figs. 2 e 3, que sdo consideradas os limiares que direcionam a andlise.

O primeiro quadro mostra a evolu¢do das curvas espectrais de diferentes auto-sistemas com
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potenciais logisticos. O quadro foi organizado com parametro 7 crescente para que se perceba a
evolucdo da curva ao longo do mapa de bifurcacdes. Tomou-se o cuidado especial de se incluir
valores de 7 nas principais janelas de periodicidade (ver também Apéndice A).

Mapa Logistico com 1= 3.6 Mapa Logistico com r = 3.63

Mapa Lagistica com r=3.5

4
- 8l ol /
o o] j2)]
; - : :
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Figure 4- Quadro comparativo de curvas espectrais da equacdo de Schrodinger com potencial logistico
para diferentes valores do parametro r.

Observe que, se analisarmos a Fig. 1, percebemos que os parametros » = 3.63, 7 = 3.74 e
r = 3.84 encontram-se nas janelas de periodicidade do mapa. Observe que tanto nessas janelas,
quanto para r = 3.5, 0 espectro possui a mesma caracteristica de bandas observada na Fig. 2. Ja
para os demais valores de r, a curva espectral se assemelha a mostrada na Fig. 3. Observe que
quanto maior o valor de r, mais préximo do resultado obtido com a sequéncia aleatéria (exceto
pelas janelas de periodicidade).

Ja o segundo quadro trata dos autovetores do sistema. Para todos os casos, exibiu-se o
estado fundamental e também ordenou-se de forma crescente com relagao ao parametro r. Os
autovetores correspondem aos mesmos auto-sistemas exibidos no quadro anterior.

Observe que os mesmos valores de r que apresentaram espectro semelhante ao caso periddico,
apresentam densidade de probabilidade estendida para o estado fundamental do sistema. O
mesmo acontece para os demais valores de r, que apresentam densidade de probabilidade bem
localizada.

Esse € um importante diferencial do mapa logistico: € possivel controlar a desordem do
sistema a partir do ajuste do parametro r da sequéncia. Isso pode ser um ganho com relacdo as
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Figure 5- Quadro comparativo de autovetores do estado fundamental da equagcdo de Schrédinger com
potencial logistico e diferentes valores de r.

sequéncias peneperiddicas (que apresentam um comportamento invaridvel), pois o pesquisador
poderia ajustar a sequéncia de acordo com o problema fisico em que estivesse trabalhando.

4. CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Desde a criacdo do primeiro quase-cristal baseado na sequéncia de Fibonacci, na década
de 80, muito se tem estudado sobre essas estruturas. Uma maneira de se gerar quase-cristais
utiliza sequéncias de substitui¢do para simular o potencial na equag@o de Schrodinger e varias
pesquisas se voltaram para o uso de sequéncias peneperiddicas.

As Figs. 4 e 5 mostram curvas espectrais e de autovetores para diferentes auto-sistemas
com potencial logistico. Foi possivel perceber que as zonas de periodicidade exibidas na Fig.
1 sdo respeitadas e fazem o comportamento do sistema se aproximar do extremo periddico. A
caracterizacdo espectral da Fig. 4 também deixa claro que, na medida em que aumentamos o
valor do parametro r, as curvas espectrais se tornam mais proximas da obtida com potencial
aleatdrio (com excecdo das janelas de periodicidade).

O presente trabalho apresentou uma alternativa as sequéncias peneperiddicas. Os mapas
cadticos apresentam comportamento similar as sequéncias peneperiddicas e ainda trazem a
possibilidade de controle da desordem por meio do ajuste de seus parametros. Para o pre-
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sente trabalho, apresentou-se apenas resultados qualitativos envolvendo o mapa logistico, mas
resultados quantitativos com o mapa logistico e outros mapas vém sendo estudados por nds e
apresentam interessantes e novos aspectos. Estes resultados serdo publicados oportunamente.
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APPENDIX A

Para andlise e conclusdes apresentadas neste artigo, foi realizada uma extensa caracterizacao
dos mapas espectrais e autovetores do mapa logistico. Parte desse estudo produziu uma sequéncia
de quadros em arquivo .avi que mostra a evolu¢do dos autovalores e autovetores para difer-
entes valores de r. Este material complementar esta disponivel no link: http://www.dfm.
cefetmg.br/site/sobre/corpo_docente_teste_DRI/Giancarlo_Pellegrino/
materiais_diposniveis.html

CHARACTERISATION OF SPECTRUM AND EIGENVECTORS OF THE
SCHRODINGER OPERATOR FOR THE LOGISTIC POTENTIAL

Abstract. Semi-periodic sequences have been used to generate quasi-crystalline structures as
potential in the Schrodinger equation. Many studies have been conducted using almost periodic
sequences (Fibonacci, Rudin-Shapiro, Thue-Morse, paper-folding, etc.). This paper proposes
the use of chaotic maps as a disorder-controlled alternative for the potential of the Schrodinger
equation in simulations of the crystal structure in solids; it presents as well a qualitative analy-
sis of the spectrum and eigenvectors for the logistic map, and suggests some advantages of this
map relative to almost periodic sequences.

Keywords: Schriodinger equation, quasi-crystals, logistic map.
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