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Resumo

As pesquisas acerca dos métodos alternativos aos esquemas baseados em malha tém
crescido nos ultimos anos. Esses métodos, comumente conhecidos como sem malha,
consistem de técnicas que constroem aproximacoes restritamente em termos de nos,
facilitando, assim, as aplicacées a geometrias consideradas complexas. Dentre os métodos
sem malha, existe 0 método de quadratura diferencial local (MQDL), cujo alcance de
suas recentes aplicagdes o tem tornado proeminente em algumas areas da engenharia.
Neste trabalho, é desenvolvido um estudo sobre o MQDL munido de funcbes de base
radial (FBR), onde sao realizadas duas contribuigcdes para otimizar o seu desempenho
numérico. A primeira destaca o efeito da distancia minima entre pontos no nimero de
condicao dos sistemas lineares locais (SLL), construidos no MQDL. Para mitigar isso,
€ proposto uma nova forma de suporte local para o0 método. Com esse esquema, sao
realizados estudos do erro e ordem de acuracia de solu¢gées numéricas de problemas em
eletrostatica e dindmica dos fluidos. A outra contribuicdo deste trabalho é referente ao
tratamento de problemas com descontinuidade fisica no MQDL. Nesse sentido, é proposto
a adequacao de aproximagdes nas interfaces materiais por meio de aumento do grau de
suavidade da FBR utilizada. Assim, foi realizada a simulagéo de um problema eletrostatico
bidimensional em meios heterogéneos. Para investigar o esquema proposto no tratamento
de descontinuidade, realizou-se a analise do erro de aproximacéao através da solucao semi-
analitica do problema. Os resultados apresentados aqui, trazem duas inovagoes referentes
a melhoria da acuracia do MQDL, evidenciando-o, assim, como uma ferramenta promissora
em problemas envolvendo equacgdes diferenciais parciais (EDPs).

Palavras-chave: Método de quadratura diferencial local. Fungao de base radial. Sistemas
lineares locais. Suporte local. Numero de condi¢do. Descontinuidade fisica.
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Abstract

Research on alternative methods to schemes based on mesh have grown in recent years.
These methods, commonly known as meshless, of of techniques that construct approximati-
ons unrestrictedly in terms of nodes, thus facilitating applications to geometries considered
complex. Among the methods meshless, there is the local differential quadrature method
(LDQM), whose scope of recent applications has made it prominent in some areas of en-
gineering. In this work, a study on LDQM with radial basis functions (RBF) is developed,
where two techniques are presented to optimize its numerical performance. The first one
emphasizes the effect of the minimum distance between points in the condition number
of local linear systems (LLS), constructed in LDQM. To mitigate this, a new form of local
support for the method is proposed. With this technique, studies of the approximation error
and convergence rate of numerical solutions of problems in electrostatics and fluid dynamics
are carried out. The other contribution of this work is related to the treatment of problems
with heterogeneous means in LDQM. In this sense, it was proposed the repair of approxi-
mations in the material interfaces by means of increasing the degree of smoothness of the
RBF used. Thus, the simulation of a two-dimensional electrostatic problem was carried out
in heterogeneous environments. To validate the results, the approximation error analysis
was performed through the semi-analytical solution of the problem. The results bring two
innovations related to the improvement of LDQM accuracy, thus making it a promising tool
for problems involving partial differential equations (PDEs).

Keywords: Local differential quadrature method. Radial base function. Local linear systems.
Local support. Condition number. Physical discontinuity.
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1 Introducao

Muitos problemas fisicos e da engenharia de natureza complexa, descritos através
de EDPs, sao tratados numericamente. Em geral, esses problemas séo solucionados com
uso de métodos numéricos tradicionais, como o0 método diferencgas finitas (MDF) ou método
de elementos finitos (MEF). E, apesar da eficiéncia em muitas aplicagoes, esses métodos,
por dependerem da estrutura de malha, possuem certas limitacées quando aplicados em
geometrias irregulares. Em razdo disso, ndo sao flexiveis, sobretudo para tratar casos
em que as arestas da malha nao coincidem com a geometria pesquisada. Segundo Zhu,
Shu e Ding (2010), ainda que malha e geometria coincidam, ndao é incomum o trabalho
da construcao de malha ser superior a dificuldade associada a resolu¢cao das equacoes
envolvidas, pois a forma dos elementos da malha interfere na precisdo desses métodos.

Para Belytschko et al. (1996), os problemas de mecanica computacional se tornam
cada vez mais desafiadores, sobretudo quando as simulagées envolvem a modelagem da
propagacao de rachaduras com caminhos arbitrarios e complexos. Esses problemas néo sao
adequados ao MEF e ao MDF, pois a estrutura subjacente desses métodos, que tem origem
na sua dependéncia de malha, ndo € adequada para o tratamento de descontinuidades.

A fim de superar os custos envolvidos na geracao de malha, bem como remover
a dependéncia das solugdes de EDPs a estrutura de grade, alguns métodos numéricos
alternativos tém sido propostos. Esses esquemas pertencem a uma classe denominada
livre de malha, cuja histéria pode ser observada, conforme Fasshauer (2007), a partir de
1980.

Nas ultimas décadas, o desenvolvimento das abordagens numéricas livres de malha
tem apresentado uma evolucdo. Uma técnica bastante popular no campo dos métodos
livres de malha para solugdo de EDPs é o uso de fungdes das base radial. Essa técnica foi
proposta inicialmente por Kansa (1990) nas solu¢des numéricas de algumas EDPs elipticas,
hiperbdlicas e parabdlicas.

Dentre os métodos livres de malha, o método de quadratura diferencial local tem
se tornado bastante proeminente nos ultimos anos. Esse método, apesar de remover
as limitacbes da estrutura de malha, foi desenvolvido a partir do método de quadratura
diferencial (MQD), cuja formulagao esta associada ao uso de malha. O MQD foi proposto por
Bellman, Kashef e Casti (1972), e consiste de uma técnica simples para solucdo numérica
de EDPs. Esse método foi desenvolvido com intuito de contornar os problemas decorrentes
da programacao de algoritmos complexos, bem como uso demasiado de armazenamento e
tempo de processamento.

Entretanto, além da dependéncia a uma estrutura de nés, o MQD apresenta proble-
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mas relacionados ao mal condicionamento dos sistemas lineares envolvidos. Somente a
partir do uso de FBR no MQD foi possivel obter sistemas lineares com nimeros de condi¢cao
reduzidos, bem como retirar a dependéncia da estrutura de grade do método. De acordo
com Bayona, Moscoso e Kindelan (2011), essa versao ficou conhecida na comunidade
cientifica como MQDL. Diferentemente da abordagem global do MQD, a versado MQDL
possibilita a solugdo de equagdes em um conjunto de pontos dispersos reduzido, gerando,
assim, SLL de pequeno porte. Entretanto, o MQDL foi desenvolvido em 2003, e a pesquisa
dedicada a ele, sobretudo quanto ao condicionamento matricial e descontinuidades fisicas,
ainda é incipiente. Nesse sentido, o presente trabalho tem por objetivo principal analisar os
efeitos do mal condicionamento e da presencga de descontinuidades no MQDL, bem como
propor abordagens para mitigar esses efeitos, melhorando assim a precisdo numérica do
MQDL.

1.1 Justificativa

Diversos problemas importantes presentes nas engenharias e nas ciéncias fisicas
sdo modelados matematicamente através do uso de equacdes diferenciais. Conforme
Ricardo (2009), uma equacgao diferencial é expressa concisamente através do modelo

matematico

Ty Oy Yy (1
dx! dx2’ " dxm’

Na Equacéo (1), f indica uma expressdao matematica envolvendo a variavel real indepen-

f(xy,

dente x, a fungéo incognita y(x), e as derivadas da fungéo y com relagdo a x até a ordem
m. De outro modo, se y for uma fungao de varias variaveis e as derivadas envolvidas sdo
parciais, entdo a Equacéao (1) € chamada equacao diferencial parcial, do contrario, é dita
equacao diferencial ordinaria.

Muitos aspectos teoricos e praticos das EDPs sdo de fundamental importancia
para elucidar problemas habitualmente encontrados em dinamica dos fluidos, recursos
hidricos e aerodinamica. Apesar do longo tempo de uso em ciéncias aplicadas, as EDPs
continuam a ser uma area de intensa pesquisa tedrica e pratica. De acordo com Giriffiths e
Schiesser (2010), tal pesquisa tem sido impulsionada pelos avangos relativamente recentes
em métodos computacionais de solu¢dao de EDPs.

Os métodos numeéricos classicos como MEF e MDF sdo amplamente empregados
na obtencao de solugdes numéricas de EDPs, entretanto, por dependerem das conexdes
de malha, tém o desempenho comprometido. De acordo com Zhu, Shu e Ding (2010),
geralmente, esses inconvenientes ocorrem no uso do MDF quando as extremidades da
malha n&o se ajustam aos detalhes do contorno da geometria estudada, bem como na
situacao em que o refinamento de malha leva a deformagdes dos elementos no MEF.
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A fim de superar isso, Kumar, Tripathi e Kadalbajoo (2015), apontam que existem
varias pesquisas recentes acerca dos métodos livres de malha com evidente objetivo
em eliminar a estrutura de grade. De acordo com Fasshauer (2007), essas investigacoes
buscam aproximar a solu¢ado de uma equacgéo diferencial utilizando pontos dispersos em
vez de pontos discretizados em malha. Com isso, esses métodos vém ganhando uma forte
adesao da comunidade cientifica, tornando-se uma op¢ao aos métodos baseados em grade.
Segundo Shu, Ding e Yeo (2003), a grande vantagem dos métodos livres de malha consiste
em estabelecer sistemas algébricos para todo o dominio do problema sem, no entanto,
fazer uso de uma malha pré-definida para a discretizacao das equacgoes.

Além disso, os métodos livres de malha foram desenvolvidos para contornar alguns
problemas inapropriados aos métodos tradicionais com malha. Como por exemplo, em um
problema de escoamento com dois fluidos, onde a descontinuidade fisica pode surgir em
diferentes posigdes do dominio ou contorno. Nesse caso, a modelagem numérica pode
produzir resultados insatisfatorios, se os devidos cuidados numéricos inerentes aos métodos
com malha nao forem tomados na regiao de descontinuidade. Técnicas como o remeshing,
podem ser empregadas para contornar tal desvantagem comum nos MEF e MDF, no entanto,
isso pode introduzir diversas dificuldades, como a necessidade de remalhagem em etapas
sucessivas do problema, o que pode levar a degradagao da precisdo. J& nas modelagens
numéricas com métodos livres de malha, onde o dominio do problema é representado por
conjuntos de pontos dispersos e desconexos, esse custo computacional é reduzido. Outros
aspectos relacionados aos métodos livres de malha como facilidade de implementacéo,
flexibilidade e o refinamento de nuvem, sdo mais simples de incorporar do que em métodos
baseados em malha.

Considerando a versatilidade dos métodos livres malha, este trabalho aborda um
estudo a cerca do MQDL, que por sua vez € uma abordagem nova do MQD. Sucintamente,
o MQD foi concebido conforme as ideias do método classico da quadratura de Gauss,
entretanto o MQD foi criado com o objetivo de calcular derivadas de fungdes. Nessa
abordagem antiga ou global, 0 método € restrito a estrutura de malha. Apesar disso,
conforme Bayona et al. (2010), a insercao de FBR, assim como da técnica de subdominios
ou suportes, 0 método possibilita aproximagdes numéricas obtidas via interpolagéo local de
pontos dispersos, sem uso de malha. Esse processo proporciona a existéncia de sistemas
lineares de pequeno porte e com melhor condicionamento em relacdo a abordagem global.
No entanto, o esfor¢o de pesquisa dedicado ao MQDL até recentemente ainda é pequeno,
sobretudo quando compara-se com as publica¢cdes académicas dos métodos convencionais.
Em vista disso, alguns aspectos no MQDL como o mal condicionamento dos sistemas
lineares e a aplicacdo em problemas com meios heterogéneos, ainda precisam ser mais
explorados.

Nesse sentido, este trabalho destaca o numero de condi¢cao desses SLL como um
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valor influenciado pelas distancias entre os pontos de suporte. A partir disso, é proposto a
mudanca de suporte com pontos adjacentes (SPA) para suporte expandido (SE). Nessa
versao os SLL obtidos passam a ter numeros de condi¢ao reduzidos, possibilitando, assim,
melhorias na precisao numérica do MQDL sem, no entanto, requerer aumento do tempo de
processamento. Portanto, considerando o tipo suporte local como um passo fundamental
na eficiéncia do MQDL, este trabalho contribui fazendo a diferenciagéo entre as abordagens
locais, denominando a abordagem proposta como método de quadratura diferencial com
suporte expandido (MQDSE). A fim de verificar a eficiéncia do MQDSE na solugdo de EDPs
lineares e ndo lineares, sado obtidas neste trabalho solugbes numéricas de problemas em
eletrostatica e dinamica dos fluidos.

Outro propdésito deste trabalho refere-se ao tratamento de descontinuidade material
com o MQDL. Segundo Marinho (2012), os métodos livres de malha surgiram como uma
nova abordagem matematica permitindo novas alternativas para o tratamento dos problemas
de maior complexidade, como descontinuidades fisicas. Além disso, conforme Bernal,
Gutierrez e Kindelan (2009), a versao local do MQD facilita a aplicagdao do método em
problemas cujas condi¢gées de contorno sao descontinuas. Dessa forma, este trabalho
trata do estudo de uma nova técnica baseada na suavidade da funcdo multiquadrica, que
possibilita um calculo mais apurado das solugdes em problemas com meios heterogéneos.
Com o propdsito de analisar a vantagem dessa técnica, é realizada também neste trabalho
a solucao de um problema em eletrostatica com meios materiais distintos.

Assim, além de propor uma pesquisa de avango em técnicas ao MQDL, este trabalho
objetiva desenvolver um estudo interdisciplinar no intuito de popularizar o MQDL em outras
areas, como em eletrostética, haja vista que tal método tem ficado muito restrito a certas
aplicagoes, principalmente na area dinamica dos fluidos.

1.2 Objetivos

A presente tese tem como objetivo principal o estudo e desenvolvimento de duas
técnicas inovadoras para o MQDL. A primeira é o esquema de suporte expandido, cujo
objetivo é mitigar o mal condicionamento nos SLL presentes no MQDL; a segunda consiste
no parametro de forma variavel da funcdo multiquadrica, que objetiva 0 ganho de precisao
através do aumento de suavidade da fungdo multiquadrica. Tais técnicas sao usadas no
MQDL com aplica¢gdes em problemas bidimensionais de eletrostatica e dinamica dos fluidos.
Assim, podem ser destacados 7 objetivos especificos:

e Estudar o condicionamento de sistemas lineares locais gerados pelo MQDL;

e Propor definicdo alternativa de suporte local com vistas a melhorar o condicionamento
de sistemas lineares locais;

e Estudar o MQDL com FBR e aplicar o método com suporte expandido para obter a
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solugdo numérica da equagao de Poisson;

e Estudar o MQDL com FBR e aplicar o método com suporte expandido a fim de obter
a solugcao numérica da equacao de Burgers;

e Investigar a descontinuidade fisica utilizando o MQDL;

e Apresentar uma técnica para tratamento de problemas com descontinuidade fisica
fraca utilizando o MQDL,;

e Aplicar a técnica do parametro de forma varidvel no MQDL com a finalidade de obter
a solucao numérica de um problema com meios heterogéneos.

1.3 Organizacgao do trabalho

O Capitulo 2 tem a finalidade de apresentar uma revisao bibliografica sobre o MQDL,
com destaque aos trabalhos mais relevantes ao desenvolvimento do método, bem como
apresentar o método de quadratura classico. Esse capitulo tem também o objetivo de
abordar aspectos tedricos sobre as FBR e discuti-las no &mbito das solugdes do MQDL,
assim como destacar alguns elementos relevantes das FBR na precisdo do método. No
final, é realizado um estudo analitico de estimativa do erro local no MQDL, principalmente
com derivadas de primeira ordem.

No Capitulo 3 é apresentada uma contribuicdo ao desenvolvimento do MQDL. Esse
aporte refere-se a técnica inédita de suporte expandido, cujo objetivo € melhorar o condicio-
namento dos SLL envolvidos no MQDL. Além disso, é realizado o estudo numérico relativo
aos numeros de condi¢cao associados as matrizes geradas pelas FBR conhecidas como,
multiquadrica (MQ), multiquadrica inversa (MQI) e gaussiana (GA). Sao feitos, também,
testes numéricos com a equacao de Poisson bidimensional utilizando o MQDL com SPA
e o MQDSE. No final do capitulo, é abordada a aplicacao do MQDSE na solugdo de um
problema de valor de contorno (PVC), que descreve a modelagem matematica do potencial
eletrostatico em uma regiao bidimensional com condi¢cao de contorno mista (CCM). Os
resultados numéricos sdo comparados aos obtidos com MEF, através do desvio quadratico
médio (DQM ) e da ordem de acuracia.

Quanto ao Capitulo 4, é apresentado um estudo sobre a estabilidade do MQDL
acoplado ao método de Runge-Kutta bidimensional, sobretudo para solugdo numérica
de um problema de valor inicial (PVI), descrito pelas equagdes de Burgers. Além disso,
sao discutidos nessas aproximagdes numéricas com o MQDL e o MQDSE o erro de
aproximacao, a ordem de acuracia, o numero de condigdo médio, o tempo de processamento
e é investigado o comportamento das solug¢des ao longo do tempo. No final do capitulo, sao
apresentados estudos em relagao a influéncia da reducao de viscosidade e o aumento do
suporte local na precisdo numérica do MQDSE.

O Capitulo 5 versa a respeito sobre a segunda contribuicdo deste trabalho, parti-
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cularmente no tratamento de solugées numéricas via MQDL em um problema com des-
continuidade fisica. Para isso, obteve-se a solu¢gdo numérica de um problema eletrostatico
bidimensional em meios com permissividades elétricas distintas. A fim de tratar a desconti-
nuidade, é proposta uma técnica inovadora para obter solugbes com mais acuracia, que
consiste no aumento de suavidade da funcdo multiquadrica através do parametro de forma.
Para avaliar essa técnica, verificou-se, além do DQM, o erro relativo (E'R). Além disso,
comparou-se os erros globais com os obtidos na regido de descontinuidade.

Por fim, o Capitulo 6 apresenta algumas consideragcdes acerca dos resultados
obtidos nos estudos e nas experimentagdes numéricas realizadas nos capitulos anteriores,
realcando as contribuicdes deste trabalho, potenciais dificuldades encontradas e trabalhos
futuros com o MQDL.



2 Fundamentacao teorica

O MQD foi proposto inicialmente por Bellman, Kashef e Casti (1972) com intuito de
apresentar a comunidade cientifica um método numérico simples para solugdo numérica
de EDPs. Conforme ja destacado anteriormente, a ideia de aproximacdes das derivadas
no MQD partiu inicialmente da definicdo de quadratura integral. O objetivo principal era
eliminar o uso de conceitos matematicos sofisticados, bem como obter solugées numéricas
extremamente precisas com esforgo computacional minimo. A ideia basica do MQD consiste
em aproximar a derivada em um ponto através de uma soma ponderada de todos os valores
funcionais ao longo de uma linha de grade, cujo procedimento chave é a determinacao dos
coeficientes de ponderacéo ou pesos.

A aproximacéo polinomial ao longo de uma linha da malha no MQD n&o pode ser
diretamente aplicada em problemas de dominio irregular. No caso do MQD com uso de
FBR, essa restricao foi eliminada, uma vez que os pesos sao obtidos via interpolagao de
FBR num conjunto de nés dispersos. Por outro lado, segundo Shu (2012), os métodos
baseados em FBR produzem sistemas lineares com matrizes de coeficientes extremamente
mal condicionadas, sobretudo quando ocorre 0 aumento progressivo do conjunto de pontos
da interpolacdo. Para remover essa dificuldade, Kansa e Hon (2000) recomendaram a
substituicdo de solucionadores globais por particionamento em bloco, e esquemas de
decomposicao LU para problemas de grande porte. Com isso, a abordagem local do método
de quadratura diferencial foi consolidada e, assim, proposta isoladamente por alguns autores
como Shu, Ding e Yeo (2003), Tolstykh e Shirobokov (2003) e Wright (2003). Dessa forma,
implementa-se uma nova técnica denominada de método de quadratura diferencial local.
Nessa abordagem, a aproximacgao das derivadas, em um certo ponto de referéncia, é feita
através de uma soma ponderada de valores funcionais em um conjunto de pontos vizinhos
(suporte local).

O MQDL foi aplicado em alguns problemas de dindmica dos fluidos com bastante
éxito. Dentre esses trabalhos, pode-se citar o de Shu, Ding e Yeo (2003), no qual foi exami-
nado os efeitos do parametro de forma da funcao de base radial sobre a precisdo numérica
das solugdes de EDPs lineares e né&o lineares. Nesse trabalho, o valor do parametro de
forma da FBR foi considerado variavel e equivalente ao didametro de cada suporte local.
Essa técnica foi empregada a fim de eliminar a influéncia do nimero de pontos, bem como o
tamanho da regiao do suporte local. Para a validagao do método, foi realizada uma aplicacao
na simulagao de transferéncia de calor, por convecgao natural, em uma cavidade quadrada.
Entretanto, para o calculo das derivadas na fronteira foi empregada uma malha estruturada
e, fora dessa regido, os calculos se deram em pontos dispersos através do MQDL.
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Por outro lado, Silva, Santos e Filho (2018), destacam que a técnica do parametro de
forma variavel utilizada na referéncia Shu, Ding e Yeo (2003) apresenta uma inconsisténcia,
uma vez que leva a perda de precisao ao efetuar o refinamento de nuvem pois, ao invés
de se aumentar os valores do parametro de forma para melhorar a precisao, estes sao
reduzidos na mesma proporcao em que os didametros dos suportes sao reduzidos. Nesse
trabalho, o MQDL € aplicado também a dois problemas classicos em dinamica dos fluidos,
um sobre a transferéncia de calor por convecgao natural, e outro referente ao problema
hidrodindmico da cavidade quadrada com tampa mével. Ambas as aplicacdes sao tratadas
em regime nao permanente para nimeros de Reynolds baixos e, estritamente, com nuvens
de pontos em todo dominio bidimensional.

QOutro trabalho relevante na aplicacdo do MQDL em problemas de dindmica dos
fluidos € realizado por Shu, Shan e Qin (2007), onde testes numéricos bidimensionais com
a equagao de Poisson sao obtidos aplicando o MQDL, bem como a solu¢do de um problema
de escoamento com fluido incompressivel em regime permanente. Nessa ultima simulacao,
empregou-se numeros de Reynolds iguais a 1000 e 5000 e, para ambas experimentagdes
numeéricas, considerou-se um dominio de fronteira curva discretizado por malhas. Para
resolver as equacdes lineares resultantes, o método de sobrerrelaxacado sucessiva (SRS)
foi empregado. Nesse trabalho, verificou-se que, se o parametro de forma da fungao de
base radial nao for adequadamente escolhido, 0 MQDL pode apresentar solugées ruins.

Além da area de dinamica dos fluidos, outras aplicagdes com esquemas baseados
em FBR foram desenvolvidas em alguns trabalhos com simulagcdo de campos eletromag-
néticos. E, apesar de incipientes ainda, pode-se destacar o trabalho de Guimaraes et al.
(2007), em que se aplica uma técnica global baseada na fungdo multiquadrica para aproxi-
macao das solugdes de EDPs. Nesse trabalho, € apresentada a solugdo numérica para um
problema eletrostatico bidimensional num meio heterogéneo. Os resultados apresentam
concordancia com os obtidos via MEF e, mesmo com permissividades elétricas distintas, o
método proposto mostrou-se capaz de produzir solugdes acuradas.

Diferentemente da abordagem global com FBR citada anteriormente, Jalaal et al.
(2011) em simulagdes numéricas bidimensionais, aplicam efetivamente o MQDL para obter
a distribuicao do potencial elétrico para diferentes geometrias irregulares. Nesse artigo, as
trés geometrias empregadas possuiam uma malha estruturada junto as fronteiras e, nas
demais regides, pontos dispersos conforme o exemplo ilustrado na Figura 1. De acordo com
os autores, a malha na fronteira é devido a necessidade da solugao precisar de diferentes
resolugdes para regides distintas. E importante destacar esse dominio computacional, pois
a aplicacédo atribuida ao MQDL nesse trabalho ndo é verdadeiramente sem malha.

Apesar desses trabalhos citados anteriormente, a pesquisa acerca dos métodos
baseados em FBR ainda é incipiente pois, conforme Mongillo (2011), as pesquisas em
métodos com manuseio de FBR constituem uma area de pesquisa ativa em matemética.
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Figura 1 — Exemplo da distribuicao de ndés empregada por Jalaal et al. (2011).

Segundo Fasshauer (2007), essas pesquisas foram impulsionadas originalmente pelas areas
da geodésia, geofisica, mapeamento ou meteorologia, principalmente com interpolacéo
de pontos. Algumas contribuicdes historicas no desenvolvimentos dos métodos livres de
malha com FBR proveem de algumas pesquisas como o trabalho do geodesista Hardy
(1971). Ele, ao fazer uma investigacao acerca da interpolacdo de pontos desigualmente
distribuidos, ap0s varias tentativas insatisfatorias com interpolagéo polinomial, desenvolveu
um método que podia interpolar pontos com maior precisdo que a interpolagao polinomial.
Esse método baseava-se na interpolacao construida através de combinagdes lineares de
uma unica funcao de base que, por sua vez, era radialmente simétrica em relacdo ao
seu centro. A essa fungao foi atribuida o nome de fungao de base radial multiquadrica.
Outra colaboragao importante foi a do matematico Franke (1982), cuja comparagao entre
diversos métodos de interpolagcdo de pontos dispersos o levou a concluir que as FBR
multiquédrica e thin plate spline (TPS) eram os melhores. Além disso, ele inferiu que a
matriz de interpolagéo para MQ é invertivel. No entanto, vale destacar o trabalho de Driscoll
e Fornberg (2002), no qual alertam para o numero de condicdo da matriz coeficientes obtida
com a multiquadrica. Segundo eles, na aproximacao funcional de dados dispersos, muitas
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FBR, como a multiquadrica, geram sistemas lineares altamente mal-condicionados, ao se
elevar o parametro de forma da fungéo.

Historicamente, o pioneiro em fazer uso de FBR na solu¢ao de EDPs foi o fisico
Edward Kansa. De acordo com Kansa (1990), a funcdo MQ é infinitamente suave e capaz
de representar fungdes de declive acentuado com acuracia. Além disso, apresentou um
esquema de MQ para aproximacao das solugbes de algumas EDPs do tipo elipticas,
hiperbdlicas e parabdlicas. Justificou, ainda, que o esquema de MQ, mesmo em distribuicbes
moderadas de pontos, possui precisdo maior que o MDF com malha refinada. Ainda em
aproximagoes de solugdes de EDPs, Kansa e Hon (2000), exploraram técnicas para a
melhora do nimero de condicdo existente na matriz de coeficentes obtida no esquema
global de MQ, dentre as quais, 0 uso do parametro de forma variavel na MQ bem como, a
troca de solucionadores globais por particionamento de blocos.

Apés a apresentacao dos principais trabalhos responsaveis pelo desenvolvimento
do MQDL, sera destacado a seguir num contexto mais detalhado, as FBR, o MQD classico,
o MQDL e a sensibilidade da MQ a distancia minima dos pontos. Cada um desses assuntos
foi destacado em seg¢des, pois ndo sé dao continuidade ao que foi apresentado até aqui
mas também, por serem indeléveis a constituicdo de todo o presente trabalho.

2.1 Funcao de base radial

De acordo com Kumar, Tripathi e Kadalbajoo (2015), a funcdo ® : R? — R é
denominada radial se existe uma fungéo univariada ¢ : [0,00) = R, tal que ®(x) = ¢(r),
onde r = ||x||2 e ||.|| é a norma euclidiana em R?. Além disso, se essas fungdes admitem
derivadas continuas até alguma ordem desejada, entdo recebem a classificacdo conforme
a descrita no Quadro 1.

Quadro 1 — Fungdes de base radiais amplamente utilizadas.

| Nome | Abreviagéo| ¢(r), r > 0, ¢ > 0 | Classificagéo |

Multiquédrica MQ Vr2 + 2

Multiquédrica in- | MQI ﬁ

versa

Gaussiana GA e~ Infinitamente
suaves

Quédrica inversa | Ql e

Thin plate spline | TPS r?log(r)

Linear LN r

Clbica CB r? Parcialmente
suaves

Monomial MN r?=l (k€ Zy)
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Segundo Fornberg e Wright (2004), diferente das FBR parcialmente suaves, as
infinitamente suaves possuem um parametro ¢, denominado parametro de forma, cuja
variacao faz o perfil da fungcdo mudar de uma superficie quase plana (c elevado), para
uma superficie que apresenta um pico ou vale acentuado (c reduzido). Essa caracteristica
destacada pode ser particularmente precisa quando se esta interpolando uma fungéao suave
em dados dispersos.

2.2 Método de quadratura diferencial classico

De acordo com Shu (2012), se uma fungéo f(z) é suficientemente suave ao longo
de um conjunto de pontos estruturados © = {xy,xs,...,2zx} em R, entdo sua derivada
de primeira ordem em qualquer ponto do conjunto © pode ser aproximada pela seguinte
formulacao

N
folmy) = Zw}? (z;), parai=1.2,...,N, (2)
j=1

onde f(z;) indica o valor que f assume em um ponto z; do intervalo ©, f,(x;) representa
a derivada de primeira ordem da funcédo f(z) em z;, e w}”; sdo os pesos da derivada de
primeira ordem em relacao a variavel z. Os valores dos pesos devem ser determinados
a priori para implementar o procedimento de aproximacao do MQD. Isso pode ser feito
por aproximagdes funcionais nas respectivas coordenadas. As fungbes de aproximagao
sdo conhecidas como fungdes teste, e o requisito principal para sua escolha é possuir

diferenciagdo até a mais alta ordem da derivada na equacéo diferencial a ser resolvida.

No procedimento de calculo dos pesos, Bellman, Kashef e Casti (1972) procederam
por analogia com o caso de quadratura classica, exigindo que a Equacao (2) seja exata
para todos os polinémios de grau inferior ou igual a V. Dessa forma, admitiram a seguinte
funcéao teste:

pe(z) =2% k=012, N —1. (3)

Evidentemente, a Equacéo (3) oferece N fungdes teste. Segundo Shu (2012), para
0S pPesos w}fj na Equacao (2), os indices i e j sdo tomados de 1 para N. Assim, 0 numero
total de pesos é N2. Para obter esses pesos, as funcgdes teste descritas na Equacéo (3)
devem ser aplicadas nos N pontos de ©. Em razao disso, 0 seguinte sistema de N equacgdes
algébricas para w;% é, obtido comi =1,2,...,N,

| S witah = k2t parak=23,... N -1,
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onde o sistema na Equacgéao (4) admite solugao Unica, uma vez que a matriz de coeficientes
€ uma matriz Vandermonde.

Em vez de resolver um conjunto de equacdes algébricas lineares, pode-se determinar
prontamente os pesos w;’ 7 explicitamente de uma vez por todas se x;, comi = 1,2--- N,
estiverem selecionados adequadamente. Uma vez que os pesos sdo determinados, as
aproximagoes das derivadas em © podem ser obtidas. Entretanto, quando N é grande,
a matriz de Vandermonde é mal condicionada e a solucao do sistema na Equacéao (4) é
improvavel, tornando, assim, as aproximagdes do MQD imprecisas.

Para contornar esse problema de mal condicionamento, a abordagem local do MQD
foi proposta. Assim, com a substituicao de funcdes teste polinomiais por FBR, o método
ficou independente da estrutura de grade usual, bem como admitindo sistemas lineares de
pequeno porte e, consequentemente, com nimeros de condigao reduzidos. Esses aspectos
da abordagem local do MQD serao tratados com maior profundidade na Secéao 2.4.

2.3 Método de quadratura diferencial local

De acordo com Shu, Ding e Yeo (2003), o método de quadratura diferencial local
aproxima qualquer derivada em um no através de uma soma ponderada dos valores da
funcdo em nés vizinhos. Assim, a titulo de exemplo, dado um conjunto com N pontos
dispersos {x;}¥, em R?, a derivada parcial de ordem m da fungéo suave f, em relagio a
coordenada x; em um ponto x, pode ser aproximada através de combinacgdes lineares de
valores que a fungéo f assume em n, pontos adjacentes ao ponto de referéncia x, incluindo
ele proprio. Dessa forma, a m-ésima derivada parcial de f em relacdo a coordenada x;
para qualquer né x;, sendo x = (z1, x2, ..., £4) € d a dimensao do problema, é obtida por:

o f(xi)
wmx1 5
3:101 z_: ©
em que n, € 0 numero de pontos do suporte local, 7 = 1,2, - - - ,N consiste de uma indexacao
global para os pontos x;, enquanto 57 = 1,2,--- ,ns, uma indexacéao local dos pontos de

suporte x; destacados na Figura 2. Os pesos da m-ésima derivada de f em relagéo a
coordenada r; séo representados por w;";"" e o passo crucial do MQDL é determina-los.
Para isso, recorre-se a um conjunto de fungdes teste. Usualmente, emprega-se a fungcao
MQ destacada na Equacéo (6)

o(r) = Vr2 + . (6)

Fixando um ponto central x;, 1 < k < N, e r = ||x; — x;||2, tem-se

or(r) = 0r(x;) = /(IIx; — x4][2)? + 2, para quaisquer x; € R". )



Capitulo 2. Fundamentagao tedrica 13

X4

X3

Figura 2 — Suporte local do ponto de referéncia x; em negrito e os demais (ns — 1) pontos
de suporte em vermelho.

Vale destacar que a Equacéao (7) tem os centros nos n, nés de suporte local. A substituicao
da fungao f na Equacao (5) pela Equacéo (7), obtém-se:

0" pr(X;
g; xi) Zw:n]m(pk x;), com k=12 .- n,. (8)
1
Observa-se que, paracadai =1,2,--- ,N, tem-se a indexacdo j,k = 1,2,--- ,ns na

Equacéo (8). Dessa forma, para obter as m-ésimas derivadas com relagéo a coordenada
x1 nos pontos do conjunto {x;}Y ,, deve-se resolver primeiro N sistemas lineares locais
com n, equacoes e n, incognitas representados na Equacao (8), que possuem o seguinte
aspecto em notacdo matricial:

oo
S| =l ©)
na qual
[ 0mpi(xi) ]
Brg
0™ pa(xi)
omod Toam
Tl = ! 10
{ W} E 7 (10)
9 Sﬂns(XZ)
L 8x’1" dngxl1
pr1(x1)  pi(x2) - e1(Xn,)
a(x1)  @w2(Xx2) - w2(Xn,)
[A] = . . _ . : (11)
gpns (Xl) (pns (X2> T Spns (an) NsXMNs
wﬁwl
wff;“"l
W] = (12)

Ls nsx1
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Apo6s a obtencao das incégnitas, ou melhor, dos pesos, é possivel aproximar a derivada de
ordem m da fungdo f em x; com relacdo a coordenada z; . E importante destacar que o
mesmo procedimento é adotado para qualquer coordenada em R¢.

2.4 Sensibilidade da funcao de base radial a distancia minima
entre os pontos

Para um estudo detalhado do condicionamento da matriz [A] associada a MQ,
basta considerar um conjunto de pontos x;,Xs, . ..,X,, € R%, cuja distancia a um ponto
central é h € (0,1). A partir deste conjunto, a matriz [A] pode ser construida com a fungdo
multiquadrica ¢(r) = v/72 + c2, em que ¢ > 0. Tendo, como exemplo, um subconjunto do
plano com 5 pontos, 4 deles equidistantes de um ponto central, como mostrado na Figura 3,
pode-se com esses pontos no plano, representar um suporte local bidimensional constituido

Lit1,Tj
(@)

O @ O
Liy Tj-1 Liy Lj Tis Tj+1
©
Ti—1,%;

Figura 3 — Suporte local composto de 5 pontos numa regido bidimensional.

de cinco pontos (ns = 5), cujo o ponto em negrito representa o ponto de referéncia, que
também faz parte do suporte local, e os demais pontos em vermelho sdo os n6s de suporte.

Para a composi¢ao do suporte local no MQDL é importante destacar a ordem entre
esses noés. Geralmente, nesse método a organizacao ocorre através da distancia minima
dos pontos de suporte ao né de referéncia, no entanto, neste exemplo, os 4 pontos distam a
mesma medida i do ponto de referéncia. Com isso, sera admitido aqui a numeracao dos
pontos a partir do né de referéncia em sentido anti horario, como mostrado na ilustracao da
Figura 4. Assim, considerando-se esse ordenamento para suporte local, sera aplicada a
FBR multiquadrica nos pontos locais x1, Xs, . . . ,x5. Observando ainda que na funcédo MQ
para cada centro com i = 1,2,....,5, toma-se j = 1,2,...,5. Dessa forma, a matriz [A] é
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X5

Figura 4 — Numeracao para os nés de suporte a partir do ponto de referéncia x;.

escrita como

VIEXIE+E VIKRE+E - VKX + &
VIexils + & Vlxexs| R+ - |2 + 2

VIEsxilE+ & VIxsx|3+e - V][xexE][3+

E substituindo os pontos x;,xs, . .. ,X5, pelas suas coordenadas, obtem-se

[A] = (13)

¢ ViZ+e2 VR2rE Vh2+ A VR4
Vh? + 2 c V2hZ 42 AR+ 2 V2R + 2
A= | ViZ+ & Vit & c VR FE VIR E | (14)
Vh2 42 Ah? + 2 \/2Rh? + 2 c V2h? + 2
| VR V2R + 2 VAR + 2 V202 + 2 c

Agora, a fim de investigar apenas a influéncia do valor minimo de h sobre o condici-
onamento da matriz na Equacao (14) sera admitido, 0 < ¢ < 1, pois € sabido, através de
autores como Bayona et al. (2010), Fornberg e Wright (2004), do agravamento no niumero
de condi¢do da matriz [A] (x(A)), quando o parametro ¢ assume valores arbitrariamente
altos. Além disso, a aproximagéo do elemento /12 + 2 de [A], através de uma expans&o
de Maclaurinem tornode h =0 é

e Ve 7, —21A'?

1 c*
VIZ+ @ =c4 —h2— Sopt o — B e L
te=ct g o gEt T g 128¢5 " T 956010 1024ce21

(15)

Pode-se verificar através da aproximagao na Equacéao (15) que, quando a medida h &
reduzida, ou seja, h — 0, o elemento vh? + ¢ &= c. E, considerando que os demais
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elementos da matriz [A] na Equacéo (14) tém a mesma aproximagao, essa matriz torna-se
singular para um h suficientemente pequeno.

Embora a sensibilidade a distancia minima da MQ descrita nos passos (13) a (15)
tenha sido, por razées de simplicidade, abordada apenas bidimensionalmente, o trabalho de
Ball, Sivakumar e Ward (1992) demonstra analiticamente para outras FBR em dimensdes
superiores. Particularmente, para a fungao multiquadrica, € estabelecido o seguinte teorema:

Teorema 2.4.1 Dada a fungdo o(x) = /||x||3 + 1, x € R, existe uma constante C, tal
que, para cada h € (0,1) e N > 0, a matriz interpolagdo [A] associada ao conjunto {x;} ,
em R? e a fungdo multiquadrica v, satisfaz

Vd/2h
o

[JA7H] > Gyt

No teorema 2.4.1, C; € uma constante positiva dependente apenas de d, e {x;}¥, repre-

senta um conjunto de pontos em estrutura de malha. Como pode ser observado nesse
eVd/2h
h

através do teorema 2.4.1 é razoavel concluir que o nimero de condigdo da matriz [A]

teorema, o termo cresce exponencialmente quando a distancia h tende a 0. Ou seja,

associada a fungao MQ é

k([A]) = ||A||[|A™Y|| = 400, quando h — 0. (16)

Por fim, outros autores, através de experimentos numéricos, examinaram os numeros
de condigdo da matiz [A] para outros tipos de FBR, principalmente em malhas estruturadas.
Sarra (2005) destaca o numero de condigdo como um valor influenciado pelo nimero de
centros, a distdncia minima dos centros e os valores do parametro de forma das FBR. Ja
Boyd e Gildersleeve (2011), ao realizarem um estudo do condicionamento de algumas
FBR, afirmam que excepcionalmente a MQ apresenta um mau condicionamento quando N
(numero de nés) torna-se grande.

2.5 Estimativa de erro nas solucées do MQDL

E notério que, quando os erros de aproximagdo assumem certa magnitude, eles
invalidam a solugao numeérica do modelo matematico. E, quando ndo ha conhecimento da
solugéo analitica, fica extremamente dificil avaliar o erro e, por consequéncia, identifica-lo.
No entanto, tem sido desenvolvidas muitas teorias matematicas e técnicas computacionais
para estimar o erro de aproximacao em solucées numéricas nesses casos. Dessa forma, da
impossibilidade de determinar exatamente o erro de truncamento cometido, Huerta, Ramos
e Ferran (1998) destacam que é sempre muito mais interessante encontrar um limite de
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seu valor. No MQD, esse estudo ja foi discutido analiticamente por Shu (2012) utilizando um
polinbmio de Lagrange de grau N, cujo limite superior do erro para derivada de ordem m,
expresso por E7y, resultante da aproximagao de uma funcéo infinitamente suave, f : R — R
é de

ChN_m
(N —m)!’

A inequacéao (17) € o limite superior para o erro de aproximagao da derivada de ordem m

\ES(f)] < param=12,--- , N — 1. (17)

da funcéao f através do MQD.

Ja em Bayona et al. (2010), realizou-se o estudo para obter férmulas do erro de
truncamento no MQDL em derivadas de primeira e segunda ordens. Assim, citando caso
analogo, considere um conjunto unidimensional {x; — h, x1, x; + h}, cujos pontos sdo
equidistantes, e f uma fungdo que admita derivadas até a mais alta ordem em x;. A
aproximacao da derivada de primeira ordem da funcéo f no ponto x;, representada por
u'(x), através do MQDL com n, = 3 é,

uw'(x1) = w1 f(x1 — h) +wa f(x1) + ws f(x1 + h). (18)

Substituindo na Equacéao (18), a funcéo f e «/, pela funcdo multiquadrica centrada nos
pontos x; — h, X1 € X1 + h, resulta o seguinte sistema de equacoes

(T = cwn + VI + Cwy + VAR + wy

0 = Vh2 + 2wy + cwy + vV h2 + 2ws (19)

\ F;’}r@ = VAR2 + Rw; + Vh2 + wy + cws

cuja solucao é
Wwp = —Wz = ——(]. + —), wo = 0. (20)

Introduzindo os valores dos pesos obtidos em (20) na Equacéao (18), obtém-se,

) = g (1 515 ) G ) = 70— ) @)

Agora, expandindo f(x; — h) e f(x; + h) em Equagéo (21), através da série de Taylor em
torno de x,, resulta que

2 /" 2 " 3

u'(xi) = ;h (1+h—) {[f(x1) + f(x1)h + / ();:)h iy (;1)h TN

' ‘ (22)
" 2 " 3
) — ey SO TTOORT gy
ou, ainda,
! — [ h’ / h? " ! (3v) (23)
U(Xl) - [f (X1)+2—02f (Xl)—i-gf (Xl)—I—FC2 (Xl)‘l‘"']-
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Apés truncar a série na Equacao (23), pode-se estimar o erro local cometido ao fazer a
derivada numérica u’ no ponto x; com o MQDL, atribuindo uma fungéo f no ponto x;, dessa

forma,
2

h h?
erro local = U,/(Xl) — f/(Xl) =~ ﬁ /(Xl) + Ef”’(xl). (24)

C
Na Equacao (24), existe um valor 6timo do parametro de forma ¢ para o qual o erro € minimo.
Este valor é independente de h e s6 depende do valor da fungédo e suas derivadas em x;. A
respeito disso, € importante destacar o estudo analitico de Bayona, Moscoso e Kindelan
(2011), no qual é usado o MQDL com malhas e nuvens de pontos de maximo N = 6561

ou melhor, h = -, e é verificado a existéncia de um valor 6timo para c no intervalo real

NGk
0<ec<2.

Muitos trabalhos acerca da estimativa de erro do MQDL j& foram realizados, particu-
larmente com enfoque numérico. Além disso, por se tratar de um método novo, os estudos
analiticos sobre erro ainda sao incipientes no MQDL, principalmente para dimenséo superior
a 2 e em derivadas de ordem mais alta.

A estimativa numérica do erro em métodos de solucdo de EDPs constitui um passo
importante na avaliacdo desses métodos. Geralmente, esse estudo da-se através de
uma solucao numérica u de problemas simplificados, cuja solugdo analitica u existe. De
acordo com LeVeque (2007), se a funcédo a ser aproximanda pelo método numérico é
suficientemente suave em todos os pontos, entdo normalmente ndo importa tanto qual a
formula de erro a ser empregada. Geralmente, a formula do erro escolhida para analise é,
muitas vezes, determinada pela natureza do problema e pela disponibilidade de técnicas
matematicas para estimar diferentes padrdes de erro. Por exemplo, para problemas lineares,
a formula da equacgao (25) do desvio quadratico médio €, frequentemente, uma escolha
natural. Por outro lado, em problemas com presenca de descontinuidades, Baker, Paul e
Tian (2002), afirmam que uma estratégia para tratar as descontinuidades é simplesmente
ignora-las e confiar nos estimadores de erro local, bem como investigar qual estimador de
erro é aceitavel e pequeno na vizinhancga da regido de descontinuidade. Nessa perspectiva,
no presente trabalho, realizou-se estimativas de erro utilizando o desvio quadratico médio,
descrito na Equacéo (25), para os problemas com EDPs lineares; para os problemas com
EDPs que tém coeficientes descontinuos, foi empregado, além do DQM, o erro relativo
descrito na férmula da Equacéo (26).

N
DQM = % > (= u)? (25)
=1
N
pR— |3 i)t (26)
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Dentre as pesquisas de carater numérico realizadas com o MQDL sobre estimativa
de erro a priori, encontra-se o trabalho de Ding, Shu e Tang (2005), no qual é verificado,
através de experimentacdes numéricas bidimensionais com a equagao de Poisson, sobre-
tudo em malhas estruturadas, uma taxa de convergéncia numérica de O(h%) para o MQDL,
em que £ é a ordem de acuracia obtida nos testes numéricos. Portanto, com devidos ajustes
nos parametros h e ng, pode-se obter uma ordem de acuracia,

(1,9 para 6<n,<9

§~< 36 para 9<n, <27 . (27)

L 4,9 para 27 <n,<34

E indispensavel observar que essas estimativas foram realizadas com 5 malhas de
tamanhos distintos, e a solucdo numérica da equacgao de Poisson foi obtida em cada malha
avaliando o erro de aproximagao através da equacao (26). Esse procedimento é bastante
usual na comunidade cientifica para avaliar métodos numéricos quando se possui a solugao
analitica do problema.

Com objetivo de explicar melhor esse procedimento numérico, supde-se que um
dado problema tenha solugao exata u € que E; € E, denotem 0s erros nos calculos com
duas malhas que tém os respectivos espacamentos h; € hy, cOm h; < hs. De acordo
LeVeque (2007), se um método possui ordem de acurdacia &, € esperado entdo para uma
constante positiva C' que

Ey = ChS + O(hy)t, (28)

Ey = Ch§ + O(hy)S. (29)

Para um h; e hy suficientemente pequeno,

Ey ~ ChS, (30)

E, ~ ChS. (31)
A fim de cancelar a constante C', pode-se fazer, entao,
E 3 3
B _ C_hé _ (ﬂ) | (32)
Ey  Chs ha
Aplicando o logaritmo em ambos os membros da equacéao (32) se obtém
logy, (%)

logyg <Z_;>
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onde £ é a ordem de acuracia obtida através das duas discretizagdes de espagamento h,
e hy cujos erros sao E; e E,, respectivamente. Portanto, a titulo de exemplo, a ordem de
acuracia das solugdes numeéricas obtidas através de um método com os erros relativos
ER,,FR, e ER3 associados a uma regido quadrada unitéria de discretizagcdes Ny, Ny € N3,
€ equivalente a

ER(N))
10840 RN,

v Nit+1 ’

log10 “78

! [=1,..3, (34)
em que ER(N,) é o erro relativo ao usar a malha ou nuvem de pontos com N, pontos,

N <Ny e = ﬁ para, [ =123.

No presente capitulo, foram destacados os principais trabalhos cientificos acerca do
desenvolvimento do MQDL. Além disso, enfatizou-se as diferentes abordagens atribuidas ao
método, como a desenvolvida por Bellman, Kashef e Casti (1972) no MQD, descrita neste
trabalho através da Secao 2.2; e a versao local denominada MQDL proposta pelos autores
Shu, Ding e Yeo (2003), Tolstykh e Shirobokov (2003) e Wright (2003) definida na Secao 2.3.
Através dessas secoes, é possivel compreender nao so6 a evolugdo do método, mas também
a formulacao matematica de ambos e as colaboragdes atribuidas ao MQD para torna-lo
livre de malha. Ja na Secéao 2.4, investigou-se analiticamente o nimero de condigao da
matriz [A] associada a MQ e, através disso, comprovar a influéncia da redugédo da distancia
nodal no aumento do niumero de condi¢cdo. Na Secao 2.5, apresentou-se o estudo analitico
destacado por Bayona et al. (2010) sobre a estimativa de erro local no MQDL e, embora
tenha sido para derivadas de primeira ordem e unidimensionalmente, foi evidenciada a
influéncia do parametro ¢ na redugéo do erro local no MQDL. Por dltimo, vale destacar
que os estudos desenvolvidos no presente capitulo foram cruciais no estabelecimento da
técnica proposta de SE, cuja formulagéo sera destacada no Capitulo 3 em pormenores.
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3 Verificacao do condicionamento de
sistemas lineares locais para diferen-
tes tipos de suporte

Neste capitulo, é apresentada uma nova técnica para composicao do suporte local
dos SLL envolvidos no MQDL. Também sao apresentados testes numéricos com diferentes
tipos de FBR a fim de verificar o condicionamento matricial dos SLL. Para isso, foram
desenvolvidos trés tipos de suportes locais e realizadas experimentacées numéricas com
esses suportes. Esses testes buscam pesquisar a influéncia desses suportes locais no
MQDL quando empregado para obter a solugdo numérica de EDPs do tipo elipticas. No
final capitulo, é aplicado o MQDSE na solucao de um PVC em eletrostatica, cuja geometria
¢ irregular e com condi¢des de contorno mista.

3.1 Técnica de suporte expandido

A técnica de suporte local aplicada no MQDL para aproximacao de solug¢des de
EDPs em um conjunto de pontos ¥ = {x;,Xs, -+ ,xy} C R? pressupde a construgédo de
subdominios Wy, W, --- Wy, que se sobrepdem entre si. Apds a determinacao desses
subdominios, o processo do MQDL resulta na solugdo de SLL conforme descricdao na
equacao Equacao (9) da Secéao 2.3, para assim obter os pesos e, ap0s a discretizacao
da equacéo diferencial com esses pesos, aproximar as solugdes através de um método
iterativo qualquer. Ressalta-se, ainda, que a flexibilidade do MQDL com FBR permite a
determinagao desses subdominios ou suportes de diferentes formas. Porém, 0 modo como
as matrizes sao geradas a partir desses suportes constitui um elemento importante na
precisao das solugdes dos SLL.

Conforme observado na Secéo 2.4 do Capitulo 2, a densidade de pontos ou reducao
da distancia entre os pontos locais leva a divergéncia dos numeros de condicdo dos
SLL. Assim, para superar este problema, o método de quadratura diferencial com suporte
expandido € proposto aqui.

Nesta perspectiva, a técnica de SE consiste numa forma alternativa de aumentar
a distancias média entre os n, pontos de suporte. Uma maneira simples de fazer isso na
composicao dos suportes pode ser pela construgao de pontos ao longo de retas. Portanto,
dado um determinado conjunto de pontos dispersos ¥ = {x;} C R%, comi =1,2,--- N,
para um né qualquer x;, a técnica de suporte expandido toma os n, pontos mais proximos
para as d retas {s1,s2, -+ ,84} concorrentes que se cruzam em x;. Esses pontos e x; em si
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comporao o suporte expandido ¥; = {x; }?;1 correspondente. Por uma questao de exemplo,
considere a regiao bidimensional {2 mostrada na Figura 5, onde 177 pontos foram dispersos,
assim, ¥ = {x;}177. O suporte correspondente do i-ésimo n6 com n, = 17 é denotado como
v, = {xj}}il, 1 =1,2,...,177. A Figura 5 destaca os 16 nés de suportes (em vermelho), o
ponto de referéncia (em preto) e duas retas concorrentes, s; € s, cruzando nesse ponto.

Ponto de
referéncia

Pontos
de
suporte

Reta s, —

Reta s 2

Figura 5 — Representacao do SE para o n6 x7; com 17 pontos em nuvem com 177 nos.

De modo geral, o critério para compor o SE é dado pela distancia D dos N pontos

as d retas concorrentes em x; {s1, S2, - - ,84}, cujo valor é
D = min{D;[x;,(s1,82, - ,84)]}, i=12--- N. (35)
Tomando as n, menores disténcias, Dy,Ds, - - - ,D,,, selecionam-se os pontos, x;,Xs, - - ,

X,, para cada no x;. Vale destacar que esses nds de suportes ficam circunscritos a uma
circunferéncia. Essa circunferéncia de raio o por sua vez controla o tamanho da expansao
dos suportes, e 0 seu raio é um valor 0 < o < mal’lgiSN{%}. O valor de « neste intervalo
€ unico para todos os suportes expandidos. Vale destacar ainda que, e em todas aplicagdes
deste trabalho com uso do SE, admitiu-se a = 0,3.

O suporte expandido permite 0 aumento da distancia meédia entre os centros x; € 0s
nos de suporte {x;}7=,, mitigando, assim, o efeito degenerativo da distancia minima sobre
as matrizes de coeficientes da Equacgao (14). Com o propésito de demonstrar numerica-
mente esse efeito presente nessas matrizes, na Secéo 3.2 sera investigado o nimero de
condi¢do das matrizes associadas a algumas FBR com o suporte expandido e o suporte

com pontos adjacentes no R2.
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3.2 Experimentos numéricos

Nesta secao, sao realizados testes numéricos empregando SPA descrito por Shu,
Ding e Yeo (2003), cuja representagao € determinada pelo subconjunto de pontos mais
préximos ao ponto de referéncia (ver Figura 6). Ja o suporte expandido-I (SE-I) € o sub-
conjunto de pontos adjacentes as retas perpendiculares que se interceptam no ponto de
referéncia (ver Figura 7). O suporte expandido-1l (SE-II) &€ constituido pelo subconjunto de
pontos adjacentes as retas do SE-I com rotacao de 45° em relagao ao centro (ver Figura 8).
Vale destacar que nas figuras a seguir, os pontos preto e em azul representam os pontos
de referéncia e os pontos de suporte, respectivamente.

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 6 — Representagcado de um SPA com 13 pontos em malha de N = 30 x 30 pontos.

D
OBF © il
O7F il
OBF Ll
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0.3

02F v B

(030 ] T S 4

L L L L L L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 7 — Representagcédo de um SE-I com 13 pontos em malha de N = 30 x 30 pontos.
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Figura 8 — Representacao de um SE-Il com 13 pontos em malha de N = 30 x 30 pontos.

Utilizou-se nos testes realizados uma regido quadrada de comprimento caracteristico
L fixo (L = 1), com varia¢do dos valores de n, e N. Baseando-se no trabalho de Ding, Shu
e Tang (2005), os trés tipos de suportes citados possuiam um total de 9 e 13 pontos em
malhas estruturadas de N = 20 x 20, 30 x 30,40 x 40,50 x 50,60 x 60,70 x 70,80 x 80
pontos, bem como com as FBR infinitamente suaves:

o(r) =Vr2+ &  Multiquadrica (MQ) (36)
1 o
o(r) = T Multiquadrica Inversa (MQI) (37)
o(r) = e_g Gaussiana (GA) (38)
Apds obter os nos x;,Xa, - - - ,X,, através dos SPA, SE-| e SE-I|, foi construida a ma-

triz A = {¢;(x;)};5=, usando as FBR descritas nas equagdes (36), (37) e (38). Em razdo da
influéncia do alto valor do parametro de forma no condicionamento dessas FBR, foi admitido
¢ = 0,02. Além disso, foi coletado o nimero de condigao «([A]) de uma Unica matriz pois,
com excegao dos suportes contendo pontos de fronteira, as matrizes [A] correspondentes
a suportes contendo apenas pontos interiores sao iguais, independentemente dos nés de
referéncia.

Os resultados dos testes numéricos realizados com as matrizes locais [A]| de ordem
13 x 13 (ns = 13) nas malhas utilizadas estao apresentados nas Tabela 1, Tabela 2, Tabela 3,
Tabela 4, Tabela 5, Tabela 6 e Tabela 7 nas quais, além do nimero de condigdo «([A4]), é
destacada também a média simples r,,, das distancias de cada centro x;, comi = 1,2, ... ng,
aos nos x, k = 1,2, ... n,, através da relagéao

n2
1 S
m =5 ) T (39)

S b=1
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0 2 7 . " 0
sendo 7, 0 elemento do conjunto {r,},*,, que é composto por todas as n? distancias entre
0s pontos de suporte.

Tabela 1 — Numero de condigao ~ para suportes com n, = 13 pontos e malha com N =
20 x 20 pontos.

Suportes MQ MaQl GA Tm

SE-I 3,8352 59,1262 13,2611 0,0239
SE-Il 2,8444 53,8923 8,0427 0,0477
SPA 7,2543 98,7004 27,9443 0,0119

Tabela 2 — Numero de condi¢ao ~ para suportes com n, = 13 pontos e malha com N =
30 x 30 pontos.

Suportes MQ MaQl GA T

SE-l  8,2875 74,3350 26,2615 0,0102
SE-Il 4,2440 66,5760 15,0756 0,0205
SPA 25,1542 126,9436 52,3654 0,0051

Tabela 3 — Numero de condicao ~ para suportes com n, = 13 pontos e malha com N =
40 x 40 pontos.

Suportes MQ MaQl GA T

SE-1 19,1770 88,2640 33,6840 0,0057
SE-Il 7,3567 77,8906 27,3274 0,0113
SPA 73,3318 237,7847 107,3783 0,0002

Tabela 4 — Numero de condigao ~ para suportes com n, = 13 pontos e malha com N =
50 x 50 pontos.

Suportes MQ Mal GA T'm

SE-l 41,6018 126,1835 54,5498 0,0036
SE-Il 13,3625 76,0014 27,8343 0,0072
SPA 176,3334 499,0544 238,0521 0,0018

Tabela 5 — NUumero de condigao ~ para suportes com n, = 13 pontos e malha com N =
60 x 60 pontos.

Suportes MQ MaQl GA T

SE-1 82,3862 207,6544 95,0651 0,0025
SE-Il 23,8760 95,4475 39,1962 0,0049
SPA 365,7634 983,9494 480,5219 0,0012
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Tabela 6 — NUumero de condigao ~ para suportes com n, = 13 pontos e malha com N =
70 x 70 pontos.

Suportes MQ MaQl GA Tm

SE-I 149,8982 346,5155 164,4155 0,0018
SE-Il 40,9698 124,9809 53,9568 0,0036
SPA 680,3006 1790,3272 883,7213 0,0009

Tabela 7 — NUumero de condigao ~ para suportes com n, = 13 pontos e malha com N =
80 x 80 pontos.

Suportes MQ MQl GA Tm
SE-I 254,0018 562,0142 272,1278 0,0014
SE-ll 67,1321  176,6781 79,6214 0,0028

SPA 1165,7516 3035,3192 1506,2226 0,0007

Os ultimos resultados realizados nas cavidades quadradas exibem a elevacao do
nuamero de condi¢ao conforme o refinamento de malha, para todos suportes empregados.
Entretanto, se a matriz [A] é obtida através da fungdo MQ usando SE-Il, x([A]) apresenta a
menor variacao. Com o proposito de ilustrar melhor esse aspecto, as Figura 9, Figura 10 e
Figura 11 exibem a dependéncia do nimero de condigao « ([A]) e da distancia média entre
os N pontos de cada malha, enquanto a Figura 12 o destaca a distancia média dos nés
de suporte r,, consoante ao refinamento de malha. Verifica-se nessa ultima figura, que a
média das distancias entre os pontos do SPA é a menor dentre os suportes pesquisados
ao longo do refinamento de malha, evidenciando, assim, a razao do SPA apresentar o pior
condicionamento.

Assim, dados os resultados numéricos obtidos aqui, pode ser constatado na configu-
ragdo do suporte local, sobretudo na forma do SE-II, uma técnica eficiente para redugéo
do numero de condicao das matrizes correspondentes aos SLL gerados pelo MQDL. Com
o intuito de verificar os beneficios dessa técnica no MQDL, a Secao 3.3 compara as abor-
dagens do MQDL com SPA e do MQDSE na solugdo numérica da equacgao de Poisson,
especialmente com o uso de nuvem de pontos.
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Figura 9 — Grafico do logaritmo do numero de condi¢do das matrizes de SLL como fungéao
da distancia caracteristica entre nos vizinhos em SPA, SE-I e SE-Il usando a MQ

(ns = 13).
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Figura 10 — Grafico do logaritmo do numero de condi¢cao das matrizes de SLL como funcao
da distancia caracteristica entre nés vizinhos em SPA, SE-I e SE-Il usando a
MQl (ns, = 13).
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Figura 11 — Grafico do logaritmo do numero de condigdo das matrizes de SLL como fungéo
da distancia caracteristica entre nés vizinhos em SPA, SE-I e SE-Il usando a

GA (n, = 13).
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Figura 12 — Gréfico do logaritmo da distancia média entre os pontos de suporte como fungéo
da distancia caracteristica entre nés vizinhos em SPA, SE-I e SE-Il (n, = 13).
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3.3 Solucao da equacgao de Poisson com o MQDL e o MQDSE

Em geral, conforme Ding, Shu e Tang (2005), o procedimento para solugao de EDPs
através do MQDL segue o0s seguintes passos:

distribuicdo de n6s no dominio;

determinagao dos suportes locais para todos os pontos de referéncia do dominio;
calculo dos pesos para os operadores das derivadas descritas na equacao diferencial
parcial;

discretizagdo das equacdes diferenciais parciais com os pesos calculados;
resolucao das equacdes algébricas resultantes.

O fluxograma no Quadro 2 descreve, em detalhes, todos passos assumidos no
algoritmo do MQDL e do MQDSE desenvolvido para solugdo da equacao de Poisson.

Nesta secdo, € empregado o MQDL usando duas formas distintas de suportes
locais, um constituido de SE-II e outro com SPA conforme ilustracdo da Figura 13 (a) e (b),
respectivamente. Ambos fazem busca local para qualquer distribuicdo de pontos dispersos
numa regiao bidimensional. Essa busca determina para todos os pontos de referéncia os
respectivos pontos de suporte. Enquanto o algoritmo usual do SPA busca pontos mais
proximos ao né de referéncia, o algoritmo do SE-Il faz a busca local em cada circunferéncia
de raio a = 0,3 e centrada nos pontos de referéncia. Apds isso, sdo extraidos os nés
adjacentes ao lugar geométrico determinado pelas retas concorrentes em cada ponto de

feréncia
a b
oO.O [°Xe] Q0o OoOOOOO O00o
009000885 5060502020 099500885560 666200320
09009 006K 00 000200200% 0990000063 56006006200200%0
0309000000 00000%90%; 03000000 000 00590%
o 0000000 o090 000000000
0000000000000000000000000050 02000000000 0000000000000000
00®000000000000000000000000000 0000000000000000000000000000
000@000@000000000000000000000000 00000@00000000000 000000000000,
o%oooooo OOOOOOOOOO 000 oooooO OOOO 000 oooooooo oo Ooooooo oooooooooooo S OOOOO
8000000000 Y Oooooo Oooooooooo OOOOOO OOOOOO... o OOOOOOOOO ooooOOOOO OOOO
00000 0000000000000 OOOOOOO OOOOO 00000 000 000000000000 000000000
00 00000 Q00000000000 OOOOOO 000000 000000 oooooooO o
000000000 00 000000 020 00¢p 000 0000000000000005°0
0,0900000@00 0000000000000, 0°L 00 fe) [®) 00009 o°
0900 0000000000000000000.0%0 020000000 0000000000009
062008900000000000CQ 00209 06200900000000000000930
0005300000000009550 o 0000000005500
0000000 00000

® Pontos de suporte
* Ponto de referéncia
© Demais pontos (Fora do suporte

Figura 13 — Representacao bidimensional do SE-Il em (a) e SPA em (b) com 13 nos.

Diferentemente das simula¢des anteriores, todos os testes realizados nesta secéo
sdo com nuvens de pontos e, mesmo assim, as matrizes associadas a MQ continuam
sendo simétricas. Para essa representacdao do dominio computacional, foi construido um
algoritmo para geracao de nuvens de pontos baseado no processo de triangulagcdo de
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Quadro 2 — Fluxograma dos algoritmos do MQDL e o MQDSE com descrigao dos passos
para obter as solugées numéricas de uma EDP.

1-Entrada de
dados (Gera-
¢ao da nuvem)

l

[ 2-Célculo dos su- |
portes (SE-II,SPA)

J

Y
3-Calculo
dos pesos

l

4-Discretizacao
da EDP

Etapas do MQDL e do MQDSE

Y
5-Condigoes iniciais
e de fronteira

Inicio do processo iterativo (SRS)

6-Solucao da
EDP em pontos
linternos do dominio |

Y

7-Verificagao . Y [ 9-N&o: O procedi- |
do critério de 8-Sim ou Nao [—>| mento numérico
convergéncia L l J & encerrado
Sim: & verifi- , . )
cado o erro de 10-Saida de dados
aproximagao . J

Y

E requerida uma
nova iterada e
retorna ao passo 6

Delaunay. Uma vez construida a triangulacdo na geometria predefinida, extrairam-se os
nds e descartaram-se as arestas (ver Figura 14). Através desse algoritmo de triangulacao
foram adquiridas nuvens contendo 665, 1241, 5249, 13081 e 35496 pontos.
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Figura 14 — Nuvem com 1224 pontos em (d) obtida a partir da triangulagao de Delaunay
em (c¢) de um dominio quadrado sobre o plano.
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Os experimentos desta secao sao implementados para obter a solugdo numérica da
equacao de Poisson no dominio

Q={(zy) eR*:0< (z,y) <1},
cuja representacdo no espago R? com coordenadas cartesianas toma a seguinte forma:

0*u(z,y) N Pu(ry)  plzy) (40)

0x? 0y? €

De acordo com Sadiku (2009), a Equacao (40) é a forma mais geral de expressar a variagcao

do potencial eletrostatico u em relagéo a posigéo (z,y). A equagao de Poisson permite

solucionar problemas em eletrostatica onde o potencial u(x,y) é desconhecido em algumas

partes de (2. Aqui, o potencial € conhecido apenas na fronteira (condicao de Dirichlet)

através da solugao analitica

B 2 + cos(5,4y)
6+ 6(3z —1)2’

u(z,y) (41)

quando aplicados os pares (z,y) € 0f2. Na equacéo (40), € é a permissividade elétrica e
p representa o termo fonte. Nesta se¢éo, ¢ = 1 para todo dominio €2, enquanto p € obtido
através das derivadas parciais de segunda ordem em relagédo a x e y da solug¢ao analitica
u(z,y) dada pela Equagéo (41).

Nos N;,; pontos interiores de (2 foi aplicado o MQDL com SE-Il e SPA e, conforme ja
destacado na Secéao 2.3 do Capitulo 2, o passo crucial do método € a obtencao dos pesos.
Para obter os pesos wﬁﬂ,@ e wii para Equacao (40), foram resolvidos um total de 2N sistemas
lineares locais analogos aos da Equacéao (9) na Secao 2.3. Na solugao dos mesmos, foi
empregado o método de eliminacao de Gauss e, de posse das solugdes para 0s pesos, a
Equagéo (40), foi discretizada através do MQDL e do MQDSE nos pontos {x;}r* em (,
assumindo o seguinte aspecto:

s

wa}iu (r,yk) + wa%u (xryk) = —p (z3,y:), com =12 Ny  (42)
k=1 k=1

A Equacao (42) representa um sistema linear de dimensao N,,; x N;,;. Conforme
SANTOS (2016), esse sistema linear é do tipo esparso e revela uma estrutura de matriz
banda, cujo nimero de diagonais nao nulas esta relacionada a numeragao global de pontos.
Para solugédo do sistema dado pela Equacao (42), € empregado o método iterativo de
sobrerrelaxacdo sucessiva, uma vez que este possui eficiéncia reconhecida na solucéo
de sistemas lineares esparsos e de grande porte. O método SRS ¢é descrito através da
seguinte equagao iterada

utt = (1 — f)ul + fulth (43)

7
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A equagéo (43), fornece a solugdo numérica u!* em cada ponto (z;,y;) da iteragao it, en-
it+1

quanto u’*! é a iterada de Gauss para i-ésima componente do vetor u’*! = (uf™ ui*t!, ... u

além disso, f, é o parametro de relaxacdo do método SRS. E importante destacar ainda
gue a equacao (43) foi executada no procedimento iterativo até satisfazer o seguinte critério
de convergéncia:

|u§t+1 — uﬂ <o e 1t <itermaz, (44)
em que itermax 0 nNUMero maximo de iteragdes e ¢ a tolerancia para o processo iterativo.
Além disso, adotou-se os seguintes parametros:

o c=04;

o n,=13;

o itermax = 2000;
e f=0,;

e 0 =1x10"".

Os valores adotados para c, itermazx, f,. € ¢ sao oriundos da referéncia Silva, Santos
e Filho (2018), cuja aplicagao realizada do MQDL combinada ao método iterativo SRS
possibilitaram resultados satisfatérios na solu¢do da equacgao de Poisson. Uma vez obtida
a solucao numérica u através do MQDL e o MQDSE, estudou-se o erro de aproximagao
para a solugédo analitica u, adotando a fomula do desvio quadratico médio da Equagéao (25)
contida no Capitulo 2.

3.3.1 Resultados

As aproximagodes para a Equacao (40) revelam, através da Figura 15, a redugéo do
D@ M a medida que a nuvem sofre refinamento. Além disso, observa-se que o DQ M das
aproximagoes obtidas utilizando-se SE-Il € uma ordem de grandeza menor que o obtido com
SPA. O motivo de tal precisdo, como pode ser observado na Figura 16, esta diretamente
relacionado a distribuicdo dos numeros de condi¢céo reduzidos nos SLL envolvidos para o
calculos dos pesos.

O esquema MQDSE mostrou-se uma ferramenta vantajosa nos testes numéricos
submetidos nesta se¢éo. Entretanto, o uso dessa técnica motiva sua aplicagdo em problemas
com grau de dificuldade maior. Assim, a Secao 3.4 trata a aplicacdo do MQDSE na simulacao
de um problema eletrostatico bidimensional, com condigdo de contorno mista € numa
geometria cuja fronteira é heterogénea.

it+1
Nint

),
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Figura 15 — Logaritmo do desvio quadratico médio com refinamento de nuvem para SE-Il e
SPA em funcao da distancia caracteristica entre os nos.
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Figura 16 — Histogramas das distribuicbes dos 1241 nameros de condicdo das matrizes
locais obtidas com SE-Il e SPA.
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3.4 Simulacao do potencial eletrostatico com método de qua-
dratura diferencial com suporte expandido

Nesta secéo, a solucdo numérica da equacao de Poisson (40) é obtida, conforme
os experimentos realizados na Secao 3.3. Entretanto, modificou-se a solugcéo analitica, a
condicao de contorno e a geometria do problema.

A analise da solugdo numérica do MQDSE a partir de comparagdes com as solugoes
produzidas pelo MEF, assim como ordem de acuracia e o desvio quadratico médio, fornecem
meios para validar o algoritmo desenvolvido para o MQDSE. Com isso, € possivel realizar a
modelagem da simulac¢ao do potencial eletrostatico bidimensional.

3.4.1 Testes numéricos com a equagao de Poisson

Inicialmente, realizou-se o experimento numérico com a equacao de Poisson (40) no
dominio bidimensional 2 C R?, conforme descricdo geométrica apresentada na Figura 17.
Para os testes desenvolvidos aqui, na Equacao (40) séo admitidos ¢ = 1 e p(x,y) dado por

p(x,y) = 2y° + 227, (45)
determinado através das derivadas parciais de segunda ordem da solugao analitica
u(a,y) = 2y’ (46)

expressas na Equacgéao (40).

Para a geracdo da nuvem de pontos no dominio 2 (ver Figura 17) admitiu-se o uso
da triangulagao de Delaunay (ver Figura 18).
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Figura 17 — Dominio computacional €2 para o problema de valor de contorno dado pelas
equacoes (40) e (47)—(52).
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Figura 18 — Nuvem com 1587 pontos obtida através da triangulagdo de Delaunay.



Capitulo 3. Verificagdo do condicionamento de sistemas lineares locais para diferentes tipos de suporte 37

Além disso, considerou-se as condicdes de contorno mistas da Equacao (47) a
Equacéo (52), conforme representacdo geométrica da Figura 19. Ou seja, condi¢des de
Neumann nas sec¢oes I' e I'y e de Dirichlet em I'y,I's, I's e T's.

%:O,emFlz{(x,y)EaQ:x:() e -< y<1}; (47)
0 1
T emTy={(ry)€d0:y=0 e ~<az<1}\: (48)
dy 2
u=2? emly={(ry)€0Q: y=1 e 0<z<1}; (49)
u=1y, emly={(z,y)€0Q: z=1 e 0<y<1}; (50)
1, 1 1
u:zy,emﬂ: (x,y) € 0N : r=5 e O<y<§ ; (51)
1, 1 1
u:Zx,emFGZ (x,y)eaﬂz y:§ e OS[I)<§ . (52)
l—‘2
1—"I
I
3
FG
1—‘5
l—‘4

Figura 19 — Identificacdo das partes da fronteira de (2 para o problema de valor de contorno
apresentado pelas equacoes (40) e (47)—(52).
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As derivadas normais em I'; e I'y, descritas nas equagoes (47) e (48), s&o obtidas
através do MQDSE, isto é:

ou &
o D wigur =0, (53)
k=1
dai,
witu
1U1 — Zw WU = U = Zk Z)L’” k=2 kTR (54)
2,1

Para o segmento I'y, a aproximacao para é obtida de maneira similar.

Para aferir a acuracia das solugées numéricas u(z,y) adquiridas através do MEF
e o MQDSE, extraiu-se o DQM por meio da Equacao (25), usando a solugao analitica
u(x,y) destacada na Equagéo (46). Além disso, também verificou-se a ordem de acuracia ¢,
recorrendo-se a Equacéao (33) da Secao 2.5.

Nesta subsecao, admitiu-se os mesmos parametros da Secao 3.3, tanto para o SRS
quanto para o MQDSE. Feito esse ajuste, variou-se o tamanho das nuvens, adotando-se
N; = 541, Ny = 1088 e N3 = 1588 como valores para o numero de pontos global, ao
passo que com MEF, adotou-se malhas com tamanhos similares de N; = 551, N, = 1094 e
N3 = 1598 pontos.

3.4.2 Resultados

Como ja destacado na Secao 3.3, o MQDSE pode apresentar uma precisao satisfa-
téria e, uma vez tomado um n, adequado, a estimativa do erro no método pode melhorar
com o aumento do numero de n6s da nuvem. Diferentemente dos resultados com MEF,
esse aspecto pode ser facilmente observado na Figura 20, na qual pode-se verificar a
reducao do DQM a medida em que foi refinada a nuvem no MQDSE. E, uma vez que o
desvio quadratico médio afeta o comportamento ordem de acuracia, os resultados desta
ultima para o MQDSE foram superiores que aqueles encontrados utilizando-se o MEF, como
pode-se verificar na Tabela 9.
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Figura 20 — Estudo do DQM com MEF e MQDSE como fungao da distancia caracteristica
entre os nés.

Tabela 8 — Avaliagdo do DQ M para as solu¢des numéricas obtidas para o PVC apresentado
pelas equacdes (40) e (47) —(52) utilizando MEF e MQDSE.

Método Noés DQM

551 6,2442 x 1072

MEF 1094 6,2626 x 1072
1598 6,3180 x 1072

541 11,7504 x 1074

MQDL 1088 8,0663 x 10>
1588 6,1357 x 107°

Tabela 9 — Ordem de acurécia (&) para as solugdes numéricas obtidas para o PVC apresen-
tado pelas equacgdes (40) e (47)—(52) utilizando MEF e MQDLSE.

Método [ 19
2 —0,00857

MEF 3 —0,04652

2 2,2177

MQDSE 3 1,4470
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A estimativa de DQM e £ obtidos nos testes numéricos aqui, ndo sé validam o
esquema numerico numérico desenvolvido para o PVC com CCM numa geometria irregular,
mas também destacam que o MQDSE possibilita 0 aumento de acuracia com refinamento
de nuvem. A partir do procedimento numérico desenvolvido nesta sec¢édo, sera proposto na
Subsecéao 3.4.3 a simulacao do potencial eletrostatico com o MQDSE, cuja modelagem
seguiu os mesmos parametros do MQDSE e o MEF adotados aqui.

3.4.3 Aplicacdo do MQDSE ao problema de eletrostatica

Com o propésito de aplicar o MQDSE em um PVC com CCM, obteve-se aqui a
distribuicao do potencial eletrostatico através da Equacao (40) no dominio bidimensional ).
Na resolugéo do problema eletrostatico desta subsegéo foram admitidas € = 1 e p(z,y) = 0.

Com excecgao das condigdes de contorno de Dirichlet, as condi¢des de Neumann
aqui empregadas sao as mesmas aplicadas no PVC apresentado na Figura 19 da Subse-
¢cao 3.4.1. Assim, as CCM empregadas em I'; a I's foram:

ou 1
%—O,emFl_{(x,y)eaﬁ.x—O e §<y<1}, (55)
ou 1
a—y:O,emH:{(x,y)GaQ:y:O e §<x<1}; (56)
u=1,emIy={(z,y) €0Q: y=1 e 0<x<1}; (57)
u=1,emI3={(z,y) €00Q: z=1 e 0<y<1}; (58)
1 1
u:—l,emF5:{(x,y)€8§2: r=g5 e 0§y<§}; (59)
1 1
u:—l,emfﬁz{(l’,y)eﬁﬂz v=3 e 0§x<§}. (60)

As derivadas normais g—z e g—z foram obtidas por intermédio do MQDSE considerando
0s mesmos passos adotados da Subsecéo 3.4.1 nas equacdes (53) e (54).

Assim como as nuvens de pontos e as malhas usadas em elementos finitos, os
resultados desta subsec¢éo sao obtidos utilizando também os mesmos parametros aplicados
no MQDSE e no SOR da Subsecéo 3.4.1.

3.4.4 Resultados

Como pode ser observado na Figura 21 e Figura 22, as solugdes sdo qualitativa-
mente semelhantes e, mesmo com condi¢des de contorno mistas e geometria nao-trivial,
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percebeu-se que ambos métodos atingiram convergéncia. Entretanto, ao observar os deta-
lhes das equipotenciais obtidas pelos métodos, percebe-se que as equipotenciais produzidas
com o MQDSE s&o mais suaves, sobretudo na regido préxima ao ponto (x,y) = (%,%).
Usualmente, sdo regides como essas que agravam as aproximag¢oes do MEF.
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Figura 21 — Linhas equipotenciais obtidas usando o MEF com N = 1598 para o PVC
descrito pelas equacgdes 40 e (55)—(60).

O jj
0 0.2 0.4 0.6

Figura 22 — Linhas equipotenciais obtidas usando o MQDSE com N = 1588 para o PVC
descrito pelas equacodes 40 e (55)—(60).
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Segundo as referéncias Belytschko et al. (1996) e Zhu, Shu e Ding (2010), a perda
de precisdo no MEF geralmente ocorre devido as deformagdes dos elementos causadas
pela distor¢des locais da malha. Por outro lado, pelo fato do MQDSE eliminar pelo menos
parte dessa estrutura, construindo a aproximagao inteiramente em termos de nés, ndo fica
suscetivel a esses efeitos de fronteira e, consequentemente, produz uma aproximag¢do com
maior acuracia.

A fim de investigar o erro nas aproximacgoes, foi analisado o DQM utilizando a
solucdo do MEF com 8161 nés como solugao de referéncia e, com isso, verificou-se o erro
de 3,31 x 1072 nas aproximagdes via MEF, e 6,89 x 10~* com MQDSE.

Baseado no estudo desenvolvido na Secéo 2.4 do Capitulo 2, foi apresentada aqui
a técnica de SE na Secéo 3.1. A fim de investigar as vantagens dessa técnica, realizou-se
testes numéricos de condicionamento matricial com SE-I, SE-Il e SPA e as fungdes MQ,
MQI e GA na Secéo 3.2. Percebeu-se nas matrizes [A] associadas a MQ geradas a partir
do SE-II, uma melhoria significativa no x([A]). Com o propésito de averiguar os beneficios
dessa técnica no método, na Secdo 3.3 foi desenvolvido um esquema numérico com o
MQDL e o MQDSE para obter a solugdo numérica da equacgao de Poisson. Percebeu-se
que os algoritmos desenvolvidos apresentaram consisténcia ao efetuar o refinamento de
nuvem no entanto, os resultados com o MQDSE foram mais satisfatérios. Para investigar o
desempenho do MQDSE em problemas mais complexos, na Subsecao 3.4.1 desenvolveu-
se um esquema numeérico para o MQDSE, que consistiu em obter a solugdo numérica de
um PVC com geometria irregular e CCM. As simulag6es foram também realizadas com o
MEF da interface grafica Pdetool disponivel no Matlab. E importante destacar aqui que,
diferentemente do trabalho Jalaal et al. (2011), todo o procedimento numérico elaborado
para o MQDSE foi realizado para ser executado sem nenhum uso de malha, bem como sem
necessidade de uso do MDF no célculo das derivadas na fronteira (condicao de Neumann).
As solucbes obtidas via MQDSE e MEF foram comparadas através de DQM e de &, e
serviram para avaliar todo procedimento numérico desenvolvido. Na Subsecao 3.4.3, foi
apresentada a simulagao do problema eletrostatico com procedimento numérico descrito
na subsecao anterior, no entanto, a condi¢cado de contorno de Dirichlet foi constante em
', T'3,T'5 e I's € 0 termo fonte nulo para todo o dominio. Através desses ultimos resultados,
é valido presumir que o MQDSE possibilita resultados razoaveis quando aplicado em um
PVC de na natureza eletrostatica. No entanto, como os testes desenvolvidos neste capitulo
foram com EDPs lineares, surge a motivagao de aplica-lo em problemas mais complexos.
Assim, o Capitulo 4 é proposto uma avaliagdo do MQDSE na solu¢ao de um PVI com as
equacdes de Burgers.
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4 Solucao numeérica da equacao de
Burgers

As equacdes de Burgers representam um sistema de equacgdes diferenciais parciais
nao lineares. Particularmente, segundo Burgers (1948), essas equacdes sao empregadas
como um modelo matematico bésico para descrever fendbmenos de turbuléncia. As equagdes
de Burgers consistem de uma estrutura relativamente similar as equagdes de Navier-Stokes,
sendo um modelo simplificado bastante empregado onde os fenédmenos convectivos nao-
lineares e difusivos lineares desempenham um efeito consideravel.

Essas equagdes, conforme Neta (2003), formam um sistema de EDPs nao lineares
e podem ser classificadas como hiperbdlicas, caso a viscosidade for nula ou parabdlicas,
se a viscosidade for diferente de zero. Conforme Basto, Semiao e Calheiros (2007), é
importante ter atengcdo com manuseio numérico dessas equacgdes pois, para valores baixos
do coeficiente de viscosidade, a equacao de Burgers pode desenvolver descontinuidades
acentuadas, que sao dificeis de simular em um computador. As equagdes de Burgers
desempenham uma parte importante na compreensao de técnicas analiticas e pode-se,
segundo Fortuna (2000), servir para avaliar técnicas numéricas na area de dindmica dos
fluidos computacional, pois possuem solugdes e caracteristicas comuns as equacgoes de
Navier-Stokes, que também sdo néo-lineares.

O presente capitulo apresenta a aplicacao do MQDL na solu¢do de um problema de
valor inicial envolvendo as equacdes de Burgers. Essa aplicagcao é motivada pelo aspecto
experimental numérico do MQDSE na precisdo de solugdes de sistemas EDPs ndo lineares.
Para tanto, as equagdes sdo resolvidas numa regido bidimensional eliptica, estudando o
erro de aproximacao, o tempo de processamento e a ordem de acuracia.

Diferentemente das secbes anteriores, aqui é investigado o niumero de condicéo
médio, k,,, obtido das distribuicdes dos nimeros de condi¢cdes das matrizes locais, assim
como a estabilidade numérica do MQDSE. Para essa ultima, é desenvolvido um estudo
analogo ao realizado por Korkmaz e Dag (2011), entretanto, a anélise de estabilidade é
tratada bidimensionalmente usando a abordagem local no método de quadratura. Outro
aspecto apresentado neste capitulo, é o estudo do erro de aproximagao nas equacgoes de
Burgers com aumento do niumero de pontos no suporte local. Além disso, a fim de verificar
a sugestao de Baker, Paul e Tian (2002), a maioria das analises de erro séo realizadas
comparando DQM e o ER, haja vista que existe na solucao das equacgdes de Burgers um
salto abrupto a medida em que o coeficiente de viscosidade é reduzido.
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4.1 Formulacéo e discretizacao das equacoes de Burgers atra-
vés do MQDSE

De acordo com Biazar e Aminikhah (2009), as equagdes bidimensionais de Burgers
em sua forma geral, sdo dadas conforme o sistema representado pelas equagdes (61) e
(62):
[ Ou ou ou 1 0*u 0O*u

AT T S Gl BT 1
ot +u8x+1j0y Re(82x+32y)’ (61)

ov ov ov 1 ,0% 0%
(- 2
| Ot +u8x +U(9y Re(82x * 32y)’ (62)

em que, de acordo com Fan e Li (2014), u(z,y,t) e v(z,y,t) sdo as componentes de

velocidades na diregédo do eixos x e ¥, definidas em 2 C R?, ¢t > 0 e Re o nimero de

Reynolds relacionado com a viscosidade cinematica v do fluido como v = é.

Diferentemente da descricdo matematica de escoamentos turbulentos, no qual a
aleatoriedade do movimento da particula fluido requer um tratamento estatistico, as equa-
¢coes de Burgers, que sao tratadas aqui no modelo deterministico, sé permitem descrever
escoamentos do tipo laminares, cuja previsibilidade dos movimentos das particulas fluido
podem ser relativamente precisas (BRUNETTI, 2007, p.312).

Nas simulagdes numéricas considerou-se, particularmente, o dominio de fronteira
_ 142 —1y2 , . .
curva Q = {(x,y) € R?: Coa)” y el o 1}, representado na area descrita na Figura 23

@ TG =

como uma regiao positiva no plano cartesiano. Além disso, foram admitidas as seguintes

00

Figura 23 — Representacao do dominio €2, constituido pela regiéo interior a elipse.

condi¢des iniciais:
u=u(z,y,0) = gi(z,y,0), (vy) €, (63)

v =v(x,y,0) = g2(x,y,0), (2y) €Q, (64)
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e condi¢cdes de contorno (¢ > 0)
u=u(zyt)=gi(zyt), (zy) €, (65)

v=uv(z.yt) = ga(zyt), (zy) € o9, (66)
em que as fungdes g; e g, sao fornecidas.

As aproximagdes para derivadas parciais no espago na Equacéo (61) e na Equa-
¢cao (62) sao obtidas através do MQDL com as técnicas de SPA e SE-II. Essas equacgées,
quando discretizadas através de ambos os métodos para cada ponto interior (x;,y;) com
1 =1,2,....N;,, tomaram o aspecto do seguinte sistema:

auZ N N Ns
ly 2z 2y

= —u, g w? iUk — Vs g w; g +V<E wy R Uk + E wijkuk), (67)
k=1 k=1 k=1

a,UZ Ns ) Ns
= —u; E wz Top — v E wif,ivk + v( g w Tug + E wl YU). (68)
k=1 k=1

\

As componentes u;, e vy, designam as aproximacdes para 0s campos de velocidades
u € v no k-ésimo ponto do suporte local para cada ponto i. A indexagao k € local e as
notagdes w;7, wlll,i w;y e wl . designam os respectivos pesos das derivadas em relacdo a
x € y de primeira e segunda ordem, respectivamente.

O sistema de equacgdes diferenciais composto da Equacao (63) a Equacao (68) é
resolvido através do MQDL e o MQDSE nas coordenadas espaciais, entretanto, para as
aproximacoes das derivadas 2 e 5, utilizou-se o método explicito de Runge-Kutta de
quarta ordem com passo de tempo At constante. A fim de evitar solugcdes espurias para
o sistema de equagdes (63) a (68), a secao 4.2 destaca os principais estudos realizados

acerca da estabilidade numérica do método de quadratura diferencial.

4.2 Avaliagao do esquema numérico

De acordo com Ahmad, Khalig et al. (2017), ao contrario de outros métodos conven-
cionais, a estabilidade do MQDL depende do valor do parametro de forma ¢, bem como do
namero de nos N. Por outro lado, Tomasiello (2003), ao aplicar o método Runge-Kutta a
equacao de Burgers discretizada via MQD, verificou que 0 método de quadratura classico
acoplado ao método Runge-Kutta possui estabilidade condicionada ao passo de tempo At.
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Um outro aspecto relevante da estabilidade numérica do método de quadratura
diferencial numa abordagem global e com a funcgéao teste
sen(z;) T

T(zh)=—="=, 2

_ih =12 N 69
- h(fc jh) comj=12...N, (69)

€ apresentado por Kumar, Tripathi e Kadalbajoo (2015). Nesse trabalho é analisado o
sistema de equacodes resultantes da discretizacdo da equacdo de Burgers através do
metodo de quadratura diferencial, cuja caracteristica € semelhante as equacoes (67) e (68).
Para ilustrar melhor essa analise, toma-se as equacdes (65) a (68) e usando algoritmo
Runge-Kutta de quarta ordem (RK4), a estabilidade do PVI é reduzido para um conjunto de
equacobes diferenciais ordinarias homogéneas no tempo,

o{u} _
= [Bl{u), (70)
o0} _
= (Bl{v), 7)

onde {u} e {v} s@o n,-uplas desconhecidas dos valores funcionais nos pontos interiores de
Q2. Além disso, assume-se que a matriz de coeficientes [B]n,,,xn,,,, parai = 1,2, -, Niu,
€ determinada por

Ns Ns Ns Ns
_ 1 2 ly 2y _
big = —U E Wy v E Wiy, — v E w; . +v E wiy com q=12-- Ny, (72)
k=1 k=1 k=1 k=1

em que u; € v; Sao 0s valores aproximados para as solugdes exatas u e v, respectivamente,
através do MQDL e do MQDSE acoplado ao RK4 ao longo do tempo.

De acordo com esse estudo, se o sistema composto pela Equacgéo (70) e a Equa-
cao (71) for instavel, entdo o esquema numérico RK4, estavel para discretizagao temporal,
pode produzir uma solugéo nao convergente. Assim, a estabilidade do sistema de equacgdes
(67) e (68) estéa relacionada aos autovalores da matriz [B], uma vez que sua solugéo exata
é diretamente determinada pelos autovalores da mesma. Dessa forma, seja A, s, ..., AN,
o conjunto de autovalores complexos (ou reais) da matriz de coeficientes [B], conforme
expressa na equagcao (72), a solugéo estavel de {u} e {v}, com t — oo, exige de {\;}ir*
que, para o At do esquema numérico de Runge-Kutta,

e se os autovalores possuem apenas componentes reais, —2,78 < At\; < 0;
e se os autovalores sdo imaginarios puros, —2v/2 < At); < 2v/2;
e se os autovalores sao complexos, At\; deve estar na regido, Figura 24.

Posto isso, os valores de At sdo obtidos tal qual o enfatizado por Korkmaz e
Dag (2011), ou seja, uma vez obtida matriz [B] em cada iteragéo, extrai-se A\, =
Mat1<i<ny, {Ni} € Amin = Mini<i<n,,,{\:}, € depois é verificado se o valor At\,,., e
At €sta contido na regido de estabilidade do RK4 definida anteriormente.
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A respeito da estabilidade das equagdes de Burgers em métodos numéricos expli-
citos para avanco no tempo, Moura e Kubrusly (2013) destacam o tamanho do passo de
tempo At independe do tamanho da grade espacial. Além disso, os resultados numéricos
por eles obtidos usando uma discretizacao de malha ilustram que, para a estabilidade das
equacgdes de Burgers, a condicdo Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) ndo é suficiente para
andlise de convergéncia das solugbes com v # 0.

Embora a pesquisa sobre convergéncia numérica do MQDL ainda seja incipiente,
sobretudo em espacos de dimensao superior a 1 e, mesmo que a maioria dessas pesquisas
refiram-se a métodos baseados em malha espacial, esses estudos sobre estabilidade
numeérica foram cruciais para as implementacées numéricas da presente secéo.

Ja em relagao a discretizagao do dominio §2, foram utilizadas nuvens de pontos, que
por sua vez foram geradas a partir de um algoritmo da triangulacdo de Delaunay. Para fins
ilustrativos, a nuvem com 1026 pontos esta destacada na Figura 25.

Imag(A\)A t
o

-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1
Re(\)A t

Figura 24 — Regiao de estabilidade quando autovalores sdo complexos.

Figura 25 — Representacao de uma Nuvem de pontos com 1026 pontos.
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Nos algoritmos do MQDL com MQDSE, empregou-se as seguintes fungdes:

3 1
g1 (.T},y,t) = 4_1 - Re(dy—4z—t) ’ (73)
41+e 3= )
3 1
92(x7y7t) = -+ e(dy—dz—t) (74)

4414
A Equacéo (73) e a Equacao (74) forneceram as solugdes exatas u e v, respectivamente,
assim como, as condicoes iniciais, para t = 0, e as condi¢cdées de contorno, para t > 0.

Para avaliar a performance do MQDL e do MQDSE nas simulagées numéricas,
extraiu-se 0 FR e o DQM utilizando as respectivas Equacao (25) e Equacao (26) nas
aproximacoes u e v e as solugdes exatas u e v. Verificou-se, também, o tempo de processa-
mento, o efeito da densidade local de nés, o comportamento das solugdes em diferentes
momentos, a ordem de acuracia e o efeito da reducao de v nas aproximagoes.

4.3 Resultados

O primeiro teste com o MQDL e o MQDSE é executado com os parametros ny = 21
e ¢ = 1,0536 obtidos de Shan, Shu e Lu (2008) e Bayona, Moscoso e Kindelan (2011),
nessa ordem. Uma vez fixados esses parametros, realizou-se cada simulagéo via MQDL e o
MQDSE acoplado ao RK4 para um determinado o passo de tempo At, 0 nimero de pontos
global N e uma viscosidade fixa v = 0,01. Dessa forma, utilizou-se, nas simulagées, 0s
seguintes conjuntos de valores para At e N: (1x1073,1125); (1x1073,1026); (1x 1074, 2011);
(1 x 107%,4184) e (1 x 107*, 5593). Nessas simulagdes numéricas executadas com o MQDL,
utilizando as técnicas de SPA e SE-I, é verificada a redugao do DQM e E R na aproximacao
para as componentes de velocidades u(x,y,t) e v(z,y,t) em t = 0,5 (tempo final), com o
aumento do numero global de pontos N em (2. Conforme a ilustracdo na Figura 27 e a
Figura 26, os resultados com o0 MQDSE foram melhores.

Além disso, produziu-se um teste numérico via MQDL e MQDSE cujos parametros
foram n, = 21, ¢ = 1,0536, At = 1 x 1074, ¢t = 0,5 e v = 0,01. ApOs fixar esses valores,
variou-se o tamanho da nuvens de pontos. Nesse segundo teste numérico observou-se o
tempo de processamento da maquina com processador de capacidade 2,71 GHz e memoria
interna de 4GB. Os resultados das simulagdes usando o MQDL e o MQDSE, cujos valores
estdo destacados na Tabela 10, indicam que o ganho de precisao com a técnica de SE-ll
nao requiriu custo adicional de tempo no processamento. Essa precisao esta relacionada,
como ja destacado na secdo Secao 3.3, aos numeros de condi¢do dos SLL da Equacéo (9).
Para confirmar isso, foram analisados os nUmeros de condi¢do médios, «,,, com refinamento
da nuvem de pontos. Como pode ser observado nos resultados ilustrados na Figura 28, os
valores de k,,, sdo mais reduzidos com SE-Il que os obtidos através da técnica de SPA.
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MQDL MQDSE
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Figura 26 — Estudo do DQM com o MQDL e o MQDSE como fungéo da distancia caracte-
ristica entre os n6s com v = 0,01.
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Figura 27 — Estudo do £ R com o MQDL e o MQDSE como fungéo da distancia caracteristica
entre os nés v = 0,01.
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Tabela 10 — Tempo de processamento (em segundos) nos algoritmos do MQDL e MQDSE
para tamanhos distintos de nuvens com n, = 21 e ¢ = 1,0536, At = 1 x 1074,
t=05er=0,01.

] Método \ Tamanho da nuvem \ SPA \ SE-II \
1125 2,627 2,202
MQDL 2011 3,724 3,904
4184 9,357 9,292
5593 12,739 13,144
4+ _
—&— MQDL
—&— MQDSE
35 _
< L ]
25 _
2 _
—+o T °
1l05.012 0.(;14 0.0‘16 0.[;18 0.‘02 0.(;22 0.(;24 0.0‘26 0.0‘28 0.‘03
/N

Figura 28 — Nimero de condicdo médio (k,,) obtido das distribuigdbes dos nimeros de
condigao das matrizes [A] nos SLL com refinamento de nuvem.

A fim de verificar o efeito da densidade local de pontos, realizou-se uma terceira
simulagao numérica apenas com MQDSE fixando N = 4184, ¢ = 1,0536, t = 0,25, v = 0,01
e At = 1 x 107%, uma vez fixado esses parametros, variou-se o nimero de pontos do
suporte n, de modo a assumir os valores n, = 6,9, 15, 21e 27. Observa-se, nos resultados
obtidos, ilustrados na Figura 29, um ganho expressivo de acuracia do método consoante
o0 aumento do numero de pontos do SE-II. A priori, essa observacao ja foi destacada em
outros trabalhos, como Shu, Ding e Yeo (2003), Shan, Shu e Lu (2008) e Silva, Santos e
Filho (2018), principalmente com uso do MQDL convencional em aproximacdes de solugdes
para EDP do tipo lineares.

Para investigar o comportamento das solugcdes u € v em diferentes momentos,
elaborou-se o quarto teste numérico e construiu-se a Tabela 11 com os resultados das
simulagdes no MQDL e MQDSE, cujos pardmetros foram N = 5593, At = 1 x 1074,
v = 0,01, n, = 21 e ¢ = 1,0536. Posto isto, variou-se apenas t, cujos valores foram,
0,25, 0,5, 0,75 e 1. Como pode ser verificado na Tabela 11, as solugdes em ambos os
métodos perderam precisao com a variagao do tempo, principalmente o MQDL. No entanto,
enquanto o MQDSE apresentou apenas a perda de uma ordem de precisdo em ¢ = 1, no
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Figura 29 — Estudo do DQM nas aproximacdes dos campos de velocidade v € v com

5 T
—=—y(x,y,0,25)
—8—(x,y,0,25)
5.5 b
n =
s
6F J
-6.5 b
=
g
s 71 ]
S0
S
-7.5 1 b
8t J
-85 b
_9 = -
95 1 1 1 1

MQDSE como funcédo do numero de pontos n.

MQDL com SPA a solugao divergiu.

Tabela 11 — Comparacao do DQM e E R nas aproximacoes de u e v obtidos via MQDL e

MQDSE com N =5593, v = 0,01 e At =1 x 107

Método | ¢ DQM para| DQM para | ER para | ER para
u(w,y,t) v(z,y,t) u(w,y,t) v(z,y,t)
0,25 | 5,2935 x 107 | 5,2913 x 10~ | 9,3608 x 10~° | 5,6060 x 10~
MQDL 0,5 | 5,2935 x 1075 | 5,2913 x 107° | 9,3608 x 10~° | 5,6060 x 10~
0,75 | 1,0776 x 1072 | 1,0775 x 1072 | 1,9056 x 10~2 | 1,1416 x 1072
1 1,0416 x 1076 | 1,0415 x 10%6 | 1,8419 x 1076 | 1,1035 x 106
0,25 | 3,5365 x 107% | 3,5365 x 107° | 6,2539 x 107° | 3,7468 x 1076
MQDSE | 0.5 1,0831 x 107 | 1,0831 x 1075 | 1,9153 x 1075 | 1,1475 x 107
0,75 | 1,9959 x 107> | 1.9960 x 10~ | 3,5295 x 10=° | 2,1147 x 107°
1 2,9407 x 1075 | 2,9406 x 107> | 5,2002 x 1075 | 3,1155 x 10~

No quinto teste numérico, a ordem de acuracia para as componentes de velocidades
u e v com ] = 3, na Equacgao (34) da Secgéao 2.5, foi extraida nas simulagdes obtidas a partir
do MQDL e o MQDSE. Exceptuando-se t, nas simulagdes numéricas os valores de N, At,
v, ng € ¢, foram os mesmos praticados no teste anterior. Como pode ser visto na Tabela 12,
o MQDSE apresenta ordem de acuréacia & superior em t = 0,5.

O ultimo teste desta secao objetivou analisar a influéncia da redugéo do coeficiente
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Tabela 12 — Taxa de convergéncia numérica do MQDL e MQDSE com N = 5593 utilizando
o DQM e ER obtidos nas aproximagdes de u e v com v = 0,01.

| { para o MQDL | ¢ para 0 MQDSE |

] Tipo de erro \ Componente

u(z,y,0,5) 3,92781 13,57592
DQM v(2,9,0,5) 3,94075 13,57613
u(z,y,0,5) 3,92716 13,57528
ER v(2,9,0,5) 3,94102 13,57640

de viscosidade na aproximacgao das solucbes. Foram realizadas simulagdées numéricas
usando o MQDSE, cujos paradmetros admitidos foram N = 4527, At = 1 x 107%, n, = 21,
t=0,5ec=1,0536, ja os valores de v foram 0,02 e 0,01. Nos resultados sdo analisados
os perfis dos campos de velocidades u e v nas linhas imaginarias centrais nas direcoes
vertical e horizontal, ao longo das variaveis y e z, respectivamente. Esses resultados
numéricos podem ser visualizados na Figura 30 e Figura 31. Nelas, pode-se observar a
variacdo da curva a medida que v é reduzido, particularmente na componente u, a partir
de u > 0,2. Esse comportamento da curva agrava-se quando v — 0, gerando, assim, uma
descontinuidade de salto e, em razao disso, ha perda de precisdo. Nesta secao, isso pode
ser observado através dos resultados do DQM e E R locais contidos na tabela 13. Para
visualizar melhor esse comportamento da curva, os planos das componentes de velocidades
u € v também foram destacados na Figura 32.

Tabela 13 — Avaliacao local do DQM e E'R para as aproximacoes de u e v com o0 MQDSE
utilizando coeficiente de viscosidade igual a 0,02 e 0,01.

v | Componente | DQM | ER
u(z,y,0,5) 5,4444 x 10~° 7,9061 x 107°
0,02 | v(z,y,0,5) 6,2440 x 107 | 6.0889 x 1076
u(z,y,0,5) 90,2826 x 10~° 1,3662 x 107°
0,01 | v(z,y,0,5) 1,2323 x 1076 | 1,2016 x 1075

Tendo em vista os aspectos observados no presente capitulo, verificou-se, na Se-
cao 4.2, através da andlise de estabilidade, para o MQDL e o MQDSE, que ambos os
métodos propostos mostraram-se estaveis. Além disso, através dos resultados conseguidos
na Secao 4.3, é valido indicar o MQDSE como uma ferramenta capaz de obter solugdes
de EDPs do tipo ndo lineares. Nesses testes numéricos, ficou evidente a necessidade da
observancia do valor de v, pois esse valor pode gerar descontinuidades de salto nas equa-
¢Oes de Burgers e, assim, degenerar as solugdes. Por outro lado, essas descontinuidades
nao podem ser desprezadas e devem ser tratadas adequadamente.

Nesse sentido, o capitulo a seguir aborda a descontinuidade em um problema de
eletrostatica e, apesar de consistir em uma descontinuidade fisica do tipo fraca, foi possivel
estabelecer alguns resultados importantes para o manuseio do MQDL nesses problemas.
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Figura 31 — Perfis de velocidades v € u com v = 0,01.
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Campo de velocidade v(analitico) Campo de velocidade v(numérico)
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Figura 32 — Graficos dos campos de velocidades u e v obtidos com o MQDSE em nuvem
comv = 0,01.
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5 Tratamento de problemas com des-
continuidade fisica utilizando o
MQDL

Os métodos livres de malha surgiram como uma alternativa as técnicas dependentes
de malha, sobretudo como uma nova abordagem matematica para tratar de problemas de
maior complexidade, como problemas com geometria irregular ou com meios heterogéneos.
Esses ultimos, podem ocorrer nas interfaces materiais, condi¢ées de contorno e gradientes
de campos. O tratamento dessas descontinuidades fisicas é indispensavel, uma vez que
possibilita uma melhor aproximagédo nas solu¢cdes numéricas.

De acordo com Belytschko et al. (1996), a descontinuidade é recorrentemente verifi-
cada em fendbmenos fisicos reais, como em campos ou nos seus gradientes ao longo de
certas interfaces materiais. A presenca de diferentes meios materiais gera uma descon-
tinuidade fisica ao longo de suas interfaces por possuirem propriedades fisicas distintas.
Em escoamentos de fluidos, isso é verificado nas interfaces entre dois ou mais diferen-
tes fluidos, bem como em campos eletromagnéticos com dois ou mais meios materiais
distintos. Conforme Marques et al. (2007), no caso de problemas em eletrostatica envol-
vendo interfaces de material, devido a descontinuidade material, o campo elétrico apresenta
uma descontinuidade fisica ao cruzar a interface, embora o potencial elétrico seja uma
funcado continua em todo o dominio. Viana e Mesquita (1998) afirmam que a maioria dos
problemas eletromagnéticos, que envolvem interfaces entre meios diferentes possuem uma
descontinuidade na componente normal ao campo elétrico na passagem de um meio para
outro.

5.1 Descontinuidade material

Segundo Marinho (2012), as descontinuidades sao classificadas como fortes, quando
envolvem a variavel dependente do modelo; e fracas, quando descrevem a descontinuidade
na derivada da fungao. Segundo Marques et al. (2007), a negligéncia dessas interfaces
materiais, quando ha a presenca de descontinuidades, faz com que a solu¢ao apresente
oscilacdes ruins préximas a interface dos materiais. Algumas técnicas para o tratamento
dessas descontinuidades sao brevemente apresentadas aqui. Dentre elas, tem-se:

(i) Truncamento de dominios: As contribuicbes dos pontos de avaliacdo de um material
s6 podem ser realizadas por pontos nodais pertencentes ao mesmo material.
(i) Refinamento de malha: Refina-se a malha junto as extremidades das interfaces
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Figura 33 — NOs perto de uma interface localizada no centro da superficie quadrada. As
regides dos suportes mostram um atravessando a interface e alguns que nao.

materiais a fim de melhorar a aproximagao do método.

(iiiy Técnica de Lenarduzzi e Schaback (2016): Essa técnica é empregada quando a
regido entre as interfaces materiais € muito menor que a distancia entre os nés do
dominio. E, diferentemente do método de truncamento de dominios, os suportes
incluem informacdes dos nés localizados em ambos os lados de uma interface, caso o
né de referéncia esteja muito proximo a interface (Ver Figura 33). Outra caracteristica
€ a nao inclusao de nenhuma informacgao das interfaces ap6s calculo dos pesos no
MQDL.

5.2 Funcgodes continuas

A continuidade de fungdes é fundamental em varias situagdes presentes na mate-
matica aplicada como, por exemplo, a classe de funcdes escolhidas para interpolacéo de
um conjunto de pontos conhecidos sao a priori também continuas, pois se a interpolagao
apresentar descontinuidade, de um né a outro, a precisdo da aproximagao sera comprome-
tida. Portanto, para evitar imprecisdes do tipo da que foi citada anteriormente, empregam-se
funcdes continuamente diferenciaveis ou de classe C'*°. Essas fungdes podem ser definidas
conforme definicao 1
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Definigdo 1 Diz-se que g € uma fungdo de classe C*™ ou g € C™ se existe ¢°(x), g*(x),
g*(x),...,9"(x) emD,,Vx € D, eV m € N.

5.2.1 Suavidade da funcao de base radial multiquadrica

A funcédo multiquédrica ¢(r) = v/r? + 2 satisfaz a definicdo 1V ¢ > 0. A variagdo
do parametro c de ¢ faz o valor da mesma variar de um vale acentuado, com c reduzido,
para uma regidao quase plana, com c alto, como pode ser observado, unidimensionalmente
para ¢, na Figura 34 (a). De acordo com Fornberg e Wright (2004), 0 aumento do valor de ¢
pode ser bastante preciso quando se estéd interpolando uma funcéo suave em pontos nao
estruturados.

(a) (b) (c)

—c=0
c=0,2
—c=04
c=0,6
c=0,8
—c=1

Figura 34 — Esbogo das curvas de o(r), % e 227‘5 em a, b e ¢, respectivamente, para distintos
valores de c.

Verifica-se que as funcoes g—f e (a;Tf, por exemplo, sdo descontinuas quando r» = ¢ =
0, conforme ilustrado na Figura 34 (b) e (c). Apesar disso, o perfil de ¢ e suas derivadas
apresentam diferentes niveis de suavidade para ¢ > 0, como € ilustrado na Figura 34. Nessa
perspectiva, a aproximagao de uma fungdo f em pontos dispersos de ¥ = {x;}¥ ,, através
da funcéo de base radial ¢, pode, a principio, evitar saltos bruscos entre pontos de ¥ ao
tornar o parametro c alto. Assim, baseado nessa proposi¢ao, a Secao 5.3 apresenta essa
estratégica como uma forma de tratamento dos problemas fisicos, cuja fungdo do modelo

apresenta descontinuidade do tipo fraca.

5.3 Tratamento de meios nao homogéneos através da varia-
cao do parametro de forma c da multiquadrica.

De acordo com Lenarduzzi e Schaback (2016), um dos principios basicos da teoria
da aproximagao € o fato bem conhecido de que os erros e as taxas de convergéncia sempre
melhoram com o aumento de suavidade da fungdo empregada.
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Assim, para elevar o grau de suavidade da fungao ¢ nos pontos proéximos a interface
material, este trabalho propde a técnica de aumento do parametro de forma ¢ a medida
que os centros da MQ aproximam-se da interface material. Em outras palavras, a fungao
multiquadrica torna-se suave evitando saltos bruscos entre os pontos adjacentes a interface
material. Vale destacar que nos pontos préximos a regiao de descontinuidade material
empregou-se a técnica descrita na se¢ao 5.1 ltem (iii).

Dessa forma, dado o conjunto de pontos dispersos ¥ = {x;}¥, C R? e ¢ :
0,00) = R, talque ¢;(x;)=+/r2+7¢c, com r=|x;—xj||s, tem-se:

< se x; # X,

min  ||x;—Xq||’
qg=1,--+,ng

G = (75)
1,0536, se X; =X,

onde x; representa os centros e {X,},<, 0s ny pontos préximos & extremidade da descon-
tinuidade nos quais se pretende aumentar o grau de suavidade da fungao ¢. A grandeza
¢ = 0,06 é o valor do parametro de forma da MQ sugerido por Ding, Shu e Tang (2005) que,
por sua vez, aqui é inversamente proporcional a distancia do ponto de referéncia x ao ponto
de avaliagdo X mais préximo. Ja o valor de ¢ = 1,0536 foi extraido do estudo acerca dos
valores 6timos para esse parametro realizado por Bayona, Moscoso e Kindelan (2011).

5.4 Simulacdo do potencial elétrico em uma placa quadrada

Segundo Belytschko et al. (1996), quando os coeficientes das EDPs séo fungbes
descontinuas nas variaveis espaciais, as solugées usualmente tém derivadas descontinuas
ao longo das mesmas linhas e superficies em duas e trés dimensoes, respectivamente.
Nesta secao, € apresentada uma simulagao na qual ocorre esse tipo de descontinuidade.
Esse problema fisico é representado através de um problema eletrostatico em uma placa
de tamanho unitario, conforme a ilustragdo apresentada na Figura 35, cuja superficie possui
propriedades fisicas distintas, gerando, assim, uma regiao de descontinuidade.

Embora a descontinuidade destacada nesta secéo constitua a forma fraca, ou seja,
ocorra apenas na derivada da funcao, faz-se necessario o tratamento da regiao de interface
material a fim de evitar sua interferéncia na qualidade das solu¢des obtidas com o0 MQDL.

Assim, o problema apresentado aqui consiste em obter a solugédo de um problema
eletrostatico, abordado por MacKinnon e Carey (1987), em um dominio Q = {(z,y) € R? :
0 < (z,y) < 1}, cujo intuito é determinar o potencial eletrostatico na auséncia de cargas.
Fisicamente, esse problema é modelado pela equagao de Poisson (40) da secao 3.3 do
capitulo 3 com p(x,y) = 0. Além disso, foram admitidas as seguintes condigdes de contorno
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Figura 35 — Condi¢des de contorno na placa quadrada €2 = €2 U €),.

destacadas na Figura 35
ul(x7y) = 07 v €,y € an) (76)

100, se O0<zx<1 e =0 em o)
w2 (z,y) = ! : (77)
O, A T,y € 392

A representacdo do dominio computacional foi realizada conforme a técnica ja
apresentada na secao Secao 3.3. Nas sec¢des (2; e €y, ilustradas na Figura 35, foram

empregadas as permissividades elétricas ¢, e ¢4, respectivamente. As solugdes semi-
analiticas empregadas foram

o0

ul(zy) = jg(f; nz: Slnh [(2n 4 1)w(1 —y)] x sin[(2n + 1)7z] 79

xsech[(2n + 1)7/2]csch[(2n + 1)7/2]
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2 _ @ - 1 €2 .
u(z,y) = - Z Gl o 61)Slnh[(2n + 1)|sech(2n + 1) /2 79

n=0

+sinh[(2n + 1)7(1/2 — y)]sin[(2n + 1)]csch[(2n + 1)7/2]

De posse das solugdes semi-analiticas u! e u?, com n < 40 nos somatorios na
Equacao (78) e Equacao (79), foi obtido o ER e o DQM através das formulas (26) e (25),
respectivamente, conforme a descrigdo contida na Secao 2.5 do Capitulo 2.

Como ja descrito na Secao 5.3, o valor do parametro de forma nas funcées mul-
tiquédricas é variavel, aumentando & medida que a noma ||x; — X,|| da Equagéo (75) é
reduzida, em que paracadai = 1,2,--- ,N tem-se ¢ = 1,2,--- ,ny. E importante frisar
aqui o uso dos valores das permissividade elétricas, ¢, e 5 de (2, e (), respectivamente,
apenas no processo de céalculo dos pesos. Apos o calculo dos 2N pesos de segunda ordem
em relacdo a x e y, a Equacao (40) foi discretizada através do MQDL para cada ponto de
interior (z;,y;) no dominio Q C R?, assumindo o aspecto da Equagéo (42) com p(z,y) = 0.

Vale destacar que a equacao resultante da discretizagcdo com o MQDL é resolvida
utilizando o método de sobrerrelaxagao sucessiva, conforme o procedimento adotado na
Secao 3.3 para equacgao (42).

5.5 Resultados

5.5.1 Meio homogéneo

Nesta sec¢do, é verificada a simulagdo do potencial elétrico na placa quadrada
descrita na Figura 35, na qual admitiu-se permissividades ¢, e ¢, iguais, ou seja, j—f =
Além disso, no MQDL foram tomados os seguintes parametros: ¢ = 0,06, n, = 9e N = 4003,
enquanto para o método de sobrerrelaxa¢éo sucessiva foi admitido pardmetro de relaxacao,
fr,igual a 0,5, numero de iteragdes maximo, itermax, igual a 2000 e tolerancia, o, igual a
10~". Exceptuando-se os valores de c e n,, que por sua vez foram extraidos de Ding, Shu e
Tang (2005), os demais valores dos parametros citados para 0 MQDL e o SOR sao obtidos
do trabalho de Silva et al. (2017). Vale destacar ainda que nesta se¢ao o parametro de

forma c foi mantido constante na FBR multiquédrica.

Para uma melhor avaliagdo do potencial elétrico através da placa, o seu valor nas li-
nhas centrais de sentido vertical foi destacado, ou seja, sao utilizadas as solugdes numéricas
u(3,y) e semi-analitica u(3,y) nas férmulas do ER e do DQM. Os resultados numéricos
dessa simulagdo podem ser observados através da Figura 36. Nela, é possivel verificar
que o MQDL convergiu, € as equipotenciais obtidas via MQDL apresentam similaridade as
obtidas através da solucao semi-analitica. Observa-se, também no centro da placa, ou seja,
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Figura 36 — Equipotenciais obtidas com MQDL no meio homogéneo.
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Figura 37 — Erro relativo associado ao aumento se suavidade da FBR.

ao longo do eixo y, que a aproximagao do potencial elétrico atingiu um nivel aceitavel e,
apesar disso, foram obtidos ER = 1,6807 x 1072 e DQM = 2,1903 x 1072

J& o0 aumento da suavidade na FBR multiquadrica, uma vez influenciada pelo
aumento do parametro ¢, pode ser uma boa estratégia para melhorar a precisdo numérica
do MQDL. Para destacar esse efeito, elaborou-se também a simulacdo com os mesmos
parametros ja destacados para o MQDL e o SOR anteriormente, entretanto, foi admitida
para cada simulagao um parametro c distinto. Esses valores, colhidos da referéncia Ding,
Shu e Tang (2005), foram 0,02, 0,04, 0,06, 0,08, e 0,1. Os resultados dessas simulacoes
estao representados na Figura 37 e, como pode ser visualizado nessa figura, £ R cai com
aumento do parametro c.
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5.5.2 Meio heterogéneo

A simulacao produzida nesta secao é realizada do mesmo modo da simulagéo reali-
zada na secdo Subsecao 5.5.1, entretanto, admitiu-se meios materiais com propriedades
fisicas distintas, ou seja, as se¢des 2, e (2, na Figura 35, foram dotadas de permissividades
elétricas distintas, z—j = 0,1 e 0,01. Como pode ser observado na Figura 38 e na Figura 39,

Solugdo numérica Solugdo semi-analitica Potencial no centro da cavidade
100¢
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Figura 38 — Equipotenciais obtidas com MQDL utilizando c¢ fixo e £ = 0,01.
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Figura 39 — Equipotenciais obtidas com MQDL utilizando c variavel e 2 = 0,01.

as linhas equipotenciais obtidas nas simulagbes com j—f = 0,01 sdo similares, no entanto, a
solugdo numérica obtida com aumento da suavidade em destaque na ultima figura, gerou
um resultado mais preciso. Percebe-se, ainda na Figura 38, particularmente ao longo do
eixo y, que o valor do potencial elétrico préximo a regido de interface sofreu uma perda de
precisao significativa, no entanto, os resultados obtidos com o MQDL usando ¢ variavel, a
convergéncia na regiao préxima a interface material € mantida, garantindo assim um valor
do erro mais reduzido. Esses valores de erro, tanto o local, proximo a descontinuidade, bem
como o global, podem ser visualizados na Tabela 14.

Ja nas simulagdes com £2 = 0,1 percebeu-se também uma melhora no calculo do

€1
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Figura 40 — Equipotenciais obtidas com MQDL utilizando c fixo e 22 = 0,1.
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Figura 41 — Equipotenciais obtidas com MQDL utilizando ¢ variavel e 2 = 0,1.

€1

potencial elétrico ao usar o MQDL com ¢ variavel. No intuito de ilustrar essa vantagem do
MQDL com uso da técnica de parametro de forma variavel, a Figura 40 e a Figura 41 sao
apresentadas bem como, a avaliacdo do DQM e o E'R globais e locais na Tabela 15.

Tabela 14 — Avaliagdo do DQM e o ER local e global para as solugdes numéricas obtidas
para o MQDL com parametro de forma fixo e variavel com = = 0,01.

| Método | DQM local | DQM global | ER local | ER global |
MQDL com ¢ fixo | 85174 1,9379 3,9641 1,2589
MQDL com ¢ va- | 1,3802 1,0249 61782 x 10" | 3,0211 x 102
riavel

Ao longo deste capitulo, foi destacado a descontinuidade fisica em eletrostatica
com uso do MQDL. Esse método, por ser relativamente novo, encontra-se num estagio
embriondrio em relagao as técnicas de abordagem dos problemas com interface material,
principalmente quando comparado aos métodos convencionais. Nesse sentido, na Se¢éo 5.2
€ apresenta a segunda contribuicao deste trabalho para problemas com descontinuidades
do tipo fraca. Essa proposta oferece uma nova formulagao do MQDL com descontinuidade.
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Tabela 15 — Avaliagdo do DQM e o E R local e global para as solugdes numéricas obtidas
para o MQDL com parametro de forma fixo e variavel com j—j =0,1.

| Método | DQM local | DQM global | ER local | ER global |
MQDL com c fixo | 5,4796 9,1109 x 10~' | 2,1109 1,3879 x 107!
MQDL com ¢ va- | 1,0775 1,9771 x 10~ | 5,7263 x 10~ | 2,8772 x 1072
riavel

Nessa abordagem, o tratamento das solugdes sao enriquecidas a partir da fungdo MQ, cujo
aumento de suavidade da-se através do parametro de forma alto. Portanto, os valores desses
parametros foram admitidos variaveis a fim de melhorar as solugées junto a descontinuidade.
Na Subsecéao 5.5.2, foram apresentados os resultados das implementag¢des do esquema
numérico proposto. Percebeu-se, nas solugdes obtidas via MQDL com parametro ¢ variavel,
uma potencial ferramenta, sobretudo para subsidiar as poucas técnicas existentes de
tratamento da descontinuidade no MQDL.
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6 Conclusao

A dependéncia a uma estrutura de pontos em malha de métodos tradicionais como
MDF oferece um custo computacional consideravel, particularmente quando esse método é
usado em problemas cuja a geometria é irregular e ndo coincide com as arestas da malha
computacional. Além da dificuldade associada com a geragao de malha em geometria
irregular, os métodos MEF e MDF também podem apresentar solucdes inconsistentes
em problemas com descontinuidades fisicas, pois as aproximacdes desses métodos fica
garantida pelo pré-estabelecimento de uma conexao entre as arestas. Com objetivo de
contornar essas dificuldades, os métodos livre de malha foram propostos. Nesses métodos,
a solucao de um problema em um espaco de dimensao finita é construida independente da
conectividade entre os pontos nodais, dependendo, assim, apenas do né na nuvem de pon-
tos. Nesse sentido, este trabalho abordou um método sem malha conhecido como método
de quadratura diferencial local, bem como, aspectos relevantes ao seu desenvolvimento.
Esses estudos foram descritos ao longo dos capitulos deste trabalho, cujas observacoes
seréo realizadas aqui a seguir.

No Capitulo 2 foi apresentado o método de quadratura diferencial na abordagem
global, assim como, na versao local com uso da fungdo multiquédrica ¢(r) = v/r% 4 ¢2, em
que c é o parametro de forma e r expressa uma norma euclidiana entre os centros e um
ponto qualquer no dominio. Na versao local, foi destacado o efeito da distancia minima
h entre os nds de suporte. Para isso, foi estudado nos SLL descritos na equacéao (8) a
matriz de coeficientes [A], obtida via interpolagao de pontos. Nessa matriz foi tomado um
elemento V12 + ¢2, aproximando-o através de uma expansao de MacLaurin em torno de
h = 0. Através disso, foi possivel verificar que a matriz [A] dos SLL associada a fungdo MQ
torna-se singular quando h — 0. Com o propésito de evidenciar o mal condicionamento de
[A] para d > 2, utilizou-se o teorema 2.4.1, no qual estabelece o crescimento exponencial
de ||A~!|| quando h — 0. Além disso, nesse mesmo capitulo foi verificado o erro local de
truncamento no MQDL na derivada de primeira ordem e, conforme destacado na equagao
na Equacao (24), o erro € minimo quando o parametro ¢ assume valores étimos.

No Capitulo 3, foi apresentado uma técnica inovadora para o MQDL na construgao
dos suportes locais, designada de suporte expandido. Diferentemente da abordagem clas-
sica na constituicao de conjunto de nds a partir da menor distancia no SPA, o SE constroi
o suporte local por meio de um certo numero de pontos mais proximos para as d linhas
concorrentes que se cruzam no ponto de referéncia. Essa técnica consiste em mitigar os
efeitos do mal condicionamento nos SLL gerado por sua vez quando h — 0, aumentando a
distancia média entre os nos de suporte.
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Com intuito de verificar os beneficios da técnica de SE-I e SE-Il sobre o suporte
classico (SPA), foram realizados experimentos numéricos com as principais FBR infinita-
mente suaves. Os resultados obtidos nas simulagées numéricas com as FBR em SE-I,SE-II
e SPA revelam que o mau condicionamento ainda € frequente, e a configuragao dos su-
portes locais pode influenciar bastante o condicionamento dos SLL. Além disso, 0 mau
condicionamento tende a se agravar ainda mais com o uso do convencional SPA. Para
destacar esse efeito na precisdo numérica do MQDL, foi realizada a solu¢gdo numérica de
um problema com a equacéao de Poisson (40) considerando a condicao de contorno Dirichlet.
Nesse problema foi utilizado nuvens de diferentes tamanhos. A solugdo desse problema foi
realizada através do método de quadratura diferencial local utilizando os suportes SE-Il e
SPA. Nas aproximacoes desse problema foi percebido, através do DQ M, que o MQDSE
contém pelo menos 4 digitos verdadeiros em suas aproximagdes, enquanto a soluc¢ao via
MQDL convencional, 3 digitos.

A fim de investigar o desempenho do MQDSE em problemas com condi¢ao de
contorno mista e geometria irregular, testes numéricos com a Equacao (40) foram propostos
na Sec¢ao 3.4. Como foi observado nos testes numéricos realizados, evidenciou-se que 0s
problemas sdo bem-postos, apresentando solu¢cdes com estabilidade através do MEF e
o MQDSE. O MEF, por depender da forma regular dos elementos constituintes da malha,
sofreu uma relativa perda de precisdo consoante o refinamento da mesma. J4 o MQDSE,
por depender apenas do ponto, ndo sofreu esse tipo de prejuizo. Em razao disso, 0 MQDSE
possibilitou boa precisdo e uma alta ordem de acuracia com o refinamento de nuvem.
Percebe-se, ainda, que o MQDSE representa uma ferramenta eficiente para solucao de
problemas em eletrostatica bidimensionais com geometria irregular.

Além dos testes numéricos realizados no Capitulo 3 com o MQDSE, o Capitulo 4
investigou a performance do MQDSE na solucao de EDPs do tipo nao lineares e parabdlicas,
particularmente, com as equacgdes de Burgers representadas pelas equacoes (61) e (62).
Em conformidade com Fortuna (2000), tais equagdes sdo bastantes usuais em problemas de
dinamica dos fluidos, bem como utilizadas para avaliar métodos numéricos. Neste trabalho,
essas equagdes foram usadas para descrever um PVI numa geometria de fronteira curva
com condicao de Dirichlet. No esquema numérico para resolugédo das equagdes de Burgers,
foi empregado o método de Runge-Kutta de quarta ordem para aproximar as derivadas
temporais, ja as derivadas nas coordenadas espaciais foram obtidas através do MQDL e do
MQDSE.

Nesse capitulo, também foi realizado um estudo da convergéncia do método ba-
seado no trabalho de Kumar, Tripathi e Kadalbajoo (2015), que consistiu em avaliar a
convergéncia do esquema numérico através dos autovalores da matriz expressa na Equa-
cao (72), tomando como referéncia a regidao de instabilidade do método RK4. E, embora a
pesquisa sobre convergéncia no MQDL seja ainda incipiente, esse estudo de estabilidade
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foi determinante na escolha dos parametros At e v para verificar se a sequéncia de solu-
¢des aproximadas convergiam quando a nuvem de pontos era refinada. No tocante a isso,
observou-se no PVI proposto que o MQDSE é consistente, uma vez que nas aproximagoes
o erro tende a zero quando At é reduzido. Além dessa analise, foi realizado um estudo
sobre k,, das distribuicdes dos numeros de condi¢gdes matriciais dos SLL e, apesar de se
tratar de EDPs néo lineares, «,,, € mais reduzido com o uso do SE-Il que os obtidos via SPA.
Outro aspecto observado nesse capitulo foi o comportamento das solugdes em diferentes
momentos. Esses testes mostraram que enquanto o MQDSE perde uma ordem de precisao
emt =1, 0 MQDL diverge.

Apds esses estudos com as equagdes de Burgers, constatou-se que o MQDSE
possibilitou uma aproximagao numérica com DQM e E R mais reduzidos e melhores &, sem,
no entanto, requerer custo adicional de tempo no processamento. Entretanto, verificou-se
que tanto o MQDL quanto o MQDSE podem ter suas aproximag¢des comprometidas com
o valor inadequado do coeficiente de viscosidade v, haja vista que a redugcdo da mesma
gera a descontinuidade de salto. Apesar disso, observou-se que o MQDSE tem um grande
potencial na solugao de problemas em dinamica dos fluidos.

Com isso, fica evidenciado que os testes numéricos com as EDPs do tipo lineares,
nao lineares, com CCM e geometria irregular foram corroborados com estudo de sensibi-
lidade a distancia minima da MQ. Este ultimo sugere que o MQDL pode apresentar uma
melhora consideravel na aproximagao de derivadas em qualquer nd, quando se recorre
a forma alternativa de se definir o suporte associado a um dado né de referéncia, como
os apresentados neste trabalho (as técnicas de suporte expandido SE-I e SE-Il). Nestas
propostas, os pontos do suporte sdo escolhidos como os mais préximos a retas concorren-
tes no ponto de referéncia e, uma vez que a distancia média do n6 de referencia ao né de
suporte aumenta, mitiga-se o efeito da distancia reduzida nos SLL.

Por dltimo, o Capitulo 5 tratou da descontinuidade fisica em eletrostatica com
aplicacao do MQDL. E, como ja destacado a priori, essa descontinuidade, mesmo sendo
fraca, pode prejudicar a aproximagao numérica. Entretanto, técnicas adequadas podem
intervir para obter um melhor desempenho numérico nessas regides. Nesse sentido, foi
apresentado a segunda contribuicdo deste trabalho através da suavidade de fungdes,
particularmente com a fungdo multiquadrica. Nela foi destacada a descontinuidade na
derivada de primeira ordem (ou de ordem qualquer) quando » = 0 e ¢ = 0. Entretanto,
esta tém derivadas continuas (ou apresenta maior suavidade) para ¢ > 0 (Ver Figura 34).
Dessa forma, partindo da premissa de que os resultados da aproximacao melhoram com
aumento de suavidade da funcdo empregada, este trabalho propés uma técnica para tratar
a descontinuidade fisica com aumento de suavidade da MQ e, assim, possibilitar solugées
mais razoaveis com o MQDL. E importante frisar a estratégia do parametro ¢ variavel como
uma técnica vantajosa, pois ndo requer aumento sustancial no tempo de processamento,
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uma vez que os valores de ¢ provém da norma euclidiana r presente na fungao MQ.

Outro aspecto a ser considerado nessa técnica é que, como ja descrito no trabalho de
Silva et al. (2017), o valor do parametro de forma alto possibilita que os SLL representados
na equagao matricial (9) tenham numeros de condig¢ao ruins. Entretanto, foi proposto aqui
o aumento desse parametro apenas em regides onde ha efeitos significativos, como a
presenca de interface material.

Nas simulagdes realizadas da aplicacdo do MQDL, para obter a solugéao do problema
eletrostatico descrito pela equagao de Laplace, cujas permissividades elétricas sdo descon-
tinuas nas variaveis espaciais x e y, foi observado, através da Tabela 14 e da Tabela 15, a
reducdo do erro local e global quando usado na MQ o ¢. Além disso, foi visto que a técnica
de Lenarduzzi e Schaback (2016) para o MQDL é viavel, no entanto, conforme os resultados
obtidos na Subsecéao 5.5.2, pode-se obter solugbes com maior acuracia, contando que seja
incluida a técnica apresentada neste trabalho do parametro de forma variavel.

Por fim, os estudos realizados ao longo deste trabalho sobre o MQDL destacam,
em suma, o estabelecimento de duas técnicas; uma, aplicada a melhoria do «([A]) das
matrizes associadas aos SLL; e outra, no tratamento de problemas com descontinuidade
fisica fraca. Considerando que a pesquisa dedicada aos métodos livre de malha ainda
€ pequena, sobretudo quando comparada aos métodos convencionais, os estudos aqui
enfatizados representam um avango para o desenvolvimento do MQDL.

Além disso, as aplicacées com o MQDL desenvolvidas aqui preconizaram o aspecto
interdisciplinar, envolvendo areas distintas como eletrostatica e dindmica dos fluidos. Isso foi
proposto ndo sé para romper as estruturas de cada uma para alcangar uma visdo comum
de conhecimento, mas também, com o propdsito de favorecer o uso do MQDL em outras
areas.

6.1 Trabalhos Futuros

Embora as pesquisas acerca dos métodos sem malha tenham crescido nos ultimos
anos, muitos aspectos no MQDL ainda necessitam de uma investigacdo mais ampla.

Este trabalho apresentou um estudo relevante sobre o condicionamento de algumas
FBR, bem como o tratamento de problemas com descontinuidades fisicas utilizando o MQDL.
Apesar disso, ao longo deste trabalho foram elencados alguns aspectos que, parcialmente
ou em sua totalidade, devem ser investigados em trabalhos futuros. Esses topicos sao:

1. estudar outras estratégias a fim de melhorar o condicionamento dos SLL;

2. realizar testes numéricos com SE-I e SE-II tridimensionais;

3. investigar o condicionamento das matrizes locais geradas com as FBR, com a variagao
do tamanho (L) da cavidade quadrada;
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4. investigar o MQDL utilizando a técnica do parametro de forma varidvel em problemas
com descontinuidade fisica do tipo forte em dinamica dos fluidos;

5. estudo do erro em derivadas de ordem superior com o MQDL,;

6. novas aplicagoes.

A nao execucao desses tépicos nao impedem a aplicagao do MQDL no presente,
no entanto, podem melhorar bastante as futuras aplicagdes no campo da engenharia, bem
como tornar exequivel alguns problemas tidos como complexos na computagcdo numeérica.
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