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Resumo

Esta dissertacao utiliza as transformag6es conformes e de Schwarz-Christoffel como método
de abordagem de problemas bidimensionais de valor de contorno envolvendo a Equagéo
de Laplace, com o foco nos problemas da eletrostatica. As condi¢cées de contorno que sao
trabalhadas por essas transformacgdes sao dos tipos Dirichlet constantes e Neumann nulas,
sendo o foco desta dissertagédo as condi¢des do primeiro tipo. Esse método de abordagem
€ baseado no mapeamento de regides de um plano complexo em outro, permitindo que as
regides mapeadas possam sempre voltar para suas geometrias originais. Nesse sentido,
a regidao de destino deve apresentar um menor nivel de complexidade do problema e, se
possivel, uma solugao analitica ja conhecida. As transformagdes de Schwarz-Christoffel
sdo um tipo especifico de transformagdes conformes envolvendo dominios poligonais.
Nesta dissertacao, encontram-se as definicoes e propriedades matematicas de ambos os
mapeamentos com algumas demonstra¢des. Além disso, cinco problemas sé@o solucionados
analiticamente com as transformacdes conformes e um com a de Schwarz-Christoffel. E
quatro problemas séo solucionados numericamente via Schwarz-Christoffel pelo pacote
SC Toolbox do MATLAB e confrontados com as solugdes analiticas, quando estabelecidas,
ou confrontadas com as solugdes numéricas obtidas pelo método de Elementos Finitos do
pacote PDE Toolbox do MATLAB.

Palavras-chave: Transformacao conforme. Transformacgéao de Schwarz-Christoffel. EQuacao
de Laplace. Condigao de Dirichlet constante. Eletrostatica.
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Abstract

This dissertation uses the conformal and Schwarz-Christoffel transformations as a method
of approaching two-dimensional boundary value problems involving Laplace equation, with a
focus on electrostatic problems. The boundary conditions that are worked by these transfor-
mations are of constant Dirichlet and null Neumann types, being the focus of this dissertation
the conditions of the first type. This approach method is based on mapping regions from
one complex plan to another, always allowing mapped regions to return to their original
geometries. In this sense, the target region should present a lower level of complexity of the
problem and, if possible, a known analytical solution. Schwarz-Christoffel transformations
are a specific type of conformal transformations that involve polygonal domains. In this
dissertation, we find the definitions and mathematical properties of both mappings with some
demonstrations. In addition, five problems are analytically solved with conformal transfor-
mations and one with Schwarz-Christoffel transformation. Also, four problems are solved
numerically via Schwarz-Christoffel by the MATLAB SC Toolbox package and confronted
with the analytical solutions when these are established, or they are confronted with the
numerical solutions obtained by the MATLAB PDE Toolbox Finite Element method.

Keywords: Conformal transformation. Schwarz-Christoffel transformation. Laplace equation.
Constant Dirichlet condition. Electrostatic.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Relevancia do Tema sob Investigacao

As transformacgdes conformes em geral, e a transformacao de Schwarz-Christoffel em
particular, sdo assuntos que despertam atualmente interesse de pesquisadores de varias
areas, principalmente com o advento da computacao e, consequentemente, do tratamento
numérico de problemas (DRISCOLL; TREFETHEN, 2002), apesar de poderem ser utilizadas
também visando a solugdes analiticas.

Essas transformagdes sdo basicamente formas de se mapear regides de um plano
complexo em outro, permitindo que as regidées mapeadas possam sempre voltar para suas
geometrias originais. Dentro dessa perspectiva, pelo préprio conceito e propriedades, as
pesquisas que fazem uso dessas transformagdes buscam geometrias mais “simples” em
relacdo as suas geometrias originais, para facilitarem andlises ou mesmo solucdes de seus
problemas.

A aplicacdo mais natural e adequada € a solugdo da equacéao de Laplace no plano
com condigdes de contorno constantes por partes, € no caso de condi¢ées que envolvam
derivadas homogéneas. Esta dissertacdo baseia-se nesse universo de problemas de valor
de contorno. Com relacao a aplicagdes, um campo com abundancia de fenémenos relevan-
tes € a engenharia elétrica. As transformagoes de Schwarz-Christoffel, por exemplo, j& foram
usadas em aplicagdes de circuitos integrados, motores magnéticos, controle automatico, de-
teccao de trincas, medicao de resisténcia, entre outros. Outra das principais areas classicas
de transformacéao conforme € a mecénica dos fluidos. A propria geracao de malha, para a
resolugdo numérica desses problemas, foi a principal motiva¢do para alguns pesquisadores
considerarem a transformacéao de Schwarz-Christoffel e tem sido usada com sucesso em
algumas aplicagdes, apesar de historicamente a geragao de malha ter desempenhado um
papel maior no desenvolvimento da transformacéao de Schwarz-Christoffel do que vice-versa
(DRISCOLL; TREFETHEN, 2002).



Muitos trabalhos vém se desenvolvendo do ano de 2010 em diante. Por exemplo,
(ZUMBRUM; EDWARDS, 2014) aplica a transformacao de Schwarz-Christoffel em biossen-
sores Opticos e (XU; WANG; LIU, 2015), em dois métodos de geracdo de malha para os
modelos globais de circulagdo geral dos oceanos. Ambos os trabalhos fazem uso do pacote
numérico SC Toolbox no MATLAB, que foi desenvolvido por (DRISCOLL; TREFETHEN,
2002), e que também é usado no Capitulo 5 desta dissertacdo. Além desses, (FLOREA,
2015) faz uso da transformagao conforme que leva a secao transversal de cilindros ex-
céntricos na de cilindros concéntricos, aplicada no campo da Biotribologia, enquanto (YU
et al., 2011) aplica outra transformacéo no processamento de dados sismicos e (YANG;
MEI; CUI, 2014) usa-a em projetos de lentes Opticas com o intuito de modificar a sua
forma geométrica de circular para retangular. Dentro da proposta desta dissertacao, que
sao problemas envolvendo a equacéao de Laplace, (YARIV; SHERWOOD, 2015) faz uma
aplicagdo de uma transformagao de Schwarz-Christoffel a andlise da conducgao elétrica
através de uma ranhura e (WANG; REN; DONG, 2018) usa uma classe especifica das
transformacgdes conformes, conhecida em (BROWN; CHURCHILL, 2015) por Transformacao
Linear Fracionaria, na geragao de imagens de Tomografia por Impedancia Elétrica.

1.2 Contextualizacado da Dissertacéo

Uma aplicagdo bastante utilizada da transformagao conforme € a equacgéo de Laplace.
Esta dissertacao restringe-se a problemas que envolvam essa equagao, com o direciona-
mento especifico para a solugcao de problemas da eletrostatica envolvendo um conjunto
de condutores mantidos em diferentes potenciais elétricos. Exemplos de tais problemas
incluem capacitores e valvulas eletrénicas. Mas as equacdes de Laplace néo sao uteis
apenas para resolver problemas de campos eletrostaticos, como também sao Uteis em
outros problemas que envolvam campos. Por exemplo, ¢(z,y) que é interpretado como
potencial eletrostatico nesta dissertacao, poderia ser o potencial magnético escalar em
magnetostatica, como a temperatura em condug¢éo de calor, como uma funcéo tensdo em
fluxo de fluidos e como uma perda de carga em vazamentos (SADIKU, 2012).

E fundamental que os problemas que envolvam a equacéo de Laplace sejam bidimen-
sionais, uma vez que a teoria das transformagdes conformes esta relacionada a funcoes
complexas de uma variavel complexa, ou seja, fungdes que fazem o mapeamento de uma
regidao de um plano a outro. Pode ser um problema tridimensional, desde que haja alguma
simetria com relacdo a uma dimensao, tornando-se entao efetivamente bidimensional. Além
disso, incluir um termo forgado, obtendo uma equacao de Poisson, ou quaisquer condigdes
de contorno que nao sejam de Dirichlet constantes ou de Neumann nulas faz toda a di-
ferenga, uma vez que o uso da teoria das transformagdes conformes em tais problemas
podem afeta-los, aumentando mais a complexidade do problema na geometria transfor-



mada. No entanto, a equacao de Laplace € uma das mais fundamentais na fisica e o carater
bidimensional ainda é valioso para muitos fendmenos (DRISCOLL; TREFETHEN, 2002).

O célculo analitico do campo eletrostatico e do potencial eletrostatico para o capacitor
de placas paralelas de dimensées “infinitas”, partindo da equacado de Laplace, é uma
aplicacao direta dessa equagao e, neste caso, ndo ha necessidade de um método numérico
para resolvé-la. Porém, considerando o capacitor de dimensdes finitas, o efeito das bordas
aparece, como mostrado na Figura 1, e a solugao analitica ja ndo se torna trivial (SADIKU,
2012).

Figura 1 — Efeito de vazamento nas bordas de um capacitor de placas paralelas.
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Fonte: (SADIKU, 2012).
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A aplicagdo de metodos numéricos ja conhecidos, como o método de Elementos
Finitos (FEM), resolveria o problema, mas a abordagem desenvolvida neste trabalho é
uma transformacao de geometrias do problema, independentemente da forma como se
deseja soluciona-lo. O que se pretende fazer para resolver esse problema é usar uma
transformacao conforme, para transformar essa geometria de um capacitor finito na de um
capacitor de dimensdes “infinitas”, para o qual a solugcéo analitica para o potencial e campo
eletrostaticos esta disponivel. Com a solugéo obtida, apds a transformacéo, o objetivo final
€ voltar com as equagdes para a geometria inicial, através da transformagao conforme
inversa.

As transformacgdes de Schwarz-Christoffel sdo como uma classe especifica de trans-
formacdes conformes que tém como uma das geometrias envolvidas uma regido poligonal,
seja ela limitada ou ilimitada. Esse mesmo capacitor de dimensdes finitas da Figura 1 pode
ser visto como uma regiao poligonal ilimitada e pode ser tratada também numericamente
através da Transformacédo de Schwarz-Christoffel. Esse exemplo é feito no Capitulo 5 e
comparado com a solugao analitica do Capitulo 3. Além desses problemas, outros também
sao solucionados nesta dissertagéo, tanto analiticamente quanto numericamente com o
pacote SC Toolbox do software MATLAB, mostrando a forca que esse ferramental das
transformagdes conformes possui.



1.3 Objetivos e Metodologia

O objetivo geral desta dissertacao € utilizar as transformagdes conformes e as transfor-
magodes de Schwarz-Christoffel como método de abordagem de problemas bidimensionais
que envolvam a equacéo de Laplace, especificamente na eletrostatica. Deseja-se mostrar o
guanto essas transformagdes podem contribuir nas solugdées analiticas e computacionais. A
fim de se atingir esse objetivo geral, apresentam-se os seguintes objetivos especificos:

e Trabalhar os conceitos e teoremas matematicos das transformagdes conformes, suas
propriedades e como elas podem adaptar as geometrias de variados problemas que
envolvam a equacao de Laplace;

e Trabalhar os conceitos matematicos e geométricos das transformacgdes de Schwarz-
Christoffel, mostrando o seu carater conforme e também como sao aplicadas;

e Utilizar o pacote SC Toolbox do MATLAB desenvolvido por (DRISCOLL; TREFETHEN,
2002), mostrando a sua potencialidade e algumas limitaces;

e Utilizar o método de Elementos Finitos, por ser robusto e usado comercialmente,
especifico do pacote PDE Toolbox do MATLAB, para efeito de comparagao com os
resultados obtidos.

Aideia do que é realizado nesta dissertagao, com relagéo a abordagem dos problemas,
€ analoga a ideia da transformada de Laplace, em que se deseja solucionar uma equagao
diferencial analiticamente e, em vez de se utilizar os métodos analiticos diretos, utiliza-se a
transformada de Laplace para transformar a equacao diferencial em uma equacgao algébrica
no “dominio da frequéncia”, que por sua vez tem uma solugdo direta e, muitas vezes,
conhecida. Por fim, utiliza-se a transformada inversa de Laplace para encontrar a solugéao
no “dominio do tempo” em que se procurava.

A Figura 2 mostra o procedimento do que se propde com a teoria das transformacoes
conformes (setas de linha continua) no ataque aos problemas, ao passo que a solugao
direta (seta de linha tracejada) torna-se muito complexa analiticamente ou apresenta alto
custo computacional, quando realizada por meio de alguma técnica numérica, como o
meétodo de Elementos Finitos.

A ideia de aplicagao das transformagdes de Schwarz-Christoffel segue a mesma ideia
da Figura 2, de modo que é feita uma composic¢ao de duas funcdes, uma que é a prépria
solucéo do problema fisico no plano de destino e outra que é a transferéncia da solucéo
para o dominio de origem. Essa composicao é realizada numericamente.



Figura 2 — Procedimento para a solugao de problemas que envolvam a equacao de La-
place, especificamente problemas de eletrostatica, utilizando as transformagdes
conformes.

Equagdo de Laplace sem solugdo analitica : Geometria conhecida (simples)

transformagdo conforme

geometria complexa

Condigdes de Contorno Mesmas condigdes de contorno

'_: ;_’ Solucionar Equag&o de Laplace
WS para geometria mais simples

Equagdo de Laplace solucionada Equacdo de Laplace solucionada
transformacgdo conforme
inversa
Solugdo para a geometria complexa Solugdo para a geometria conhecida

<=

Fonte: Arquivo préprio.

Todos os problemas propostos nessa dissertacao sdo solucionados por dois caminhos
para efeito de comparagcédo, mesmo quando uma das solugoes é analitica. Na busca de
maior consisténcia dos resultados, o método de Elementos Finitos, através do pacote PDE
Toolbox do MATLAB, é utilizado na solugcédo de quase todos os problemas. O pacote PDE
Toolbox utiliza 0 método de elementos finitos em problemas bidimensionais, realizando
discretizacdes em elementos triangulares de regides variadas através do método de Galerkin
(ZAUDERER, 2006). Todas as simulacdes e graficos foram obtidos também pelo software
MATLAB.

1.4 Organizagao do Texto
Esta dissertacao esta organizada em seis capitulos, incluindo este capitulo introdutério.

No Capitulo 2, é fundamentado o conceito de transformagéao conforme dentro da teoria
das variaveis complexas, mostrando as suas principais propriedades, que fazem dela uma
boa opgao para se abordar problemas de valor de contorno que envolvam a equacgao de
Laplace sobre cujo contorno deve haver condi¢ces de Dirichlet constantes ou de Neumann
nulas.

No Capitulo 3, séo resolvidos analiticamente cinco problemas de valor de contorno
envolvendo a equagéao de Laplace na eletrostéatica pelo uso de transformagdes conformes,
sendo quatro deles comparados com o método de Elementos Finitos do PDE Toolbox
do MATLAB. No sexto problema, uma transformacao conforme é utilizada apenas para
confirmar o mapeamento correto da solucao obtida através do PDE Toolbox do MATLAB.



No Capitulo 4, é fundamentado o conceito de transformacao de Schwarz-Christoffel
dentro da teoria das variaveis complexas, mostrando suas principais propriedades, uma
delas sendo a “conformidade” para o interior da regido transformada. E finaliza com a
abordagem numérica dessa transformacao, justificando a sua maior potencialidade de uso
apos o surgimento do computador.

No Capitulo 5, sao resolvidos, numericamente pelo pacote SC Toolbox do MATLAB,
quatro problemas de valor de contorno envolvendo a equacgao de Laplace na eletrostatica
pelo uso das transformacgdes de Schwarz-Christoffel. Desses quatro, dois sao resolvidos
analiticamente e dois pelo método de Elementos Finitos do PDE Toolbox do MATLAB, para
efeito de comparagéo e validagdo dos resultados.

No Capitulo 6, sdo apresentadas as conclusdes deste trabalho e algumas propostas
para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Transformacoes Conformes

2.1 Introducéao

Este capitulo tem como objetivos estabelecer matematicamente, com a inclusédo de
algumas demonstragdes, a relacao entre a teoria das variaveis complexas e a equagao
de Laplace, esta presente em muitos problemas da fisica; e explorar o conceito e as
propriedades das transformacgdes conformes, mostrando que essas transformacgdes séo
uma boa alternativa para se tratar problemas que envolvam a equacao de Laplace em “dificil”
geometria. Nesse sentido, a Secao 2.2 apresenta o conceito de analiticidade, as condigdes
de Cauchy-Riemann e as condi¢des suficientes para que se garanta tal analiticidade. A
Secao 2.3 traz algumas definicdes matematicas que sao utilizadas ao longo da dissertacao.
A Secao 2.4 mostra o carater harmonico das partes real e imaginaria de uma funcao analitica.
A Secéo 2.5 apresenta a definicdo de uma transformacéo conforme e sua caracteristica
geométrica fundamental. Por fim, a Sec¢ao 2.6 apresenta as propriedades da transformagao
conforme que fazem dela uma boa ferramenta para a abordagem de problemas de valor de
contorno que envolvam a equacao de Laplace.

2.2 Funcoes Analiticas e Condicdes de Cauchy-Riemann

Os conceitos de limite, continuidade e derivada para fungées complexas de uma varia-
vel complexa s&o analogos aos de fungdes reais de uma varidvel real. A diferencga resultante
das aplicagOes desses conceitos em ambos 0s campos deve-se fundamentalmente ao fato
do dominio e da imagem estarem contidos em planos complexos para o primeiro, enquanto
estao restritos a eixos reais para o segundo. Portanto, a diferenca significativa esta na
dimensao 2 da definicdo de f’(z). Consequentemente, muitos resultados do célculo de
variaveis reais nao se aplicam ao calculo de variaveis complexas. Como exemplo, pode-
se provar conceitualmente que a fungéo real |z|? possui a derivada 2z para todo x real,
enquanto a derivada de |z|? existe somente no ponto z = 0 (CHURCHILL, 1975).



O teorema a seguir é extremamente importante para mostrar o calculo do limite e
a analise da continuidade de funcbes complexas de uma variavel complexa, através de
funcoes reais de duas variaveis reais.

Teorema 2.1. Sejam
f(Z):U(f,y)—l—Z’U(ﬁ,y), Z=I+2y e ZOZI0+iy0.
Entéo, o limite de f existe em z, e é igual a ug + ivy,

lim f(z) = ug + ivg (1)

Z—20

se, e somente se, os limites de u e v existem em (xq, yo) € S0 iguais a uy e vy respectiva-
mente,

lim  wu(zr,y)=uy e lim  v(z,y) = vo. (2
(z,y)—(z0,y0) (z,y)—(z0,y0)

A prova encontra-se em (CHURCHILL, 1975). Do Teorema 2.1 segue-se que f = u+iv
€ continua se, e somente se, u e v sdo continuas. Além do mais, as propriedades dos limites
e das derivadas para as funcdes complexas de uma variavel complexa valem da mesma
forma para as funcdes reais de uma varidvel real.

Assim como no calculo real, a derivabilidade de uma funcdo complexa diz muito sobre
seu comportamento, sobre a forma como o0 mapeamento de planos ocorre localmente,
sobre a correspondéncia entre as partes real e imaginaria dessa fungao, entre muitas outras
informagdes. Por isso o conceito de analiticidade de uma fungéo é extremamente importante
para o desenvolvimento de toda a teoria das varidveis complexas, incluindo o mapeamento
conforme e as transformagdes de Schwarz-Christoffel. Uma fungao f da variavel complexa
z se diz analitica num ponto 2z, se sua derivada f’(z) existe ndo sé em z, como também
em todo ponto z de alguma vizinhanca de z, (ZILL; SHANAHAN, 2011). f € analitica num
dominio do plano z, se ela é analitica em todo ponto desse dominio (CHURCHILL, 1975). O
primeiro ponto importante decorrente da derivabilidade de uma fungdo complexa sao as
condigdes de Cauchy-Riemann.

Teorema 2.2. Se a derivada f'(z) de uma fungdo f = u + iv existe num ponto z, entdo
as derivadas parciais de primeira ordem, em relacédo a x e y, de cada uma das partes u e
v, existem nesse ponto e satisfazem as condi¢cdes de Cauchy-Riemann. Também, f'(z) é
dada em termos dessas derivadas parciais.

Demonstragdo. Suponha que uma fungéo tenha derivada em z,. Escrevendo zy = xg + o,
f(z) = u(z,y) +iv(z,y),  f'(z20)=a+ib,
Af = f(zo+ Az) — f(z0),
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Au = u(zg + Az, yo + Ay) — u(zo, yo),

e Av para o acréscimo correspondente em v(zx, y). Entéo,

i 2 Aut1Av .
Aibo Az Arbo Az + iAy a+ib,
e, em vista do Teorema 2.1, vem
Au + 1Av Au +1Av
li Re| —— | = li I — | =0, 3
(AI,A;/I)IL(O,O) ¢ (Ax + @'Ay) @ (AI,A;I)IL(O,O) o (Ax + z’Ay) ®)

Particularmente, quando Ay = 0, isto €, quando Az = Az, os limites acima reduzem-se a
limites de fungdes de uma sé variavel z, decorrendo dai que

u(xo + Az, o) — u(Zo, Yo) v(zo + Az, yo) — v(Z0, Yo)

A Aa s A, As -t
isto é, Ju/dx e Jv/Ox existem no ponto (xg, o) €
ou ov
= = 4
or " Oz @

em (zo, yo). Da mesma maneira, quando Az = 0 (Az = iAy), os limites em (3) reduzem-se

a

v(20, Y0 + Ay) — v(wo, Yo) u(o, yo + Ay) — u(xo, o)

. _ ! o
A% Ay ALY Ay ’
Assim, as derivadas parciais em relacao a y existem e
0 0
S=a, oo =-b (5)
Ay Ay

em (xg, yo). De acordo com as equagdes (4) e (5), tem-se, no ponto z,

ou Ov ou ov

—=—= e —=—-—. (6)
or 0Oy oy ox

Essas equagdes em (6) sdo as condi¢des de Cauchy-Riemann. Como f'(z) = a + ib, as

formulas em (4) e (5) fornecem duas expressoes fundamentais para a derivada de f, que
sao: 5 9 5 9

, u . 0v v Odu

= — _ = — — ) — 7

F'z) ox * "or dy Z@y 7

no ponto z = z;, COMO se queria mostrar. ]

Esse Teorema 2.2 e sua demonstragao foram retirados de (CHURCHILL, 1975),
mostrando que as partes real e imaginaria de uma funcéo analitica estao, de certa forma,
“amarradas” uma a outra em sua estrutura algébrica. Em contrapartida, esse mesmo teorema
aplica-se a fungdes analiticas. Portanto, falta um teorema que cuide de avaliar se uma dada
funcdo complexa € analitica e para qual regido do plano complexo isso acontece. Este
teorema vem a seguir e encontra-se em (BROWN; CHURCHILL, 2015) juntamente com sua
demonstracao.



Teorema 2.3. Suponha que a fungéo

f(2) = u(z,y) +iv(z,y)

esteja definida em toda uma vizinhanga de um ponto zy = xq + 1Yo, € suponha que

a) as derivadas parciais de primeira ordem em relagdo a x e y das fungbes u e v existam
em cada ponto dessa vizinhanga e que

b) essas derivadas parciais sejam continuas em (¢, yo) € que satisfagam as equagées de
Cauchy-Riemann em (xo, yo)-

Entao, existe a derivada f'(z,), e seu valor é dado por

, _Ou  Ov
f(Zo) = 8_J:+Z8_x

em que as derivadas parciais do lado direito devem ser calculadas em (o, yo)-

Demonstragdo. Primeiramente, supde-se que as condigdes a) e b) da hipdtese estejam
satisfeitas em uma vizinhanga |z — zy| < € e escreve-se Az = Ax + iAy se 0 < |Az| <,

bem como
Aw = f(zo+ Az) — f(z0).
Assim,
Aw = Au + iAv. (8)
em que
Au = u(zg + Az, yo + Ay) — u(xo, yo)
e

Av = v(zg + Az, yo + Ay) — v(xo, Yo).

A hipotese da continuidade das derivadas parciais de primeira ordem de u € v no ponto
(zo,y0) permite escrever o diferencial Au e o diferencial Av, respectivamente, por um
teorema em (KAPLAN, 2002), como

ou ou
Au = 8—I($0,y0)A«T+ a_y(x07y0)Ay+€1Ax+€2Ay (9)
e 9 o
Av = (20, yo) A + (0, y0) Ay + €Az + €4 Ay, (10)
ox dy

em que €1, €9, €3 € €4 tendem a zero, se (Ax, Ay) tender a (0,0) no plano z. A substituicéo
das expressodes (9) e (10) na equacao (8) fornece

0 0
Aw :£($0, Yo) Az + a—u(fﬂm Yo)Ay + 61Azx + e Ay+
ov y@v (11)
{ %(9007 Yo) Az + a—y(%, Yo)Ay + esAx + e4Ay| .
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Como hipétese também tem-se as equagdes de Cauchy-Riemann no ponto (g, yo).
Entéo, substituindo 8u( ) por c%( )e Ov (o0, Yo) por Ou (x0,Y0) Na equagao (11)
3 — T 5 —— X s R , _ ,
y 0,%0) P Oz 0, Y0 oy 0,%0) P Iz 0, Yo quac
e, dividindo tudo por Az = Az + ¢Ay, obtém-se

Aw  Ju ov . Az . Ay
e e — 5)=— =7 12
i (%0, yo) + zam(xg,yo) + (€1 + ie3) T (€2 + ZE4)AZ (12)
Ocorre que |Az| < |Az| e |Ay| < |Az|, pois Az e Ay séo, respectivamente, as partes real

e imaginaria de Az. Portanto,

Ax <1 Ay

— —Z 1 <1.
Az| — © Az

Consequentemente, aplicando uma desigualdade triangular e a propriedade que o médulo
do produto é o produto dos médulos,

Az .
(€1 +263)A—Z < e +ieg] < |eq| + |es]

A .
(€ +264)A—z‘ < les +ie] < lea] + |el.

Ou seja, se a variavel Az = Ax + 1Ay tender a zero, as duas ultimas parcelas do lado
direito da equagéao (12) também tendem a zero. Portanto, esta estabelecida a validade da
expressao de f’(z,) dada pelo teorema. O

Para z # 0, as condicbes de Cauchy-Riemann e o Teorema 2.3 das condi¢des
suficientes podem ser reescritos de forma analoga na forma polar, em que se obtém, para

f(z) =wu(r,0)+iv(r,0) e 2zy=ro(cosby+isenby),

as condi¢des de Cauchy-Riemann

ou 10v 1 % ov

o ree  ° rae  or

E a derivada de f em z, na forma polar é

o or

du .0
f'(2)]2 = (cos@ — isend) ( uo U)

20

2.3 Definicoes Matematicas Importantes

Tendo apresentado a definicao de analiticidade e as condi¢des suficientes para que
uma funcao seja analitica, esta secao traz alguns conceitos matematicos importantes que
séo usados ao longo de toda a dissertagao.
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Definicdo 2.1. Regido é um conjunto aberto e conexo (AVILA, 2008). A definicdo de
Dominio em (CHURCHILL, 1975) é sinénimo da definicdo de “regido” em (AVILA, 2008), e
essa analogia é utilizada nessa dissertagao.

Definicao 2.2. Um dominio simplesmente conexo S € aquele em que todo caminho
fechado contido em S envolve somente pontos de S (CHURCHILL, 1975). Portanto, um
dominio simplesmente conexo é aquele em que nao apresenta “buracos” em seu interior.

Defini¢do 2.3. Se ¢(x,y) € uma fungao escalar com derivadas segundas continuas para
um dominio D e o 92
vio= 20, T
dy?

em D, entdo ¢(x,y) é uma fungao harmonlca em D (KAPLAN, 2002).

Seja uma curva C' parametrizada no plano por um conjunto de equagdes x = x(t),
y=1y(t), t; <t <ty onde z(t) e y(t) séo fungdes reais continuas. Denota-se, baseados
na Figura 3, os pontos inicial e terminal de C, ou seja, (z(t1),y(t1)) e (x(t2), (y(t2)),
pelos simbolos A e B, respectivamente. Assim, (ZILL; SHANAHAN, 2011) apresenta cinco
definicbes a seguir relacionadas a Figura 3.

Figura 3 — Diferentes tipos de curvas, sendo (a) uma curva suave e simples, (b) uma curva
suave por partes e simples, (¢) uma curva fechada e nao simples, e (d) uma
curva fechada e simples.

+B A-B

A® A®
(a) (b) (¢) (d)

Fonte: Adaptacao de (ZILL; SHANAHAN, 2011).
Definicao 2.4. C' é uma curva suave, se ' e y forem continuas no intervalo fechado
[t1,t2] € ndo simultaneamente nulas em um ponto t no intervalo aberto (t1,t5).

Definicao 2.5. C' é uma curva suave por partes, se consistir em um numero finito de
curvas suaves C,Cs, ..., C, unidas nas extremidades, isto €, o ponto terminal da curva Cj,
coincide com o ponto inicial da proxima curva Ci 1.

Definicao 2.6. C' é uma curva simples, se ndo tiver autointersegcées (se nao cruzar a si
mesma), exceto, talvez, emt =t, et = t,.

Definicao 2.7. C é uma curva fechada, se A = B.

Definicao 2.8. C' é uma curva fechada simples, se nao tiver autointersegées e A = B,
ou seja, se for simples e fechada.
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2.4 Funcdes Harmébnicas Conjugadas

Esta secao traz o conceito de fungdes harmobnicas conjugadas, mostrando que as
partes real e imaginaria de uma funcao analitica sao fungdes harmdnicas. No fim, essa
sec¢do mostra que, dada uma fungao harmonica u(x, y) sobre um dominio simplesmente
conexo no plano, é garantida a existéncia de uma fungdo harmoénica conjugada v(z, y), tal
que f = u + v seja analitica sobre esse dominio.

Tomando duas fungdes analiticas f e ¢ em um dominio D C C, entdo pelo préprio
conceito de analiticidade, essas fungbes tém derivadas em todos os pontos em D. Assim,
da mesma forma como acontece para fungdes reais de uma variavel real, tem-se, como
consta em (CHURCHILL, 1975), que:

e f+ g é analiticaem D;
e f.géanaliticaem D;

° f é analitica em D, exceto nos pontos em que g(z) = 0.
g

Além disso, seja g uma fungdo analitica de z num dominio D; e seja R o conjunto formado
pelas imagens ¢(z) para os pontos z em D;. Entéo, se f é analitica num dominio Dy D R,
segue-se que a fungdao composta f o g é analitica em D;. Portanto, a composta de fungdes
analiticas € analitica.

Diante de todas essas propriedades, pode-se provar que os polindémios, as funcoes
racionais, a fungdo exponencial, as funcdes trigonométricas e hiperbdlicas sdo exem-
plos de funcdes analiticas para todo o plano complexo, com exce¢ao dos pontos em que
haja divisao por zero. Além dessas, pode-se estabelecer um dominio interior ao plano com-
plexo, tal que as fungdes logaritmicas, de expoentes complexos, as trigonométricas
inversas e as hiperbdlicas inversas também sejam analiticas (CHURCHILL, 1975).

Uma grande novidade que ha no célculo de variavel complexa e que nao ha para o
célculo de variavel real esta relacionado ao Teorema 2.4, que é a primeira parte de um
teorema que se encontra em (AVILA, 2008).

Teorema 2.4. Uma fungio analitica numa regido R possui derivadas de todas as ordens,
as quais, por sua vez, sdo também analiticas em R.

A hipétese de que a fungéo deve ser analitica para um dominio R esta relacionada ao
fato de que, contido nesse dominio, pode-se conseguir um dominio simplesmente conexo
S. Dai tira-se a Férmula Integral de Cauchy, que € associada a teoria mais avangada de
integracao de funcdes complexas, que, por sua vez, nao € tratada aqui. A demonstracao
do Teorema 2.4 e a Formula Integral de Cauchy com sua demonstragdo encontram-se em
(CHURCHILL, 1975).
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Como consequéncia do Teorema 2.4, se f for derivavel em todos os pontos em algum
dominio, todas as derivadas f', f”, f",... existem nesse dominio. Ja no calculo real isso
pode nao ser verdade. Por exemplo, a fungéo real f(z) = 27/3 é derivavel em toda a reta
real. No entanto, f'(x) = (28/27)x~2/3 n&o existe em = = 0.

Com os Teoremas 2.2 e 2.4, chega-se ao Teorema 2.5 abaixo, que é uma ligagao
direta entre as funcdes complexas analiticas e a equacao de Laplace.

Teorema 2.5. Seja uma fungdo complexa f(z) = u(zx,y) + iv(zx,y) analitica em um dominio
D. Entéao, as fungbes u(z,y) e v(x,y) sdo harmbénicas em D.

Demonstragdo. Assumindo que f(z) = u(x,y) + iv(x,y) é analitica em um dominio D,
entdo, pelo Teorema 2.4, f tem derivadas de todas as ordens. Portanto, as derivadas
parciais de u € v de todas as ordens existem e sdo fung¢des continuas de x e y. Além disso,
como f é analitica, as equagdes de Cauchy-Riemann sao satisfeitas para todo o dominio,
ou seja,

ou  Ov ou ov

dr 9y’ Oy oz
Derivando os dois lados da primeira equagao em relacao a x e derivando os dois lados da
segunda equacao em relacao a y, obtém-se, respectivamente,

0*u 0*v 0*u 0%v

022 dxdy © o2 Oydx

Segue-se dessa equacao que as duas derivadas mistas sdo iguais pelo Teorema
de Schwarz (GUIDORIZZI, 2001), uma vez que as derivadas de segunda ordem de u e v
existem e sdo continuas em D. Portanto, da equacao anterior
Pu  0%u

2
@‘i‘a—yQ:O ou Veu = 0.

Isso mostra que u(z, y) € harménica.

Agora, diferenciando a primeira condicdo de Cauchy-Riemann dos dois lados em
relagéo a y, diferenciando a segunda condigéo dos dois lados em relacdo a = e igualando
novamente as derivadas mistas, chega-se em

v v
—+-—-=0 ou Vwu=0.
0x? + Oy? !

]

As fungdes u e v sdo consideradas fungées harménicas conjugadas, se a fungao
f = u+ v é analitica. Uma importante caracteristica das fungdes harménicas conjugadas
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diz respeito a um significado geométrico interessante, expresso no teorema seguinte (AVILA,
2008).

Teorema 2.6. Se f = u + v € analitica num dominio D, ento, para as constantes reais k
e ko, as curvas das familias

U(Zl?,y) :kl e ’U("E,y) :kQ

cruzam-se em angulo reto em todo ponto = em D onde f'(z) # 0.

Demonstragdo. Sendo f(z) uma funcgéo analitica, entdo u(x,y) e v(x,y), pelos Teoremas
2.5 e 2.2, sdo, respectivamente, fungdes harmonicas e satisfazem as condi¢cdes de Cauchy-
Riemann no dominio D. Portanto, para todo ponto z em D, onde f'(z) # 0, tem-se

ou Ov v . ou .
—%-H%—a—y-lw(—a—y) # 0 + 0.

0 0
Pela desigualdade acima, se au_9v_ 0 entao @ = —@ # 0 e vice-versa. E isso
or Oy ox oy

garante que os vetores gradientes das familias u(z,y) = k1 e v(z,y) = ks existam e sejam

f'(z)

nao nulos. Assim, por definicdo e por hipétese,

ou 0
Vu(z,y) = (a—z, (9_Z> #(0,0)  é ortogonal as curvas de nivel  u(z,y) = ki,

ov 0
Vou(z,y) = —U, 7 #(0,0)  é ortogonal as curvas de nivel  v(z,y) = ko
oz’ Jdy
Fazendo o produto interno (produto escalar usual) entre Vu(z,y) e Vu(z, y) e aplicando as
condi¢des de Cauchy-Riemann, entao
Oudv  Oudv
(Vu(z,y), Vu(z,y)) = 9202 T 9y 0y
_Quf O\ Oudu_
- Ox oy oydx
Portanto Vu(z,y) e Vu(z,y) s@o vetores ortogonais, ou seja, as familias u(z,y) = k; e
v(z,y) = ko s@o familias de curvas ortogonais, como se queria mostrar. O

Os teoremas anteriores tomam uma fungdo f(z) analitica, sendo que a partir dela é
gue se extraem as fungdes harménicas conjugadas. O proximo teorema garante a existéncia
de uma fungé@o harménica conjugada de qualquer fungéo harménica u(z, y) definida em um
dominio simplesmente conexo (BROWN; CHURCHILL, 2015).

Teorema 2.7. Se uma fungdo harménica u(x,y) estiver definida em um dominio simples-
mente conexo D, entdo existe uma harménica conjugada v(x,y) em D tal que f = u + v
seja analitica em D.
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Demonstracdo. Suponha que P(z,y) e Q(z,y) tenham derivadas parciais de primeira
ordem continuas em um dominio simplesmente conexo D do plano xy, e sejam (xq, 3o)
e (z,y) dois pontos quaisquer de D. Se P, = (), em cada ponto de D, entdo a integral
curvilinea

/ P(s,t)ds + Q(s,t)dt
c

de (¢, o) até (z,y) é independente do caminho C' que é usado, desde que o caminho
esteja todo contido em D. Além disso, fixando o ponto (zy, yo) € deixando (z,y) variar em
D, essa integral representa uma funcao

(z,y)
F(z,y) = / P(s,t)ds + Q(s,t)dt (13)
(z0,%0)
de x e y, cujas derivadas parciais de primeira ordem sdo dadas pelas equacdes
OF (z,y) OF(z,y)
— =P — = : 14

Perceba que o valor de F' é alterado por uma constante ao se escolher um outro ponto
inicial (zo, yo)-

Voltando a fungé@o harménica u(x, y) dada, observa-se que, da equagéo de Laplace

Pu O*u
o (uwy_ o (ou
oy oy ) Oz \ox

— + — = 0, segue que
0x? + 0y? gueq
em cada ponto de D. Além disso, as derivadas parciais de segunda ordem de u séo

0 0
continuas em D, significando que as derivadas parciais de primeira ordem de —a—u e a—u
Y X
séo continuas nesse dominio. Assim, fixado (xg, yo) em D, a fungéo
@) Ju(s, t) Ju(s,t)
v(z,y) = - ~—~ds + —dt 15

esta bem definida em cada (x, y) de D e, de acordo com as equagdes (14),

oo(ry) _ Ou(zy)  Ou(zy)  dulz,y) .
Ox oy oy or

Essas sdo as equacdes de Cauchy-Riemann. Como as derivadas parciais de primeira ordem

de u séo continuas, entao fica claro, das equacgdes (16), que essas mesmas derivadas de v
também sdo continuas. Logo, pelo Teorema 2.3, a fungéo u(z, y) + iv(x, y) é analitica em
D e, portanto, v € uma harmoénica conjugada de . ]

E importante ressaltar que a funcéo v, definida pela equacéo (15), ndo é a Unica
harmdnica conjugada de u, pois a fungdo mais geral v(z,y) + ¢ também é outro exemplo,
para qualquer constante real c. Além disso, as funcdes harmbnicas conjugadas podem
ter seus papéis invertidos, criando a fungado g = —v + iu, também analitica (CHURCHILL,
1975).
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2.5 Definicao da Transformacao Conforme

As Secdes 2.2 e 2.4 comegam a mostrar a importancia de se garantir a analiticidade
de uma fungao complexa, a fim de se obter propriedades fundamentais para os objetivos
deste trabalho. O que esta secao proporciona € mais uma importantissima propriedade das
fungdes analiticas, com o olhar mais geométrico da correspondéncia dos planos de saida 2
e de chegada w da fungao f.

Para isso, deseja-se examinar a mudancga na direcdo de curvas num ponto z, sob
uma transformagéo w = f(z), quando a fungdo f é analitica nesse ponto e f’(z) # 0. Mas,
primeiramente, precisa-se mostrar que a imagem de um arco suave numa vizinhanga de z
€ um arco suave no plano w, se a fungao transformadora f for analitica em z,.

Seja C' uma curva suave representada pela equagao
z=2z(t) (a<t<b),
e seja f(z) uma funcéo definida em todos os pontos z do arco C'. A equagéo
w=flz(t)] (a<t<D)
é uma representagao paramétrica da imagem I" de C pela transformagéo w = f(z).

Suponha que C' passe por um ponto zy = z(ty) (a < ty < b), no qual f seja analitica
e tal que f'(zo) # 0. De acordo com a regra da cadeia, se w(t) = f[z(t)], entdo

w'(to) = f'[2(t0)]2"(f0); (17)

ou seja, w'(ty) # 0, pois f'(zy) # 0 e Z'(ty) # 0 por C ser um arco suave. E, como v’ # 0
para zp, entdo pode-se provar que existe uma vizinhanga de z, tal que |w’| supera certa
constante positiva para todos os z nessa vizinhanga (CHURCHILL, 1975), ou seja, w’ # 0
para qualquer valor de z nessa vizinhanca de z,. Portanto, a imagem de um arco suave
numa vizinhancga de z, € um arco suave, como se queria mostrar (BROWN; CHURCHILL,
2015).

Além disso, igualando os argumentos de cada lado da equagéo (17), chega-se em
argw'(to) = arg f'[z(to)] + arg 2’ (to). (18)

A equacéao (18) é importante para relacionar as diregdes de C' e I' nos pontos z; € wy =
f(20), respectivamente.

Denotando 0y = arg 2/(t) € ¢o = argw’(ty), esses angulos representam, respectiva-
mente, o angulo de inclinagdo de uma reta orientada que é tangente a C' em z, e 0 angulo
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de inclinagdo de uma reta orientada que é tangente a I" no ponto wy = f(2o), como mostra
a Figura 4.

Figura 4 — Curva suave sendo transformada em curva suave por meio de uma transformacao
analitica em zj.

y v

0

Fonte: (BROWN; CHURCHILL, 2015).

Pela equacgéao (18), existe um valor para 1, tal que

$o = o + bp. (19)

Portanto, ¢g — 6y = 1, OU seja, 0s angulos ¢, e 0, diferem pelo angulo de rotacao

o = arg fl(zo)- (20)

Tomando C'; e C; como dois arcos suaves passando por z, e sendo 6, e 65, respecti-
vamente, os angulos de inclinacao de retas orientadas tangentes a C'; e Cs em 2z, entéo,
da equacéo (19), pode-se inferir que

pr=%o+0 e ¢=1y+ 0,

s&o os angulos de inclinagéo de retas orientadas tangentes no ponto wy = f(zo) as curvas
I'; e I'y, que sdo imagens, respectivamente, de C; e Cs. Assim, ¢, — ¢ = 65 — 61, OU seja,
o angulo ¢, — ¢, de I'y até I'y é igual, em magnitude e orientacdo, ao angulo 6, — 6, de C}
até (5. Esses angulos estao identificados por « na Figura 5 (BROWN; CHURCHILL, 2015).

Figura 5 — Transformagao conforme no ponto z.

Fonte: (BROWN; CHURCHILL, 2015).
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Devido a essa propriedade de preservagao de angulos, diz-se que a transformacao
w = f(z) é conforme em um ponto z, se f for analitica nesse ponto, com f’(z) # 0. Uma
transformacéo dessas, na verdade, € conforme em cada ponto de alguma vizinhanga de zj.
De fato, ela tem derivadas em todos os pontos de uma vizinhanga de z, e, como a derivada
f’ é continua nessa vizinhanga, entdo existe alguma vizinhanga de z, na qual f'(zy) # 0.

Uma transformagdo w = f(z) é conforme em um dominio D, se for conforme em cada
ponto de D, ou seja, uma transformagao por uma fungao analitica com derivada nao nula
em D.

Outra caracteristica de uma transformagédo conforme em um ponto z, é obtida
considerando-se o modulo de f/(zy), que é ndo nulo. Pela definicdo de derivada, pela
propriedade que garante que o médulo do limite de uma fung&o complexa é o limite do
modulo dessa fungéo e pela propriedade que garante que o modulo do produto é o produto
dos médulos (CHURCHILL, 1975), chega-se que

f(z) = f(20)]

(o)) = |tim L =S

(21)

z—=zo 2 — 2 220 |z — 2]

Pode-se perceber que |z — zy| € o comprimento de um segmento de reta ligando z, a

z,e|f(z) — f(z0)| € o comprimento do segmento de reta ligando os pontos f(z) € f(z) do
plano w. Entao, pelo préprio conceito, se z estiver préximo de z,, a razdo

17z) = f(=)|

|z — 20|

dos dois comprimentos é aproximadamente igual a |f'(z)|. E intuitivo que |f'(z)| > 1
representa uma expansao e que |f'(zy)| < 1 representa uma contragao.

Apesar do angulo de rotagéo arg f’(z) e o fator de escala | f'(z)| em geral variarem de
ponto a ponto, segue da continuidade de f’ que esses valores sao dados, aproximadamente,
por arg f'(z0) e | f'(z0)| em pontos z proximos de z,. Assim, a imagem de uma pequena
regiao (localmente) em uma vizinhanga de 2, é conforme a regiao original, no sentido de ter,
aproximadamente, a mesma forma. No entanto, uma regidao maior pode ser transformada
em uma regido sem semelhanga alguma com a original (BROWN; CHURCHILL, 2015).

Um ponto no qual f’(z) = 0 é chamado ponto critico da transformagao. Por exemplo,
0 ponto z = 0 é ponto critico da transformagdo w = z2+1. Ao se escrever z = r exp(if) e w—
1 = pexp(i¢), entdo pexp(id) = r? exp(2if), de onde se tira que cada raio § = c emanando
do ponto z = 0 é transformado num raio ¢ = 2c emanando do ponto w = 1. Assim, o angulo
entre dois raios saindo desse ponto critico € duplicado por esta transformagéao. Portanto, é
fundamental que se garanta derivadas nao nulas no dominio da transformacao, a fim de se
ter preservacdes angulares.
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Ainda nessa ideia de preservagcao de angulos, toda transformagao conforme deve
transformar curvas ortogonais em curvas ortogonais. Em particular, se f é analitica e
f'(2) # 0 num ponto, a transformagédo w = u + iv = f(x + iy) transforma as curvas
u(z,y) = ¢; e v(x,y) = co, que se interceptam nesse ponto, nas retas u = ¢; € v = ¢ NO
plano w. Como as retas sao ortogonais, a curva u(x, y) = c; € ortogonal a curva v(z,y) = co.
E esse fato ilustra o Teorema 2.6 que, ndo por acaso, tem como hip6tese a analiticidade da
funcao, cuja derivada seja diferente de zero no seu dominio.

2.6 Propriedades da Transformacao Conforme

De posse das transformacgdes conformes, até o momento, ja se tem a garantia da ana-
liticidade e continuidade da fungao cujas partes real e imaginaria sdo fungdes harmoénicas
conjugadas. Além disso, ha a preservacao de angulos em valor absoluto e sentido entre os
pares de curvas do dominio, e a ortogonalidade entre as curvas das familias u(z,y) = k. €
v(x,y) = ko, k1 € ko cOmo constantes reais.

Como o objetivo a ndo se perder de vista é encontrar uma transformacgao que seja
capaz de mapear geometrias “complexas” em geometrias mais “simples”, para problemas
de valor de contorno que envolvam a equacao de Laplace, entdo ha ainda trés requisitos
que essa transformacao deve obedecer, para que nao haja interferéncia nas condigdes em
que o problema se encontre.

O primeiro requisito é que deve existir uma transformagao inversa Unica que tambéem
seja conforme, a fim de se levar a solugcéo encontrada na geometria mais simples para o
dominio original.

O segundo requisito é que a equacgao de Laplace se conserve apds passar por uma
transformacao conforme, ou seja, que a fungdo harmdnica nos pontos do dominio continue
a ser harménica para os pontos da imagem.

E o terceiro € que as condi¢des de contorno do problema se conservem apos passarem
pela transformagéo conforme.

Se algum requisito nao for atendido, a transformagcédo conforme pode dificultar a
solugao do problema, uma vez que a propria transformacao interferiria no problema em que
estaria inserida para solucionar. Com os Teoremas 2.8, 2.9, 2.10 e 2.11 a seguir, € possivel
concluir que a transformacéo conforme atende a todos esses requisitos propostos.

O Teorema 2.8 trata da garantia de uma transformagao conforme inversa Unica de
carater local, ou seja, aplica-se o Teorema em apenas uma vizinhanga de um dado ponto do
dominio por vez. J& o Teorema 2.9 trata da garantia da transformacao conforme inversa de
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carater global; portanto, coloca condigbes suficientes para que se tenha uma transformagao
conforme inversa unica para um dominio de defini¢ao.

Teorema 2.8. Uma transformagdo w = f(z) que é conforme em um ponto z, tem uma
inversa local nesse ponto. Isto é, existe uma vizinhanga do ponto wy, = f(zo) no plano w na
qual a fungéo

w = f(2) (22)
tem uma unica inversa
2= F(w),
no sentido de que a fungao F é univalente e analitica af, e F(wy) = zo e w = f[F(w)]; além
disso, )
F(w) = : (23)
SNTE

Demonstragdo. Primeiramente, pode-se reescrever a equagao (22) na forma
u=uz,y), v=uv(ry). (24)

Como w é analitica no ponto zy = x( + iy, ela é analitica numa vizinhanga desse ponto.
Além disso, pelo Teorema 2.4, as funcdes u e v, assim como suas derivadas parciais, sao
continuas na vizinhanga. Além da continuidade das fung¢des u e v e das suas derivadas,
uma outra condi¢ao para que as equacoes simultaneas (24) tenham solugdes Unicas para x
e para y como fungdes continuas de u e v, € que o jacobiano das fungdes u e v,

ou o
y_ |00 0| _ouon _owou
|Ov Ov| 0Oxdy Oz 0y’

oz Oy

(25)

seja diferente de zero no ponto (xg, o) (CHURCHILL, 1975). Em vista das condicbes de
Cauchy-Riemann, o valor desse determinante torna-se

ou\’ ov\? ,
(5) +(5) =wrer 26

e, por hipétese, f’(z) é diferente de zero no ponto z,. De fato, como f’ é analitica em z,
e f'(z0) # 0, existe uma vizinhanga do ponto z, que ndo contém zeros de f’. Assim, fica
estabelecido que, numa vizinhanga do ponto wy = ug + ivg, existe um Unico par de fungdes
continuas x(u,v) e y(u, v) tal que as fungdes

T = x(“? U)v Y= y(ua U) (27)
satisfazem as equacdes (24) e tal que
xo = x(Uo, Vo), Yo = y(uo, Vo).
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As equacdes (27) podem ser escritas na forma complexa
z = F(w),

onde F' é uma fungdo continua. Para mostrar que sua derivada existe, escreve-se
Az 1
Aw  Aw/Az

Como w € uma funcao analitica de z, ela é continua, e como z é uma fungéo continua de w,

(28)

segue-se que, quando Aw tende para zero, Az também tende para zero, e reciprocamente.
Ora, dw/dz existe e é diferente de zero; decorre, portanto, da férmula (28) que

dz . Az . 1 1

22 | = ,
dw  Awso Aw | Ao Aw/Az  dw/dz

Férmula equivalente a (23), como se queria demonstrar. Como F”(w) existe numa vizinhanga
de wy, a fungédo F' é analitica ai. ]

A férmula (23) pode ser usada para se obter as formulas de derivagao para as inversas
locais das fungdes elementares. Esse resultado é de carater local e nao permite concluir
que a inversa existe em toda a imagem do dominio de f. Por exemplo, a fungdo w = 22 é
conforme e apresenta uma inversa local para todo o plano, com excec¢ao da origem, pois
w’ = 2z. No entanto, f ndo tem uma inversa Gnica, ja que 2> = (—z)2. Para a inverséo
global, o teorema a seguir estabelece as duas condicdes necessarias e suficientes para
gue uma fung¢ado possa admitir uma inversa global para 0 dominio dado.

Teorema 2.9. Uma fungéo f admite uma inversa global numa regido R se ela é analitica e
injetiva em R.

Este teorema encontra-se em (AVILA, 2008) e mostra que, garantida a injetividade e
a analiticidade da funcéo no dominio, a funcao apresenta derivadas nao nulas para esse
dominio, e por consequéncia f é uma transformagao conforme. Como ha inversas locais
Unicas para cada ponto do dominio pelo Teorema 2.8 e f € injetiva, entdo ha uma inversa
global Unica para esse dominio, estabelecendo uma correspondéncia biunivoca entre os
pontos do dominio e da imagem. Voltando ao exemplo da fungéo f(z) = 2%, sabe-se que
f(=z) = f(z) = 22, ou seja, para se garantir a inversao global dessa fungéo, deve-se
restringir o seu dominio para o semiplano superior ou para o semiplano inferior, ambos os
semiplanos sem a inclusdo do eixo real, garantindo assim a injecao de f.

O préximo teorema refere-se a garantia da invariancia da equacgéao de Laplace ao se
realizar uma transformacao conforme, para a busca de uma geometria mais “simples” para
o problema. Essa invariancia é mostrada através da relacéo entre os laplacianos da funcao
escalar ¢ no dominio e da fungéo escalar ¢ na imagem. Este teorema e sua demonstracao
foram retiradas de (AVILA, 2008).
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Teorema 2.10. Segja ¢(x,y) uma fungdo real que possui derivadas parciais de primeira e
segunda ordem continuas e

w= f(z) =u(x,y) +w(z,y)

uma fungéo que transforma a regiao R do plano z numa regido D do plano w. Seja também
®(u,v) aimagem de ¢(x,y) pela transformagéo f. Se a fungéo f for uma transformagdo
conforme para o dominio R, entao a fungcdo harménica ¢ do plano = tem como imagem a
também fungdo harménica ® do plano w.

Demonstragdo. Tomando a hip6tese de que f € uma transformacao conforme, entao f é
analitica para todo o dominio de transformagéo com f’(z) # 0. Calculando as derivadas
parciais de ¢ pela regra da cadeia, obtém-se

Or = Pyu, + O 0,, Oy = Duuy + Pyuy;

Gra = Puu(Ue)? + PupliaVs + Pylizs + Puy(V2)® + Poylatic + Py
by = q)uU(Uy)2 + Puvtiyvy + Puttyy + Doy (Uy)Q + Poutyty + Pyvyy.

Somando essas duas ultimas expressdes, membro a membro, usando as condi¢oes de
Cauchy-Riemann vindo da analiticidade de f e o fato de que u e v s&o fungdes harmbnicas
conjugadas, obtém-se

Guz + Gy = (Puu + Puo) (U2 + v2),

ou ainda, com a hipétese de que f'(z) # 0, ou seja, | f'(2)|> = (u? + v?) # 0, assim
Vi = | f'(2)|7* V0. (29)

Portanto, a relagédo V2%¢p = 0 <= V?® = 0, isto é, a equacao de Laplace é invariante por
transformagdes conformes no dominio onde f(z) # 0. O

O Teorema 2.10 mostra que uma transformacao conforme nao modifica o carater
harménico das solu¢des nas geometrias original e transformada do problema, ainda que a
transformagao do laplaciano de ¢ no plano z possa ser bem diferente do laplaciano de ¢
no plano w, devido ao fator | f’(2)|~? da equagao (29). E exatamente esse fator que esta
associado a transformacéao de problemas de valor de contorno envolvendo a equacéao de
Poisson (BROWN; CHURCHILL, 2015), podendo aumentar a complexidade do problema
transformado, uma vez que a equagéao (29) independe da transformagéo conforme utilizada
e da funcao escalar ¢ estabelecida para o dominio.

O Teorema 2.9, por sua vez, mostra que a transformacgéao conforme tem uma inversa
global Unica, que também é conforme, ou seja, resolve-se o problema na imagem dessa
transformagéo e, depois, retorna-se com o resultado para o dominio inicial.
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Uma ultima andlise diz respeito as condigdes de contorno do problema. As condigdes
que prescrevem que uma fungdo harménica H ou a sua derivada normal sejam constantes
sobre uma parte da fronteira de uma regiao sdo encontradas na fisica e na engenharia,
embora ndo sejam os Unicos tipos importantes de condi¢cao de contorno. O Teorema 2.11 a
seguir mostra que, sob uma transformacao conforme, permanecem inalteradas as condi¢des
de contorno de Dirichlet constantes e de Neumann nulas (CHURCHILL, 1975).

Teorema 2.11. Suponha que uma transformagao

w = f(z) =u(z,y) + w(z,y)

seja conforme em cada ponto de um arco regular (suave) C' e que 1" seja a imagem de C' por
essa transformagao. Além disso, seja h(u,v) uma fungao que satisfaz uma das condicées
dh
o=
nos pontos de I', em que h, é uma constante real e dh/dn representa a derivada normal de
h al'. Entdo, a fungcdo

h:ho e 0

H(z,y) = hlu(z,y),v(z,y)]
satisfaz a condigcao correspondente
aH
dN
nos pontos de C', em que dH/dN simboliza a derivada direcional de H normal a C.

H:ho ou 0

Demonstragdo. Primeiramente, € bom enfatizar que, nas transformagdes, C' pode ser toda
a fronteira de algum dominio ou, entao, apenas uma parte da fronteira. A fim de se mostrar
gue a condigao de Dirichlet constante é inalterada com a transformacao conforme, ou seja,
que h = hy em I' implica que H = hy em C, observa-se que da expressao para H(z,y),
como uma hipétese do teorema, decorre que o valor de H em qualquer ponto (z,y) de C' é
igual ao valor de h naimagem (u,v) de (x,y) pela transformagéo w = f(z). Como o ponto
(u,v) da imagem estad em I" e como h = hg ao longo dessa curva, segue que H = hy ao
longo de C.

Para provar que condigdo de Neumann nula também se mantém inalterada, suponha
que dh/dn = 0 em I'. Do Calculo (THOMAS; WEIR; HASS, 2012), tira-se que

dh
2, =< Vha >=[[ V|- |7 -cos(6), (30)
em que Vh denota o vetor gradiente de h em um ponto (u,v) de I', n € o vetor unitario
normal aI' em (u,v) e 6 é o angulo entre esses dois vetores. Como dh/dn =0em I e a
norma de n é 1, da equacao (30), tira-se que
dh
o =|| Vh || - cos(0) = 0. (31)
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Ou seja, a equagao (31) mostra que § = 90° para que a igualdade se confirme, visto que

Vh(u,v) = (%(u,w, %(w)) £ (0,0,

caso contrario a curva de nivel h(u,v) = ¢ ndo seria suave em (u,v). Portanto, Vh é
ortogonal a n em (u,v). Ou seja, Vh é tangente a I' nesse ponto, como mostra a Figura 6.
No entanto, os gradientes sdo ortogonais as curvas de nivel e, como Vh é tangente a I',
tem-se que I' é ortogonal a uma curva de nivel h(u,v) = ¢ que passa por (u, v), sendo ¢
uma constante real.

Ocorre que, como ja dito anteriormente, a curva de nivel H(x,y) = ¢ do plano z pode
ser escrita como

hlu(z,y), v(z,y)] = c.

Logo, é transformada em uma curva de nivel h(u,v) = ¢ pela transformagdo w = f(z).
Além disso, como C' é transformada em I' e, pelo que se acaba de ver, I' é ortogonal a
curva de nivel h(u,v) = ¢, segue que C' também é ortogonal a curva de nivel H(x,y) = ¢
no ponto (z,y) correspondente a (u, v), pois a transformagéo w = f(z) é conforme e, por
consequéncia, preserva os angulos entre curvas que passam por essa transformacao. Ja
que os gradientes sdo ortogonais as curvas de nivel, isso significa que V H é tangente a C
em (z,y), como pode-se notar também pela Figura 6. Consequentemente, sendo N o vetor
unitario normal a C' em (z,y), entdo VH & ortogonal a N, assim,

VH-N=0. (32)
Finalmente, como
dH -~
— =VH N
dN ’
pode-se concluir da equacéo (32) que dH/dH = 0 nos pontos de C', como se queria
demonstrar. ]

Figura 6 — A transformagéo conforme da curva C (a) na imagem da curva I para a analise
das condicbes de contorno.

y v

0 x 0 u
(2) (b)

Fonte: Adaptacao de (BROWN; CHURCHILL, 2015).
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Concluindo, com as propriedades mostradas ao longo desse capitulo, o problema de
valor de contorno relacionado a equacéo de Laplace VZ¢ = 0 com condi¢des de contorno
de Dirichlet constantes e de Neumann nulas é transformado, através de uma transformacgéao
conforme, em um problema de valor de contorno relacionado a equacao de Laplace V2® = 0
com as mesmas condicdes de contorno de Dirichlet constantes e de Neumann nulas para
a geometria transformada. Além disso, é garantido que ha sempre uma transformacéo
conforme inversa que faga o caminho inverso de mapeamento de geometrias.
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Capitulo 3

Aplicacoes das Transformacoes
Conformes

3.1 Introducéo

O obijetivo deste capitulo é a aplicacao das transformacdes conformes em problemas
envolvendo a equacao de Laplace com condi¢cdes de contorno de Dirichlet constantes,
um deles também envolvendo uma condi¢gdo de Neumann nula. A se¢do 3.2 contextualiza
a aplicagao da equacao de Laplace em problemas de eletrostatica, deixando claro que
qualquer problema que seja modelado por uma equacgao de Laplace também pode ser
abordado por esse ferramental. As demais se¢des sdo as propostas de problemas e suas
respectivas solugdes. Para todos os problemas deste capitulo, hd a comparagdo com a
solucdo do método de Elementos Finitos através do pacote PDE Toolbox, com excegao
do Problema 1, cuja solucao analitica obtida neste capitulo foi comparada com a solugao
numérica pelo pacote SC Toolbox na Secao 5.4.

3.2 Equacéao de Laplace na Eletrostatica

O objetivo desta secao € contextualizar o uso da equacgao de Laplace para a &rea da
eletrostatica, trazendo a ideia do problema fisico em que as transformacdes conformes sao
aplicadas ao longo deste capitulo e do Capitulo 5.

Como principios fundamentais da eletrostatica, a Lei de Coulomb e o Principio da
Superposicdo estao definidos, respectivamente, a seguir (GRIFFITHS, 2013):

Definicao 3.1. Lei de Coulomb: A forga elétrica entre duas cargas elétricas pontuais q e
) é um vetor com a dire¢cdo da reta que une as cargas e com o modulo proporcional ao
modulo do produto q() das cargas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia
entre elas.
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Definicao 3.2. Principio da Superposicao: Se ﬁl, 132, R F, sdo forcas elétricas produ-
zidas, respectivamente, pelas cargas qi, q2, - - - , q, qQue atuam sobre uma mesma carga () e
Fréa forca resultante que atua sobre essa carga elétrica, entdo Fr = Yo E.

Pelo Principio da Superposigdo, os campos elétricos produzidos por uma linha, super-
ficie e volume de cargas podem ser encontrados por um somatério (integral) de campos
elétricos produzidos por cargas pontuais, pois a relagao entre a forga elétrica aplicada em
uma carga pontual e 0 campo elétrico E causador dessa forca € dada por

F=QE, (33)
sendo () a carga de prova inserida nesse campo.

Um pressuposto importante da eletrostatica é que todo campo elétrico de problemas
a serem tratados € originario apenas de cargas elétricas estaticas, nenhum vindo de
variagao de campo magnético. Diante disso, pela equacao de Maxwell na forma diferencial,
relacionada a Lei de Faraday (GRIFFITHS, 2013), tem-se

0B
5 =0 (34)

Pelo Teorema de Stokes, utilizando a equacao (34), a forma integral da Lei de Faraday pode

VxE =

ser deduzida, chegando em
74 B.di=o0. (35)

Essa integral de linha do campo elétrico sobre um caminho fechado pode ser visto como o
trabalho do campo elétrico para levar uma carga unitaria saindo de um ponto qualquer até
voltar para esse mesmo ponto. Se esse trabalho é nulo, como mostra (35), entdo o campo
elétrico gerado por cargas estéaticas € conservativo, proporcionando o conceito de potencial
elétrico.

Mover uma carga em um campo elétrico requer gasto de energia. A tenséo ou a
diferenga de potencial ¢, entre os pontos a e b, com o ponto b assumido num potencial
mais elevado, é o trabalho por unidade de carga necessario para mover a carga de a para b,
como indicado na equacéao (PAUL, 2006)

Wba
Q@

Pela definicao de trabalho de uma forga elétrica F e utilizando a equagao (33), chega-se na
equacao (37) (SADIKU, 2012)

Poa = P(b) — d(a) = —-. (36)

b
o)~ o) =~ [ E-dl (37)
O sinal negativo em (37) refere-se ao trabalho realizado para mover a carga contra o campo.
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Pelo Teorema Fundamental do Gradiente, para a fungao potencial elétrico ¢, vale que
(GRIFFITHS, 2013)

b
/Vw«ﬂzww—¢m» (38)

Igualando as equacdes (37) e (38), conclui-se que
E=—-V¢, (39)

ou seja, o campo elétrico € o negativo do gradiente do potencial ¢. O sinal negativo mostra
que a diregao de Eé oposta a direcdo em que ¢ cresce. O termo gradiente se refere, nesse
problema fisico, ao fato de que, a medida que se move perpendicularmente as superficies
equipotenciais, 0 campo elétrico associado aumenta ou diminui na maxima taxa (SADIKU,
2012).

A outra equacao de Maxwell da eletrostatica, que € relacionada a Lei de Gauss na
forma diferencial, é dada pela equacgao

V-D=p, (40)

sendo D o vetor densidade de fluxo elétrico que se relaciona com o vetor campo elétrico
através da equacgéao
D = ¢E, (41)

€ sendo a permissividade elétrica do meio. A equacgéao (41) vale para dielétricos lineares, e
esse pressuposto é admitido. Substituindo a equacgao (39) em (41) e inserindo o resultado
em (40), chega-se em (SADIKU, 2012)

V- (=eVe) = py, (42)

sendo p, a densidade volumétrica de carga livre. Para um meio ndo homogéneo, a permis-
sividade ¢ varia para alguma dire¢cado no plano; e, portanto, a equacgao (42) nao pode ser
simplificada de imediato. J4 para o meio homogéneo, ou seja, quando ¢ € constante em
toda a regido na qual ¢ esté definido, a equagéo (42) torna-se (SADIKU, 2012)

Vi = -, (43)

Esta é conhecida como equacao de Poisson. Um caso especial desta equagao ocorre
quando p, = 0, ou seja, numa regido sem cargas. Entao, a equagéo (43) torna-se

Vip =0, (44)

gue é a equacao de Laplace esperada. Por exemplo, o problema envolvendo condutores em
diferentes potenciais e em que toda a carga é encontrada na superficie desses condutores
€ um exemplo em que se aplica a equacgao de Laplace. Além disso, dada uma solugéo da
equacao de Laplace para um problema de valor de contorno, essa solugéao é Unica para
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esse problema, como mostrado pelo Teorema da Unicidade em (SADIKU, 2012). Assim,
obtendo experimentalmente, graficamente ou analiticamente uma solucédo da equacgéo de
Laplace que satisfaga as condicdes de contorno dadas, essa solugao é Unica.

Restringindo esse problema fisico a duas dimensdes, utilizando os Teoremas 2.6 € 2.7
da Secgéo 2.4 e as equagdes de Maxwell da Lei de Gauss e da Lei de Faraday (GRIFFITHS,
2013), pode-se provar que, se ¥ (z,y) € uma conjugada harmdnica da fungéo potencial
elétrico ¢(z, y), entdo as curvas ¢ = ¢, ¢ uma constante, sdo as linhas de fluxo ou linhas
de campo elétrico. Essas curvas sdo sempre ortogonais as curvas equipotenciais e essa
ortogonalidade também fica clara pela equacao (39), ou seja, pelo vetor campo elétrico ser
o negativo do gradiente da funcéo potencial. Esse vetor campo elétrico tem a direcéo da
linha de fluxo em cada ponto (CHURCHILL, 1975).

Diante dos pontos levantados nessa secao, todos os problemas que se encontram
neste capitulo e no Capitulo 5 partem dos pressupostos aqui descritos, tais como regioes
bidimensionais sem cargas livres, meio linear homogéneo e, consequentemente, a aplica-
bilidade da equacao de Laplace e a garantia da ortogonalidade entre a familia de curvas
equipotenciais e de linhas de fluxo. Além disso, ndo foram estabelecidas unidades de
medida para o potencial e nem para o campo elétrico, pois ha a intencéo de se deixar
interpretar as curvas equipotenciais, as geometrias e condi¢gdes de contorno propostas,
com outros sentidos fisicos que também envolvam a equacao de Laplace.

E importante ressaltar que as transformagdes conformes utilizadas na abordagem dos
problemas deste capitulo foram encontradas em (AVILA, 2008), (BROWN; CHURCHILL,
2015) e (ZILL; SHANAHAN, 2011). Inclusive ha uma tabela de fun¢gdes com os seus
respectivos mapeamentos geométricos em (BROWN; CHURCHILL, 2015), mostrando
até mais de um mapeamento para a mesma funcdo. Todas essas transformacdes séo
basicamente fungdes elementares cujos mapeamentos podem ser compreendidos pela
manipulagao algébrica de tais funcdes. Por exemplo, para a fungao complexa exponencial
w = exp(z) = exp(x + iy) = exp(z)(cosy + iseny), a parte real de um nimero complexo
do dominio é mapeado no modulo de sua imagem e a parte imaginaria € mapeada no
argumento de sua imagem. Dessas relagdes surgem varios mapeamentos de regides do
plano complexo para essa fungdo (CHURCHILL, 1975). Nesse mesmo sentido, inUmeros
mapeamentos podem ser feitos com as fungdes elementares e suas composicoes.

3.3 Problemal

Este problema trata de um capacitor de placas paralelas cujas placas s&o dois semi-
planos paralelos, como é mostrado na Figura 7, com a simetria em relacdo a uma dimenséo.
Essas placas, que representam o contorno do problema, estdo separadas por uma distancia
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2h e sdo mantidas a potenciais V' e —V. Como pode-se notar pela Figura 7, as linhas
equipotenciais esperadas estao representadas e 0 objetivo € encontrar a solugdo analitica
das linhas equipotenciais e de fluxo elétrico para essa borda do capacitor representada.

Figura 7 — Problema do célculo das linhas equipotenciais e de fluxo nas bordas do capacitor
de placas paralelas cujos parametros sdoa > 0, h >0e V > 0.

Fonte: Adaptacéo de (AVILA, 2008).

O espalhamento das linhas equipotenciais representado € intuitivo, porém encontrar
as equagodes que representam essas linhas pelo desenvolvimento da equagéo de Laplace
em duas dimensdes nao € trivial. Assim, o primeiro passo é buscar uma transformacéao
conforme que leve o dominio da Figura 7 a uma imagem, cuja geometria permita encontrar
diretamente as equacdes que representem as equipotenciais e as linhas de fluxo.

A transformacgéo proposta para a mudanga de geometria que se deseja é T'(z) =
z+exp(z), e a primeira observagao a se fazer é considerar exp(z) = €7, pois a todo momento
é admitido o valor principal de e*, como poténcia de e, e portanto exp(zLoge) = exp(z)
(CHURCHILL, 1975). Sabe-se que a transformagao exponencial é conforme para todo o
plano complexo e é injetiva para regides do plano complexo, como por exemplo a faixa
—m < y < 7. Assim, pelo Teorema 2.9, a fungdo exponencial admite uma inversa global
tnica (AVILA, 2008) para essa regido de injetividade.

Essa transformacao, mostrada pela Figura 8, tem um dominio de solugao conhecida,
que é o problema do capacitor de placas paralelas de dimensdes “infinitas”, e a imagem
como sendo o capacitor do problema em questao, com a diferenca de que, em vez das
placas superior e inferior estarem, respectivamente, posicionadas nas posi¢oes ih e —ih,
elas estdo em im e —im. Esse mapeamento pode ser verificado pela manipulagao algébrica
de sua expressao z + exp(z), visando transformar as retas horizontais do dominio.
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Figura 8 — Dominio e imagem da transformagéo 7'(z) = z + €*.

'

-1

Fonte: Adaptagao de (AVILA, 2008).

Portanto o capacitor transformado difere apenas na distancia entre as placas, e isso
€ corrigido com uma transformacédo que nao muda a geometria do problema, que € a
transformagéo linear, como traz a definicdo abaixo (CHURCHILL, 1975).

Defini¢ao 3.3. A transformag&o linear é representada por meio da fungdo
f(z)=Bz+C, B #0eC numeros complexos, (45)

que consiste, em relagdo a cada ponto do dominio, na rotagdo pelo angulo arg B e expansao
pelo fator |B| > 1 ou contragdo por |B| < 1, seguidas pela translagdo pela constante C' a
ser somada. A expans&o ou contragdo e translagdo ocorrem em relagdo a origem.

Portanto, a transformagéo linear ndo modifica o formato do dominio, mas pode trans-
ladar e rotacionar a geometria sobre o plano complexo, além de esticar ou contrair as
dimensdes dessa geometria. Além disso, a transformagao linear é conforme e injetiva para
todo o plano de origem, admitindo uma transformada inversa global unica que € também
uma transformacao linear, visto que B # 0.

Diante dessas transformacdes propostas, pode-se montar a composicao necessaria
para se levar a solugao trivial da geometria “simples” para a geometria “complexa”. E isso
esta proposto pela Figura 9.
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Figura 9 — Composicao de fungdes para a transformagao da geometria do capacitor infinito
de placas paralelas na regiao de bordas do capacitor finito de placas paralelas.

(iv) —a+ihY
S A z=(TyoToT)(w) V 1th
‘ ‘ Y 7 -
el 7T - - =1
_-{/ _?h 5 —
/N h h
.,z:}é‘l’;*a:TQ(E) N E:%Tl)::ﬂ(!i’)
' . IT
it
V (i) Lim
E— -
o = —] — u
~ ;=£+€"——T(?1)7, —

Fonte: Arquivo préprio baseado em (AVILA, 2008).

Pela Figura 9, as curvas equipotenciais sao retas horizontais em (i) variando entre
—ih e ih, € as linhas de fluxo elétrico sdo, portanto, segmentos de reta verticais para a
faixa entre —oo a co. A ideia é tomar as retas equipotenciais para o plano de destino e
leva-las até o plano de origem. Essa volta é feita, portanto, através da transformacgéao inversa
T, ' (w) = z que é uma composigao de transformagdes

Ty (w)=2z= (TyoT oTy)(w). (46)

Assim, tomando as linhas equipotenciais ja adquiridas como solu¢des para um problema
fisico de um capacitor “infinito”, primeiramente elas sao transformadas pela funcao linear
Ti(w) = %w que objetiva mudar a localizagédo das placas superior e inferior das posi¢coes
th e —ih para as posi¢oes im e —im, respectivamente, ou seja, mudar a espessura do
capacitor. Por as placas estarem nessas novas posigdes, a transformagéo 7'(w) = w + e¥
torna-se aplicavel para a mudanga de geometria das equipotenciais e linhas de fluxo. Por
fim, estando o dominio ja representado pelas placas com suas bordas, entdo o ultimo
passo € a transformacao que leva as extremidades das placas para as posicées —a + ih e
—a — th., OU seja, um capacitor com a mesma espessura do inicial. Isso é feito novamente
por uma transformagao linear, agora Tx(z) = Ez + ﬁ — a. Essa ultima transformagéo nao é
necessaria para se chegar a solugao do proglrema,ﬂpois ela ndo modifica a geometria das
curvas equipotenciais e das linhas de fluxo. Mas a ideia dessa ultima transformagéo € levar
o problema simplesmente matematico ao problema de dimensdes fisicas analogo ao inicial.
Cada uma dessas transformagdes esta representada e equacionada na Figura 9. Assim, de
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(46) tem-se
e =(TyoToh)(w) = (Lo T)(zw) =T (%w +efv),

e portanto,
h

To_l(w):z:—<ﬁw+ezw>+ﬁ—a. (47)
m \h s

A equacéao (47) representa a transformacao de geometrias que se busca para a
solucéo analitica do problema, estabelecendo ela uma correspondéncia biunivoca entre os
pontos do dominio e da imagem, devido ao caracter conforme e injetivo para —h < v < h.
Sabe-se, da eletrostatica, que a equacao do potencial entre as placas de um capacitor de
placas paralelas de dimensé&o “infinita” € dado, no plano w da Figura 9 (i), por (SADIKU,

2012)

O(u,v) = %v. (48)

Por consequéncia, as equipotenciais & = ¢; constante com —V < ¢; < V da Figura 9 (i)
séo representadas pelas linhas v = ¢, constante com —h < ¢ < h. Logo, igualando as
partes real e imaginéaria de (47) com v = ¢y, tem-se

h h =
r==x(u)=u+——a+ —en"cos (E@) , (49)
s s h
© h
x T
y=1y(u) =co+ ;eﬁusen <Ecg> , (50)

ou seja, uma dada equipotencial v = ¢, constante no plano w é parametrizada por x(u)
e y(u) no plano desejado z, com —co < u < co. Essas equagdes com os parametros
—20 < u < 5/2, h = 4ea = 0 geram o grafico (z(u),y(u)) da Figura 10 com as
equipotenciais de ¢; = —4 a ¢, = 4 com intervalos de 1/2.
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Figura 10 — Curvas equipotenciais encontradas analiticamente para as bordas do capacitor
de placas paralelas.
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Fonte: Arquivo proprio gerado pelo software MATLAB.

Sendo as curvas de fluxo elétrico uma familia ortogonal a familia das curvas equi-
potenciais, elas sdo representadas por u = c3 constante no plano w. Assim, igualando as
partes real e imaginaria de (47), tem-se

h h =
r=2x(v)=c3+— —a+ —ercos (Ev) (51)
™ ™ h

h £ T
y=y)=v+ ;eh sen <ﬁv> , (52)

ou seja, uma dada linha de fluxo elétrico u = c3 constante no plano w é parametrizada por
x(v) e y(v) no plano desejado z, com —h < v < h. Essas equagdes, quando montadas no
MATLAB, geram o grafico (z(v), y(v)) da Figura 11 com os mesmos parametros a e h da
simulagao anterior das equipotenciais. Foram geradas as linhas de fluxo para —10 < ¢3 < 2
com intervalos de 1/2.
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Figura 11 — Curvas de fluxo elétrico encontradas analiticamente para as bordas do capacitor
de placas paralelas.

10

ﬂ -

Eixo imaginario
=
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Fonte: Arquivo préprio gerado pelo software MATLAB.

Pode-se perceber, pelas Figuras 10 e 11, o efeito de bordas esperado, assim como a
sua diminuicdo e tendéncia a extingdo, quanto mais no interior do capacitor se esta. Essa
solucao encontrada € analitica e, no Capitulo 5, € confrontada com a solugado numérica
pela transformacao de Schwarz-Christoffel, sendo a geometria das placas da Figura 7 vista
como um poligono ilimitado, ou seja, com vértices no infinito.

3.4 Problema 2

O Problema 2 busca determinar o potencial eletrostatico ¢ no corte 22 + 2 < 1,y > 0
do semicilindro, talque ¢ = 0emy = 0 e ¢ = 1 em 2? + y? = 1. Portanto, o que se objetiva
€ encontrar o potencial na regido interior a secao transversal do semicilindro, mostrada na
Figura 12.
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Figura 12 — Sec¢éo transversal do semicilindro com condigdes de contorno de Dirichlet
constantes especificadas.

Tm,p o=1
KA
o =0

Fonte: Adaptacao de (ZILL; SHANAHAN, 2011).

Buscando transformagdes que possam levar essa geometria do problema a outra de
solugao ja conhecida, trés transformagdes sao encontradas e, formando uma composicao,
levam a geometria da Figura 12 a secao transversal do capacitor de placas paralelas
“infinito”. A Figura 13 mostra o procedimento para se solucionar o problema proposto.

Figura 13 — Procedimento para a transformagédo da geometria do semicilindro na geometria
do capacitor de placas paralelas de dimensdes “infinitas”.
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Fonte: Adaptagao de (ZILL; SHANAHAN, 2011).

Pela Figura 13, tem-se que a transformagdo composta w = 7'(z) = (I3 0T, 0 T1)(2) €
a transformacao desejada. O que T} faz é levar o semicirculo ao semiplano, como mostram,
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respectivamente, as partes (i) e (i7) da Figura 13. O que T, faz é levar o semiplano a faixa
infinita entre as retas v = 0 e v = 7, como mostram, respectivamente, as partes (ii) e
(7ii) da Figura 13. A fungéo T trata do ramo principal da fungéo logaritmica, que esta bem
definida para o dominio do semiplano superior (CHURCHILL, 1975). O ramo principal nao
esta definido para o semieixo Re(z) < 0, além do ponto de ramificagao = = 0. Mas, como o
dominio do problema é apenas o semiplano superior com o eixo real como contorno, entao
basta considerar que a transformagao do contorno é o caso limite para caminhos contidos
no semiplano superior. E, por fim, o que 73 faz € uma mudancga de varidveis, alterando
apenas a distancia entre as placas paralelas. Na verdade, essa transformacéo 73 néo é
necessaria, pois ja se tem uma solugdo da equagao de Laplace para a geometria (ii) da
Figura 13. Mas T3, além de ndo aumentar a complexidade da solucao, pois trata-se de uma
funcéo linear, proporciona ajustar para qualquer h de distancia entre as placas, levando o
problema simplesmente matematico a um problema de dimensdes fisicas encontrado na
pratica.

Portanto, a transformagdo composta w = T'(z) é dada da seguinte forma:

1 2 1 2
T(2) = (Ty0 Tyo T\)(2) = Ty 0 Ty ( +Z) =T} | Log ( ”) ,
1—=2 1—=z
ou seja,
h 1 ?
w=T(z) = “Tog ( + Z) . (53)
T 1—2z
Para o ramo principal da func¢éo logaritmica, a equagao (53) fica (CHURCHILL, 1975)
2h 1
T(2) = 2 Log ( i 2) . (54)
T 1—=2

Pode-se observar pela equacéo (54) que a transformacao nao estd bem definida nos
pontos zp = 1 € zp = —1, 0 que ndo compromete a solucao desse problema, uma vez que
esses pontos estao no contorno, onde o potencial tem a condi¢ao de Dirichlet constante,
e quaisquer pontos do contorno e do dominio do problema, que estejam tao préximos
quanto se queira de zy = 1 ou zy = —1, séo bem definidos por 7'(z). Essa transformagao é
uma composicao das funcgdes linear fracionaria e logaritmica. Como transformacao linear
fracionaria, tem-se (CHURCHILL, 1975)

Definicao 3.4. A transformagéo

_az—l—b

9(z) = (ad—bc#0), (55)

onde a, b, c e d sdo constantes complexas, € chamada transformacé&o linear fracionaria. Se

ad — bc = 0, o lado direito de (55) se torna uma constante ou sem sentido.

A transformacgdo linear fracionaria € analitica e injetiva com excec¢ao da raiz do
denominador, e a logaritmica é injetiva e analitica ao se estabelecer o seu ramo principal,
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pois tem a fungéo exponencial como inversa tnica (AVILA, 2008). Para confirmar que a
transformagéo (54) € conforme para o dominio, deve-se encontrar a sua derivada. Tomando
a derivada do ramo principal da fungao logaritmica, tem-se (CHURCHILL, 1975)

d 1
— (L ==
7 (Log2) =~

Aplicando a regra da cadeia e a regra do quociente em (54) para se encontrar w’, e utilizando
(56), entao

(56)

w = ﬁ; (57)
T (14 2)(1—2)

Assim, conclui-se que a transformagao nao € conforme para 0os mesmos pontos z; = 1

e zp = —1, onde também T ndo esta definida, como justificado anteriormente. Ou seja,

para o dominio dado, tem-se que a transformacgao é conforme e, pelo Teorema 2.9, admite

uma inversa global Unica, estabelecendo a correspondéncia biunivoca entre os pontos do

dominio e da imagem.

Diante de uma composicao de transformagdes conformes, tem-se que as condi¢oes
de contorno de Dirichlet constante sdo preservadas apés cada transformagao. Os Unicos
pontos onde a transformacao ndo é conforme sdao exatamente aqueles onde ha a troca
de potencial das condigdes de contorno. Assim, basta que se considere os pontos z = +1
como isolantes das duas placas de potenciais distintos.

Substituindo 7'(z) = u + 1w e z = x + iy na equagao (54) e aplicando a fungao
exponencial em cada lado da equacéo, entdao
exp(u + i) = exp [%Log (w)} : (58)
s 1l—z—1y
Considerando o valor principal de ¢* = exp(z) que é a fungéo inversa do ramo principal
Log(z) em (58), tem-se "
elel = (ﬂ—jg) " (59)
Aplicando a férmula de Euler no lado esquerdo da equacgao (59) e buscando encontrar as
partes real e imaginéria de cada lado da equagéao, tem-se

2h
1—a22—y?+i2y] "
e"[cos(v) + isen (v)] = [ (136_ x)g ++y22 y} (60)
Fazendo a igualdade de &ngulos que deve ser respeitada na forma polar em (60), entéo
2h 2y
=gt —=L ). 61
v 7Tg (1—x2—y2) (61)

Para a Figura 13 (iv) tem-se que o potencial apresenta solugéo ja conhecida. Para

a diferenca de potencial de 1 entre as placas com disténcia h entre as mesmas, a fungao
potencial é

b (u,v) = —v, (62)
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para 0 < v < h, uma vez que as placas de dimenséo “infinita” estdo localizadas nas
posicoes v = 0 e v = h. A equagao (62), bem conhecida, mostra que o potencial depende
somente da coordenada v do plano w. E a coordenada v esta representada em funcéo de x
e y através da equacgao (61). Portanto, substituindo a equagéao (61) em (62), tem-se

o) =2 (=) (63)

1—a2—y?

A equacéo (63) representa o potencial eletrostatico ¢ no semicilindro de secdo z? +
y? <1,y >0,talquedp =0emy =0e ¢ = 1 em 2% + 3> = 1. Pode-se encontrar
as equipotenciais desse problema, ou seja, as curvas de nivel ¢(z,y) = ¢, ¢ sendo uma
constante que varia entre os potenciais 0 e 1. Logo, tragando as curvas de nivel de ¢ no
MATLAB pelo comando contour, tem-se

Figura 14 — Equipotenciais geradas pelo MATLAB para o Problema 2 com os seus respecti-
vos potenciais indicados.

0.8 [ i

Eixo imaginario
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Fonte: Arquivo préprio gerado pelo software MATLAB.

Esse mesmo problema foi resolvido utilizando o método de Elementos Finitos contido
no pacote numérico PDE Toolbox do MATLAB. Foram gerados 7936 elementos triangulares
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e 5625 nés, obtendo as mesmas curvas equipotenciais da Figura 14 com o erro absoluto na
ordem de 10~* em relacéo & solugédo analitica obtida via transformagéo conforme.

3.5 Problema 3

Este problema busca determinar a fungéo potencial e as curvas equipotenciais para a
geometria entre dois cilindros de comprimento “infinito”, sendo um ao lado do outro, como
se pode ver pela Figura 15, que é a secao transversal dos cilindros. O cilindro maior tem a
segao transversal centrada em (0, 0) e raio igual a 1; e o menor com a segao transversal
centrada em (5/2,0) e raio igual a 1/2.

Figura 15 — Sec¢éao transversal de dois cilindros, um ao lado do outro, com condigdes de
contorno de Dirichlet constantes especificadas.

y

|
|

Fonte: Adaptacao de (ZILL; SHANAHAN, 2011).

Pode-se observar pela Figura 15 que o cilindro maior tem a condi¢dao de contorno em
sua superficie no valor de 30 e o cilindro menor tem a condicdo de contorno nula em sua
superficie. A regido externa as secdes transversais dos dois cilindros representa o dominio
desse problema. Buscando transformagdes conformes que possam levar esse dominio em
outro com solugao da equacao de Laplace simplificada, encontra-se uma transformacéo que
leva a geometria da Figura 15 a secao transversal de dois cilindros coaxiais, cuja solucao ja
€ conhecida. A Figura 16 mostra a transformacgéo para se solucionar o problema proposto.
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Figura 16 — Transformacao que leva a regiao da secao transversal entre os dois cilindros a
secao transversal de dois cilindros coaxiais.

y
}

H — w= — z =
¢=30 . _ NG (2) | =30
; d =0

To

ro=5—2v6

Fonte: Adaptagao de (ZILL; SHANAHAN, 2011).

A transformacéao da Figura 16 tem como equacao

_ B5z—T7-2V6
v (74 2v6)z—5 (64)

Pela equagéao (64), pode-se observar que a transformacao w nao esta bem definida para

5
s=(—""0
(7+2\/€

compde o dominio. Outra observagao importante € que, apesar de o cilindro maior manter-se

~ (0.42,0), um ponto dentro do cilindro maior, regidao essa que nao

inalterado ao se passar pela transformacao w; o cilindro menor, além de ter sido deslocado,
com 0 seu centro passando a estar na origem, também sofreu a alteracdo em seu raio,
passando de 1/2 para 5 — 2v/6 ~ 0.10.

Para verificar se a transformagao w € conforme, encontra-se a derivada de (64), que,
pela regra do quociente, €

;e 484286
w _T(Z)_[(7+2\/6)z—5]27 (65)

ou seja, w é conforme para todo o dominio definido, uma vez que w’ ndo se anula para

nenhum ponto do plano complexo e o Unico ponto no qual o denominador de w’ se anula
esta fora do dominio de definicdo. Além disso, essa transformacao (64) também € injetiva
sobre o dominio, pois trata-se de uma transformacao linear fracionéria e, pelo Teorema 2.9,
essa transformacao admite uma inversa global Unica, ou seja, ha uma correspondéncia
biunivoca entre os pontos do dominio e da imagem.

De posse da transformagao conforme representada pela equacéao (64), o préximo
passo € encontrar a solugdo da equacgao de Laplace para a imagem. Essa solugao é apli-
cacéo direta da equacao de Laplace em coordenadas cilindricas, devido a simetria axial
gerada pela transformacgao. Ent&o, primeiramente, pode-se denominar as coordenadas
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cilindricas com as letras p, # € h, com o intuito de ndo repetir as letras ¢ e z ja usadas
para denominarem, respectivamente, o potencial no plano complexo de saida e a variavel
complexa z. Assim definidas, a Unica coordenada que varia com o potencial ¢ é a coorde-
nada p, devido a simetria em relagdo a origem que a imagem da transformagao apresenta.
Portanto, aplicando a equacéao de Laplace para as coordenadas cilindricas no plano w,
tem-se (SADIKU, 2012)

10 0P 10?0 9%
v " pdp (p (90) p* 06 " on (60)
Sendo o potencial independente das coordenadas 6 e h, a equacao (66) reduz-se a
1d dd
-—— 0. (67)
pdp ( dp)
Para que a equagéao (67) seja satisfeita, entao
pdq) A, (68)
dp

sendo A uma constante real, pois a derivada de uma constante é nula, satisfazendo a
equacao (67). Integrando os dois lados da equagéao (68), tem-se

d
[l [ =
p
®(p,0,h) = ALogp + B, (69)
sendo B uma outra constante real; e o termo Logp, o logaritmo real. Das coordenadas
cilindricas, tem-se p = vu? 4+ v2, com u e v fungdes reais de duas variaveis. Partindo de
(69), entao
O (u,v) = ALogvVu? + v2 + B, (70)
faltando, portanto, encontrar as constantes A e B, para se obter a solugao do potencial
para dois cilindros coaxiais. Com base na condigées de contorno de Dirichlet constantes no

plano w da Figura 16, tem-se
®(ry,0,h) =0, (71)

®(1,0,h) = 30. (72)

Aplicando as condi¢des de contorno (71) e (72) em (70), as constantes A e B sao obtidas.
Portanto,

—30Log vu? + v?
O(u,v) = Log (5 — 2v0) + 30. (73)

Resta levar essa solugao para o dominio da transformagéo. Substituindo w = u + v em
(64), entao

52 —7—2v6 .

(74 2v6)z — 5
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(74)

A equacao (74) representa o modulo da transformagéo w, e ela pode ser substituida
diretamente na equacgao (73), resultando em

52 —7—2v6
(7+2v6)z—5

—30 .
= 0
Log (5 — 2v/6) &

¢(z,y) + 30. (75)

A equacao (75) representa o potencial desejado para a geometria proposta, sendo z = x+1y.
Seguem na Figura 17, algumas curvas equipotenciais ¢(x,y) = ¢, ¢ sendo uma constante
que varia entre as condi¢des de contorno 0 e 30.

Figura 17 — Equipotenciais geradas pelo MATLAB para o Problema 3 com os seus respecti-
vos potenciais indicados nas curvas.
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Fonte: Arquivo proprio gerado pelo software MATLAB.

Pela Figura 17, pode-se observar as curvas equipotenciais com seus respectivos
potenciais e suas formas sao intuitivamente esperadas devido as condi¢cdes de contorno
especificadas. Outra observagao importante quanto a essa transformacéao € que, enquanto
a geometria inicial no plano z é ilimitada, a geometria de chegada no plano w é limitada,
proporcionando uma diminuicdo do custo computacional, ao se resolver o problema trans-
formado usando um método numérico qualquer. Para comparacao, esse mesmo problema
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foi resolvido utilizando o método de Elementos Finitos contido no pacote numérico PDE
Toolbox do MATLAB. Por se tratar de um dominio ilimitado, foi necessario criar no PDE
Toolbox um dominio limitado cujo contorno estava a uma distancia suficientemente grande
das duas circunferéncias da Figura 15. Para isso, foi adotado um quadrado de lado com
comprimento 2000 centrado na origem, cuja fronteira possui a condicao de contorno de
Neumann nula, visando a uma menor interferéncia sobre o problema. Essa aproximacgao
€ bastante razoavel, visto que a condicao de Neumann no contorno é o préprio médulo
da componente normal do campo elétrico em relacao a esse contorno e a intensidade do
campo elétrico cai com a distancia ao quadrado em relagdo a uma carga elétrica pontual,
como proposto pela Lei de Coulomb e pela equagéo (33) da Segdo 3.2. Adotando esse
procedimento e gerando uma malha com 419840 elementos triangulares e 210367 nés, as
mesmas curvas equipotenciais da Figura 17 foram obtidas com o erro absoluto na ordem
de 10~* em relagdo a solugdo analitica via transformagéo conforme.

3.6 Problema 4

Este problema busca determinar a fungéo potencial e as curvas equipotenciais para
a geometria entre dois cilindros de comprimento “infinito”, sendo que um esta dentro do
outro; e, além disso, eles se tangenciam, como se pode ver pela Figura 18, que € a secao
transversal dos cilindros. O cilindro maior tem a secéo transversal centrada em (0, 0) e raio
igual a 1, e 0 menor com a segao transversal centrada em (1/2,0) e raio igual a 1/2.

Figura 18 — Secao transversal dos dois cilindros, um dentro do outro, que se tangenciam
com condi¢Oes de contorno de Dirichlet constantes especificadas.

y
¢ =—10

Fonte: Adaptagao de (ZILL; SHANAHAN, 2011).

Pode-se observar pela Figura 18 que os cilindros se tangenciam ao longo da reta
parametrizada{r =1,y =0e z =t/ —oc0o < t < oo }. Pode-se observar também que
o cilindro maior tem a condigcao de contorno de Dirichlet constante em sua superficie no
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valor de —10 e o cilindro menor tem a condigéo de contorno de Dirichlet em sua superficie
no valor de 20. A regido entre essas sec¢des transversais dos dois cilindros representa o
dominio desse problema. Buscando transformacdes conformes que possam levar esse
dominio em outro com solu¢ao da equagao de Laplace ja conhecida, encontra-se uma
transformacéao que leva a geometria da Figura 18 a secao transversal do capacitor de placas
paralelas “infinito”, de solucéo ja conhecida. A Figura 19 mostra a transformacao para se
solucionar o problema proposto.

Figura 19 — Transformacgao que leva a regido da secao transversal entre as superficies dos
dois cilindros a sec¢éo transversal do capacitor “infinito” de placas paralelas.

¢ =—10

d=—10 0

Fonte: Adaptagao de (ZILL; SHANAHAN, 2011).

A transformacao da Figura 19 tem como equacao:

w:T(z):(l—i)j:j. (76)

Pela equacéo (76), pode-se observar que a transformagéo w = T'(z) ndo esta bem
definida para z = (1,0), exatamente o ponto onde as se¢des transversais dos cilindros
se tangenciam. Isso tem sentido fisico, uma vez que € o ponto em que estao definidos
dois potenciais diferentes. Uma boa aproximacéao a se fazer é tratar esse problema com os
dois cilindros estando a uma distancia “infinitesimal” a ponto de quase se tangenciarem,
e considerar o ponto (1,0) como um ponto de isolamento elétrico entre as segdes dos
cilindros. Essa aproximacgao faz com que o problema passe a ter um sentido fisico e a se
desconsiderar o ponto (1, 0) do dominio. Entretanto, ao se considerar o conceito de plano
complexo estendido, que inclui pontos no infinito (AVILA, 2008), o ponto (1,0) pode ser
visto como pré-imagem do ponto no infinito da regiao entre as placas paralelas da Figura
19.

Para verificar se a transformacao (76) € conforme, deve-se encontrar a derivada de
(76). Aplicando a regra de derivagao do quociente, tem-se
21

w =T(z) = o

(77)
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A equacéo (77) mostra que a transformagao w € conforme para todo ponto do dominio,
uma vez que o ponto (1,0) esta fora do dominio da transformagéo. Além disso, a fungao
(76) € uma transformacao linear fracionaria e, portanto, injetiva para o dominio proposto, ou
seja, essa transformagéao estabelece uma correspondéncia biunivoca entre os pontos do
dominio e da imagem, como propde o Teorema 2.9.

Substituindo w = v + v € z = x + iy na equacao (76), entao

_ D — 11—
utiv= (-t W g _prtily—De al
r+iy—1 r—14wy z—-1—1y
2?4yt 20— 2y+1 1—a?—4?
v = ) . 78
U+ v TR +Z(:c—1)2+y2 (78)
Fazendo a igualdade das partes imaginarias de cada lado da equacéao (78), tem-se
1—a%—q?
= 79
RS IEENT 79

Para a imagem da transformacéo w, tem-se a solugado da equacgao de Laplace ja
conhecida e, atendendo as condi¢des de contorno da Figura 19, entdo o potencial ®(u,v) é
dado por:

d(u,v) = 30v — 10. (80)

Como ja esperado, o potencial para a imagem da Figura 19 depende somente de v, logo,
substituindo a equacéo (79) na equacgéo (80), tem-se, por fim

1_$2_y2

R T R

—10. (81)

A equacéo (81) representa o potencial eletrostatico desejado para a secéo entre o0s
cilindros. Simulando as equipotenciais ¢(x,y) = ¢ no MATLAB, sendo ¢ uma constante que
varie entre os potenciais —10 e 20, chega-se na Figura 20. Partindo da equacéao (81) e
utilizando a relagéo k& = (¢ + 10)/30, chega-se que as equagdes das curvas equipotenciais

sao ) )
k 9 1
_ - — 82
(x k+1> ty (k;+1> ’ (82)

com 0 < k <1, pois —10 < ¢ < 20. Se o potencial ¢ = —10, entdo k£ = 0 e a equacao (82)
torna-se a circunferéncia externa do dominio da Figura 19. Enquanto que, se o potencial
c = 20, entdo k = 1 e a equacgao (82) gera a circunferéncia interna do dominio, confirmando
as fronteiras desse problema.

Além disso, pode-se notar, pela equacgao (82), que as curvas equipotenciais sao
circunferéncias centradas sobre o eixo real, de modo que, quanto maior o valor de £ (mais
proximo de 1), mais a direita fica localizado o centro da circunferéncia e menor é o seu raio.
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Alem disso, sempre uma circunferéncia esta dentro de outras e o ponto (1,0) € comum a
todas essas circunferéncias, confirmando a Figura 20.

Figura 20 — Equipotenciais geradas pelo MATLAB para o Problema 4 com os seus respecti-
vos potenciais indicados.
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Fonte: Arquivo proprio gerado pelo software MATLAB.

Esse mesmo problema foi resolvido utilizando o método de Elementos Finitos contido
no pacote numérico PDE Toolbox do MATLAB. Foram gerados 28928 elementos triangulares
e 14952 nés, obtendo as mesmas curvas equipotenciais da Figura 20 com o erro absoluto
na ordem de 10~* em relacdo a solugéo analitica obtida via transformacdo conforme. Pelas
curvas equipotenciais da Figura 20, para cada reta horizontal entre as placas paralelas
do plano w, ha uma circunferéncia correspondente no plano z. Se entre essas placas,
que formam o contorno da imagem da transformacao que esta na Figura 19, houver dois
dielétricos homogéneos separados por uma interface representada por uma reta horizontal,
entdo essa interface torna-se uma circunferéncia no plano original que também separa os
dois meios homogéneos. Esse fato acontece de uma forma natural por se tratar de uma
transformagéo conforme e € a proposta do Problema 5 a seguir.
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3.7 Problema 5

Este problema busca determinar a fungao potencial e as curvas equipotenciais para a
Figura 21 (i) que apresenta dois meios dielétricos de permissividades elétricas distintas
localizados entre a circunferéncia externa de condi¢cao de contorno de Dirichlet nula e a
circunferéncia interna de condicdo de contorno de Dirichlet V,,. Além disso, esses dois
meios sdo separados por uma interface sem cargas elétricas livres. Aplicando a mesma
transformacéo (76) do Problema 4, pois trata-se da mesma geometria de contorno, entdo
a imagem ¢é levada para a Figura 21 (i7). A interface entre os meios é uma circunferéncia
intermediaria também centrada sobre o eixo real, ou seja, € uma curva equipotencial do
Problema 4 em que ha apenas um meio. Dessa forma, a proposta deste problema é que a
interface escolhida seja levada em uma reta horizontal a uma distancia a da placa inferior.

Figura 21 — Secao transversal de dois cilindros com dois dielétricos entre eles e a imagem
dessa geometria.

Eixo imaginario
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¢=0
-1 0 1 -6 4 ) 0 2 1 6
Eivo real Eico real

(i) (id)

Fonte: Arquivo proprio gerado pelo software MATLAB.

As condic¢des de interface entre os meios para problemas de eletrostatica vém das
mesmas equacodes de Maxwell, da Lei de Gauss e da Lei de Faraday, que resultam na
equacao de Laplace. Assim, como a equacao de Laplace permanece inalterada ao passar
uma transformagao conforme e como a geometria de interface é também transformada, as
condicOes de interface mantém-se inalteradas ao passarem por uma transformagao con-
forme, desde que nado haja carga elétrica sobre essa interface. Dessa forma, as condicdes
de interface entre dois meios dielétricos no dominio original que sédo (SADIKU, 2012)

€1y, — eabgy, = ps =0

5 (83)
Ey — FEy =0
com p, sendo a densidade de cargas livres sobre a interface nula, tornam-se
€1Eikn—€2 ;n:()’ (84)

* *
1t 2t_0
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com E7, representando a componente normal do campo elétrico transformado para meio
dielétrico 1 e Ej,, a componente tangencial do campo elétrico transformado para o meio
dielétrico 2.

Com as condigdes de interface mantidas inalteradas, esse problema é facilmente
resolvido no plano w, uma vez que as equipotenciais desejadas continuam sendo retas
horizontais, inclusive a interface entre os meios. Sendo assim, o problema para a imagem
€ composto por uma equacao de Laplace para o meio homogéneo 1, uma equacao de
Laplace para o meio homogéneo 2, as condigdes de contorno sobre as placas superior,
inferior e as condi¢cdes de interface, ou seja,

V20, =0

V2id, =0

Dy (u,1) =V,

Dy (u,0) =0

Dy (u,a) = Py(u,a)
e by, —elbs =0

(85)

As duas ultimas equacgdes de (85) representam duas condigbes sobre a interface entre
0S meios, sendo a ultima equacao referente a primeira condicao de interface estabelecida
em (84). Pela geometria estabelecida na imagem do problema, as duas primeiras equagdes
de (85) saem diretamente, e todas as equagdes do sistema (85) tornam-se, respectivamente,

Oy (u,v) = Ayv+ By

Dy (u,v) = Asv + By

A+ B =V,

By =0

Aia+ By = Asa + By

€14 = €4,
A Ultima equacao de (86) é encontrada pela relacdo do campo sendo o negativo do gradiente
da funcao potencial, com a fungéo potencial variando apenas em relagédo a variavel v. Desse
sistema, encontra-se as variaveis A, B, e A, visto que B, = 0, e, portanto, conclui-se que

€2Vo (€1 — €2)al,

P —
1w, ) 61a+62(1—a)v e1a + e3(1 — a)

eV

P = .
2(“77}) €1a+€2(1_a)v
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Pela transformacao (76), que resulta na correspondéncia (79) da variavel v com as
variaveis x e y, chega-se, por fim, para a geometria original, que

I\ A S N G 7
¢1(w,y) = cra+e(l—a)(r—124+9y2  ea+e(l—a) (89)
e
€ ‘/; 1-— ﬂf2 - y2
¢2($,y) = . (90)

c1a+ e(l —a)(x —1)2 +y2

De posse das equagdes (87), (88), (89) e (90), fazendo a = 1/2,V, =18,¢, = 1€
€, = 3, chega-se na Figura 22, que mostra a correspondéncia entre as equipotenciais dos
planos z e w.

Figura 22 — Equipotenciais geradas pelo MATLAB para os planos z e w do Problema 5 com
0s respectivos potenciais indicados.
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Fonte: Arquivo préprio gerado pelo software MATLAB.

Pela Figura 22, nota-se que foram geradas 19 curvas equipotenciais cujos potenciais
sao numeros inteiros de 0 a 18, e que hd um acumulo dessas curvas para o meio dielétrico
de menor permissividade, como confirma a ultima equacao do sistema (86). Esse Problema
5 também foi resolvido numericamente pelo método de Elementos Finitos no pacote PDE
Toolbox do MATLAB, gerando 28928 elementos triangulares e 14952 nés, resultando nas
mesmas curvas equipotenciais geradas para a geometria original da Figura 22 com o erro
absoluto na ordem de 10~ em relagéo a solucdo analitica via transformacéo conforme.
Diante disso, conclui-se que problemas que envolvam mais de um meio dielétrico homo-
géneo também podem ser resolvidos pelo uso de transformagdes conformes, uma vez
que essas transformacoes simplesmente fazem o mapeamento das solu¢des. Para esses
casos, deve-se levar em conta que a interface entre os meios também é transformada
e, dependendo da geometria dessa interface, o problema pode ser dificultado no plano
transformado, ou seja, ao se escolher uma transformagao para o tratamento do problema,
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as geometrias do contorno e da interface devem ser consideradas. O facilitador do Problema
5 é que a prépria interface é uma curva equipotencial.

3.8 Problema6

Este dltimo problema desse capitulo € mais uma confirmagao do funcionamento
das transformacdes conformes em problemas que envolvam mais de um meio dielétrico
homogéneo, dessa vez sem que a interface entre 0os meios seja uma curva equipotencial.
O problema de valor de contorno envolvendo a equagao de Laplace € solucionado nas
geometrias do dominio e da imagem pelo método de Elementos Finitos através do pacote
PDE Toolbox. Esse problema envolve trés condigdes de contorno de Dirichlet constantes e
uma condi¢do de Neumann nula, como pode ser observado pela Figura 23, sendo que a
fung@o complexa que faz o mapeamento é f(z) = exp z.

Figura 23 — Problema de valor de contorno para o dominio (i) e para a imagem (ii) em
relacdo a fungdo f(z) = exp z.
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Fonte: Arquivo proprio gerado pelo software MATLAB.

A Figura 23 mostra uma regiéo retangular (i) sendo levada em uma regiao entre duas
semicircunferéncias (ii). Além disso, a interface entre os meios, que € um segmento de
reta vertical, é levada na semicircunferéncia intermediaria. As equacdes de Laplace, as
condi¢des de contorno e as condi¢des de interface mantém-se inalteradas ao passarem
pela transformacao conforme. Além disso, a permissividade elétrica do meio dielétrico 1
(em verde) é ¢; = 1 e a permissividade elétrica do meio dielétrico 2 (em azul) é e; = 5. As
solugdes, pelo PDE Toolbox, para o dominio e para a imagem encontram-se na Figura 24.
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Figura 24 — Curvas equipotenciais cujos potenciais variam de 1/2 em 1/2 para as geome-
trias do dominio e da imagem através do pacote PDE Toolbox.
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Fonte: Arquivo préprio gerado pelo software MATLAB.

Foram gerados 49601 elementos triangulares e 98304 nés sobre o dominio (i), e foram
gerados 60929 elementos triangulares e 120832 nds sobre a imagem (ii) da Figura 24.
Pelos resultados obtidos, confirma-se o que ja era esperado com relagdo a concentragao
de curvas equipotenciais para o meio dielétrico de menor permissividade. Além disso, sdo
perceptiveis as mudancas abruptas de direcbes das curvas equipotenciais relativas as
condi¢Oes de interface entre os meios.

Para confirmar que a transformagéo conforme realmente leva as curvas equipotenciais
de uma geometria para a outra, varios pontos de algumas curvas equipotenciais do dominio
(1) da Figura 24 sao mapeados pela fungdo f(z) = exp z = expz(cosy + iseny). Se 0s
pontos calculados estiverem sobre as curvas equipotenciais de mesmos potenciais na
imagem, entdo a transformagéo conforme mapeou sem distorgées as solugées do dominio.
Isso foi feito com dezenas de pontos e todos eles foram mapeados corretamente para a
equipotencial correspondente considerando arredondamentos na terceira casa decimal.
Além disso, foi observado que ao “caminhar” sobre uma equipotencial do dominio gerada
pelo PDE Toolbox, a fungdo mapeou ponto a ponto de modo a “caminhar” no mesmo sentido
sobre a equipotencial de mesmo potencial gerada pelo PDE Toolbox na imagem. Portanto a
transformacgédo conforme pode ser utilizada naturalmente em problemas que envolvam mais
de um meio dielétrico, como ja era esperado. Além disso, unindo os métodos numéricos,
como o método de Elementos Finitos, com o ferramental das transformacgdes conformes,
muitos problemas podem ter suas solu¢gées com custos computacionais diminuidos ou com
maior precisao por parte dos métodos numéricos.

Portanto, de posse das transformacgdes conformes, pode-se mudar geometrias em
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formas variadas, de modo que regides no plano z sdo associadas a regiées no plano
w com todas as propriedades que sao proporcionadas pela caracteristica “conforme” da
transformacao. Além disso, para uma mesma transformacao conforme, regides distintas do
plano complexo e curvas especificas sao também mapeadas, desde que sejam definidas
e conformes pela funcéo, para se analisar e estudar as caracteristicas dessa transforma-
¢ao. Assim, junta-se uma coletdnea de transformacdes conformes com suas respectivas
caracteristicas geométricas para serem aplicadas em problemas fisicos de varias areas que
envolvam a equacao de Laplace como, por exemplo, da magnetostatica, da termodinamica,
da mecanica dos fluidos. De posse dessa coletanea de transformagdes, esse Capitulo
3, por exemplo, mostra a aplicacéo direta de algumas transformag¢des em problemas de
eletrostatica.
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Capitulo 4

Transformacoes de Schwarz-Christoffel

4.1 Introducéao

A abordagem de tomar fungdes para estudar o que cada uma faz, montando uma
coletanea e escolhendo uma fungcao que atenda a mudanga de geometria desejada do
problema, como foi feito no Capitulo 3, € fragmentada e ndo mostra as verdadeiras poten-
cialidades inerentes ao assunto de mapeamento conforme (NEHARI, 1952). Entéo, este
capitulo apresenta um método que encontra diretamente a fungdo que transforma um
“determinado” dominio em uma imagem que simplifica o problema a ser resolvido. Nesse
sentido, trés perguntas sao discutidas ao longo desse capitulo:

1. Dados dois dominios quaisquer D e D*, existe sempre pelo menos uma transformacgao
conforme e injetiva w = f(z) que mapeie D em D*?

2. Se forem impostas algumas “condi¢des” sobre D e D*, existe sempre pelo menos
uma transformagao conforme w = f(z) que faga o mapeamento? Se sim, quais
“condicdes” seriam essas?

3. Existindo tal funcao w que atenda as condicbes da primeira pergunta ou da segunda
pergunta, como encontra-la?

De imediato, a pergunta numero 1 tem a resposta “ndo” e apenas um contraexemplo
é suficiente para confirma-la. Esse contraexemplo € a transformacéao do plano complexo
inteiro no interior do circulo unitario (NEHARI, 1952). Sendo a imagem dessa transformacgéao
limitada, pois |w| < 1, e sendo a fungdo analitica para esse dominio, que é o plano z inteiro,
entdo f deve ser uma constante, pelo Teorema de Liouville. Esse teorema garante que se
uma fungao f for inteira, ou seja, analitica para todo o plano complexo, e limitada nesse
plano, entdo f é constante em todo o plano (BROWN; CHURCHILL, 2015). Mas isso é um
absurdo, visto que a transformacao sugerida leva todo o plano complexo no interior do disco.
Dessa forma, esta justificado o contraexemplo dado.
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J& para a segunda pergunta, pode haver mais de uma resposta, pois depende das
“condi¢oes” impostas sobre D e D*. O Teorema do Mapeamento de Riemann vem para
mostrar que a resposta a segunda pergunta pode ser sim para dominios simplesmente
conexos (NEHARI, 1952). Assim, diante desse Teorema, pode-se garantir que haja uma
funcdo que execute uma transformacéo desejada, mesmo sem se conhecer tal funcao.
Portanto, resta conseguir equacionar tal funcéo, que é exatamente a pergunta nimero 3.

Apesar desse importante resultado que é o Teorema do Mapeamento de Riemann, ele
nao ajuda em nada para se responder a pergunta numero 3. E diante da infinita variabilidade
de geometrias representadas por dominios simplesmente conexos, encontrar um método
generico que abarque as vérias formas distintas € um grande desafio e, portanto, a resposta
para a pergunta numero 3 depende de quais geometrias estejam envolvidas.

As transformacdes de Schwarz-Christoffel vém como propostas de solugao de pro-
blemas que envolvam geometrias poligonais, pois essas transformacdes basicamente
relacionam o semiplano superior ou o disco unitério a regides poligonais limitadas ou ilimita-
das. Assim, a resposta para a pergunta numero 3 vai ser restrita a essas regides descritas.
A ideia é que, ao se lidar com problemas que envolvam a equacao de Laplace, deve-se
usar as transformacées de Schwarz-Christoffel para mapear a solugédo dessa equacao, ja
estabelecida de forma genérica no semiplano superior, na regidao poligonal desejada.

Portanto, este Capitulo inicia-se com o Teorema do Mapeamento de Riemann na Se-
cao 4.2, depois traz algumas definicbes geométricas importantes e consideracoes sobre os
poligonos na Secéao 4.3, seguida das ideias intuitiva e formal da transformacéao de Schwarz-
Christoffel na Secao 4.4, seguidas de suas propriedades na Secao 4.5. Em sequéncia,
vém os conceitos e justificativas que embasam o calculo numérico dessas transformacgdes
através do Problema do Pardmetro na Secgao 4.6; e, por fim, sdo apresentados dois métodos
para se solucionar a equagao de Laplace em regides poligonais na Secéo 4.7.

4.2 Teorema do Mapeamento de Riemann

O Teorema do Mapeamento de Riemann confirma ainda mais a importancia das
transformacdes conformes, visto que sdo causadoras de uma infinidade de mudancas de
geometria no plano complexo, mesmo sem se conhecer as suas expressoes algébricas,
como se apresenta a seguir em (AVILA, 2008).

Teorema 4.1. (Teorema do Mapeamento de Riemann) Dado um dominio simplesmente
conexo D, que ndo seja o plano todo, existe uma transformagao conforme e injetivaw = f(z)
que mapeia D no interior do circulo unitario |w| < 1. Além disso, a fungdo w é Unica se
especificarmos, para um ponto qualquer z, € D, que f(zy) = 0 e que f'(zy) seja real e
maior que zero.
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Devido a sua enorme extensao e por envolver outros conceitos ndo trazidos nessa
dissertacao, a demonstracdo do Teorema 4.1 ndo estéd apresentada aqui. A demonstragao
encontra-se em (NEHARI, 1952).

Pelo Teorema 4.1, se D e D* sdo dois dominios simplesmente conexos tais que
sejam diferentes do plano complexo inteiro, entdo D e D* podem ser levados no disco
unitario, respectivamente, pelas transformacdes conformes e injetivas 7' e T*. Como foi
visto na Segao 2.4, a composta de fungbes analiticas é analitica e, portanto, a composta de
transformagdes conformes é conforme. Além disso, pelo Teorema 2.9, se uma transformagao
é conforme e injetiva para uma regido, entao essa transformacao admite uma transformacao
inversa global Unica que também é conforme. Com esses dois resultados, a transformagéo
composta (7*)~! o T' é conforme e leva o dominio D no dominio D*. Ou seja, qualquer
regiao simplesmente conexa que nao coincide com o plano todo pode ser transformada em
qualquer outra regiao do mesmo tipo através de uma transformacao conforme e injetiva.

Além disso, o Teorema do Mapeamento de Riemann traz que, ndo sO existe uma
transformagao que leva D no circulo unitério, como também essa transformagao nao é unica.
Por esse mesmo teorema, nota-se que, atribuindo os trés parametros zy, f(z0) € f'(z0),
essa transformagéo torna-se Unica, se fixado f(zy) = 0e f/'(z9) > 0. A condigdo f(z) =0
determina que z, € levado no centro do disco unitério e a condigdo f'(zp) > 0 determina
que as diregdes por z, ndo sofrem rotagdes pela fungdo w, uma vez que arg f'(zg) = 0.

De forma analoga, a atribuicao desses trés parametros, para se ter unicidade, vale
também para a composta U = (T*)"'oT que leva D em D*. Uma vez que ha uma infinidade
de fungdes, fornecer esses trés parametros é fundamental. Se esses parametros forem
colocados pelos requisitos de que um determinado ponto 2z, de D deve ser mapeado em
um determinado ponto de D* e de que arg U’(z,) deve ter um determinado valor, entédo a
funcdo de mapeamento também é determinada de forma unica (NEHARI, 1952). Portanto,
20, U(20) € U'(29) s@0 0s trés parametros necessarios.

4.3 Consideracdes sobre o Poligono

Antes de se definir o conceito da transformacao de Schwarz-Christoffel, faz-se ne-
cessario definir alguns conceitos e propriedades relacionados a regido poligonal (ZILL;
SHANAHAN, 2011).

Definicao 4.1. Uma regiao poligonal no plano complexo é uma regido conexa e limitada
por uma curva suave por partes, simples e que consiste em um numero finito de segmentos
de reta.

Definicao 4.2. O poligono é a curva de fronteira de uma regiao poligonal.
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Definicao 4.3. Os vértices sao os extremos dos segmentos de reta do poligono.

Definicao 4.4. A regido poligonal é limitada quando o poligono for uma curva fechada. A
regido poligonal é ilimitada quando ngo for limitada. Nesse caso, diz-se que o poligono
possui um vértice no infinito.

Baseado em (ZILL; SHANAHAN, 2011), a Figura 25 apresenta dois exemplos de
regides poligonais, uma limitada e outra ilimitada.

Figura 25 — Exemplos de regides poligonais limitada (a) e ilimitada (b).

(a) (b)

Fonte: (ZILL; SHANAHAN, 2011).

Pensando em uma regiao poligonal limitada, (LIMA, 1991) faz uma demonstragéao de
um resultado muito importante, que € usado na transformacao de Schwarz-Christoffel e que
aparece a seguir.

Proposicao 4.1. Todo poligono fechado de n lados pode ser decomposto como uma reuniao
de n — 2 tridngulos justapostos, cujos vértices sdo vértices do poligono dado.

Dessa forma, como a soma dos angulos internos de um tridngulo qualquer é sempre
7 radianos, logo (LIMA, 1991)

Proposicao 4.2. A soma dos angulos internos de um poligono fechado de n lados é igual

a (n — 2)m radianos.

Por consequéncia, devido ao fato de que, para um poligono fechado qualquer, a soma
de cada angulo interno e seu angulo externo associado ser 7 radianos, ou seja, eles serem
suplementares (BARBOSA, 1985), entao

Proposicao 4.3. A soma dos angulos externos de um poligono fechado é sempre 2,

independentemente do seu numero de lados.

Um resultado mais importante é proposto em (DRISCOLL; TREFETHEN, 2002), que
esta de pleno acordo com os resultados anteriores, mas amplia o conceito de poligono,
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e por consequéncia amplia a definicdo de angulos externos e internos. O seu conceito
aparece a seguir.

Definicao 4.5. Um poligono é definido como um conjunto de vértices w1, ws, ..., w, €
de angulos internos oy m, s, . .., o, 7. ESSes vértices pertencem a um plano complexo
estendido, podendo um ou mais vértices desse poligono estarem no infinito.

Apesar de nao denominado em (DRISCOLL; TREFETHEN, 2002), nesta dissertacao
a1, e, . . ., a, s80 chamados de angulos internos relativos do poligono, uma vez que sao
exatamente a razdo dos respectivos angulos internos por 7. Com isso, diferentemente de
(ZILL; SHANAHAN, 2011), (DRISCOLL; TREFETHEN, 2002) propde a possibilidade de
mais de um vértice estar no infinito, desde que

Z(l_aj)zzkaz, (91)
j=1 j=1
onde k;, j = 1,2,--- ,n, sédo os angulos externos relativos. A identidade estabelece

que a soma dos angulos externos deve continuar sendo 27, mesmo que em (DRISCOLL;
TREFETHEN, 2002) ndo se fale em angulos externos, considerando que a soma do angulo
interno e do seu correspondente angulo externo continua sendo 7. Essa relagao é trazida
com alguns exemplos por (CHURCHILL, 1975), chamando de poligono degenerado aquele
que tem pelo menos um vértice no infinito, visto que esse vértice € tratado como o caso
limite de um vértice que esta muito distante dos restantes. Um método para se encontrar o
valor de um angulo interno de um vértice no infinito é proposto no Capitulo 5 e baseia-se em
encontrar um poligono limitado de mesma “forma” que o poligono ilimitado e levar alguns de
seus vértices ao infinito mantendo todos os seus angulos internos fixos. Essa analogia pode
ser feita, visto que, considerando o plano complexo estendido, qualquer regido poligonal
pode ser tratada como “fechada”, com algumas curvas de fronteira compostas por pontos
no infinito.

Com essa ampliagado da definigao de poligono, (DRISCOLL; TREFETHEN, 2002)
também traz, por consequéncia, que, se o vértice € finito, entdo seu angulo interno &
0 < ar < 27. Quando am = 2w, entdo o vértice é a ponta de uma fenda, pois os dois lados
incidentes sobre esse vértice sao colineares. Por outro lado, se o vértice € infinito, entdo seu
angulo interno € —27 < am < 0, ou seja, é negativo ou nulo. As Secgdes 5.4 e 5.5 trazem
exemplos de fendas nos poligonos.

4.4 ldeia Intuitiva da Transformacéo de Schwarz-Christoffel

Agora que se tem o Teorema do Mapeamento de Riemann e os conceitos bésicos
relacionados a regides poligonais limitadas e ilimitadas, o grande desafio € buscar como
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descobrir as equacgdes que representam essas transformagdes mais “genéricas” de geo-
metrias poligonais. As transformacdes de Schwarz-Christoffel tratam de mapear qualquer
poligono, regular ou irregular, limitado ou ilimitado, em um semiplano. Esse semiplano, por
sua vez, pode ser mapeado no circulo unitario, através de uma transformagao linear fracio-
naria, e em inumeras outras geometrias (CHURCHILL, 1975). Assim, um proéprio poligono
pode ser mapeado em outro poligono, pois uma das propriedades da transformacgéo de
Schwarz-Christoffel é que ela admite inversa.

Partindo do Teorema 4.1 do Mapeamento de Riemann, entdo a regidao do semiplano
superior Im (z) > 0 pode ser levada a regido do interior de um poligono qualquer através de
uma transformacéo conforme e injetiva. A ideia inicial € mostrar uma transformagéao que
leve a fronteira da regido Im (z) > 0, ou seja, o eixo real z, no poligono propriamente dito
que esta contido no plano complexo w. E depois mostrar intuitivamente que essa mesma
transformacgéao leva os pontos do semiplano superior no interior do poligono. Esses dois
pontos iniciais encontram-se em (CHURCHILL, 1975).

Primeiramente, tomando novamente a Figura 4 da Secao 2.5, seja 0 numero complexo

t como o vetor unitario tangente a um arco suave e orientado C' num ponto zy. E seja7 0

namero que representa o vetor unitario tangente no ponto correspondente w, da imagem I'

de C' sob uma transformagéo w = f(z), em que f é analitica em z, e f'(z29) # 0. A partir

das equacdes (19) e (20) que encontram-se na mesma Secao 2.5, obtém-se diretamente
que

arg T = argt + arg f'(20). (92)

Particularizando, se C' € um segmento do eixo x com sentido positivo, da esquerda

para a direita, entdo em cada um dos seus pontos z, = z tem-seque t = 1 e argt = 0,
reduzindo a equacao (92) a

argT = arg f’(z). (93)

Pode-se observar pela equagao (93) que, se f’(z) tem o argumento constante ao longo
desse segmento, segue-se que arg 7 € constante, ou seja, a imagem S desse segmento
também é um segmento de reta.

Objetiva-se, a partir daqui, tomar uma transformagao w = f(z) que leve todo o eixo
real em um poligono limitado de n lados, onde z1, x»,...,r,_1 € 2 = 0o S&0 0s pontos do
eixo z, cujas imagens devem ser os vértices do poligono e onde 1 < z9 < +++ < Xp_1.
Por serem as pré-imagens dos vértices do poligono sdo chamados de pré-vértices. A
transformacgao desejada esta representada na Figura 26 a seguir, levando o eixo real no
poligono.
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Figura 26 — Representacéo do eixo real  sendo levado no contorno de um poligono limitado
no plano w.

L1 t Tz I3 In—1

Fonte: (BROWN; CHURCHILL, 2015).

Os vértices sé@o os pontos w; = f(z;) (j = 1,2,...,n — 1) e w, = f(oc0). A trans-
formagdo w deve ser tal que arg f'(z) dé um “salto” de um valor constante para outro nos
pontos x;, quando o ponto z percorre o eixo real .

A partir deste ponto, a funcao desejada é proposta para se analisar a sua estrutura
algébrica e geométrica. Assim, tomando

fl(2) = Az —2) ™ (z —2) ™™o (2 — py) T, (94)

em que A é uma constante complexa, cada k; é uma constante real, os fatores (z — z;) "
(j =1,2,...,n— 1) representam ramos das fungdes poténcia com seus cortes de ramo
estendendo-se abaixo desse eixo, ou seja, os raios 5, = —7/2 (j = 1,2,...,n — 1) s@o 0s
cortes de ramo, pois 0 dominio é o semiplano superior. O argumento de f'(z) comporta-se
da forma dita anteriormente, quando z percorre o eixo real, pois 0 argumento da funcéo
(94) pode ser escrito na forma

arg f'(z) = arg A — kyarg(z — x1) — kgarg(z —x2) — -+ — ky_rarg(z — x,_1).  (95)

Para o primeiro caso, quando z = z e * < zj, entdo arg(z — x1) = arg(z — z3) =

cearg(z —xp_q) = T

Para x; < x < z,, arg(z — 1) passa a ser nulo, mas os demais argumentos perma-
necem 7. Para o terceiro caso, o < x < z3, arg(z — x1) = arg(z — z3) = 0, mas os demais
ainda permanecem 7. E assim continua sucessivamente, até que todos os argumentos se
anulem para = > z,,_;. Dessa forma, de acordo com a equagéo (95), arg f'(z) aumenta
abruptamente do angulo k7, quando z se move para a direita passando pelo ponto z = ;.
O mesmo ocorre no ponto z = x4, sendo que 0 aumento nesse ponto é de ko7, € assim
sucessivamente, até que arg f'(z) = arg A, quando = > x,,_;.

Devido a equacao (93), o vetor unitario 7 € constante em dire¢do, quando z vai
passando de z;_; até z;, de modo que w se move nessa diregdo fixa ao longo de uma
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reta. Mas a diregdo de 7 muda rapidamente em um valor de k;7 na imagem w, de x;. E é
exatamente esse processo que € mostrado no plano w da Figura 26. Esses angulos k;m séo
os angulos externos, e também conhecidos por angulos de rotacao, do poligono, devido a
esses saltos abruptos.

Os angulos de rotacao, pela propria definicdo, podem ser limitados entre —7 e 7;
entdo —1 < k; < 1. Ja pelo conceito de (DRISCOLL; TREFETHEN, 2002), o angulo de
rotacdo pode ser —m, caso em que o angulo interno é 2w, ou seja, o vértice trata-se da
ponta de uma fenda. Supbe-se que os lados do poligono nunca se interceptem, exceto em
suas proprias extremidades, pelas préprias Definicdes 4.1 e 4.2. E a soma dos angulos de
rotagéo de um poligono fechado € sempre 27, independentemente do seu numero de lados,
como é trazido pela Proposicao 4.2 . Assim, o angulo externo no vértice w,,, imagem do
ponto z = 00 & k,m = 21 — (k1 + ko + - - - + k,—1 ). Assim, 0s nUmeros k; devem satisfazer
necessariamente as condi¢des

k1+k2+"'+k’n71+k’n:2, —1<kj<1, (j:1,2,,77,) (96)

Pode-se notar que k, = 0 quando k; + ks + - - - + k,_1 = 2; entdo, neste caso, as diregdes
do primeiro e do ultimo lado do poligono sdo as mesmas, ou seja, w, nao é vértice do
poligono, pela sua definigdo. Assim, w,, € um ponto do primeiro lado, e o poligonotem n — 1
lados.

Dada a agéo da derivada f'(z) apresentada na equagéo (94), a transformagao de
Schwarz-Christoffel proposta é

w = /Z: f'(s)ds. (97)

Feito esse trabalho inicial sobre a transformagao da fronteira, que é intuitivo e que apresenta
alguns argumentos matematicos e geométricos, resta entender como essa fun¢ao w leva o
semiplano superior no interior do poligono. Essa ideia intuitiva também engloba a fronteira
de regides poligonais ilimitadas, ou seja, com um ou mais vértices no infinito. Além disso,
€ necessario discutir a analiticidade da funcéo e verificar se ela € uma transformacéao
conforme.

4.5 Propriedades da Transformacdo de Schwarz-Christoffel

O objetivo desta secdo € analisar o processo de integragdo na equacao (97), que
transforma o eixo real num poligono, definir a transformag¢do de Schwarz-Christoffel e
suas formas candnicas, e obter importantes propriedades que garantam o uso dessa
transformagdo com “seguranca” em problemas de valor de contorno que envolvam a
equacao de Laplace.
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4.5.1 Analiticidade e Continuidade da Transformacao de Schwarz-Christoffel

Baseado na teoria da integracao complexa, seguem duas proposicées importantes
com o objetivo de discutir, respectivamente, a analiticidade e a continuidade da transforma-
¢ao de Schwarz-Christoffel.

Proposicao 4.4. A integral complexa F(z) de uma fungdo analitica f(z) é uma fungdo
analitica do seu limite superior de integracdo, desde que o caminho de integracdo seja
confinado a um dominio simplesmente conexo em que o integrando € analitico.

Demonstragao. Para mostrar que a integral complexa F'(z) € uma fungao analitica em um
dominio simplesmente conexo D, o que se quer mostrar € que existe a derivada dessa
integral para todos os pontos de D. Tomando-se dois caminhos de integracao contidos em
D, como representa a Figura 27, o primeiro ligando z; a z € 0 segundo ligando z a z + Az,
entéo por definicao

Pt 82 PG = [ fo)ds | s

20

para s sendo a variavel de integracdo ao longo dos dois caminhos. Portanto

F(z+ Az) — F(2) = / Y re)s, (98)

onde o caminho de integracao de z a z + Az pode ser escolhido como um segmento reto,
como é o caso da Figura 27.

Figura 27 — Dois caminhos de integracéo contidos em um dominio simplesmente conexo.

Y

Fonte: (BROWN; CHURCHILL, 2015).

Pode-se escrever (CHURCHILL, 1975)

z+Az z+Az
flz) = %Z)/ ds = 1 f(2)ds, (99)
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uma vez que a variavel de integracao é s. Assim, usando as equacoes (98) e (99), entao

F(z + AAz; —F(2) () = ALZ /:+ Z[f(s) s 00,

Mas f é continua no ponto z;, uma vez que € analitica nesse ponto. Logo, dado um numero
e > 0, existe um namero § > 0 tal que

1f(s) = f(2)| <, (101)

quando |s — z| < ¢, ou, em particular, para o segundo caminho da Figura 27, quando
|Az| < §. Portanto, quando |Az| < 9, pelas equagdes (100) e (101), entdo

fz+ Az) — F(2) e [THAr
) < iy [ s = (102)
ou seja,
lim FEFA) = FE) gy (103)

Az—0 Az
Assim, a equagao (103) confirma a existéncia da derivada da fungao integral F'(z), con-
cluindo que F'(z) = f(z). Além disso, quaisquer outros dois caminhos poderiam ter sido
tomados, desde que no interior de D, levando a conclusao da analiticidade de F' em todo o
dominio D. Assim, a demonstracao esta finalizada. ]

Proposicao 4.5. A integral complexa F'(z) de uma fungdo continua f(z) é uma fungdo
continua do seu limite superior de integragcdo, desde que o caminho de integragdo seja
confinado a um dominio simplesmente conexo em que o integrando é uma fung&o continua.

Demonstragdo. Sendo s a variavel de integracao dos dois caminhos contidos no dominio
simplesmente conexo D da Figura 27 e partindo da hipétese de que se tem f continua em
D , entdo dado ¢; > 0, existe ; > 0 tal que

1f(s) = f(2) <& (104)

quando |s — z| < 47, ou, em particular, para o segundo caminho da Figura 27, quando
Az < 4,. Portanto, partindo de (104) e fazendo o uso de uma das desigualdades triangulares
(BROWN; CHURCHILL, 2015), tem-se

f =1 < |f(s) = f(2)] < e, (105)
isto é,
1f(s)] < e+ [f(2)] < M, (106)

sendo M um numero real. Ou seja, para |Az| < 6, tem-se | f(s)] < M. E o que se quer
mostrar € que F'(z) também é continua em D; assim, dado ¢, > 0, deve existir 4, > 0, tal
que |F(z+Az)— f(2)| < €3, quando |Az| < d,. Dessa forma, |F(z+ Az) — F(z)| continuara
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menor que e, para |Az| < min {d;,d2}. De fato, tomando J, = €, /M, M estipulado pela
equacao (106), e usando a relacao obtida em (98), entao

/:+Az P

Essa propriedade vale sempre que f é continua, que € o caso em questdo (BROWN;
CHURCHILL, 2015). Partindo de (107), entao

2+Az
|F(z+ Az) — F(z)| = <[ Il (107)

z+Az
|F(z4 Az) — F(2)] < M/ |ds| = M|Az|, (108)
pois 0 caminho de z a z + 0z € um segmento de reta. Assim

e, portanto, F'(z) é continua em z. Além disso, quaisquer outros dois caminhos poderiam
ter sido tomados, desde que no interior de D, levando a conclusao da continuidade de F'
em todo o dominio D. O

Tomando, novamente, a fungéo (94)
fl(2)=Az —z) (2 —m) ™ (2 — 2 )

escolhendo os raios 3; = —7/2 (j = 1,2,...,n — 1) como os seus cortes de ramo, como j&
proposto na Segéo 4.4, e sendo (z — ;)% uma fungao poténcia com seu médulo e seu
argumento, escreve-se

3
Goa)h =l alPen-ibe). (-F<o<F). 00
emque §; = arg(z —z;) e j = 1,2,...,n — 1. Com isso, obtém-se que f'(z) é analitica

em todo o semiplano Im (z) > 0, exceto nos n — 1 pontos de ramificagao z; (BROWN;
CHURCHILL, 2015).

Se zp é um ponto nessa regido de analiticidade, entdo a funcao

F(z) = / F(s)ds (111)

é analitica, pela Proposi¢do 4.4, quando y > 0 e z # x;, desde que o caminho de integragéo
de z, a z seja um caminho nesse semiplano, que nao passe por nenhum dos pontos z;.
Além disso, F'(z) = f'(z). E também, sob essas mesmas condi¢des, F'(z) € univalente para
0 2z fixado, uma vez que f’(z) é univalente para os ramos adotados em (110). Ademais,
sabe-se que F(z) varia de uma constante aditiva, quando o limite inferior de integragéo z, é
substituido por uma outra constante (BROWN; CHURCHILL, 2015).
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Agora que ja se sabe a respeito da analiticidade de F', o préximo passo € saber a
respeito da continuidade de F' nos pontos de ramificagao z; (j = 1,2,...,n — 1), uma vez
que esses sao 0s Unicos pontos do semiplano de interesse, y > 0, nos quais F' nao tem
derivada.

Para definir a fungcao F' no ponto z = x; de tal modo que seja continua nesse ponto,
observa-se que (z — z1)~* é o Unico fator na equagéo (94) que néo é analitico em x;. Logo,
se ¢(z) denota o produto dos demais fatores da expresséo (94), entdo ¢(z) é analitico em x4
e é representado em uma vizinhanga de z;, ou seja, em todo um disco aberto |z — x| < Ry,
por sua série de Taylor centrada em z; (BROWN; CHURCHILL, 2015). Assim, pode-se
escrever

F'(2) = (z —21)™¢(2),

ou seja,
£ = (=)™ oo + D0y D ey
Logo,
f'(2) = dpl1)(z = 21) ™™ + (2 — 21) ' M9(2), (112)

em que v € analitica e, portanto, continua em toda a vizinhanga. Como 1 — k; > 0, uma vez
associado o valor zero ao ponto z = z1, entao o ultimo termo a direita na equagéao (112)
representa uma funcao continua de z em toda a metade superior da vizinhanca em que
Im (z) > 0. Segue-se, entdo, que a integral
[ =)
Z
ao longo de um caminho de Z; até z, em que Z; e 0 caminho estdo na semivizinhanca
superior, € também uma fungéo continua de z em z = x4, pela Proposigéo 4.5. E a integral
[ (5= tds = e - ) - (2,
7 11—k

ao longo do mesmo caminho, também representa uma fungcédo continua de z em z, se

for definido o valor da integral nesse ponto como o limite, quando z tende a x; na semi-
vizinhancga. Entdo, a integral da expressao (112), ao longo do caminho mencionado de
Z, até z, é continua em z = x1, € 0 mesmo se aplica a integral (111), pois ela pode ser
escrita como uma integral ao longo de um caminho z, até Z; somada a integral de Z; até =.
Esse argumento pode ser usado em cada um dos n — 1 pontos x;, tornando F' uma fungdo
continua em toda a regiao y > 0.

Assim, a funcéo cuja derivada € dada pela equacao (94) pode, entdo, ser escrita
como f(z) = F(z) + B, em que B é uma constante complexa. A Transformacéao de
Schwarz-Christoffel fica, portanto,

w = A/ (s —a1) ™™ (s —a9) ™™ (s — 2p_y) "1ds + B, (113)

20
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ou na sua forma compacta,

2n—1
w=A [ [](s—z;)*ds+ B. (114)

20 j—1

4.5.2 Mapeamento pela Transformagédo de Schwarz-Christoffel

A transformacao de Schwarz-Christoffel, como ja argumentado, é continua em todo
o dominio Im(z) > 0 e é conforme nesse semiplano com excegdo dos pontos z;. A
partir daqui, pode-se completar o que havia ficado em aberto na Secao 4.4, pois o que
se havia desenvolvido |a, de forma intuitiva, foi como o eixo real é levado no poligono
pela transformacéo de Schwarz-Christoffel, restando mostrar como o semiplano superior
Im(z) > 0 é levado no interior do poligono.

Se z é um dado ponto do semiplano Im (z) > 0 e se z, € um ponto qualquer distinto
dos z,; sobre o eixo real, entdo o angulo do vetor ¢ para o vetor z — x € positivo e menor do
que m, como esta indicado em um exemplo na Figura 26. Na imagem w, de x,, 0 &ngulo do
vetor 7 para a imagem do vetor z — zy deve ter esse mesmo valor, uma vez que ja se tem
confirmada a conformidade da fun¢do. Assim como acontece para os pontos do dominio, as
imagens do semiplano devem também ficar a esquerda dos vetores T sobre os lados do
poligono. E, assim, intuitivamente fica mostrada a transformagéo de geometrias.

Mas a demonstragao matematica que, de fato, comprove a transformacgéao do semi-
plano Im (z) > 0 no poligono e seu interior ndo é mostrada aqui. Até porque parte-se
do pressuposto de que as constantes z; e k; sejam tais que os lado do poligono néo se
cortem, ou seja, que o poligono seja um caminho fechado, como previsto em sua defini-
cao em (BARBOSA, 1985). A linha de raciocinio, na qual a demonstracdo matematica da
transformacao de Schwarz-Christoffel é realizada, é associada ao Principio da Simetria e
nao tem semelhancga alguma com a abordagem trazida aqui. O Principio da Simetria, sua
demonstracdo e a demonstragao formal da férmula (114) de Schwarz-Christoffel estdo muito
bem explicadas em (NEHARI, 1952). Inclusive em (NEHARI, 1952), a correspondéncia
biunivoca entre os pontos do semiplano e do interior do poligono ja é estabelecida no
inicio da demonstragao, enquanto que em (BROWN; CHURCHILL, 2015), o procedimento
proposto é mostrar que a fungao w em questao € injetiva, e sendo injetiva e analitica, pelo
Teorema 2.9, ela admite uma unica inversa global, chegando a mesma concluséo.

Além do mais, por essas propriedades mencionadas e pela Secéo 4.4, a medida que o
ponto z percorre 0 eixo x no sentido positivo, sua imagem w percorre o poligono no sentido
sempre anti-horario, sendo a transformagao de z em w injetiva entre os pontos do eixo = e
os pontos do poligono. E demonstrado em (BROWN; CHURCHILL, 2015) que, para regides
poligonais limitadas, existe a imagem w,, do ponto z = o e que w,, = W,, + B. Também
pela Secao 4.4, w, que foi definido inicialmente como um dos vértices do poligono, pode
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também nao ser um vértice, sendo levado entdo ao primeiro lado do poligono. Nesse caso,
todos os pré-vértices z; (j = 1,2,...,n — 1) s&o finitos, ficando a critério o uso de um dos
pré-vértices no infinito.

A equacgao compacta de Schwarz-Christoffel em (114) pode ser reescrita, também
para um poligono de n lados, como

w=A H(s—xj)_kjds—i-B. (115)

Z0 ]:1

Para mostrar que o uso de um dos pré-vértices no infinito € uma questao de escolha da
forma de w, partindo da equacéo (115), basta que se proponha uma mudanca de variavel
s =z, — 1/u e, por consequéncia, ds = du/u?. Assim,

- 1 5 du
=A n— — — &j — + B.
w Zojl_[l(x " x]) u2+

Expandindo o produtério,

: 1 —h 1 k2 1 “kn g
A (oot o) o) e
20 u U u u

Colocando 1/u em evidéncia em todos os fatores entre parénteses do integrando,

w = —A/Z [w(zy — x1) — 17" [u(z, —20) — 1) -+

20
ki —ko— ek,
1) 1 du

[w(zy — 2p_y) — 1] F <— + B.

u u?
Usando a relacédo ki + ko + --- + k, = 2 e isolando a variavel u em cada fator entre

parénteses, entao

z 1 —k1 1 ) 1 —kn—1
w:K/ (u— ) (u— ) (u——) du + B,
20 Tp —T1 Ty — X2 Ty — Tp-1

sendo K a nova constante complexa multiplicativa da integral envolvendo o produto de varias
outras constantes complexas, incluindo A. Chamando 1/(z, — x1) = a1, 1/(z, — x2) = as €

assim sucessivamente, tem-se
z
v K/ (u—a)) ™ (u—a)™ - (u—ay1) " 'du+ B,
20

ou seja,

zn—1

w=K [ [](-a) ™ du+ B (116)

20 j=1
Conclui-se assim, pela comparacéao entre as formulas (115) e (116), que a escolha de um
pré-vértice no infinito acontece por uma simples mudanca de variaveis.
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O intuito neste ponto é mostrar, como uma outra propriedade da transformagéao de
Schwarz-Christoffel, que a fungcéo que leva o circulo unitario em um poligono qualquer, tem a
mesma forma que (115), sendo evidentemente todos os pré-vértices finitos e todos os cortes
de ramo radiais para fora do circulo unitario. Inicialmente, a composigao de fungdes w(s(r)),
que pode ser vista também como uma simples troca de variaveis dentro da transformagao
w da equagao (115), leva o circulo unitario em um poligono qualquer, como mostra a Figura
28 para um poligono de 5 lados.

Figura 28 — Composicao de fungdes que leva o circulo unitario em um poligono qualquer,
como esse de 5 lados.

5 =
r+1 w

Fonte: Adaptagéo de (CHURCHILL, 1975) e (ZILL; SHANAHAN, 2011).

Propondo, entdo, pela Figura 28, a troca de variaveis s = (—i)(r — 1)/(r + 1) e seu
elemento diferencial ds = (—2i)dr/(r + 1)? dentro da fung&o w(s), tem-se

S r—1 R _9;
= A —i—— ;] ———dr +B.
v /og< R xj) e T

Expandindo o produtério,

p —ky ks —ky, )
r—1 r—1 r—1 -2
=A —1 — —3 — R — T, ———dr+B.
v /z0<2r+1 “) (Zr+1 “) (’r+1 w) GRSV

Colocando 1/(r + 1) em evidéncia em todos os fatores entre parénteses do integrando e
retornando a forma compacta, entao

w = A/Z: {f[ —i(r— 1) — 2;(r + 1)]‘%} (T i 1>kkk m—Ql)dr + B

j=1

Usando arelagédo ky + ko + - - - + k, = 2 e isolando a variavel » em cada fator do produtério,

o\ Tk
w = / ( — +,Z) dr + B,
20 j=1 Tj+1

sendo P a nova constante complexa multiplicativa da integral. Chamando (—z;+i)/(x;+1) =
bj, (=1,2,--- ,n), logo

entao

z20 ] 1
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completamente anéloga a equacao inicial (115), tendo uma constante multiplicativa distinta
e 0s pre-vértices sobre a circunferéncia unitéria. Dessa forma, falar em transformacdes de
Schwarz-Christoffel é falar de geometrias, como o semiplano superior, o disco unitario, etc,
que sao levadas em um poligono desejado. Inclusive, (DRISCOLL; TREFETHEN, 2002)
mostra outras variacoes da transformacao de Schwarz-Christoffel, mas essa dissertacao
foca na geometria do semiplano superior sendo levada no poligono. Mesmo porque é essa
transformacgao que faz a ligagdo com a solugéo do problema fisico para regides poligonais
com mais de duas condi¢cdes de contorno de Dirichlet constantes, como esta no segundo
método da Sec¢ao 4.7.

A seguir estao listadas as principais propriedades da transformacao de Schwarz-
Christoffel descritas ao longo desta se¢ao:

1. € continua para todo o dominio original;

2. é analitica para todo o dominio original, exceto os pré-vértices do poligono;

3. éinjetiva e portanto admite uma inversa global Unica para a regido de analiticidade
em que também é conforme (Teorema 2.9);

4. pode levar outras geometrias, distintas do semiplano superior, também em um poli-
gono qualquer, e um exemplo sendo o disco unitério;

5. um dos pré-vértices pode estar ou ndo no infinito.

4.6 Problema do Parametro e sua Abordagem Numérica

Agora que ja se conhece as principais propriedades da transformacéo de Schwarz-
Christoffel e ja se sabe que ela admite uma inversa Unica que também é conforme, esta
secao traz um método para encontrar os pré-vértices dessa transformagao para um poligono
dado, uma vez que o problema fisico que envolva a equacao de Laplace esteja em uma
regido poligonal. O objetivo desta secao € trazer apenas a ideia do célculo numérico desses
pré-vértices, que € um dos caminhos pelo qual o pacote SC Toolbox do MATLAB foi desen-
volvido e cujas explicagdes mais detalhadas encontram-se em (DRISCOLL; TREFETHEN,
2002).

Retomando a funcao (115), tem-se
w=A H(s—xj)_kjds—i—B. (118)
Z0 le

A primeira observacgao a se fazer é que, dado um poligono qualquer P, deve-se analisar por
essa formula (118), quantas constantes devem ser determinadas, de modo a transformar P
no eixo .

O limite inferior de integracao z, pode ser, a priori, qualquer nUmero complexo, pois
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esta totalmente associado a constante B. Além disso, inicialmente, pode-se escrever A = 1
e B = 0, e simplesmente exigir que um certo poligono P* semelhante a P seja transformado
no eixo real. Afinal, o que A e B fazem é apenas ajustar o tamanho, a orientacéo e a posicao
de P*, visto que sao coeficientes da funcao complexa linear e por isso 0os seus valores nao
deformam o poligono desejado. E no final, A e B podem ser ajustados, com o intuito de
tornar os poligonos idénticos, ou seja, P e P* de mesmo tamanho e ambos na mesma
posi¢ao no plano complexo.

O poligono P*, semelhante ao poligono P, que se quer levar no eixo real, tem os
mesmos angulos internos e externos que o poligono P, ou seja, ki, ko, . . ., k, ja sdo deter-
minados desde o inicio, independentemente da regido poligonal ser limitada ou ilimitada.
Além disso, € fundamental que se tenha

ki ke k= 2.

Para se ter a fungao, que ligue o poligono P* ao eixo real, totalmente equacionada,
resta apenas definir os pré-vértices z1, x», . .., x,. Mas como foi visto na Secéo 4.2, pelo
Teorema de Riemann, trés parametros sobre a funcao w podem ser especificados, a fim
de se ter w Unica. Ou seja, pode-se especificar, por exemplo, x; =0, ;41 = 1 e x, = 0©
(1 <1 < n—2),como proposto em (CHUANG; GUI; HSIUNG, 1993). Pelo fato de se ter
fixado x,, = oo, entdo a férmula (118) torna-se, como ja mostrado na Secao 4.5,

zn—1

w=A [ [](s—=;)"ds+ B (119)

20 j=1

Diante disso, independentemente dos trés parametros escolhidos, resta estabelecer
os outros n — 3 pré-vértices. E isso € feito por meio de semelhanca de poligonos, pois P e
P* sdo semelhantes e, além disso, os tamanhos dos lados de P sao conhecidos. Portanto,
o método pode ser resumido como:

Primeiro Escolher um mesmo lado padrao para os poligonos P e P* para se calcular a
razao dos outros lados em relagdo a esse escolhido. Pode ser adotado, por exemplo,
o primeiro lado do poligono, desde que os vértices 1 e 2 sejam finitos.

Segundo Para o poligono semelhante P*, cujos vértices w; e wf,; (1 <1 < n —2) séo
finitos, o célculo do tamanho do lado duywy, , que liga esses dois vértices é feito a
partir da formula da transformacao de Schwarz-Christoffel. Partindo do pressuposto
que todos os pré-vértices sao finitos e que as constantes A e B ainda nao tenham
sido definidas, mas que z, = xo como escolha, entao

n

Ti+1
A/ H(s—xj)_kjds—l—B
xo j=1
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uma vez que 0s numeros complexos sdo equivalentes a vetores com relacao a
operacao da soma. Pode-se perceber que as duas constantes B se cancelam, ou
seja, para efeito desse método, a constante B poderia ser qualquer valor, a priori.
Analogamente, as constantes x, também se cancelam na subtracao das duas integrais
de mesmo integrando. E importante frisar também que essas integrais sao reais, uma
vez que o caminho de integragado esta sobre o eixo real. Portanto,

n

Ti+1 s
dw?wz’;l - ‘wl+1 —wi| = |A| / H(s —x;) Yds| . (120)
x| i—1

Terceiro O terceiro passo é montar o sistema nao linear de n — 3 equagdes e n — 3
incégnitas. Para isso, usa-se o conceito de semelhanca de poligonos. A razao dos
n — 3 lados para o lado padréo de P* é a mesma razdo dos n — 3 lados para o lado
padrao de P. Essa relagao é feita, primeiramente, partindo do pressuposto de que a
regidao poligonal é limitada, ou seja, fechada. Assim,

[wi'yy — wy| _ [wi1 — wy

” = , 1=2,3,...,n—2. (121)
jw; — wil [wy — wi |

Substituindo a equacao (120) na equacao (121), entao

fi?“ [T (s =) ™ds| o, —

[wy — w | ’

1=2.3,...,n—2. (122

(s —x5)” kds‘

Pode-se perceber que, assim como ocorreu com a constante B, a constante A também
foi cancelada na divisao, confirmando que esse método independe dos valores dessas
constantes. Esse sistema também é montado e demonstrado através de argumentos
geométricos, sem usar a semelhanca de poligonos, em (DRISCOLL; TREFETHEN,
2002). Para regides poligonais ilimitadas, deve-se passar para o préximo passo.

Quarto Se w;, = o (1 < h < n), duas das condi¢des da equagao (122) sdo descartadas,
uma vez que envolvam o vértice no infinito. Mas as outras relagées envolvendo os
vértices finitos continuam valendo. Além disso, uma relagdo entre os vértices finitos
vizinhos ao vértice no infinito surge e € essencial para o sistema. Segue a nova
relacao

f;:il HJ (5 —a;)7Mids _ Why1 — Who1

[wy — w

(123)

ioi(s —xj)hids

gue garante que os dois vértices vizinhos ao vértice no infinito estejam posicionados
corretamente um em relagéo ao outro, ou seja, nao sé em termos de proporcionalidade
de distancias um relagao ao outro, como também de diregées. Como consequéncia,
deve-se exigir que nao haja dois vértices infinitos adjacentes, porque sendo a equagao
(123) ainda € indatil (DRISCOLL; TREFETHEN, 2002). Para os vérticesh=10uh =n
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no infinito, continuam a valer as relagbes entre os seus vértices vizinhos finitos. Dessa
forma, essa equacéo (123) se desdobra em duas, que sao as igualdades das partes
real e imaginaria. Portanto, o sistema nao linear continua sendo de n — 3 equacdes e
n — 3 incognitas (DRISCOLL; TREFETHEN, 2002).

Uma forma diferente de montar esse sistema, dado o mesmo poligono P, é através
da forma da transformagé@o de Schwarz-Christoffel que leva o circulo unitario no poligono,
proposta pela composicdo da Figura 28 e equacao (117), uma vez que os pré-vértices,
nesse caso, estao confinados a uma circunferéncia unitaria, ndo havendo pré-vértices
no infinito e nem muito distantes uns dos outros, para efeito de melhor aplicabilidade de
metodos numéricos, com uma maior precisdo. (DRISCOLL; TREFETHEN, 2002) até prefere
trabalhar com essa forma da transformacao de Schwarz-Christoffel, mas trabalha também
com outras formas, inclusive a do semiplano. J& (CHUANG; GUI; HSIUNG, 1993) trabalha
apenas com o semiplano, e monta passo a passo o sistema, além de aplicar em exemplos.
Independentemente disso, 0 modo como o sistema é montado é analogo para as duas
formas.

O sistema néo linear € montado apenas para se encontrar os pré-vértices restantes e
esses, por sua vez, influenciam os comprimentos laterais dos poligonos. Esse problema
de se determinar os valores corretos para um determinado poligono € o Problema do
Parametro e sua solugado é o primeiro passo no uso da férmula de Schwarz-Christoffel.
No Capitulo 5, um problema classico, para os quais o Problema do Parametro pode ser
resolvido explicitamente, estd mostrado. Mas na maioria dos problemas praticos, nao ha
solugao analitica para esse sistema dos pré-vértices, que dependem nao linearmente dos
comprimentos dos lados do poligono. Além disso, o calculo numérico também é geralmente
necessario para avaliar as integrais que fazem parte do sistema (DRISCOLL; TREFETHEN,
2002).

Diante disso, tanto as integrais quanto o sistema né&o linear s&o solucionados com-
putacionalmente em (CHUANG; GUI; HSIUNG, 1993) e (DRISCOLL; TREFETHEN, 2002).
Inclusive o pacote SC Toolbox do (DRISCOLL; TREFETHEN, 2002) no MATLAB, que &
usado nessa dissertagao, tem como ferramenta para o calculo das integrais impréprias,
a Quadratura de Gauss-Jacobi. Ja para se solucionar o sistema nao linear, é usado o
Método Iterativo de Newton.

Por fim, resolvendo o sistema, tem-se a transformacéo de Schwarz-Christoffel montada
e por consequéncia os vértices w; (I = 1,2,...,n) do poligono P*. Entdo basta que se
associe as constantes A e B, a fim de se transformar o poligono P* no poligono P desejado,
através da relagéo w;, = Aw; + B. O pacote SC Toolbox ja faz isso automaticamente.
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4.7 Métodos de Solucido da Equacéao de Laplace em Geome-
trias Poligonais

Estabelecido o método para encontrar todos os pré-vértices desconhecidos da trans-
formacado de Schwarz-Christoffel, nesta se¢ao, sdo discutidos dois métodos para encontrar
as curvas equipotenciais do problema de valor de contorno relacionada a equagao de
Laplace na regiao poligonal escolhida. Esses métodos partem do pressuposto que ha ape-
nas um meio de permissividade constante, pois ndo consideram a geometria de interface
entre meios distintos. Desde j4, o intuito desta se¢cao nao é entrar nos pormenores dos
métodos numéricos, mas, sim, mostrar como foram estabelecidos e esquematizados sob os
comandos do pacote SC Toolbox.

471 Primeiro Método

O primeiro método ndo trata o problema fisico da equacéao de Laplace diretamente,
mas propde uma forma nova da transformacéo de Schwarz-Christoffel que, mesmo sem o
fornecimento de potencial no contorno, gera as equipotenciais e linhas de fluxo desejadas.

Essa forma da transformagéao de Schwarz-Christoffel chama-se transformacao da
Faixa ou Strip Map. Ela se aplica a problemas que envolvam a equacao de Laplace em
regides poligonais, cujos contornos apresentam exatamente dois vértices em que ha “saltos”
nas condigdes de contorno de Dirichlet constantes. Ou seja, o potencial sobre o contorno é
modificado somente ao se passar por esses dois vértices. Dessa forma, ao se contornar o
poligono, ha uma mudanc¢a de uma condi¢do de contorno F' para a condi¢ao G, quando se
passa pelo primeiro vértice de transicao; logo, no segundo vértice de transicado, ocorre a
volta da condigdo G para a F'. Portanto, nesse método ha exatamente duas condi¢ées de
contorno de Dirichlet constantes. O procedimento esta ilustrado na Figura 29.

Figura 29 — Solucionando a equagéao de Laplace com duas condi¢cdes de contorno de
Dirichlet constantes pela transformagéo da Faixa.

Plano w

@ = Re (w)

- V0 = ()

Fonte: Adaptacao de (DRISCOLL; TREFETHEN, 2002).
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Como ja mencionado, esse método néo se baseia em potenciais fornecidos no con-
torno, mas na diferenga de potencial |¢; — ¢2| entre uma parte do contorno e o seu restante.
Dessa forma, a ideia é levar essa diferenga de potencial para a regido entre duas “pla-
cas” paralelas “infinitas”, onde ja se sabe como as equipotenciais e linhas de fluxo se
comportam. Pela propria Figura 29, pode-se ver que a nova forma da transformacao de
Schwarz-Christoffel leva uma geometria poligonal ilimitada na regido entre retas verticais.
Assim, como a transformagéo f é conforme, as linhas equipotenciais verticais Re (w) = ¢;
e de fluxo horizontais Im (w) = ¢, ¢; € ¢ duas constantes, séo levadas pela transforma-
¢éo inversa z = f~!(w), que também é conforme, para a geometria original, mantendo a
ortogonalidade das linhas equipotenciais e de fluxo.

Além disso, essa transformacao f foca as regides poligonais ilimitadas longas e
estreitas que nao sdo bem tratadas pela transformacao canénica de Schwarz-Christoffel
envolvendo o dominio do semiplano superior, pois ha um problema de “aglomeragao” de
pré-vértices sobre o eixo real para tais regides. Esse problema é minimizado por essa
transformagéo, pois ha uma distribuigcao dos pré-vértices sobre as duas retas da fronteira, e
nao mais sé uma (DRISCOLL; TREFETHEN, 2002). Inclusive essa Transformagé&o da Faixa
€ uma modificagao dessa forma candnica (115) e apresenta a seguinte forma (DRISCOLL;
TREFETHEN, 2002):

w=f(z) = A/Z exp [g(a_ - a+)s} H [senhg(s - bj)] v ds. (124)

Essa fungéo leva a regido entre as retas horizontais S = {0 < Im(z) < 1} na regiéo
poligonal ilimitada e leva as fronteiras Im(z) = 0 e Im(z) = 1 no contorno da regido
poligonal. Tem-se o, e a_ como os angulos internos relativos dos dois vértices no infinito
e chamados angulos de divergéncia e n a quantidade de pré-vértices finitos sobre as
retas superior e inferior. Para o entendimento intuitivo da equacao (124), deve-se buscar
como as retas inferior e superior sdo levadas no contorno poligonal. Partindo pelo mesmo
caminho construido para se definir a transformacao de Schwarz-Christoffel na Segao 4.4,
deseja-se mostrar, com a ajuda da Figura 30, como 0s vetores unitarios sobre as retas
inferior e superior, representados por t, sdo levados em vetores sobre o poligono no plano
w, representados por 7. Para isso, € necessario retomar a equacgao (92)

arg T = argt + arg f’(20), (125)

valida sempre para o ponto 2, onde a transformacao é conforme. Tomando a fun¢éo derivada
da equacéo (124), entao

™

5 (- — a+)z} ﬁ [senhg(z — b)) : (126)

f(z) = Aexp |



Figura 30 — Dominio da transformagéo de Schwarz-Christoffel para 0 método Transformacgéo
da Faixa com os pré-vértices sobre o contorno.

Tp+i o Tprati Tpp+i

I i) I3 s Tp

Fonte: Arquivo préprio baseado em (DRISCOLL; TREFETHEN, 2002).

Analisando a Figura 30, é importante destacar que os pré-vértices da reta horizontal
inferior tém os cortes de ramo 3; = —7/2 (j = 1,2,--- ,p), ou seja, cada fungao poténcia
do seno hiperbélico da equagéo (126) tem o argumento —7/2 < 0; < 37/2 (j =1,2,--- ,p).
Ja os pré-vértices da reta horizontal superior tém os cortes de ramo 3; = /2 (j =
p+1,p+2,---,n), ou seja, cada fungdo poténcia do seno hiperboélico da equagéo (126)
tem o argumento 7/2 < 6; < 57/2 (j = p+ 1,p+ 2,--- ,n). Diante disso, seguindo o
sentido anti-horario sobre o contorno, o vetor unitario ¢ tem o sentido positivo do eixo real,
ou seja, argt = 0. Para a reta superior, por sua vez, t tem o sentido contrario, ou seja,

argt = .

Buscando o argumento de (126), chega-se em
arg f'(z) = arg A + arg {exp [g( —ay)z ] } + Z —1)arg [senh (z—=10b;)|. (127)

Sendo o, e a_ dois numeros reais, entdo, por uma propriedade basica das fungoes
exponenciais (CHURCHILL, 1975), a fungcao argumento relacionada a fungcao exponencial
contida em (127) é a parte imaginaria de

g(oc_ —ay)(z + 1), (128)

ou seja, de (127), chega-se em

, 7T
argf(z):argA+§( — oy y~l—z . — 1)arg [senh (z—10bj)|. (129)

A partir daqui, deve-se aplicar a equacao (129) para as retas inferior e superior
separadamente, no sentido regido pelo vetor unitario t. Convenciona-se como caminhos 1 e
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2, 0s caminhos sob as retas inferior e superior, respectivamente. Para o caminho 1, tem-se
y=0eargt =0, levando a juncéo das equagdes (125) e (129) em

—arg A _1) [ W (2o — b)) 130
arg T = arg +le ) arg [sen 2( 0o—b;) (130)
sobre o ponto especifico x = x,. Atribuindo os pré-veértices na reta inferior b; = z;, para
j=1,2,3---p, eos pré-vértices na reta superior b; = z; +i,paraj=p+1,p+2,--- ,n,
comz; realparaj = 1,2,--- ,n, entdo, de (130), obtém-se
argT_argA—i—Z —1)arg [senhZ(xg—xj)} +

o7 (131)
Z (a; — 1) arg [senhg(xo -z — z)] :

Jj=p+1

Utilizando a propriedade da funcao complexa seno hiperbdlico (CHURCHILL, 1975)
senh zp = —isen (izp), (132)

para dado um numero complexo z, = zy + iyp; € utilizando a propriedade da fungéo
complexa seno (CHURCHILL, 1975)

sen zg = sen (g + 1yo) = senxg cosh yg + i cos rgsenhyyg, (133)

entado chega-se que os termos do segundo somatério de (131) séo todos (a; — 1)3m/2
(j=p+1,p+2,---,n), eostermos do primeiro somatério de (131) séo (o; — 1)m para
xo < x; e sdo nulos parazy > z; (j =1,2,--- ,p), considerando a faixa estabelecida para
os argumentos das fungdes poténcia. Portanto, assumindo um numero inteiro ¢, tal que
1 < g < p,etomando z, < xy < 7411, OU Seja, para um ponto intermediario do caminho 1
entre os pré-vértices, tem-se que

argT = arg A + Z ;= 1)m+ Z (134)

Jj=q+1 Jj=p+1

A equagéo (134) mostra que arg 7 € mantido constante, ou seja, o contorno da regiao
da imagem é um segmento de reta ou uma semirreta, quando se percorre a reta inferior
entre um pré-vértice e outro. Em uma analise direta, tem-se que, para antes do primeiro
pré-vértice, o primeiro somatorio da equacao (134) vaide j = 1 a j = p; e, para depois do
ualtimo pré-vértice, o primeiro somatério da equacao (134) é nulo, em ambos 0s casos arg T
permanecendo constante. Além disso, ao se passar por um pré-vértice j (j = 1,2,--- ,p),
ocorre uma variagdo de —(«; — 1), ou seja, exatamente o angulo externo ou angulo de
rotacdo convencionado positivo no sentido anti-horario k;m, exatamente como acontece
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para a transformacgédo canbnica de Schwarz-Christoffel do semiplano superior. Assim, para
toda a reta inferior, ha uma imagem como um conjunto de segmentos de reta e semirretas
que podem ser ligados um ao outro por vértices finitos ou vértices no infinito, dependendo
dosinalde o, (j =1,2,--- ,p).

De forma analoga para o caminho 2, ou seja, y = 1, argt = 7w e zg = xg+1, comegando
pelas férmulas (125) e (129), chega-se que

argT—ﬂ—i-argA—l— _—ay) —I—Z ;— 1) arg [senh (x0+i—xj)}+
(135)

n

Z (a; — 1) arg [senhg(:ﬂg +i—x; — z)} :

Jj=p+1

Assumindo um namero inteiro m, talquep+1 < m <ne x,1 < xg < x,, chega-se que

argT:W—i—argA—l—g(&,—aQ—i— Z ,— D+ Z ;i—1) 27?—1—2 (136)
Jj=p+1 j=m+1

dessa vez aparecendo os angulos 7 e 2m como 0s argumentos do seno hiperbdlico para,

respectivamente, o < z,, € o > x,,, relacionados aos pré-vértices z; +i (j=p+1,p+

2,---,n), ou seja, relacionado ao segundo somatdrio da equagao (135). J& os angulos 7/2

sdo os argumentos do seno hiperbdlico para todos os pré-vértices da reta inferior. Todos

esses valores de argumentos estdo dentro da faixa estabelecida para as fun¢des poténcia.

Pela equagéo (136), ao passar por cada pré-vértice j (j = p+1,p+2,--- ,n), uma variagdo
de —(a; — 1)m = k;m acontece novamente, o que j& era de se esperar por cada x; + i
(j=p+1,p+2,---,n) serum pré-vértice do poligono. Além disso, (136) mostra que, para

qualquer ponto entre os pré-vértices finitos da reta horizontal superior, arg 7 nao varia e,
por isso, a imagem do segmento de reta entre dois pré-vértices apresenta um argumento
constante, ou seja, € um segmento de reta, se estiver entre dois vértices finitos, ou uma
semirreta no plano w, se estiver entre um vértice finito e um infinito. De forma direta, arg 7
também é constante para =, < z,, € ¥y > x4 €, portanto, toda a reta horizontal superior &
levada em uma fronteira de argumento constante por partes. Assim, fica estabelecida, de
uma forma intuitiva, que a imagem dessa transformagéao tem uma fronteira poligonal.

A fungéo seno hiperbélico senh [7/2(z — b;)] atua sobre cada pré-vértice em particular,
como mostra a Figura 31, de forma a levar a regiao entre as retas horizontais em um
semiplano (superior ou inferior) com uma fenda, estabelecendo o angulo interno —7/2 para
os dois vértices no infinito que representam as extremidades da faixa no plano original.
Através da andlise algébrica da fungdo complexa seno hiperbdlico, se o pré-veértice b, estiver
sobre a reta inferior, como é o caso da Figura 31, entdo essa funcao seno hiperbdlico
mantém essa reta horizontal inferior na mesma posi¢cdo com esse pré-vértice sobre ela, e
leva a reta horizontal superior na fenda vertical no semiplano superior. Se o pré-vértice b,
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estiver sobre a reta superior, entdo a fungao seno hiperbdlico leva essa reta para a posicao
da reta inicialmente inferior com o pré-vértice acompanhando esse deslocamento e leva a
reta inferior para a fenda vertical localizada no semiplano inferior.

Figura 31 — Transformacao de Schwarz-Christoffel na forma de Transformagéao da Faixa,
levando a faixa infinita em uma regido poligonal ilimitada.

senh power

Fonte: (DRISCOLL; TREFETHEN, 2002).

Por sua vez, a funcdo “power” ou fungéo “poténcia” a; — 1, rotaciona a imagem da
regido entre faixas em relagdo ao vértice b;, gerando uma “fatia” com “fenda”, como mostra
a Figura 31, de modo que —(«; — 1) = k; continua representando o angulo relativo externo
que representa a mudanga de diregdo de T ao se passar por b;, como ja estabelecido
anteriormente. Também € notavel que os angulos internos dos vértices no infinito, que
representam o fim de faixa, continuam iguais entre si, ou seja, a simetria em relacéo a fenda
continua.

Por fim, a funcao exponencial é proposta com o objetivo de gerar angulos internos
distintos para os vértices no infinito, que sdo imagens das extremidades da faixa infinita.
Pela equacgao (126), a funcéao exponencial s6 atua para angulos de divergéncia distintos,
uma vez que o seu argumento envolve a diferenca desses angulos. O papel dessa fungéo é
estabelecer as posigdes relativas entre os contornos de potenciais distintos. Nesse sentido,
essa funcao pode proporcionar até mesmo uma interse¢do dos contornos inicialmente
representados por retas horizontais paralelas, ou seja, um dos vértices do infinito que
representa a extremidade da faixa pode se tornar finito, como € o exemplo da direita da
Figura 32 (DRISCOLL; TREFETHEN, 2002). Esse objetivo é alcanc¢ado, rotacionando a
“placa” superior em relacado a “placa” inferior fixa. O exemplo da esquerda da Figura 32
mostra bem esse efeito. Comparando as equacgoes (134) e (136), pode-se notar que a
imagem da “placa” superior apresenta, no argumento de 7, o termo (7/2)(a_ — o) derivado
da fungao exponencial, enquanto que a “placa” inferior ndo apresenta esse termo. E pela
relacdo entre angulo interno e externo, esse fator pode ser escrito como (7/2)(ky — k_),
ou seja, a diferenca entre os angulos de rotagdo para os dois vértices no infinito gera a
inclinacao desejada entre as partes do poligono com potenciais distintos.
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Figura 32 — A funcao exponencial proporcionando a rotacao da “placa” superior em relagdo
a “placa” inferior mantida fixa.

N~

7

Fonte: (DRISCOLL; TREFETHEN, 2002).

Esse método apenas fornece a familia das linhas equipotenciais e das linhas de
fluxo, sem associar cada equipotencial ao seu respectivo potencial. As regides poligonais
fechadas também podem ser tratadas pela Transformacéo da Faixa, desde que haja apenas
dois “saltos” de potencias de Dirichlet constantes sobre a fronteira, como ja estabelecido.
De forma andloga ao que é feito para a forma candnica de Schwarz-Christoffel do semiplano
superior na Secao 4.6, o Problema do Parametro também é montado para a Transformacéo
da Faixa, sendo o sistema ndo linear montado com os pré-vértices finitos sobre as duas
“placas”. Os comandos do pacote SC Toolbox que realizam essa transformacao, fornecendo
as curvas desejadas, sao aplicados no Capitulo 5. Para o uso desse comando, basicamente
usa-se como entrada o poligono desejado e os dois vértices nos quais ha a mudanca de
potencial.

4.7.2 Segundo Método

O segundo método a ser tratado nesta secdo € baseado na forma canbnica da
transformacao de Schwarz-Christoffel do semiplano superior no poligono. Primeiramente,
mapeia-se o semiplano superior na regidao poligonal desejada, por meio da transformagéao
(114), com a escolha de associar o ultimo vértice do poligono ao pré-vértice no infinito.
Este passo fornece pontos —oco < 21 < 29 < -+ < x,_1 < 00, através da solugéo do Pro-
blema do Pardmetro (Secao 4.6). Dadas n condi¢des de Dirichlet constantes ¢4, ¢s, . .., ¢,,

80



procura-se a funcgéo real ¢(z), harménica no semiplano superior, tal que

o1, —0o<T<I
¢2, T < T < T
P(x) =9 . (137)

¢n—17 Tpo <X < Tp

| Ony Tl <2 <00

A solugé@o desse problema de valor de contorno no plano z € (DRISCOLL; TRE-
FETHEN, 2002)

¢(2) = Re {—i {¢1L0g (z —x1) + ¢2Log (z : xQ) 4.
B o (138)
+¢n—1Log <z——n:;) — ¢pLog(x,_1 — z)] } )

Pode-se perceber que, ao percorrer o eixo real (z = x) e desenvolver as expressdes
logaritmicas em (138), aplicando a propriedade basica x — z;, = |x — x| exp[i arg(z — x3,)],

h=1,2,--- ,n—1,entao
{ . T — Ty
¢(x) = Re {—— {¢1L0g |z — 1| + iy arg(x — x1) + ¢poLog +
s r— T
Tr—x T — Ty
i arg( 2) 4o+ ¢poiLog [+ (139)
T — I — XTp—2

. T — Tp— .
Z§Z§nfl arg (ZE——J,’1> - (anOg ‘xnfl - $| - Z¢n arg(wnfl - I):| } .

n—2

Desenvolvendo (139), tem-se

¢()

— % {qblarg(:c—a:l) + ¢parg (i:?) 4.
! (140)

Tn—1

:L’ —
+¢n—1 arg (
T

— Tp—2

) - ¢n arg(xn—l - [L’):| :
Por fim, usando a propriedade da divisédo da fungéo arg, de (140), conclui-se que

() = % (61 arg(x — x1) + g arg(x — x9) — o arg(x — 1) + - - - 4

+¢n—1 arg(x - xn—l) - ¢n—1 aI‘g(l’ - xn—?) - ¢n arg(xn—l - CL’)] .

E bem direta a andlise que mostra que ¢(z) satisfaz as condi¢des de contorno
estabelecidas, partindo da equacgao (141). Isso porque, por exemplo, para z = =z < zy,
arg(x — 1) = arg(x —a23) = -+ = arg(x — x,—1) = 7 e arg(z,—1 — x) = 0, ou seja,
¢(x) = ¢1. De forma andloga pode ser feito para todos os intervalos da reta real, sendo
0<arg(z—azp) <mh=12--- n—1,e—7m <arg(z,_1 —2) <0.
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Como mostra a equagéo (138), ¢(z) é a parte real da fungéo analitica que esta dentro
das chaves e que aqui é chamada f(z). A derivada de f(z) é equacionada, partindo de
(138) e utilizando a regra de derivada da fungao logaritmica complexa, por (DRISCOLL;
TREFETHEN, 2002)

af i o3} P22 — 1)
dz 7 Z—$1+(Z—LU1)(Z—ZE2)+“.

+ ¢n—1(xn—1 - xn—Q) ¢n

(Z - mn—Q)(z - xn—l) Z = Tp

(142)

Estabelecendo um denominador comum para os termos que estdo dentro dos colche-
tes em (142), entdo chega-se que

4, p(z) , (143)

dz  (z—x)(z—29) (2 — 2p_1)

sendo
p(2)(=7) =¢1(z — x2)(z — x3) -+ (2 — Tp1)+
Go(re — 1) (2 —x3) (2 —4) -+ (2 — Tp1)+
G3(x3 —x2)(z—x1)(z —ag)(z —w5) - (2 —xpq) + - (144)
On-1(Tp1 —Tp2)(z—x1)(2 —22) -+ (2 — Tp_3)—
On(z — 21)(2 — 22) -+ (2 — Tp-2),
em que p(z) é um polindbmio real de grau maximo n — 2. Comparando a estrutura algébrica
dessa funcao f’ (143) com a fungao derivada da transformacao de Schwarz-Christoffel do
semiplano (94), chega-se a conclusao de que essa funcao f é também uma nova forma da
transformacéo de Schwarz-Christoffel. Assim, (DRISCOLL; TREFETHEN, 2002) propde a
nova forma

n—1

i/zp(s) H(s —xp) " tds| (145)

X1 jil

¢(Z) = ¢1 + Re

como a Unica funcao harménica do semiplano superior satisfazendo as condicbes de
contorno (137). Um exame de (143) e (144) revela que, se z; € uma raiz de p(z), entdo
®»; = ¢;j+1. Em outras palavras, um fator comum entre o denominador e o numerador
de (143) ocorre se, e somente se, dois valores de contorno adjacentes forem iguais. O
mais importante desse resultado é que a solugao genérica para a equagao de Laplace no
semiplano superior com condi¢des de Dirichlet constantes esta estabelecida através de
uma forma especial da transformacgéo de Schwarz-Christoffel. Mais detalhes sobre essa
transformacao e sua equagéao (145) encontram-se em (DRISCOLL; TREFETHEN, 2002).
Com a transformacgéo de Schwarz-Christoffel que leva essa solu¢do genérica do semiplano
superior para a regiao poligonal desejada, a solucdo desejada € encontrada, ou seja,
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obtendo os pré-vértices pelo Problema do Pardmetro, duas formas de Schwarz-Christoffel
em sequéncia resolvem o problema na regiao poligonal.

Em resumo, segue o procedimento da solucdo para a equacao de Laplace com
condigdes de Dirichlet constantes sobre a fronteira de uma regido poligonal:

Primeiro passo Encontrar uma transformacao de Schwarz-Christoffel que leve o poligono
no semiplano superior, resolvendo o sistema néo linear dos parametros, ou seja, 0
Problema do Paréametro;

Segundo passo Encontrar uma segunda transformag¢ao de Schwarz-Christoffel cujo inte-
grando envolva os pré-vértices encontrados no Primeiro passo, vezes um polinbmio
que pode ser deduzido desses parametros e das condigdes de contorno;

Terceiro passo Tomar a parte real da transformagcdo composta envolvendo as duas fun-
¢bes do Primeiro e Segundo passos.

O pacote SC Toolbox executa esses trés passos com poucos comandos, fornecendo a
fungdo harmoénica para a regiao poligonal, e tragando a superficie ¢(x, y) em trés dimensdes.
Basta que sejam fornecidos o poligono e as condi¢des de contorno constantes sobre os
seus lados. Com pequenos incrementos no cddigo, consegue-se as curvas equipotenciais e
de fluxo. O uso desse pacote, assim como suas limitagdes, sao discutidos no Capitulo 5.
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Capitulo 5

Aplicacoes das Transformacoes de
Schwarz-Christoffel

5.1 Introducéo

Neste capitulo, sdo apresentados alguns problemas de valor de contorno envolvendo
a equacao de Laplace, assim como no Capitulo 3. Sendo assim, todos os pressupostos
levantados com relagao ao problema fisico na Se¢éo 3.2 sdo mantidos aqui. Porém, hé duas
diferengas fundamentais: a primeira delas é que, neste capitulo, o foco esta em abordar os
problemas através das transformacdes de Schwarz-Christoffel, ou seja, tratar problemas
envolvendo geometrias poligonais; a segunda diferenca é que todos os problemas deste
capitulo apresentam apenas um meio dielétrico de permissividade constante e apenas as
condicdes de Dirichlet constantes, pois os métodos apresentados na Secao 4.7, que estao
no pacote SC Toolbox, nao consideram a geometria de interface entre meios distintos e
nem as condi¢cdes de Neumann nulas. Antes da abordagem dos problemas, é proposto um
método pratico para encontrar os angulos internos de vértices no infinito na Secéo 5.2.

5.2 Angulos Internos de Vértices no Infinito

Sendo «; e k;, j = 1,2,--- ,n, respectivamente, os &ngulos internos relativos e
os angulos externos relativos, as equacoes (146), (147) e (148), validas para as regioes
poligonais limitadas, valem também para as regides poligonais ilimitadas, como definidas
em (DRISCOLL; TREFETHEN, 2002).

Y aj=n-2, (146)
j=1
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> k=2, (147)
aj+ki=1 j=12--n (148)

Como ja afirmado na Secéao 4.3, se o vértice é finito, entdo seu angulo interno é
0 < ar < 27. Quando ar = 2w, entao o vértice é a ponta de uma fenda. Por outro lado,
se o vértice é infinito, entdo seu angulo interno é —27 < ar < 0, ou seja, € negativo ou
nulo. O questionamento que fica é: como garantir que as equagodes (146), (147) e (148)
continuem valendo para poligonos com vértices no infinito, ou seja, com angulos internos
relativos negativos? E como encontrar tais angulos para um dado poligono ilimitado?

As respostas para essas duas perguntas sao trazidas aqui de forma intuitiva, sendo
que, formalmente, (DRISCOLL; TREFETHEN, 2002) traz os poligonos ilimitados com os
seus vértices no infinito por definicdo. A ideia central € entender a regido poligonal ilimitada
como uma regiao poligonal fechada com alguns vértices, e, por sua vez, lados, no infinito.
Nesse sentido, deve-se encontrar uma regiao poligonal fechada, tal que, ao se levar pelo
menos dois dos seus vértices finitos no infinito, mantendo todos os angulos internos fixos,
essa regiao se transforme na regido poligonal ilimitada desejada. Com esse entendimento,
é de se esperar que as equacgoes (146), (147) e (148) continuem a valer para regides
poligonais ilimitadas.

O procedimento para encontrar os angulos internos dos vértices no infinito é:

Etapa 1 Fazer analogia com um poligono fechado de N vértices, em que pelo menos dois
de seus vértices adjacentes (um lado) € levado ao infinito sem se alterar nenhum
angulo interno;

Etapa 2 Fazer a unido de vértices adjacentes no infinito em um Unico vértice no infinito para
representa-los. E feita uma unido por cada grupo de vértices adjacentes no infinito;

Etapa 3 Contabilizar quantos vértices foram perdidos em cada unido, com o intuito de
calcular a soma dos angulos internos do poligono ilimitado desejado. Assim é feito o
“desconto” no célculo do angulo do vértice resultante no infinito, gerando valor negativo
ou nulo para tal angulo;

Etapa 4 Por fim, deve-se chegar no somatério de angulos internos relativos do poligono
ilimitado igual a n — 2, n sendo a quantidade total de vértices apds a uniao feita na
etapa 2.
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Esse método intuitivo funciona, uma vez que o poligono de N lados no infinito, antes
da juncao dos vértices na etapa 2, deve apresentar um somatorio de angulos internos
relativos igual a N — 2, mas apos a jungao deve apresentar um somatério igual n — 2. E
a diferenca entre esses dois somatorios € exatamente N — n, ou seja, a quantidade de
vértices que foram perdidos nas juncdes da etapa 2. Os problemas B e (' séo resolvidos
com o auxilio desse método para o célculo dos angulos dos vértices no infinito das regides
poligonais ilimitadas propostas.

Esse método pratico e intuitivo proposto ndao aparece como tal na bibliografia dispo-
nivel, pois foi encontrado somente a definicdo dos angulos de vértices no infinito; sendo,
portanto, esse método uma contribuicao interessante e talvez original.

5.3 Problema A

Este primeiro Problema A envolve uma geometria bastante simples, a fim de iniciar
o uso do pacote SC Toolbox. Trata-se da geometria retangular, cuja solucédo analitica
€ conhecida. Dessa forma, o objetivo em questdao é basicamente encontrar as curvas
equipotenciais no interior desse retangulo cujos lados apresentam condigdes de contorno
de Dirichlet constantes. Esse problema de valor de contorno encontra-se representado na
Figura 33.

Figura 33 — Dominio relacionado ao Problema A.
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Fonte: Adaptacao de (SADIKU, 2012).

Esse problema envolve um poligono limitado, mais especificamente um retangulo de
comprimento a, altura b, trés lados com condi¢des de contorno de Dirichlet nulas e um
lado com condig¢éo de Dirichlet V,. Por ndo envolver vértices no infinito, 0 método escolhido
nesse problema é o Segundo Método da Secéo 4.7, que basicamente leva essa regiao
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retangular para o semiplano superior, onde j& se tem uma solugéo analitica pronta. Mas a
Transformac&o da Faixa também poderia ser aplicado nesse caso, visto que ha apenas dois
vértices que representam os “saltos” de potencial de Dirichlet constantes.

O retangulo desse problema apresenta, como pode-se ver pela Figura 33, os vértices
w; = 0, wy = a, w3 = a+ bi e wy = bi, cada um com 0 seu angulo interno e respectivo
angulo externo de /2. De posse da localizagao dos vértices e seus respectivos angulos
internos, resta usar a sequéncia de codigos abaixo, através do SC Toolbox, para gerar o
poligono e encontrar os pré-vértices no plano z.

Primeiro Usar o comando p = polygon(vert, alpha), sendo os vetores vert e alpha de
entrada com, respectivamente, a localizagao dos vértices no sentido anti-horéario e os
angulos internos relativos na mesma ordem,;

Segundo Usar o comando plot(p, '), para se plotar o poligono p, que nesse caso é um
retangulo, com os seus vértices marcados;

Terceiro Usar o comando hplmap(p), para se resolver o Problema do Parametro para
o dominio do semiplano superior. E nesse caso, trata-se de encontrar um unico
pré-vértice, visto que trés ja sao pré-fixados pelo Teorema 4.1 do Mapeamento de
Riemann da férmula de Schwarz-Christoffel, com os valores z; = —1,z,_ 1 = 1€

= oo fixados nesse pacote para o dominio do semiplano superior.

Quarto Usar o comando lapsolve(p,phi), sendo p o poligono criado e phi 0 vetor com as
condigdes de contorno de Dirichlet constantes no sentido anti-horario para cada lado
do poligono, iniciando a primeira posi¢ao para o lado entre os vértices 1 e 2 e, assim,
sucessivamente. Esse comando fornece o potencial, dado qualquer ponto no interior
da geometria original.

Montando o sistema nao linear para resolver o Problema do Parametro, nesse caso
um sistema de uma equacao e uma incognita com os pré-vértices r; = —1, z3 = 1 e
x4 = oo fixados, chega-se na relacao

Jj= 1

xj)_kjds)

. \wg—w2| _b

Y

>) el a

que € a equacgao (122) paral = 2 e n = 4. Logo,

S5+ 1725 — )2 — ) as|

=- 149
725 4+ 1)71/2(s — 2) 125 — 1)-12ds (149)

)
a

restando descobrir numericamente o valor de x,, dadas as dimensdes a e b do retangulo.
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Esse problema apresenta solu¢ao analitica pelo Método da Separacéo de Variaveis
em (SADIKU, 2012), cuja expressao é

Jmx Jmy
4V o0 Sen—senh—
o(z,y) = a0 (150)
T . JT
7=1,3,5, jsenh —

Assumindo as condigdes do problema a = 2, b =1 e V, = 10, truncando a série da
equacao (150) nos 300 primeiros termos e seguindo o codigo proposto para se solucionar
via Schwarz-Christoffel, as solu¢cdes analitica e numérica sdo plotadas em um mesmo
grafico na Figura 34, apresentando diferenca de valores na ordem de 10 ° uma com relagdo
a outra.

Figura 34 — Equipotenciais encontradas numericamente e analiticamente sobrepostas para
o Problema A com os seus respectivos potenciais indicados.
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Fonte: Arquivo proprio gerado pelo software MATLAB.

Pela Figura 34, pode-se notar também o contorno da geometria com os quatro vértices
numerados no sentido anti-horario e os valores do potencial para cada uma das nove
equipotenciais geradas. O potencial vai aumentando a medida que as curvas aproximam-se
do lado entre os vértices 3 e 4, como € de se esperar, visto que € o unico lado de potencial
V, > 0, sendo o potencial sobre os demais lados nulos.
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5.4 Problema B

O Problema B € o mesmo Problema 1 da Se¢éo 3.3 envolvendo o capacitor de placas
paralelas de dimensdes finitas. O que se quer mostrar é que a solugdo numérica obtida aqui
via Schwarz-Christoffel coincide, com elevada exatidao, com a solug¢ao analitica obtida na
Secéao 3.3.

Logo, o primeiro desafio é enxergar a Figura 7, que representa o corte de uma das
bordas desse capacitor de dimensdes finitas, como uma regiao poligonal, que, nesse caso,
s6 pode ser ilimitada. Para isso, aplica-se 0 método descrito na Se¢ao 5.2, cuja etapa 1
€ encontrar um poligono fechado em que alguns de seus vértices sao levados ao infinito
para se chegar ao poligono ilimitado desejado. O poligono fechado proposto encontra-se na
Figura 35.

Figura 35 — Poligono fechado sugerido para se construir a regido poligonal ilimitada relacio-
nada ao Problema B.
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Fonte: Arquivo proprio gerado pelo software MATLAB.

O poligono fechado da Figura 35 apresenta N = 12 vértices e portanto 12 lados. Os
vértices 2 e 5 apresentam angulos internos relativos iguais a um, os vértices 1 e 6 com
angulos internos relativos iguais a dois e 0s demais vértices com angulos internos relativos
retos. Os lados que ligam os vértices 1 e 2 e 0s vértices 2 e 3 equivalem a um mesmo lado,
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uma vez que o angulo externo, ou de rotacao, do vértice 2 é nulo. Mais do que isso, esses
dois lados juntos se sobrepdem ao lado que liga os vértices 12 e 1, pois trata-se de uma
fenda com a ponta no vértice 1. Essa mesma analogia pode ser feita para os vértices 4, 5, 6
e 7, de modo que ha outra fenda com a ponta no vértice 6.

Como proposto na Segéo 4.5, o sentido em que os vértices estdo no poligono é
sempre aquele cuja area poligonal fica sempre a esquerda, entdo essa € a razdo que
justifica o posicionamento das setas da Figura 35. Levando os vértices 3,4,7,8,9,10,11 e
12 para o infinito, de modo a manter todos os angulos internos do poligono fixos, chega-se
no poligono ilimitado com os lados entre os vértices 3e 4,7e8,8¢9,9e10,10e 11,11 e
12 inteiramente no infinito.

A etapa 2 proposta na Segéo 5.2 € unir os vértices que estdo adjacentes no infinito
em um Unico vértice para representa-los. Ha dois grupos de vértices adjacentes no infinito:
os vértices 3 e 4 formam um grupo que representa a regiao interna do capacitor longe das
bordas; e os vértices 7,8,9,10, 11 e 12 formam o outro grupo que representa a area externa
ao capacitor que se estende para todos os lados.

A etapa 3 descrita na Segéo 5.2 é contabilizar a perda de vértices em cada unido da
etapa 2 e calcular o respectivo angulo interno no infinito do vértice resultante. Para o grupo
dos vértices 3 e 4, ha a perda de um vértice. Observando a Figura 35, os vértices 3 e 4
unidos somam o angulo interno relativo a3 + a4 = 1. Com a perda de um vértice, o angulo
interno relativo do vértice resultante é, portanto, nulo. Para o grupo dos vértices 7, 8,9, 10, 11
e 12 ha a perda de cinco vértices. Como a7 + ag + ag + aqg + aq1 + a2 = 3, entdo o angulo
interno relativo do vértice resultante €, portanto, 3 — 5 = —2. Esses descontos acontecem
na proporcao do numero de vértices perdidos nas unides, pois a soma interna final de todos
0s angulos deve continuar respeitando a equacao (146), para a quantidade de vértices apds
a reducao.

A etapa 4 descrita na Segao 5.2 é somar todos os angulos internos do poligono apés
a unido dos vértices no infinito. Os angulos internos relativos dos vértices finitos 1,2,5 e 6
somam «; + as + a5 + ag = 6, € 0s dois angulos internos relativos dos vértices resultantes
no infinito somam —2. Dessa forma, a soma total dos angulos internos do poligono ilimitado
é igual a 4. De fato, apds a unido dos vértices no infinito, o poligono ilimitado totalizou n = 6
vértices, dois no infinito e quatro finitos, e a equacéao (146) é respeitada, resultando no valor
6 — 2 = 4, j4 esperado para a soma dos angulos internos.

Para gerar uma regido poligonal limitada no SC Toolbox, basta que se forne¢a um vetor
com os vértices desse poligono em sequéncia, ou seja, o vértice da posi¢ao 1 do vetor esta
ligado ao vértice da posicao 2 e assim sucessivamente. Se a regiao poligonal for ilimitada,
deve-se fornecer também um vetor com os angulos internos relativos de cada vértice, na

90



mesma sequéncia estipulada pelas posigées dos vértices. Esse angulos fornecidos devem
ser relativos, pois os seus valores sao divididos por 7. A Tabela 1 abaixo mostra a nova
disposicao dos vértices e seus respectivos angulos internos relativos apds a uniao dos dois
grupos de vértices no infinito.

Tabela 1 — Dados do poligono do Problema B.

Vértice Localizagdo no plano w  Angulo interno relativo o (/)

1 —1+4+ 41 2
2 —20 + 41 1
3 inf 0
4 —20 — 41 1
5 —1—4 2
6 inf -2

Fonte: Arquivo proprio.

Pela Tabela 1, pode-se notar que os vértices 3 e 6, que estao no infinito, ttm angulos
internos relativos na faixa —2 < a; < 0, confirmando, assim, a Secdo 4.3. Os angulos
internos finitos também est&o na faixa 0 < «; < 2. Novamente, o somatorio dos angulos
internos relativos deu o esperado, sendo n — 2, n 0 numero de vértices apds a uniao da
etapa 2.

Agora que ja se tem os vetores com a localizagéo dos vértices e seus respectivos
angulos internos, resta usar a sequéncia de codigos abaixo, através do SC Toolbox, para
gerar o poligono e encontrar os pré-vértices no plano z.

Primeiro passo Usar o comando p = polygon(vert, alpha), sendo os vetores vert € alpha
de entrada com, respectivamente, a localizagao dos vértices em ordem e os angulos
internos relativos na mesma ordem;

Segundo passo Usar o comando plot(p,'r’), para se plotar o poligono p com os seus
vértices marcados;

Terceiro passo Usar o comando stripmap(p), para que o MATLAB fornega os pré-vértices
da férmula de Schwarz-Christoffel para a faixa. Esse pacote fixa os trés pré-vértices
(graus de liberdade), do Teorema 4.1 do Mapeamento de Riemann da férmula de
Schwarz-Christoffel, com os valores z; = —oo (fim de faixa esquerdo),z;,; = 0 e
zp, = oo (fim de faixa direito), 1 <1 <ne 1l < h <n para o dominio da faixa.

Aplicando esses trés passos, chega-se nos pré-vértices z; ~ 2.5341+14, 2o ~ —4.5921-
10710 44, 23 = —00, 24 = 0, 25 =~ 2.5341 e z; = oo, e a Figura 36 é gerada. O segundo e
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terceiro passos ndo sao necessarios para encontrar as curvas equipotenciais € as linhas de
fluxo do problema de valor de contorno associado.

Figura 36 — Regido poligonal ilimitada que representa uma das bordas do capacitor de
placas paralelas que é o Problema B.
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Fonte: Arquivo préprio gerado pelo software MATLAB.

Por fim, para que se encontre tais curvas, partindo do pressuposto de que os potenciais
nas placas superior e inferior sao distintos, o0 método usado nesse Problema B é o Primeiro
Método descrito na Secao 4.7 e que é baseado na Transformagédo da Faixa. Esse método
ndo utiliza o valor das condi¢cdes de contorno, mas exige que haja apenas dois “saltos” de
condicdes de contorno distintas para todo o poligono dado. Portanto, o que resta fornecer
sao os dois vértices em que ha o “salto” de potencial. Pela Figura 36, pode-se concluir que
sao0 os vértices 3 e 6, que estao no infinito, em que se da a transicdo. Além disso, com relacao
a plotagem das curvas, deve-se escolher quantas curvas equipotenciais equidistantes se
deseja entre as duas condigdes de contorno de Dirichlet constantes e distintas. E quantas
linhas de fluxo. Logo, partindo dos trés passos iniciais ja descritos:

Quarto passo Usar o comando f = stripmap(p,[3 6]) cujos argumentos séo o poligono p
gerado no primeiro passo e o vetor com os dois vértices em que ha a transicao de
potencial;

Quinto passo Usar o comando plot(f,10,15) em que os nimeros 10 e 15 séo as escolhas
de plotar, respectivamente, 10 linhas de fluxo e 15 curvas equipotenciais. Especifica-
mente essas curvas equipotenciais sao plotadas de forma equidistantes em relagédo
as placas superior e inferior e entre elas préprias.
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Com o quarto e quinto passos, aliado ao primeiro passo que gera a regiao poligonal
ilimitada, chega-se na Figura 37.

Figura 37 — Curvas equipotenciais e linhas de fluxo geradas para o Problema B.
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Fonte: Arquivo proprio gerado pelo software MATLAB.

O Problema 1, que esta na Secéao 3.3, € o mesmo capacitor que foi resolvido anali-
ticamente, gerando também 15 curvas equipotenciais entre as placas superior e inferior,
como pode-se ver pela Figura 10. E ao se plotar ambas as solu¢gdes em um mesmo grafico,
nota-se uma sobreposicdo das curvas com o erro absoluto maximo na faixa de 10~3, con-
firmando a solugdo numeérica da transformacao de Schwarz-Christoffel, o que ja se previa
pela solugao analitica através de uma composi¢ao de fungdes complexas elementares da
Secéao 3.3.

5.5 Problema C

O Problema C' é também uma regiao ilimitada entre duas placas paralelas, mas dessa
vez ambas as placas sao de dimensdes “infinitas”, que podem ser tomadas com grandes
dimensodes e um olhar para a regido longe das bordas, de modo que as bordas possam
ser desconsideradas no dominio do problema. E uma terceira placa semi-infinita € incluida
entre essas duas, como pode-se ver pela se¢ao transversal das trés placas na Figura 38.
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O sistema de coordenadas e a unidade de comprimento sdo escolhidos de modo que as
placas se situem nos planos v =0, v =T ev = 7/2.

Figura 38 — Dominio relacionado ao Problema C.

v

b =0 _m'.

d =0 0 U

Fonte: Adaptagao de (BROWN; CHURCHILL, 2015).

Deseja-se encontrar a fungédo potencial ®(u, v) na regido entre essas placas, dadas
as condic¢Oes de contorno iguais a 0 para as placas externas e igual a 1 para a placa interna.
Primeiramente, esse problema é solucionado analiticamente, partindo do proprio conceito
de transformacgéo de Schwarz-Christoffel. Em seguida, esse mesmo problema € solucionado
numericamente pela transformacao de Schwarz-Christoffel através do pacote SC Toolbox
do MATLAB. Esse problema encontra-se em (BROWN; CHURCHILL, 2015).

5.5.1 Solugéo Analitica via Transformacao de Schwarz-Christoffel

Pela Figura 38, tem-se novamente uma regiao poligonal ilimitada. Para tratar essas
regides de forma analitica, (BROWN; CHURCHILL, 2015) trabalha com o conceito de caso
limite, ou seja, toma-se uma regiao poligonal fechada e vai-se levando alguns de seus
vértices em direcao ao infinito. Dessa forma, no limite, os vértices estao no infinito e a regiao
poligonal torna-se ilimitada.

Um ponto a ser verificado com a solugéo analitica desse problema é que a transforma-
cao de Schwarz-Christoffel, representada por uma integral, pode resultar em uma funcao
elementar, mesmo que na maioria dos problemas nao haja solugao analitica.

Para equacionar a transformagédo de Schwarz-Christoffel, trabalha-se com um qua-
drilatero no plano w cujo caso limite encontra-se na Figura 39. Além disso, nessa mesma
figura, encontra-se o plano z em que o semiplano superior apresenta, ao longo do eixo real,
quatro pré-vértices. Como, pelo Teorema 4.1, pode-se escolher trés pré-vértices do eixo
real, entdo opta-se por xr; = —1, x3 = 1 € x4 = 00, OU Seja, 0S mesmos parametros fixados
no pacote SC Toolbox. Dessa forma, o Problema do Pardmetro de Schwarz-Christoffel esta
relacionado a se determinar o valor de z-.
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Figura 39 — Dominio e imagem do Problema C', sendo a regiao poligonal ilimitada represen-
tada pelo caso limite do poligono fechado de linha tracejada.

O =10

Fonte: Adaptagao de (BROWN; CHURCHILL, 2015).

O poligono ilimitado que representa a regiao entre as trés placas é considerado o
caso limite do quadrilatero fechado tracejado da Figura 39, quando os pontos w, e w3 se
movem para a direita e o ponto w, para a esquerda. Dessa forma, ao se ir afastando wy, w3
e wy, percebe-se que os valores limites para os angulos internos do poligono séo

o =0, 7oy =2m, T7waz3=0, 7wayu=0.

Portanto, o somatério desses quatro angulos é 27, confirmando a relagéo (n — 2),
n 0 numero de lados do poligono, da Proposicao 4.2. De posse dos valores dos angulos
internos relativos e com arelagdo o; +k; =1 (j = 1,2, -- ,4), tem-se os seguintes angulos
externos relativos

Assim, utilizando a transformacao de Schwarz-Christoffel (114), entao

w:A/Z(s—l—l)l(s—xg)(s—l)1ds+B. (151)

20

De (151), utilizando fra¢des parciais, tem-se

: 1 1—
w—A/ "2y —_/ < o2 x2>d3+B. (152)
2 S —1 - s+1 s—1

A integral em (152), ap0s se tirar as fragdes parciais, tem o ramo principal da fungcao

logaritmica como primitiva de cada uma das fragdes. Uma vez que o limite inferior de
integracao z, e a constante B estdo diretamente associados, pode-se resolver a integral
em um so passo, chegando em

w = é[(l + x9)Log(z+ 1) + (1 — x9)Log (2 — 1)] + B. (153)

Assim, deve-se encontrar os valores de A, B e x5 para se ter a funcao de mapeamento.
Sejam A, A; e By, B, as partes reais e imaginarias de A e B. Quando z = x, o ponto w
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esta sobre a fronteira do poligono ilimitado, ou seja, sobre uma das trés placas infinitas.
Expandindo a equacao (153) para z = z, entao

1
u+iv=—_(A4; +14 1+ x5)|Logl|z + 1| +iarg(z + 1
2( 1 2){( 2)[Log| \ g( )] (154)

+ (1 — x9)[Log |z — 1| + targ(z + 1)]} + By + i Bos.

Para determinar as constantes em (154), o primeiro ponto a ser observado é que a
medida que se vai caminhando ao longo do eixo real, com x < —1, vai-se caminhando
ao longo da placa inferior u = 0, pois a parte x > 1 é a placa superior que une ws € w;y.
Além disso, ambos os segmentos de reta —1 < = < 25 € 5 < x < 1 sdo levados na placa
do meio e isso ndao compromete o carater de injecao da fungao, pois ocorre somente no
contorno, ou seja, para o limite do poligono fechado tracejado da Figura 39. Para qualquer
ponto entre as trés placas, por mais préximo que esteja de alguma das placas, a funcao é
injetiva.

Assim, quando v = 0 e u tende para o infinito por valores positivos, a pré-imagem z
tende para o ponto z = —1 pela esquerda. Dai, tira-se

arg(r+1)=m, arg(r—1)=m, Log|lr+1 — —o0,

e como —1 < x, < 1, a parte real dentro das chaves da equacéao (154) tende a infinito.
Assim, como a placa inferior esta em v = 0, logo A, = 0 para se evitar que a parte
imaginaria do lado direito da equacéao (154) tenda a infinito. Diante disso, igualando as
partes imaginarias nos dois lados, tem-se

1
0= 5141[(1 + 1'2)71' + (1 - 372)71'] + BQ.

Dai, tira-se que
B2 = —7TA1, A2 =0. (155)

Fazendo uma andlise andloga, os pontos onde —1 < x < x5 s&o levados na semirreta
v =m/2,u > 0. Portanto, para essa faixa do eixo real no plano z, tem-se

arg(r+1) =0, arg(z—1)=m.

Identificando as partes imaginarias dos dois membros da equagao (154) para esses pontos,
chega-se a
A
T =231 — 20)1 + B, (156)
2 2
Na busca de mais informagdes para se descobrir todos os parametros, para = > 1

sobre o eixo real do plano z, tem-se as imagens sobre a placa superior v = 74, Ou seja, a
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ligacdo dos vértices w3 e w, na posigao limite. Identificando as partes imaginarias em (154)
para esses pontos e usando

arg(r+1) =0, arg(xr—1)=0,
conclui-se que
BQ = T.

Usando o valor de B, em (155), tira-se
Ay =—1.
E usando os valores de B, e A; em (156), conclui-se que
ze = 0.

Dessa forma, quando x = 0, entdo w = mi/2. Considerando essa transformagao do ponto
x = 0emw = 7i/2 e levando os quatro parametros encontrados em (154), entdo, ao se
identificar as partes reais dessa equacao, chega-se que

1
0= —5(Log[l| + Log| — 1|) + By,

ou seja, B; = 0. Portanto, de posse dos parametros desejados, a transformacgao (153)
torna-se .
w = —§[Log(z + 1) + Log (z — 1)] + mi. (157)

Exponenciando dos dois lados, chega-se em

2? =1+ exp(—2w). (158)

Sob essa transformagéo, a fungdo harménica procurada ®(u, v) torna-se uma fungéo
harmdnica de x e y no semiplano superior, que ja tem uma solugdo genérica para condi-
¢oes de contorno de Dirichlet constantes, estabelecida na Seg¢ao 4.7, pela equagao (138).
Aplicando, assim, a equacao (138) para o semiplano superior deste problema, entao

¢(z) = Re {—l [@Log (z — 1) + ¢oLog (z : x2> +
m L S (159)
+¢3Log (z — Ij) — ¢4Log (v3 — 2)1 } :

Pelas relacdes ja estabelecidas entre os contornos dos planos z e w, entdo é direto que

P =0, —co<zr<-—1
=1, —-1<z<0
oy =4 »~h ) - (160)
p3=1 O<z<l1

P4 =0, 1<zxr<o0
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Aplicando (160) em (159),

() = Re {—% [Log (ﬁ) + Log (Z—glﬂ } (161)

Usando as propriedades do ramo principal do logaritmo em (161),

7 z—1 . z—1
¢(z)—Re{—;[ og Z+1‘+zarg(z+1>}}. (162)
Por fim, desenvolvendo a equacéo (162), chega-se em
1 z—1
== _ 163
o) = Lo (27) (163

A equacao (163) representa a fungéo potencial no semiplano superior, e ela ainda
pode ser mais trabalhada geometricamente, a fim de se extrair mais informagdes. Para isso,
denomina-se o médulo do “vetor” funcéo z — 1 de r; e 0 argumento de 6;; do mesmo modo
0 moédulo do “vetor” funcado z + 1 de r, e 0 argumento de #,. Com base nessas atribuigdes,
a Figura 40 é elaborada.

Figura 40 — Problema de valor de contorno C' transferido para o semiplano superior.

Fonte: Adaptagao de (BROWN; CHURCHILL, 2015).

Pela Figura 40, é necessarioque 0 < #; < me 0 < 6, < w. Com base nessa figura e
tomando a equacao (163), logo
1
De (164),
tg (m¢) = tg (61 — 02). (165)
Considerando algumas identidades trigopnométricas complexas,

sen (0 —0)  sen6) cos By — sen by cos 0

tg (61 — 63) = (166)

cos(f; —6)  cosf cosfy +senfisendy
Pela Figura 40, tem-se sen6; = y/ry, senfly = y/ry, costh = (x—1)/r; € cosOy = (x+1) /5.
Substituindo esses valores em (166), chega-se em

2y

tg (01 — 0a) = Ery o1 (167)
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Subtituindo (167) em (165), logo

1 2y

Essa equacéao (168), assim como (163), representa o potencial para o semiplano superior,
com a diferenca que (168) ja estd em funcéo das variaveis = e y separadamente.

O que resta, por fim, é relacionar as coordenadas = e y em funcéo de u e v, para se
encontrar ®(u, v). Partindo da equagao (158) que relaciona z a w, substituindo z = = + iy e
w = u + v e igualando as partes reais de cada lado chega-se em

2% — y? = 1+ exp(—2u) cos(2v), (169)

Sendo u real, entdo exp(—2u) = e~*“. Partindo novamente da equagao (158), igualando
os modulos ao quadrado de z? — 1 e exp(—2w), e substituindo novamente >z = = + iy e
w = u + v, resulta em

(22 + P2 =202 — ) — 1 + e (170)

Substituindo (169) no lado direito de (170), entdo

2% + % = /1 + 224 cos(2v) + e~ (171)

A fim de simplificar o tratamento algébrico daqui para frente, utiliza-se uma variavel interme-
diaria ¢, tal que, pela formula (171),

g=1"+y* —1= /14 2e 2 cos(2v) + e~4u — 1. (172)

Partindo de
2[(z* + %) — (2% — )] = 47, (173)

e usando as formulas (169) e (172) em (173), logo
4y = 2q — 2e*" cos(2v). (174)

Como no plano z, y > 0 pela transformacéo, entao de (174), resulta-se

2y = \/2q — 2e~2u cos(2v). (175)
Fazendo um ultimo ajuste algébrico, toma-se (172), resultando em
(q+1)2 =1+2e *cos(2v) +e ™,
ou seja,

2q — 2e " cos(2v) = e — ¢°. (176)

99



Substituindo (176) em (175), entao
2y = e~ — g2, (177)

Por fim, substituindo (177) e (172) em (168), tem-se

1 —4du __ 42
O(u,q) = ;arctg (%) : (178)

com g = /1 + 2e2%cos(2v) + e~4» — 1. As fungdes harménicas ¢ e ® encontradas sio
equivalentes as funcbées de (BROWN; CHURCHILL, 2015).

Com a equacao fechada (178) para o potencial na regido poligonal ilimitada, entao as
curvas equipotenciais ® = ¢, ¢ uma constante variando entre as condi¢cdes de contorno 0 e
1, podem ser desenhadas no MATLAB através do comando contour que desenha as curvas
de nivel da funcéo dada. Essas curvas estao desenhadas na Figura 42, juntamente com a
solugao numérica apresentada a seguir.

5.5.2 Solugdo Numérica pelo Pacote SC Toolbox

Para o desenvolvimento da solugdo numérica, através do pacote SC Toolbox, deve-se,
primeiramente, tracar o poligono cuja regiao poligonal seja a do problema em questao. Mas
o poligono tracejado da Figura 39, quando levado para a regiao limite, apresenta ws, wy
e wi no infinito, ou seja, trés vértices consecutivos (sentido anti-horario) no infinito. E dois
vértices ou mais seguidos no infinito nao é permitido pelo SC Toolbox, apresentando uma
mensagem na janela de comandos do MATLAB. Isso acontece porque fica comprometida a
montagem do sistema n&o linear relacionado ao Problema do Pardmetro, como descrito na
Secéao 4.6.

Mas basta que se coloque dois vértices finitos no corte da placa superior w = u + im
e dois finitos no corte da placa inferior w = u. Os vértices escolhidos, e seus respectivos
angulos internos relativos encontram-se na Tabela 2, que foi desenvolvida analogamente
ao que foi feito para a solugdo numérica do Problema B na Secéo 5.4. Isto é, através da
extensdo de um poligono fechado, usando o método intuitivo da Secéo 5.2.

100



Tabela 2 — Dados do poligono do Problema C.

Vértice Localizagdo no plano w  Angulo interno relativo o (/)
1 10 + o
—10 +m
inf
—10
10
inf
im/2
inf

00 3 O U = W
OO~ O

g
Il
o0
|
DO
Il
o

Fonte: Arquivo proprio.

Pela Tabela 2, pode-se notar que o somatério dos angulos internos obedece a férmula
geral (n — 2)m, sendo n 0 nimero de vértices totais do poligono. Através dessa tabela, os
vetores com os vértices e com os respectivos angulos internos relativos sao criados € o
poligono € desenvolvido pelo pacote SC Toolbox no MATLAB, resultando na Figura 41.

Figura 41 — Poligono do Problema C' cuja regido ilimitada representa a sec¢ao transversal
da regido entre as trés placas.

8 (inf)

3 (inf)

Eixo imaginario
P T T = N N N N - S
T
1

6 (inf) |

I I 1 1 1
Y 5 10 15
Eixo real

o
o
&

Fonte: Arquivo proprio gerado pelo software MATLAB.

Nesse problema de valor de contorno, assim como no problema B, ha apenas dois
vértices que sao transicbes de potenciais distintos, o que permite novamente o uso do
Primeiro Método da Secéo 4.7 que € baseado na Transformacao da Faixa. Sendo a placa
superior e inferior de mesmo potencial nulo e a placa intermediaria de potencial 1, entdo
os dois vértices em que ha o “salto” de potencial sdo o0 6 e 0 8. Dessa forma, utilizando os
mesmos passos realizados na Secao 5.4, nove curvas equipotenciais e sessenta linhas de
fluxo foram geradas no MATLAB.
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A Figura 42 foi criada pelo uso dos métodos analitico e numérico dessa se¢ao no que
tange as curvas equipotenciais. No método analitico, exigiu-se as curvas equipotenciais de
valores 0.1 a 0.9 em intervalos de 0.1, ou seja, nove curvas no total. E no método numeérico,
exigiu-se nove curvas equipotenciais equidistantes entre si e entre os trés contornos do
problema. Ou seja, trata-se das mesmas curvas equipotenciais.

Figura 42 — Curvas equipotenciais e linhas de fluxo geradas para o Problema C.

4

35 -

3

S
o
T

[N
T
|

Eixo imaginario
o
T
|

o

o
T
|

o

] | | | | | | | | |
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Eixo real

Fonte: Arquivo proprio gerado pelo software MATLAB.

A Figura 42 apresenta trinta linhas de fluxo, das sessenta geradas, devido ao zoom
que foi dado na regido préxima a ponta da fenda, sendo quinze entre a placa intermediaria e
a placa superior e as outras quinze sao simétricas em relagéo a placa intermediaria. Essas
linhas de fluxo foram geradas apenas numericamente. As curvas equipotenciais numéri-
cas estdo sobrepostas, na escala da Figura 42, com as curvas geradas analiticamente,
apresentando os erros absolutos na ordem de 10~* com relagdo & solugdo analitica.

5.6 Problema D

Este Problema D envolve a geometria do retangulo com uma fenda no seu interior,
como é notado na Figura 43. A fenda encontra-se na posi¢cao x = 0.5a € tem 0 comprimento
de 0.75b, sendo a € b, respectivamente, a largura e a altura do retangulo. O lado superior
horizontal do retdngulo apresenta a condigdo de contorno de Dirichlet constante no valor
de V, e apresenta a condi¢do de Dirichlet constante nula no restante da fronteira, inclusive
a propria fenda. O objetivo proposto € encontrar a familia de curvas equipotenciais desse
problema utilizando o Segundo Método da Secao 4.7 através do pacote SC Toolbox e
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comparar com o resultado encontrado pelo método de Elementos Finitos do pacote PDE
Toolbox.

Figura 43 — Dominio relacionado ao Problema D.

Y

6=V,
espacamento
espacamento £ ~ bas
bl |
M = 0 —
_O. — S

Fonte: Adaptacao de (SADIKU, 2012).

O retangulo com fenda da Figura 43 pode ser visto como um poligono de 7 vértices,
cujas localizagdes e respectivos angulos internos relativos estdo na Tabela 3, paraa =2 e
b=1.

Tabela 3 — Dados do poligono do Problema D.

Vértice Localizagdo no plano w Angulo interno relativo « (/)

1 0 1/2
2 1 1/2
3 1+ 0.75i 2
4 1 1/2
5 2 1/2
6 24 1/2
7 i 1/2
S =7-2=5

Fonte: Arquivo préprio.

Por ndao envolver vértices no infinito, 0 método a ser aplicado nesse problema &
o0 segundo método da Secao 4.7, que basicamente leva essa regido retangular para o
semiplano superior, onde ja se tem uma solugao analitica pronta. E a forma como se leva
essa solucao pronta de volta para a geometria original é através de uma transformacgao
de Schwarz-Christoffel modificada, como encontra-se na Sec¢ao 4.7. Utilizando a mesma
sequéncia de comandos propostos para o Problema A com V,, = 10, a solugéo encontra-se
na Figura 44.
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Figura 44 — Curvas equipotenciais geradas para o Problema D.

15
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Fonte: Arquivo proprio gerado pelo software MATLAB.

Esse mesmo problema foi solucionado utilizando o método de Elementos Finitos
do PDE Toolbox do MATLAB. Mas no PDE Toolbox nao é possivel desenhar fendas na
fronteira. Para resolver esse empecilho, foi adotado um contorno retangular de espessura
no valor de 0.001, resultando em um poligono semelhante ao da Figura 45. No interior desse
poligono aproximado, foi gerada uma malha com 271872 elementos triangulares e 136577
nds, resultando nas mesmas curvas equipotenciais da Figura 44 com o erro absoluto na
ordem de 10~* em relagdo & solugéo via Schwarz-Christoffel.
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Figura 45 — Poligono aproximado para representar um retangulo com uma fenda no interior.

05

Fonte: Arquivo proprio gerado pelo software MATLAB.

Outro ponto importante a ser observado é que a medida que a fenda vai diminuindo o
seu comprimento, as curvas equipotenciais vao se aproximando das curvas do Problema A,
que é o caso do retangulo sem fenda. De fato, a Figura 46 mostra as curvas equipotenciais
para as fendas de tamanhos 0.75, 0.50 e 0.25, além do retdngulo sem fenda. Para todos
esses tamanhos, foi utilizado o pacote SC Toolbox, confirmando, mais uma vez, a excelente
aplicabilidade das transformacdes de Schwarz-Christoffel para poligonos com fenda.

Figura 46 — Curvas equipotenciais do Problema D com o tamanho da fenda (7)0.75, (77)0.50,
(491)0.25 e (iv) nulo.

() 7

Tol
o F=i

(i3) 7 (#i1)

Fonte: Arquivo proprio gerado pelo software MATLAB.

Os problemas A, B, C' e D desse capitulo envolvem condi¢des de contorno de Dirichlet
constantes e os resultados foram todos bem sucedidos, mas o pacote SC Toolbox também
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resolve problemas com condi¢des de contorno de Neumann nulas. Nesse capitulo ndo ha
problemas que envolvam essas condi¢cées de contorno, visto que o método que embasa
tal aplicabilidade nesse pacote envolve teorias mais avangadas de Variaveis Complexas, e
esse topico fica como proposta de continuidade desse trabalho.
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Capitulo 6

Conclusao

6.1 Resultados Alcancados

O objetivo geral dessa dissertacao foi atingido, visto que o uso das transformacoes
conformes e de Schwarz-Christoffel, como método de abordagem de problemas bidimensio-
nais envolvendo a equacgao de Laplace, foi bem sucedido tanto com solug¢des analiticas,
guanto numéricas pelo uso do pacote SC Toolbox do MATLAB. Foi usado também o método
de Elementos Finitos do pacote PDE Toolbox do MATLAB para comparar os resultados
de alguns problemas, pelo fato de ser um método bastante robusto e difundido comercial-
mente. Os principais resultados matematicos, retirados do referencial teérico e contidos nos
Capitulos 2 e 4, que embasam o uso dessas transformagoes, sao:

1. As fungbdes complexas analiticas satisfazem as equagdes de Cauchy-Rieman;

2. Uma funcdo complexa analitica representa uma transformacao conforme sobre o
dominio em que tem derivada ndo nula;

3. Atransformacao de Schwarz-Christoffel € conforme para o seu dominio, exceto para
alguns pontos sobre o contorno do problema (pré-vértices do poligono);

4. As condigdes de contorno de Dirichlet constantes e de Neumann nulas permanecem
inalteradas ao passarem por uma transformagéao conforme;

5. A equacao de Laplace permanece inalterada ao passar por uma transformagao
conforme;

6. Toda transformacao conforme e injetiva admite uma transformacgao inversa unica que
também é conforme.

Foram trabalhados seis problemas no Capitulo 3 com o uso de transformagdes
conformes tabeladas e quatro problemas no Capitulo 5 com o uso de transformacdes de
Schwarz-Christoffel, sendo um dos problemas repetido em ambos os capitulos. Para o uso
das transformacdes de Schwarz-Christoffel, foi necessério definir poligono de uma forma
mais ampla, trazendo o conceito de regiao poligonal ilimitada, ou seja, com pelo menos um

107



vértice no infinito. As vantagens das tranformagdes de Schwarz-Christoffel em relacao as
transformacdes conformes quaisquer é que elas podem ser montadas, partindo da regiao
poligonal desejada, através do Problema do Pardmetro e, entdo, sdo facilmente resolvidas
computacionalmente. Ja para o uso de uma transformagao conforme qualquer, deve-se
obter ou montar uma biblioteca de mapeamentos conformes para o uso de uma composicao
possivel que atenda ao objetivo de facilitador do problema.

Todos os problemas tratados pelas transformagdes de Schwarz-Christoffel apresentam
dominios simplesmente conexos, ou seja, ndo sdo dotados de “buracos” em seus dominios,
diferentemente do que acontece para problemas tratados por transformacdes conformes,
como o Problema 3 do Capitulo 3. Isso se deve ao fato das demonstragdes da forma
candnica de Schwarz-Christoffel do semiplano superior em (NEHARI, 1952) e (DRISCOLL;
TREFETHEN, 2002) partirem do pressuposto de uma regido poligonal sem “buracos”. O
modo de como adaptar essas transformag¢des a dominios que nao sejam simplesmente
conexos € uma proposta de continuidade dessa dissertagao.

6.2 Propostas de Continuidade

Os resultados obtidos neste trabalho proporcionam a abertura para diversas atividades
posteriores. Nesse sentido, as propostas de continuidade séo:

1. Abordar problemas que envolvam a Equagéo de Laplace com pelo menos uma con-
dicao de contorno de Neumann nula. Pelo viés de Schwarz-Christoffel através do
SC Toolbox proposto em (DRISCOLL; TREFETHEN, 2002), é necessario o aprofun-
damento em outros conhecimentos da teoria das Variaveis Complexas, como, por
exemplo, “Prolongamento Analitico”, “Superficies de Riemann”;

2. Adaptar os métodos relacionados as transformagdes de Schwarz-Christoffel visando
aos problemas na eletrostatica que envolvam a equacao de Laplace com mais de um
meio dielétrico homogéneo e que apresentem “buracos no dominio”, inclusive para a
melhoria do pacote SC Toolbox do MATLAB;

3. Pesquisar, equacionar, implementar e simular outras formas possiveis da transforma-
cao de Schwarz-Christoffel, como, por exemplo, a férmula que leva o disco unitario
ou semiplano superior na regiao exterior ao poligono, € ndo mais interior. Além disso,
ha também a forma de Schwarz-Christoffel que leva poligonos em retangulos de
diferentes razdes entre os seus lados, razdo essa que pode ter varios sentidos fisicos,
como a resisténcia elétrica de um resistor. Outra forma muito importante também é
a forma de Schwarz-Christoffel que leva o semiplano superior ou disco unitario em
um conjunto de arcos conectados em suas extremidades. E inclusive (DRISCOLL;
TREFETHEN, 2002) estende o conceito de poligono, para incluir esse conjunto, mas
ndo prevé em seu pacote SC Toolbox do MATLAB a implementagéo dessa ultima
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forma sugerida;

4. Pesquisar sobre a utilizacdo das transformacdes conformes e de Schwarz-Christoffel
como auxilio a métodos numéricos ja existentes que visem a solugao de problemas
de valor de contorno que envolvam as equacoes de Poisson e de Helmholtz em duas
dimensdes, e ndo mais a equacao de Laplace;

5. Pesquisar sobre a utilizagcao das transformac¢des conformes e de Schwarz-Christoffel
como auxilio a métodos numéricos ja existentes que visem a solugéo de problemas de
valor de contorno que envolvam equacdes com termos transientes e que abarquem
modelos de maior complexidade.

A intencédo desta dissertacdo, com as transformagdes conformes e de Schwarz-
Christoffel, em nenhum momento foi competir com os métodos numéricos ja difundidos
comercialmente, como, por exemplo, 0 método de Elementos Finitos, pois a robustez desses
métodos é muito grande, inclusive em problemas de trés dimensdes assimétricos. Pelo
contrario, a terceira proposta de continuidade sugerida vem para unir esses dois campos,
até mesmo em termos de algoritmo, extraindo o que ha de melhor em cada um.

A sugestao de continuidade pelas equacdes de Poisson e da onda, de Helmholtz,
vem do fato delas se manterem como tais ao passarem por uma transformacéo conforme,
ainda que com um fator multiplicativo relacionado a funcéo transformadora. Esse fator esta
relacionado ao Teorema 2.10 e, principalmente, a equacao (29) da Secéao 2.6. (BROWN;
CHURCHILL, 2015) traz essa relacao para a Equacéao de Poisson e (RECK; THOMSEN;
HANSEN, 2011) para a Equacgéo de Helmholtz. (RECK; THOMSEN; HANSEN, 2011) resolve
a equacgao de Helmholtz em uma regido poligonal ilimitada através de uma composigao de
duas transformacdes de Schwarz-Christoffel para se levar a solucdo analitica do dominio
retangular, através de uma série infinita de equacgdes de Poisson, usando séries bidimensio-
nais de Fourier, para o dominio original. Mas, como consta nesse artigo, encontrar solugdes
analiticas € bastante complexo, ainda mais com o fator multiplicativo relacionado a funcgao,
0 que sugere, muito naturalmente, o uso dos métodos numéricos como solucionadores do
problema na geometria mais “adequada” de tratamento.
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