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Resumo

Nos estudos da mecéanica quantica, a energia total do sistema quéantico é representada
pelo operador hamiltoniano H(\), em que A é eventualmente um parametro do sistema.
Na teoria, espera-se que esse operador seja hermitiano, porém essa exigéncia pode ser
relaxada permitindo-se que o parametro assuma valores complexos, com parte imaginaria
diferente de zero. Com esse novo conceito de um hamiltoniano ndo hermitiano, é sustentado
que no comportamento dos autovalores relacionados a esse operador pode ser observada
a transicao de fase quantica. Esta é a mudanga do comportamento do sistema quando
determinado valor critico do parametro € atingido. Essa transicao — quantica — ocorre em
temperatura nula, por definicdo. Para o estudo da transi¢cao de fase quantica, foi introduzido
o conceito de ponto excepcional, como sendo o valor de uma variavel independente \ de
uma matriz H () em que ha alteragdo na quantidade de seus autovalores. O intuito desse
trabalho é determinar como é o comportamento da ocorréncia desses pontos excepcionais,
quando a matriz hamiltoniana tem seu parametro variado no plano complexo, utilizando
como laboratério um dos modelos Curie-Weiss, o modelo Lipkin — originario da fisica
nuclear. Dentro desse modelo, foram feitos estudos da matriz para diferentes valores
de momento angular, operador que determina a construgcdo da hamiltoniana, e foram
encontradas distribuicdes dos pontos excepcionais no plano complexo. Observa-se que
essas distribuicdes dependem do valor do momento angular e que o numero de pontos
excepcionais cresce com o momento angular. Além disso, os pontos excepcionais tendem a
se acumular proximos ao valor critico (real) que determina a transicao de fase quantica. A
partir desse comportamento, um subconjunto dos pontos excepcionais permitiu ajuste de
curva que tende a revelar o valor critico para a ocorréncia da transicao de fase quéntica.
Sugere-se, por fim, que a mesma abordagem possa ser implementada para outros modelos
Curie-Weis vindos de diferentes areas: modelo de emparelhamento — também da fisica
nuclear; modelo Jaynes-Cummings — da 6tica quantica; modelo bicamada — da fisica da
matéria condensada; e modelo Heisenberg — do magnetismo.

Palavras-chave: Pontos excepcionais. Transicao de fase quantica. Operadores ndo hermiti-
anos.



Abstract

For quantum mechanics, the total energy of the quantum system is represented by the
Hamiltonian operator H()\), where X is possibly a parameter of the system. In theory, we
expect that this operator is Hermitian, but this requirement can be relaxed by allowing the
parameter to assume complex values, with an imaginary part different from zero. With this
new concept of a non-Hermitian Hamiltonian, it is maintained that, in the behavior of the
eigenvalues associated with this operator, one can observe the quantum phase transition.
This is a change in the behavior of the system when certain critical value of the parameter
is reached. This transition - quantum - occurs at zero temperature, by definition. For the
study of the quantum phase transition, the concept of an exceptional point was introduced
as the value of an independent variable A of a matrix H(\) where there is a change in
the quantity of its eigenvalues. The purpose of this work is to determine the behavior of
the occurrence of these exceptional points, when the Hamiltonian matrix has its parameter
varied in the complex plane, using as laboratory one of the Curie-Weiss models, the Lipkin
model - originating in nuclear physics. Within this model, matrix studies were performed for
different values of angular momentum, which determines the Hamiltonian’s construction, and
distributions of the exceptional points in the complex plane were found. It is observed that
these distributions depend on the value of the angular momentum and that the number of
exceptional points grows with the angular momentum. In addition, the exceptional points tend
to accumulate near the critical (real) value that determines the quantum phase transition.
From this behavior, a subset of the exceptional points allowed curve fitting that tends to
reveal the critical value for the occurrence of the quantum phase transition. It is suggested,
finally, that the same approach can be implemented for other Curie-Weis models coming
from different areas: pairing model - also from nuclear physics; Jaynes-Cummings model -
from quantum optics; bilayer model - from condensed matter physics; and Heisenberg model
- from magnetism.

Keywords: Exceptional points. Quantum phase transition. Non-Hermitian operators.
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Capitulo 1

Introducao

A mecénica quantica é uma area do conhecimento relativamente nova quando comparada
com outras das ciéncias exatas e mostrou-se, desde o0 momento de sua origem até a atuali-
dade, como uma excelente teoria que propicia resultados satisfatérios tanto na descricao
quanto na predi¢ao de varios fenébmenos, muito importante em situagdes de extraordinario
isolamento, de forma a manter coeréncias. De forma recente toda a teoria é colocada em
guestionamento, assim como todos os aspectos e detalhes dos seus principios; no entanto,
ela mostra-se sempre bem fundamentada (COHEN-TANNOUDJI; DIU; LALOE, 1986). Nesta
teoria, os sistemas quanticos sao caracterizados por suas propriedades, de modo que um
conjunto suficiente de valores dessas propriedades define um estado quantico do sistema.

A mudancga, em alguns casos abrupta, do comportamento coletivo dos constituintes de
um sistema quéntico é uma noc¢ao intuitiva util para caracterizar uma Transicao de Fase.
Tradicionalmente, a ideia é de que o fendbmeno da transicdo de fase se da como um
processo continuo e que durante a mudanga de estados ha a coexisténcia de duas fases.
Nada obstante, para alguns sistemas quanticos ha modelos matematicos que sustentam
outro tipo de comportamento, pois as transformac¢des onde nao ha coexisténcia de fases
podem ser chamadas também de Transicao de Fase. Normalmente o comportamento dos
constituintes dos sistemas é descrito como uma dependéncia de um parametro caracteristico
do sistema estudado; o valor desse parametro, quando héa a transi¢éao, € chamado de valor
critico (VOJTA, 2003). No caso da transicao de fase quantica (TFQ), a dependéncia de um
parametro e a identificacdo de seu valor critico podem ser abordadas a partir do estudo do
espectro de autovalores de um operador linear, como € apresentado no presente texto.

O operador Hamiltoniano H é o observavel que representa a energia total £ do sistema
quantico. Podemos retirar das mais basicas definicdes da mecéanica quantica a sua relagao
com o valor de E.

HY = EV (1)



Entendendo a equacao acima, temos o operador H atuando em uma autofungéo ¥, com F
sendo seu autovalor (valor numérico da energia). (GRIFFITHS; SCHROETER, 2018).

Sendo n € N, o indice de autovalores que um determinado H possui, £, é o nivel de energia
n. A dependéncia de H com um parametro A leva a consideragao de que, por exemplo,

E,, € uma funcao do parametro e \. o seu valor critico. Como sera abordado em capitulo

posterior, transicao de fase quantica é definida quando %&AC) apresenta uma singularidade,

sendo F; o estado fundamental (HEISS, 2000). A singularidade é caracterizada quando a

dEy
dx’

descontinuidade. A nogéao de ordem para pontos excepcionais sera explicada na sua secao
do capitulo de fundamentacgéo tedrica.

derivada primeira em casos de transi¢ao de fase de primeira ordem, enfrentam uma

Na década de 30 do século passado, foram determinados os primeiros principios da
mecanica quantica e esses se mostram bem fundamentados desde entdo. Entre eles ha
a teoria em que € sustentada por definir os tais observaveis como matrizes hermitianas,
aquelas que sao autoadjuntas, ou seja, iguais a sua transposta conjugada complexa. Porém,
€ benéfico para a literatura e estudo de sistemas quanticos a consideragao de operadores
ndo hermitianos (BENDER, 2007). Nao é com objetivo de formular novas teorias que se
estuda os hamiltonianos dessa forma, mas sim com objetivo de analisar como o conceito é
fundamental tendo em vista os resultados apresentados nos trabalhos que tomam essas
consideracdes. (JONES-SMITH, 2010).

Procura-se descrever, neste trabalho, um conjunto de diferentes sistemas quéanticos usando
uma forma padréo para o operador H:

H(\) = Hy + AHip. 2)

Na equacao 2,H, e H;,, descrevem respectivamente a energia dos constituintes como
se nao interagissem e a energia associada a interacao entre eles, e A € um escalar que
interage com a matriz hermitiana H;,; regulando a importancia relativa de cada termo
para o operador H. Facilmente é permitido obter H ndo-hermitiano apenas admitindo-se
A € C, complexo (SINDELKA; SANTOS; MOISEYEV, 2017). A importancia académica
para tal consideragao € incorporar mais sistemas que utilizam hamiltonianos, dentro dos
conjuntos de representa¢cées em matrizes ndo hermitianas, que podem ser analisados, e
eventualmente ter problemas resolvidos, com a perspectiva de uma mecanica quantica nao
hermitiana (BENDER; BOETTCHER, 1998).

Nesse contexto, ponto excepcional (PE) é um termo interessante para os estudos de TFQ,
que foi introduzido pela primeira vez na literatura em 1966 por (KATO, 2013), em seu
trabalho Perturbation Theory of Linear Operators. A definicdo mais formal é: considerando
uma matriz dependente 7'(x) de dimensdo N x N, o valor de x para que a quantidade de



autovalores de 7' se altere é chamado de ponto excepcional (KATO, 2013). Como no caso
de estudo do presente trabalho se diz respeito ao operador hamiltoniano, os PE apontam
os valores do parametro A em que dois niveis energéticos, F, (\) e E,,()\), autovalores,
coincidem. E importante também definir esse conceito matematico ndo apenas analisando
a quantidade de autovalores, mas também afirmando que, quando o parametro assume o
valor de um ponto excepcional, um dos autovetores deixa de existir; tal fendmeno tem sido
chamado de coalescéncia (HEISS; MULLER; ROTTER, 1998).

Nesta dissertagcao € sugerida a possibilidade de se usar a nogéao de pontos excepcionais
para abordar o estudo de transicao de fase quantica em um conjunto de diferentes sistemas
quanticos pertencentes a uma classe conhecida como modelos Curie-Weiss. Assim, seria
possivel considerar sistemas de dreas do conhecimento distintas, como Lipkin, empare-
Ihamento, Heisenberg, bi-camada e Jaynes-Cummings. Para se ter uma caracterizacao
sucinta dessa diversidade, os modelos de Lipkin (LIPKIN; MESHKOV; GLICK, 1965) e
de emparelhamento (KRIEGER; GOEKE, 1974) nasceram na fisica nuclear e buscam
descrever o comportamento de um conjunto de particulas de dois niveis. O modelo de
Heisenberg (FISHER, 1969) descreve as intera¢des (anti-)ferromagnéticas entre spins. O
modelo de Jaynes-Cummings (JAYNES; CUMMINGS, 1963) tem origem na 6tica quantica
e descreve a interagao de atomos com um campo eletromagnético. Por fim, o modelo
bi-camada (EISENSTEIN, 2003) descreve o acoplamento de elétrons em duas camadas
paralelas.

Os proximos capitulos desse trabalho serao divididos da seguinte forma. Primeiramente,
serdao considerados alguns conceitos tedricos, para que possam ser apresentados 0s
hamiltonianos na sua forma padrdo conforme equacédo 2 e em termos de operadores
momento angular, que tornardo possivel a implementagdao computacional para os modelos
antes descritos. L4 também serd mais detalhada a fisica dos pontos excepcionais e transicao
de fase quantica, pois sdo os conceitos motivadores do trabalho. No capitulo dos resultados,
havera a apresentacdo da analise referente aos pontos excepcionais encontrados no
modelo Lipkin, quando foi implementado computacionalmente o respectivo hamiltoniano. Na
conclusao, ultimo capitulo, encontram-se as consideragdes sobre os resultados e também o
que se acredita que possa ser acrescentado para enriquecer o acervo da literatura perante
0 assunto.



Capitulo 2

Fundamentacao Teorica

Neste capitulo, sera apresentada a teoria que alicer¢a todo o resultado do trabalho. A
transicao de fase quantica é o fendmeno fisico que se deseja estudar a partir da perspectiva
dos pontos excepcionais; entao, essas duas concepgdes serdo expostas com o rigor
matematico necessério. Do ponto de vista da mecéanica quéantica, o hamiltoniano é a
principal ferramenta que sera utilizada para entender o problema proposto. Como sera
explicado com mais detalhe, o hamiltoniano € necessariamente nao hermitiano para que
ocorram pontos excepcionais. Portanto, uma secao deste capitulo é dedicada a desenvolver
a ideia de hamiltoniano nao hermitiano, dando sentido a fisica do que for apresentado.

Os modelos Curie-Weiss sao os instrumentos que oferecem o hamiltoniano para que seja
possivel trabalhar a ideia de transicao de fase quantica em varias areas da fisica. A especi-
ficacdo de cada um dos modelos ja introduzidos é encontrada neste capitulo, assim como
seus respectivos modelos matematicos, fundamentalmente importantes para a construgao
do hamiltoniano. E necessario também expor um método, chamado de Transformagcdes de
Holstein -Primakoff, com o objetivo de escrever os hamiltonianos, que antes sao descritos
com operadores criacao e aniquilacdo, em funcao de operadores de momento angular, que
tornam possivel 0 método de calculo dos pontos excepcionais.

2.1 Transicdo de Fase Quantica

O conceito bésico sobre transicao de fase vem desde a ideia classica. Para a abordagem
que sera discutida futuramente, é preciso fundamentar o comportamento critico. Na termo-
dindmica, por exemplo, a transi¢éo de fase de sélido para liquido ocorre com a coexisténcia
das duas fases, durante a transformacdo em uma temperatura constante para substancia
pura. Como definigdo mais fundamental, a transicao de fase € a mudanca basica de estado,
quando um parametro do sistema dependente atinge um valor critico. O novo estado, que
€ atingindo quando o ponto critico é ultrapassado, € extremamente diferente do estado
anterior e € caracterizado por diferentes tipos de ordenacao dos constituintes do sistema
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em estudo.

Em casos de temperatura ndo nula, a transi¢do de fase é classificada como classica. Logo, a
transicao de fase quantica (TFQ) é caracterizada como todo fenédmeno dessa definicdo que
ocorre em temperatura nula (7' = 0K). Entdo, um parametro impossivel de se variar para
se estudar a transi¢ao de fase quantica seria a temperatura, uma vez que, por defini¢ao,
deve permanecer no mesmo valor. No lugar dela, por sua vez, varia-se outro parametro \
de que o hamiltoniano é dependente, H(\).

A escolha do parametro )\ a ser utilizado para analise da transi¢cao de fase quantica pode
nao ser Obvia. Por exemplo, a magnetizagao total € um parametro ébvio de escolha para se
estudar transicdes para ferromagnetos. Para outros casos, a escolha do parametro pode
ser um desafio tdo complicado quanto o estudo do fenémeno em si (VOJTA, 2003).

Um diagrama de fase relacionando esquematicamente a temperatura 7' e o parametro \,
como mostrado na figura 1, ilustra as nogdes apresentadas de transicdo de fase quantica e
também do valor critico .. Na figura 1, por exemplo, é determinado um caminho vermelho
quando o processo € de temperatura nula e passa por TFQ quando encontra \.. As linhas
azuis delimitam uma regido de incerteza de determinag¢@o de um valor Unico de parametro
para a transicdo de fase. A medida que a temperatura se aproxima de zero, o intervalo de
valores de A\ em que ocorre a transi¢cao de fase se torna menor. A tendéncia 7' — 0 implica
A = A, assimcomo A — \.implica T = 0 (VOJTA, 2003).

Da perspectiva de uma caracterizagdo matematica e com vistas ao célculo numérico das
quantidades de interesse, € conveniente definir-se a transicdo de fase quéantica tendo por
base o comportamento do nivel de energia do estado fundamental com respeito a variacao
do parametro \. Para essa intengao, a figura 2 é bem ilustrativa. Esse grafico é apenas
qualitativo, ilustrando apenas uma certa propriedade.

Considera-se que o estado fundamental de energia dado por H(\) é uma fungéo analitica
e suave. Quando os niveis dos estados excitado e fundamental se encontram em um valor
critico, agora representado por \., nesse ponto o estado fundamental ndo é mais analitico
como fungéo de X e define a transi¢cao de fase quantica.

Tanto a definicdo no comeco dessa secdo como a figura 2 apresentam TFQ como ponto de
singularidade da derivada primeira do nivel fundamental de energia do sistema, enquanto
dependente do parametro. E realmente (til visualizar a funcéo estado fundamental e sua
derivada em relagdo ao parametro para acrescentar a ideia de TFQ de primeira ordem,
segunda ordem e assim por adiante. Para o caso que di—(;) sofre uma descontinuidade

em algum ponto de )\ tem-se a TFQ de primeira ordem como acontece na figura 2, assim
d’E()\)
d\2

como para sofrendo uma descontinuidade, tem-se uma TFQ de segunda ordem, por



quantico critico

+ Linha em vermelho

Figura 1 — Representacao de diagrama de fase no plano A xT.

exemplo.

Um dos objetivos do trabalho apresentado é tratar TFQ em simulagdo computacional e
sabendo dessa propriedade do estado fundamental, pois em um sistema finito de elementos,
€ possivel visualizar quando as duas curvas suaves dos estados fundamentais se cruzam
em um valor ..

A expressao onde é escrito 0 hamiltoniano como H = Hy + AH;,,; € um dos objetivos desse
trabalho, tanto € que foi preocupagao encontrar tal similaridade em todos os modelos a
serem descritos. Esses operadores podem ser diagonalizaveis (SACHDEV, 2011).

Ja é possivel se ter em mente que a transicao de fase quéntica é descrita através de
funcdes de onda. Como veremos na préxima secao, esta maneira de se expressar 0s
hamiltonianos de diferentes modelos mostra-se também adaptada e conveniente para
admitir a caracterizagdo da TFQ por meio da busca e analise dos pontos excepcionais
desses hamiltonianos.

2.2 Os Pontos Excepcionais

O conceito de Pontos Excepcionais foi primeiramente introduzido por (KATO, 2013) e é
referente a operadores lineares e seus autovalores. Considere que 7'(\) € um operador
lineartalque T': Q C C* - T' € C" e A € C é tomado como parédmetro. A expressao
na equacao 3 exprime dois termos no lado direito, nomeados de operador nao perturbado
(T,) e operador perturbacao (7;,;). No presente trabalho, o operador Hamiltoniano (H) é



A

Figura 2 — Representagao de niveis de baixa energia de H(\)

expresso de maneira semelhante.

T=T(\) =T, + A} (3)

Claramente, com auxilio da equacao 3, o operador T tem sua operagédo desenvolvida
principalmente por T, ou T;,;, dependendo do valor de \. Essa ja € uma ideia introdutéria
a transigcao de fase. Defina-se ( como uma matriz de ordem igual a de 7', com E(\) uma
autofuncao dos autovalores de 7T

(= EML (4)

Seja dimT = s e enunciado que s € o grau da expressao algébrica do polinbmio caracteris-
tico em E()\) dada pela expressado seguinte:

P = det(T(\) — ©). (5)

A equacao 5 é a equacgao que exprime o polindmio caracteristico de 7. Sendo s a quantidade
de autovalores possiveis, levando-se em conta o grau da equagéao, com n a quantidade de
autovalores distintos, € possivel definir pontos excepcionais.

Pontos excepcionais sao todos os valores de A\ que implicam s > n. Um exemplo classico
seria a determinagao do ponto excepcional para a matriz abaixo.



O polinbmio caracteristico € tomado e a relagdo entre autovalor e parametro é conseguida

P=(1—-EN)(1+E)+ A\ (7)

Para P = 0, uma expressao € conseguida. Ha a garantia de haver raizes em funcdes
polinomiais, mas sé ha apenas quantidade finita de valores de A que respeitam a definicao
de pontos excepcionais. Para n = 2.

E\); = (14 A%): (8)

BNz = —(1+ )3 9)

Os Unicos valores em que E(\). = E()\)_ = 0 séo determinados apenas quando A = i ou
A = —i. Esses sao, portanto, os pontos excepcionais. Para esclarecer a definicdo, quando
os valores de ) forem pontos excepcionais, o operador T'(\) deixa de ser diagonalizavel.
Esse novo conceito se chama coalescéncia. (HEISS, 2004)

Voltando ao exemplo do operador da equagao 6, pode-se procurar a expressao do autovetor

—

V = (a,b). Sendo

segue que

V=

1
1i¢m] : (11)
A

Colocando os valores encontrados de pontos excepcionais, verifica-se que quando A\ = +1
(pontos excepcionais), V4 e Vg sao,

1

+1i

—

B —

Vi=

1.] (12)

Ou seja, quando A é ponto excepcional, no caso E(\) = 0, o operador T s6 possui um
autovetor e € impossivel formar-se uma base de autovetores.



Diz-se que quando dois niveis de energia coalescem em um determinado valor de )\ esse
€ denominado de ponto excepcional. Mas é importante frisar a diferenca entre coalescéncia
e degenerescéncia quando se estuda pontos excepcionais. Basicamente, a degeneres-
céncia ocorre quando dois ou mais autovalores assumem o mesmo valor e cada um deles
manifesta um autovetor. Ou seja, mesmo com a ocorréncia do fenédmeno, o operador conti-
nua sendo diagonalizavel, pois ndo muda a quantidade de autovetores gerados para a base.
Normalmente, mas ndao sempre, a degenerescéncia ocorre com operadores hermitianos. A
coalescéncia se manifesta quando a quantidade de autovetores associados € menor que a
qguantidade de autovalores que assumem o mesmo valor. Por exemplo mais simples, quando
dois niveis de energia assumem o mesmo valor a coalescéncia devolve um autovetor apenas
para os dois, 0 que torna o operador ndo diagonalizavel. Nos estudos de hamiltonianos nao
hermitianos, caracteriza se esse fendmeno (HEISS, 2012).

Portanto, defina-se aqui que um ponto excepcional é o valor do parametro em que se da
a coalescéncia de autovalores e seus autovetores correspondentes. Mesmo que a teoria
da mecanica quantica peca que os operadores sejam hermitianos, 0os pontos excepcionais
sao um fendmeno encontrado apenas na fisica ndo hermitiana. Isso torna o conceito mais
interessante, pois ele pode acrescentar novas maneiras de se estudar os operadores
(DEMANGE; GRAEFE, 2011).

E proposta aqui uma nova maneira de se definir os pontos excepcionais em fungéo da coa-
lescéncia que deve ser respeitada. Na algebra linear, chama-se multiplicidade geométrica
associada a um autovalor £ a dimensao do autossubespacgo associado. Multiplicidade
algébrica de um autovalor F, por sua vez, € o nUmero de vezes que esse valor é raiz do
polinbmio caracteristico. Um teorema dessa definicao é que a multiplicidade geométrica de
um autovalor é sempre menor ou igual a sua multiplicidade algébrica. Pode-se determinar
que um operador é diagonalizavel ou ndo de acordo com esses conceitos. Quando a multi-
plicidade geométrica for menor que a multiplicidade algébrica para um mesmo autovalor,
o operador em questao nao é diagonalizavel (BOLDRINI et al., 1980). Pode-se relacionar
entdo a coalescéncia de niveis de energia (autovalores em sistemas quéanticos) com as mul-
tiplicidade algébrica e geométrica desses niveis; portanto, quando um nivel de energia de
multiplicidade algébrica maior que 1 (juncao de dois niveis) tiver alterada sua multiplicidade
geométrica (garante a coalescéncia ao invés da degenerescéncia), o valor do parametro
que possibilita isso € chamado de ponto excepcional.

Do ponto de vista numérico, o calculo dos pontos excepcionais pode ser feito pela resolugdo
do sistema de equacao polinomiais

P =0,
(13)



Quando se iguala o polinémio caracteristico a zero, como visto nos paragrafos anteriores,
tem-se a relacdo que expressa os autovalores £ como fungédo do parametro \. Além dessa
relagé@o, a anulagao simultanea da derivada % mostra os valores de A em que o nimero de
autovalores se altera, os pontos excepcionais, portanto (HEISS; MULLER; ROTTER, 1998).

O sistema da equagao 13 leva em conta apenas o calculo dos pontos excepcionais de
primeira ordem, ou seja aqueles valores de A em que acarreta dois niveis de energia
coalescer em um valor apenas. Porém, é possivel estudar a coalescéncia de trés ou mais
niveis se houver multiplicidades suficientes disponiveis. Pontos excepcionais de N-ésima
ordem demandam que N niveis coalescam. Os sistemas matematicos, para esses casos,
devem ser diferentes. As derivadas de ordem N — 1, jg% = (0 devem também entrar em
consideracgao, generalizando assim o sistema das equagdes 13 para a equacao 14.

dN—1P o

\ dEN-1 — 0

Neste trabalho, o estudo esta focado em pontos excepcionais de primeira ordem apenas
e, assim, a equacao 13 é o instrumento para calcular os pontos. Para elucidar mais essa
expressao, toma-se 0 exemplo ja dado um pouco antes nessa secao. Um hamiltoniano dado
pela mesma forma matricial da equagéo 6.

1 A
H\) = 15
o[ 0
O polindmio caracteristico desse operador € dado na equacao 7 e assim, com ela, é possivel
determinar a derivada primeira (pontos excepcionais de primeira ordem),

dP

o5 = 2E(\). (16)

A equacao 13 pede que a expressao da equagao 16 seja igual a zero e que seja verdade
junto com a equacao 9, ou seja,

{ s )\Qﬁ . (17)

—2E(\) =0
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E f4cil resolver o sistema 17. H& coalescéncia no nivel £ = 0 quando A\ = +i. Pode-se
afirmar que o fenébmeno é coalescéncia e ndo degenerescéncia, pois quando A assume a
solugao, o hamiltoniano em questao é nao hermitiano e nao digonalizavel.

Para ficar um pouco mais claro de forma visual, foi escolhida a equagao

P=E\)?—-6E\)+ )\, (18)

apenas para facil visualizacao, pois trabalhar com equacao de segundo grau € mais didatico.
Espera-se que haja duas solugdes reais, no maximo, sempre quando se lida com equagoes
quadraticas. A figura 3 mostra a linha marcando P = P(FE) = 0 (eixo x), pois as raizes
dessa funcao sao classificadas como autovalores. Ao se atribuir A = 7 e A = 8, encontra-se
duas raizes reais, ou seja, a curva intercepta o eixo x em dois pontos distintos. A derivada
da fungéo 18 é a entregue como,

dP
—— =2FE(\)—6 19
Nesse caso, independentemente do valor de \, a equacéao #6) = 0 tem como solugao

apenas E()\) = 3. Ou seja, para esse exemplo ter solugao para o sistema 13, A deve ser tal
que faca com que esse valor seja raiz da fungéo. Logo, a Unica maneira que isso aconteca
€ quando A = 9.

Verificando a figura 3, € possivel ver que as raizes sao dois niveis distintos na reta R quando
A assume qualquer valor a nao ser 9. Quanto mais perto de 9 os niveis estdo mais préximos
e ficam até que em \ = 9 eles se degeneram/coalesgam. O sistema 13 entdo entrega essa
ideia de juncao de autovalores a um valor apenas, nos casos de pontos excepcionais de
primeira ordem, objetivo central desse trabalho. A ideia de coalescéncia e degenerescéncia,
como ja foi dito, ndo entrou na atengao desse exemplo pois isso depende da natureza do
operador. Na proxima sec¢ao, sera explicado com mais detalhes o surgimento da fisica do
hamiltoniano nao hermitiano.

2.3 O Hamiltoniano nao hermitiano

A teoria da mecanica quantica contém o conceito do operador hamiltoniano H como aquele
que especifica os niveis de energia do sistema quantico como seus autovalores. Para garantir
que o espectro de energia seja real, a teoria pede que o0 hamiltoniano seja hermitiano. Em
termos matriciais o operador que é hermitiano tem sua transposta conjugada igual a sua
propria matriz.

11



T EN) =E"(N) =3 L ema

ol - —— o — — - -

E'(N) =15 E"(A)=4,41

| 1 | | 1 | |
15 2 25 3 a5 4 45

E(A)

Figura 3 — Gréfico Polindmio caracteristico P x Autovalor E()). A medida que A muda de
valor, a funcéo torna-se diferente e as raizes mudam de posi¢cdo. Em vermelho
aparece a curva para A = 9, em laranja para A = 8, em verde para A = 7.

Essa simetria matematica imposta possibilita que o hamiltoniano devolva autovalores reais
e isso torna-se bem conveniente para lidar com operador de evolugao temporal, e~ sendo
unitario. Os hamiltonianos nao hermitianos violam a nocao de unitariedade. Esse operador
é utilizado de maneira mais tradicional para descrever a probabilidade de se encontrar uma
particula que apresenta decaimento radioativo com a evolugao do tempo (MOSTAFAZADEH,
2002).

Os operadores P e T abaixo, P € paridade e T" é inversao temporal, que comutam entre
si, sdo importantes para o estudo desse tépico, pois eles ajudam a substituir a nocéao de
hermeticidade por sua analogia. Sendo = e p os operadores coordenada e momento linear
respectivamente, seguem as operagdes definidoras dos novos operadores.

PiP = —3 ; PpP = —p (20)
TiT =3 ; TpT = —p (21)
H=H"" = (PT)H(PT) ' = PTHPT (22)

Quando o hamiltoniano respeita a equacéo 22, significa que H é PT simétrico. E visto
na literatura que esse conceito substitui a definicdo H = H' descrita por Dirac. Portanto,
isso torna-se valido e concretizado para a teoria quantica. O intuito do presente texto nao

12



converge ao tratamento dessa simetria P1', mas € importante ser descrita para concretizar
a aceitacao de operadores ndao hermitianos na teoria quantica.

Os problemas expostos aqui apresentam os hamiltonianos descritos na forma H(\) =
Ho+ \H;,,;, sendo X parametro. Assim os autovalores e os autoestados £ = E(A) e [)(\) >
dependem do mesmo parametro. O conceito de pontos excepcionais foram descritos em
secao anterior desse capitulo; novamente, em suma, € um mecanismo matematico que
auxilia a encontrar a TFQ, quando um determinado valor de A faz com que dois, ou mais,
niveis energéticos assumam mesmo valor. Os valores de A sdo fundamentais para a
determinacao do fen6meno TFQ. Quando H, ou H;,; sdo autoadjuntos, a Unica solucéo
para A ser um ponto excepcional é estar contido no conjunto dos niumeros complexos C;
consequentemente, H () ndo é hermitiano (HEISS, 2004).

Para exemplo do estudo de operadores ndao hermitianos, tomemos uma matriz H 2x2 e
considerando H, e H;,; matrizes autoadjuntas.

0
1 LA

“ 5] (23)

HO) = [ 0 €

0 W9

em que todas as quantidades estdo expostas na equacao 23 sao reais, exceto \. A partir
dai encontram-se os autovalores na equacao 24.

B, = (w1 + w2) + A(er + €2) n \/(w1 —wy + A€ — €)

5 5 )2 + \252 (24)

Permitindo-se A complexo, os pontos excepcionais A ocorrem quando o nimero de solugdes
E()) se altera, passando neste caso simples de dois para apenas um autovalor. Isto, no
conceito de problemas que admitem a nocao de simetria de reversdao temporal, ocorre
quando

w1 — Wo + )\(61 - 62)
( 2

)24+ A%0% =0 (25)

O que acarreta
(w1 — wo)

A= (61 —62) + 426

(26)

Para matrizes H()\) de ordem n x n, a determinagdo analitica de A nao é possivel, mas
pode ser feita numericamente com uma varredura sobre os valores de A no plano complexo,
ou como sera apresentado aqui, explorando-se as solug¢des de sistemas como o dado em
13.
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Nas sec¢des seguintes, sdo apresentados tépicos dos modelos Curie-Weiss que represen-
tam os sistemas fisicos trabalhados, de modo a se apresentarem em forma adaptada a
exploracao das ideias esbogadas nas sec¢des anteriores.

2.4 Os Modelos Curie-Weiss

Antes de especificar cada um dos modelos Curie-Weiss, € importante conhecer um meca-
nismo que possibilita demonstrar a expressao para os hamiltonianos para cada modelo.

2.4.1 As Transformagdes Holstein-Primakoff

Em certos modelos Curie-Weiss, que serao apresentados a seguir, € simplificador utilizar
operadores de momento angular, J,, J, e J_, apenas. Eles agem em estados com mo-
mento angular como defini¢do. A ideia do trabalho de Holstein e Primakoff (HOLSTEIN;
PRIMAKOFF, 1940) é reescrever operadores de spin (ou momento angular) como opera-
dores criacao-aniquilacao de bdsons. Aqui, utiliza-se a transformacao inversa, de modo a
expressar todos os hamiltonianos em termos de operadores momento angular apenas.

2.4.2 A algebra SU(2)

Na forma mais geral, ha a algebra SU(n) que é determinada como condi¢des que algumas
transformagbes devem respeitar. H4 n? — 1 operadores independentes que geram a algebra
SU(n).

Para analisar a algebra SU(2), é necessario definir um grupo de 3 operadores ( 22 — 1) que
sdo escritos, pela representacdo matricial a seguir (HALZEN; MARTIN, 2008).

v -l

SU(2) = { lm _7] Ja,y € C,la]* + |y]* = 1} (27)

A partir da equagao 27 é possivel gerar os operadores pertencentes ao grupo SU(2) pelas

matrizes:
0 1 0 -1 7 0

A matrizes de Pauli, 01,05 € 03 podem ser definidas; u; = ioy, us = —ioy € uz = 03. Os
operadores J,, J, e J_ sdo operadores que fazem parte do grupo SU(2) e definidos pelas
relagdes de comutagéo [J,, Ji| = +hJy e [J, ] | = 2hJ..
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2.4.3 As transformacgoes Holstein-Primakoff

Uma vez ja introduzidos os operadores de momento angular, é importante expor suas
operagdes em um estado. O estado |jm > aqui é determinado pelos valores j de momento
angular e m do autovalor de J,. O momento angular ; pode assumir apenas valores
(semi)inteiros, e os valores possiveis de m sdo —j,—j + 1,...,+j. Entdo, para dado valor 7,
a representagdo desses estados pode ser feita como |m > pela notagao de Dirac. As trés
equacles a seguir mostram os autoestados e autovalores das aplicagdes dos operadores,
tomando h = 1.

J.m >=m|m >, (29)
Jelm >= /(G +1) —=m(m+1) [m +1>, (30)
J_im>=+/jG+1)—mm—1)|m—1>. (31)

No trabalho de Holstein e Primakoff, o valor n € N é definido como a disténcia entre o valor
m dessa componente z de um momento angular que o estado expressa, e o valor maximo
dessa componente, +;.

n=j5—m (32)

Assim, no trabalho de Holstein e Primakoff, ao autoestado |m > do operador .J, podia ser
associado o autoestado |¥,, > de um operador nimero bosénico N = b'b, como sera visto
adiante. Nesta dissertagéo, o valor de n sera a distancia entre o valor do componente z do
estado e o menor valor possivel dessa componente. Entao, diferentemente da equagao 32,
tem-se a equacao abaixo definindo o valor de n:

n=j+m. (33)
Assim n assume valores de 0 (quando m = —j) até 25( quando m = +7). Ainda é praticavel
a ideia original. Nesse esquema, temos os estados |V >= | —j > e |Vy; >= |+ j >.

Tomando os operadores bosdnicos criacdo e aniquilagdo b' e b, respectivamente, assim
como suas aplicacdes no estado desenvolvido nos paragrafos anteriores,

le\IJn >=vn+ 1“I}7L+1 > (34)
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b, >= /n|¥,_; >, (35)

chamamos operador numero N de tal forma que sua operacgao resulta na seguinte ma-
neira:

N|¥, >=blb|0, >= (jI + J.)|¥, > (36)

Com a equagéao 29 e sabendo que I é a matriz identidade, tem-se.
NI, >= (j +m)|¥, >=n|¥, > . (37)
As transformacdes propostas por Holstein e Primakoff ja comecam a se formar quando

se rescreve as equacgdes 30 e 31 com o novo conceito de m = n — j, demonstrado nas
equacoes a seguir:

JW, >=j(G+1) —(n—5)(n—j+1) [Ty >, (38)

T W >= /(n 4+ 1)/2) = n [Wpy > (39)

usando as equagodes 38 e 39, tem-se

Jo| U, >=0b" /41— J, |¥, > (40)
A inversa do operador \/jI — J, é ﬁ E sua operacao, respeitando as regras de algebra
linear, resulta na equacgao 41.
bW, >= J+; Wy, > (41)
Vil —J,
Conclui-se que.
1
b = J————. 42
VI )

Processo semelhante é feito para o operador J_. A partir da equacao 31,

J W, >= /i +1) = (n—j)(n—j—1) [V, 1>, (43)

J_|W, >=v/n\/2j — (n— 1) | ¥,y >, (44)
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tem-se entao
J_|V, >=+/jIL— J, b|¥, >. (45)

Aplicando a inversa,———, nos dois lados da equagao 46, temos

Vil=7.’
1
bV, >= ——J_|¥,, >, 46
concluindo-se que
1
b= ——J_. 47
Vil—J. @

Resumidamente, tem-se as expressdes dos operadores criagdo e aniquilacdo de bdsons
escritos apenas em funcao dos operadores de momento angular. A tabela abaixo pode ser
consultada para melhor representar alguns modelos que serdo fundamentados na préxima

sesséo.
Operador definido | expressdo em fungéo de operadores SU (2)
1
b =T
b o
b'b JI+J,

2.4.4 O modelo Lipkin

O modelo Lipkin-Meshkov-Glick, mais comumente conhecido como modelo Lipkin, originou-
se na fisica nuclear como estudo para aproximag¢ao em sistemas de muitos corpos. De
acordo com o principio de exclusao de Pauli, diferentes férmions (entidade com valor de spin
semi-inteiro) devem ser definidos com pelo menos um namero quantico distinto. Considera-
se um sistema com uma quantidade N de férmions que podem ocupar dois niveis discretos
de energia possiveis cuja diferenca energética é dada como ¢. Atribui-se os valores o = 1
e o0 = —1 para representar os niveis superior e inferior, respectivamente. Cada férmion
recebe também um valor k& = {1,2,3,..., N}. Portanto, um férmion é definido com um par
dos valores (k, o). Diz-se que esse é um problema de dois niveis, por consideragao que nao
h& nenhum outro nivel possivel e se ha, estd muito distante dos dois contidos no sistema.

As interacdes ocorrem sempre aos pares de férmions que passam de um nivel energético
para outro respeitando certas condigdes. Essas podem ser entendidas quando se analisa o
operador hamiltoniano na equagao 48.

Temos @Lo e ax, como operadores criagao e aniquilacao do férmion definidos como (k, o),
respectivamente. Ou seja, quantificam a saida ou a chegada de certo férmion na camada o.

1 1
H= 5€ ; oal ars + §V ]; al o e (—o) k(o) (48)
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O primeiro termo do lado direito da equagao 48 contabiliza a energia associada apenas
a quantidade de férmions em cada nivel de energia, pois os operadores a' e a atuam no
mesmo par de valores. O segundo termo do lado direito representa a passagem de dois
férmions com numeros quénticos diferentes (k e k£*) e o iguais para outro nivel mantendo
seus numeros quanticos. Mais formalmente, o par de férmions definido como (k,—o) e
(k*,—o) é transformado em (k, o) e (k*,0), respectivamente.

Os operadores pseudo-spin SU(2), J. e J.. sao definidos nas equagdes 50 e tal como uma
combinacao de operagdes de criagao e aniquilagcao referentes a um férmion.

J_ = ZQL(_l)ak(Jrl) (49)
k

Jy = ZCLL(H)%H) (50)
k
1

J, = 5 ; aa;rmakg (51)

Com essas defini¢oes, J,,J_ e J, satisfazem as relagdes de comutagdo de momento
angular, e o operador hamiltoniano se torna:

1
H=¢l, + §V(Ji + J2). (52)

Como o objetivo é determinar a transicao de fase quantica, usaremos a forma (HEISS;
SCHOLTZ; GEYER, 2005):

_ >\ 2 2
H=J.+ 5= (2 + ). (53)

Para esse modelo, o valor do momento angular ;7 € determinado pela quantidade de

N

particulas. Tem-se j = .

A transicao de fase é caracterizada, nesse modelo, como a passagem de todos os férmions
para o estado mais fundamental o = —1 ou para o estado mais elevado o = +1. E possivel
visualizar pela instrugdo do hamiltoniano que é contabilizado a energia quando a transigao
ocorre.

2.4.5 0O modelo Emparelhamento

O modelo emparelhamento trata a interagdo entre pares de particulas (férmions) que intera-
gem em um sistema com duas camadas, niveis degenerados, com momentos angulares
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Figura 4 — Esquema referente a um exemplo de transicao dos pares de férmions segundo
0 modelo emparelhamento. As setas para cima sdo os férmions e as setas
azuladas indicam a transigéo.

iguais ou opostos. Cada particula que pertence a uma das camadas, assim como utilizado
no modelo Lipkin, é definida pelo valor de o € {—1, 1}. Chamam-se particulas com momento
angular 7, e j, aquelas que sao determinadas com ¢ = —1 e 0 = +1, respectivamente.
O sistema com N férmions definidos com os valores quanticos k£ contém a quantidade de
energia e como a diferenga energética entre as camadas. O valor de £ representa o valor
da componente z do momento angular. Apesar da semelhanga apresentada com o modelo
anterior, as particulas podem mudar de & de forma que um par representado por (k, —k)
passa para os valores (k', —k').

Essa relacéo de interacdo pode ser modelada pela a equacéao 54.

1 1
H = 3¢ ; aazoaka - A_L)\ ; azaa%’ Z A g1 Okl o (54)

k'o!

em que os operadores criacao e aniquilacdo sdo representados por a' e a, respectivamente.
Os operadores SU(2) sao definidos nas equacdes 55, 56, 57 e 58 em dois conjuntos, um
para cada camada. Assim, entregam a forma do operador hamiltoniano, escrito na equacao
59.

Ji = Za;(,nag( b= Ji (55)
k>0
1 N
Ji. = 5 Z CL;TC( 1)Ak(-1) — Z (56)
_ T T _ 7t
Joy = Zak(ﬂ)akm) Ji (57)
k>0
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Para a e $ assumindo qualquer um desses simbolos: +, — e z, Ji, € Jo3 s80 operadores
que comutam um com 0 outro, [Ji, Jog] = 0.

A
H = E(JQZ — le) — N(J2+ + J1+>(J27 + J17> (59)
O modelo emparelhamento, assim como o0 modelo Lipkin, é caracterizada com a mudanca
de niveis energéticos. Nesse caso, a transi¢do de fase quéntica é dada pela troca de nivel

energético o de todas as particulas e da posigédo N.

2.4.6 O modelo Bicamada

No modelo bicamada, o éxciton é o béson em questao e é formado quando um par de
férmions em camadas diferentes é ligado (EISENSTEIN, 2003).

O operador hamiltoniano para esse modelo, na equacéo 60 € proposto para simular esse
sistema e os operadores b' e b referem-se aos bosons e, assim como nos modelos anteriores,
os operadores a' e a sdo referentes aos férmions. Posto que a formacéo de éxciton provém
de um par de férmions, aparece % como a quantidade de bdsons formados de acordo com
a quantidade de N férmions.

N
2
H =6blb+ X (afyalyb + blarsar) (60)
k=1
Na equacao 60, ha e seu valor representa o valor energético dos bdsons do sistema que
sera considerado como unitério (6 = 1). As operagdes de implementagéo dos operadores
criacao e aniquilacao devolvem as quantidades de éxcitons e particulas, representados
dessa forma b'b|Y >= |4 > e ala|N >= N|N > pela notagao de Dirac.

Na equacgao 60, seu primeiro termo demonstra a energia carregada pelos éxcitons ja
presentes no sistema. A somatéria da mesma equacgao pode ser explicada pelo "desapare-
cimento"de 2 férmions formando um béson, no segundo termo e o primeiro termo indica a
parcela energética de um éxciton transformando-se em dois férmions. Logicamente, isso
pode acontecer % vezes, como é indicado pelo indice superior da somatéria.

Assim como nos modelos anteriores, € possivel determinar os operadores pseudo-spin com
o intuito de se reescrever o operador hamiltoniano.

aLlakl == Jif77 (61)

Mw\z

J1+ —
k=1

20
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two-dimensional electron gas

Figura 5 — Esquema representando um sistema estudado pelo modelo bicamada. Os éx-
citons (excitons, em inglés) sao representados como a atragcao das particulas
representados pelos circulos preenchidos e nao preenchidos para diferenciar as
camadas de gas bidimensional (two-dimensional hole gas). Fonte: (BERMAN et
al., 2010)

Sk

N
le = Z (62)

Z(allakl + a22ak2) -
k=1
Assim como os operadores apresentados pelo trabalho de Holstein-Primakoff (HOLSTEIN;

PRIMAKOFF, 1940).

DN | —

bib = Jol + Jo,, (63)
1
b = J2+— (64)
\% J - J2z
e
1
b= —— ], . (65)

Vol — Jo,

Substituindo as equagbes apresentadas logo acima na equagao hamiltoniana 60, tem-se

. A
H = (Jo1+ Jy.) + J1+ Jo + Joy (66)

1
— 1
\/ — JQZ J21 - J2z
Nesse modelo, N = 4j,, em que j> € 0 momento angular associado aos éxcitons.
Quando todos os pares de férmions possiveis de formar exiton sdo aniquilados para a

formacao do numero maximo de bésons que o sistema pode ter, é considerado que esse
processo é a transicao de fase quéantica para o modelo bicamada.

2.4.7 O modelo Jaynes-Cummings com /N atomos

O sistema a ser estudado no modelo Jaynes-Cummings considera um conjunto de N
atomos de dois niveis possiveis. Os atomos sofrem influéncia de um campo de radiagao
com frequéncia w, e de acordo com a equagao de Planck, a energia que o féton do campo
carrega vale E ., = hwy = €. Determina-se que a diferenga energética entre os dois
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niveis de energia é e. Esse trabalho considera o nivel mais baixo como E,, ticuia = 0 € 0
nivel mais alto como E = . Para a particula que esta presente no nivel de mais baixo valor
energético, diz-se que se encontra no estado fundamental e para as que estdao no nivel
energético mais alto, diz-se que estdo no estado excitado.

As descrigOes das transformagdes obedecem o mecanismo de passagem de férmions de
um estado para outro, quando se é adicionado ou removido um bdson (féton) no sistema.
Apenas sao consideradas transformagdes em que ha a conservagao de energia do sistema,
entdo quando um féton é aniquilado, uma particula deve partir do estado fundamental para
o estado excitado ou vice-versa quando um féton é criado no campo de radiacao.

Para entender o Hamiltoniano do sistema, € necessario entender a energia que o atomo
carrega. Com isso, € utilizado o operador de spin de Pauli . , exposto como matriz na
equagdo 67. As operagdes com particulas no estado excitado |e > e no estado fundamental
|f >, como vetores de espagos de Hilbert, sdo também descritos como matrizes de acordo

com
1 0

o, = , 67

0 —1 ©7

le >= : (68)
e -
0

|f >= s (69)

Assim, qualquer atuacao do operador ¢, sobre os dois estados séo,

g.le >=le > (70)

o|f >=—|f>. (71)

Considera-se o estado como uma combinagédo desses outros dois apresentados (base
de Hilbert). Chama-se qualquer vetor |m > como o ket, vetor pertencente ao espago
representado como o estado que contém a informacéo de quantidade de particulas que
cada nivel energético tem. A equacgao 72 traz a representagao do vetor assim como sua
disposicao matricial, em que « reflete a amplitude de probabilidade de encontrar os atomos
no estado fundamental de particulas no nivel fundamental e 3 reflete a quantidade de
particulas no nivel excitado.

m >=alf > +fle >= & (72)
a
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. As equacgbes 67, 68, 69, 70 e 71 ajudam a definir o operador hamiltoniano seguinte.

N € ~

Hatf)mico = 5(6z + 1) (73)

O operador hamiltoniano dado na equacgao 73 apenas devolve como autovalor o valor de
energia relacionada aos atomos referente a posi¢des de cada particula em um determi-
nado nivel de energia, ou seja, ainda nao se apresenta como um modelo completo para
representar o sistema em questao, uma vez que deve ser considerada também a energia
que carrega cada féton do campo de radiacao a que o sistema é sujeito. Ha outros estados
possiveis em comparacao com a base de Hilbert da consideracao anterior. A base de Hilbert
para o campo de radiagdo é o vetor |n > tal que n € N signifique a quantidade de fétons.
Como exemplo, devemos considerar |0 > como a auséncia de fétons, o vacuo. A base de
Hilbert para todo o sistema é tida como dois valores provindos das bases referentes ao
atomo (Batomo) € @0 campo (Bcampo). Na equacédo 74 ha a base de Hilbert do sistema em
estudo (B).

B = Bétomo X Bcampo- (74)

O hamiltoniano do campo de radiacao é descrito na equacgéao 75.

Heampo = €b'b. (75)

E possivel observar que na equagdo 74 a representacio |mn > se mostra completa pois
tem informacao suficiente para demonstrar os niveis energéticos e quantidade de fétons. O
hamiltoniano completo do modelo Jaynes-Cummings é tido como a soma de Hgiomo COM
ﬁcampo e Hy. Como ja foi dito no inicio dessa secao, as Unicas interagdes consideradas
nesse trabalho sdo aquelas em que a energia € conservada. Mencionado isso, Hi fica,

Hit = AbJ, + 1) (76)

Da mesma maneira que nos modelos anteriores, \ simboliza o parametro de interagdo. O
primeiro termo da equacao 76 diz que a perda de fétons do campo de radiacao resulta em
uma particula que passa do estado fundamental para o estado excitado.

Para o Hamiltoniano em termos de momento angular e aplicando as transformacdes, temos

. A 1 1
H = Jo1+ (Ji, + Jaz) + Jo_Jip + Joy—————Ji 77
A e~ e S

em que os operadores .J;, e Jy. referem-se aos atomos e em que os operadores J,, € Joi
sdo obtidos a partir dos operadores criacao e aniquilagao para o campo, pela transformacao
de Holstein e Primakoff.
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A transicao de fase quantica desse modelo é caracterizada pela passagem de todas as
particulas do estado fundamental para o estado excitado ou vice-e-versa, quando o sistema
recebe uma influéncia energética exterior.

2.4.8 O modelo Heisenberg

Em sistemas magnéticos onde had uma quantidade de atomos e seu valor de spin é uma
caracteristica intrinseca da matéria, estados em que os spins, de forma coletiva, apresentam
uma tendéncia de se alinharem em dire¢des iguais, define-se como sistemas ferromagnéti-
cos. Por outro lado, define-se antiferromagnético quando os spins se encontram em paralelo
com seus vizinhos porém, com diregdes opostas.

Para estudos tedricos de magnetismo é utilizado o modelo Heiseberg. O sistema contém
N atomos e é submetido a um campo externo. Esse é mais um exemplo de modelo que
leva em conta interagdes (spin-spin). Assim como Lipkin e Jaynes-Cummings, apresentados
anteriormente, o modelo Heisenberg oferece uma linha de pesquisa muito ampla, que
associa varios tipos de interacdes possiveis: spin-spin, spin-particula, spin-campo magnético
(PELLEGRINO et al., 1994).

O Hamiltoniano 78 é dado por produtos de 2 spins, SieSy,elJ aqui nesse modelo é a
simplificacdo da constante de troca, em que J > 0 para caso antiferromagnéticoe J < 0
para caso ferromagnético. No presente trabalho considera-se que J = 1.

H = JS,Ss + aS2S:2, (78)

Onde « é um namero real chamado de parametro de anisotropia. O vetor S; € definido
como sua aplicagao vetorial S; = {S,, S,, S, }. As definigdes de SZ-i sdo importantes para
expressar o hamiltoniano na sua forma mais comum encontrada na literatura.

S =95, +iS, (79)
© St 4+ S~
5, =212 (80)
2
assim como, .
St — S~
%——Ef- (81)

Logo o trio de operadores {S,,S,, S.} pode ser substituido na expressdo do hamiltoni-
ano por {S,,S*,S™}, em que sdo conhecidos os autoestados de cada operagéo desse
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ultimo conjunto. S,|Sm >= m|Sm > e S*|Sm >= /S(S+1) —m(m £ 1) |S(m £ 1) >.
Rearranjando a equacéao 78, pode-se agora escrever na forma

_ 1\ (S7S; +5757)
H = 5.5, + <1 - a) 5 . (82)

Na equagao 82 o hamiltoniano esta na forma proposta da equacéo 2. 1%04 € a expressao
para .

Quando um sistema, fundamentado pelo modelo Heisenberg, sofre a transi¢éo de fase quén-
tica, significa que o sistema passa do comportamento paramagnético para ferromagnético
ou do estado antiferromagnético para o ferromagnético.

* % %

E importante enfatizar que todos os modelos podem ser expressos na forma da equacao
2. Porém apenas o modelo Heisenberg leva H, « .J2. Os outros modelos apresentam a
proporgcéo Hy o< J.,.
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Capitulo 3

Resultados

Os resultados que serdo expostos nesse capitulo tém como finalidade mostrar o comporta-
mento dos pontos excepcionais de acordo com a variagdo do momento angular e também
oferecer uma colecgao de interpretacdes gréaficas para clarear o comportamento dos pontos
excepcionais relativamente a TFQ. A equagéo 53 e o conhecimento das operagodes J,, J
e J_, apresentadas na secao 2.4.3, sdo fundamentais para entender os resultados aqui
colocados.

Até onde sabemos, o Unico modelo em que se tem estudo semelhante a esta dissertacao, é
o modelo Lipkin. Mas acredita-se que € possivel aplicar o mesmo método para os outros
modelos Curie-Weiss, uma vez que eles tém seus hamiltonianos apresentados de forma
semelhante ao que o modelo Lipkin apresenta, por efeito das transformagdes de Holstein e
Primakoff.

Primeiramente, os resultados que entregam uma visdo mais geral dos pontos excepcionais
serao expostos. Entre eles, a dependéncia da quantidade de pontos excepcionais pelo
momento angular do sistema quantico, uma analise pela perspectiva do plano dos auto-
valores (niveis de energia) de acordo com o parametro A e também a nocao de como os
pontos excepcionais sao distribuidos pelo plano complexo C, a medida que o0 momento
angular j do sistema varia. Posteriormente, a atengéo ira ser voltada para a determinacao
da tendéncia dos pontos excepcionais quando j — oo pois, como a teoria define, essa
tendéncia se caracteriza como a transicao de fase quéntica. Vai ser também apresentado
um método de ajuste de curvas para ajudar tal caracterizagao.

3.1 Os Pontos Excepcionais do Modelo Lipkin

Como ja foi introduzido na secéo 2.4.4, a dimensao do espaco de Hilbert dimB é N e ela é
dada na forma N = 25 + 1 tal que j é o valor do momento angular. Foram atribuidos valores
naturais de 1 a 10, portanto a dimenséo da base foi de 3 a 21 elementos.
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O hamiltoniano H, com representagéo matricial de tamanho NxN, é dado pelo comando
da equacao 53. Foi exposta na se¢ao sobre as transformacgdes de Holstein e Primakoff a
acgdo dos operadores J,, J_ e J, e suas interagdes com o vetor do espago de Hilbert |m >.
J% e J?, como sdo dados na instrugdo do hamiltoniano, sdo tais que

J2m>=jG+1) —mm+1)VjG+1) - (m+1)(m+2)|jm+2>  (83)

assim como,

Jim>=/j(i+1) —mim—-1)jii+1) —(m—1)(m—2) jm —2>. (84)
Ainda levando em conta a ortonormalidade,

0,sem #n+2

<m|J2|n >=
ViG+D) =nm+ DG+ 1) =+ 1)(n+2),sem=mn+2
(85)
Assim como,
<mlJ?|n >= O.sem7n—2
ViG+1D) —nn—-1ijG+1)—(n—1)(n—2),sem=n—2
(86)

Considerando as posigoes de elementos nas linhas k e colunas [ da matriz hamiltoniana, ba-
sicamente os fatores multiplicativos do operador .J, sé apareceram na diagonal principal; os
fatores multiplicativos do operador .J? s6 apareceram em elementos H ;o) € fatores multi-
plicativos relacionados ao operador .J? s6 apareceram em elementos Hj, 2. Denomina-se,
especialmente neste trabalho, esse tipo como matriz de tridiagonal intercalada.

De acordo com o que ja foi introduzido sobre 0s pontos excepcionais, € necessario calcular
o polinébmio caracteristico. Foram encontradas barreiras na implementacdo computacional
desse tipo de matriz. No anexo A é apresentada uma equacao de recorréncia para calcular
o determinante de uma matriz desse tipo. Isso pode ser util para trabalhos futuros que
tenham como objetivo trabalhar o do modelo Lipkin.

Na tabela 1, sdo determinadas as quantidades de pontos excepcionais associadas a cada
valor de j experimentado.

Plotando e interpolando os pontos dados na tabela 1, encontra-se uma lei dada por uma
equagao quadratica (figura 6). Ela é dada por Npy = j2+j — 6.3+ 10715, Pode-se considerar
pelos resultados a indagagao da instrugdo Npgp = j(j + 1), ja que o coeficiente livre da
equacao € muito pequeno e pode ser ignorado.

Com o objetivo de ilustrar o comportamento dos autovalores no plano complexo C, quando
foram coletados os pontos excepcionais para 7 = 3, foi escolhido um deles e se adotou
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Tabela 1 — Resultado dos testes para modelo Lipkin

Valor do momento angular Quantidade de pontos excepcionais Dim

1 2 3
2 6 5
3 12 7
4 20 9
5 30 11
6 42 13
7 56 15
8 72 17
9 90 19
10 110 21

outros dois pontos para A que n&o séo pontos excepcionais. Entao, verifica-se que realmente
0 numero de autovalores distintos é alterado quando o parametro € ponto excepcional. Isso
pode ser visto na figura 7. Essa figura mostra trés exemplos de uma mesma regiao do plano
dos autovalores mas quando sdo associados a A ndo sendo ponto excepcional e A sendo
ponto excepcional. No grafico (b), temos apenas 5 autovalores distintos enquanto os outros
dois ha 7 autovalores distintos.

Além dessa analise, outro resultado foi encontrado para o estudo da posi¢coes dos pontos
excepcionais no plano C, associado com a variagdo do valor de j. Foi perceptivel que,
de acordo com a figura 8, & medida que o momento angular j assume valores cada vez
maiores, 0s pontos excepcionais tém parte imaginaria cada vez menor. Melhor explicando,
0 ponto excepcional com menor parte imaginaria relacionado com cada momento angular
fica com essa parte menor quando j aumenta.

Até entdo, na literatura, as Unicas formas encontradas de se apresentar os resultados foram
expostas até esta secdo. A figura 8 é util pois, como foi dito no paragrafo anterior, pode-se
observar nela que a medida que o valor de j cresce 0s pontos excepcionais recebem
valores de parte imaginaria cada vez menores. Entéo, acredita-se que ha um valor real
de tendéncia quando j € muito grande. Nao obstante, em termos de analiticidade, ndo se
tem muitas ferramentas em outros trabalhos para determinar essa tendéncia. Como sera
mais detalhado na préxima secao desse capitulo, a teoria determina que a transi¢ao de
fase quantica ocorrerda quando o parametro atingir parte imaginaria nula, o valor critico A\., e
portanto os pontos excepcionais deverao convergir a esse valor quando j — oo.

Ent&o, foi proposta nesse trabalho uma nova maneira de se encarar os resultados e verificar,
mesmo que de forma aproximada, os dados encontrados pela implementacéo, sem ficar
dependendo de analise visual de graficos.
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Figura 6 — Gréafico de Momento angular x NUmero de pontos excepcionais (Npg) para o
modelo Lipkin

3.2 Ajustes de Pontos

Como antes mencionado, o intuito do trabalho é determinar a transigao de fase quantica a
partir dos pontos excepcionais conseguidos a partir de um hamiltoniano. Como foi encon-
trada uma dificuldade de implementacdo computacional para encontrar pontos excepcionais
para sistemas com j maiores do que foram apresentados, apresenta-se uma alternativa de
visualizagcdo e andlise dos dados coletados que sao graficamente visualizados na figura 8.
A grande questao que a motiva é: a qual valor do plano complexo os pontos excepcionais
irdo tender a medida que j — c0?

Ocorre que € bastante dificil computacionalmente o calculo numérico dos pontos excepcio-
nais para valores de j consideravelmente maiores que j = 10. Os polindmios que compdéem
o sistema (12), do capitulo 2, possuem graus (25 + 1) e 25 na variavel E, e graus (27 — 1) e
(25 — 2) na variavel \.

Foram selecionados pontos excepcionais presentes na figura 8 que respeitam uma restrigao.
Foi escolhido um ponto excepcional para cada j, aquele com menor parte imaginaria. Na
figura 9 é possivel ver como eles foram selecionados. Claramente, a aten¢ao continua
voltada apenas para a mesma regiao do plano C. Computacionalmente, o ajuste de curva
para os pontos coletados néo foi satisfatério, uma vez que é impossivel haver uma fungéo
(Parte real dos pontos excepcionais — parte imaginaria dos pontos excepcionais) que
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Figura 7 — Autovalores determinados em plano C para o modelo Lipkin com diferentes
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respeite os dados apresentados. Visualmente é possivel perceber que ndo ha nenhuma

associagao definida como fungéo que trace os pontos da figura 9.
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Lipkin

Decidiu-se que uma solucao seria apresentar os dados como parte imaginaria X parte real,
ao invés do oposto como € a convengao. Dessa forma a ideia de plotar uma funcao que
ligasse os dados pode ser realizada. Com isso, foi feito o ajuste de curvas, usando-se os
valores dados pelos valores do momento angular de j = 3 a j = 10. Como ha 8 pontos
plotados, o ajuste polinomial atinge grau 7. O intuito da analise ndo é expressao e sim
qual o valor de um coeficiente em especifico. Como sera visto no capitulo posterior, esses
resultados s&o importantes para aproximar o que foi encontrado neste trabalho com a teoria
de que os pontos excepcionais vao tender para o valor 1 + 0 (HEISS; SCHOLTZ; GEYER,
2005).

O quanto os pontos respeitam a curva ajustada € dado pelos parametros de ajuste com o
seguinte dado, R-square: 1. "R-square" é conhecido como coeficiente de determinacéo e é
uma medida de determinacao de ajuste de curva e esse valor varia de 0 a 1 e representa a
fracdo em que o modelo consegue explicar os valores ajustados. No caso do experimento
visto na figura 10, o valor 1 obtido significa que os valores podem ser 100% explicados pela
equacao (MONTGOMERY, 2017).
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Capitulo 4

Conclusao

O trabalho que foi apresentado possuiu motivacao em acrescentar dados a literatura sobre
a mecanica dos hamiltonianos nao hermitianos, estudando o fendmeno da transicao de fase
guéantica com a definicdo matematica dos pontos excepcionais, e sugerir a aplicagao desses
estudos a varios tipos de areas da ciéncias utilizando os modelos Curie-Weiss. O modelo
Lipkin foi o Unico que entregou resultados numéricos suficientes para serem apresentados,
por ser um modelo menos complexo de se lidar e por ser apresentado de forma mais
abundante na literatura. Mas pelas construcdes dos hamiltonianos dos outros modelos
da mesma classe, é possivel também fazer os mesmos estudos quando as barreiras de
implementacado computacionais forem solucionadas em trabalhos futuros. A ferramenta de
implementagéo que foi utilizada para gerar os dados nao foi o objetivo central do trabalho;
portanto, a otimizacao de tempo néo foi procurada, mesmo necessitando mais dados para
a aproximacao apresentada. Como ja foi dito, encontra-se no anexo A um calculo para o
determinante da matriz especifica que foi trabalhada nesta dissertacdo, que pode ser um
objeto motivador para a aprimoramento do calculo computacional dos pontos excepcionais
em atividades académicas posteriores. Tem-se convicgao pelo custo da implementacao que
o determinante € um ponto de maior demanda de tempo e memoria.

Trabalhando com os pontos excepcionais e calculando-os, foi possivel ver que os resultados
comportam-se exatamente como a teoria dessa definicdo demanda, pois visualizando
o plano complexo C dos autovalores, o comportamento deles condizem com o que se
esperava ao atingir os pontos excepcionais. Juntamente com essa conclusao, foi encontrada
uma dependéncia quadratica direta entre a quantidade de pontos excepcionais e o valor
do momento angular. Antes ndo era conhecida essa dependéncia e pelo fato de que essa
associagcao é bem comportada, acredita-se que isso pode acarretar outras formas de se
visualizar o conceito de pontos excepcionais.

O que mais se encontra na literatura que trata do assunto € a analise grafica da mesma
forma como é apresentada na figura 8. Nessa figura, encontram-se pontos que formam
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um desenho muito semelhante aos dos trabalhos modelos que motivaram essa pesquisa;
portanto, como os resultados até entdo condizem satisfatoriamente com as teorias, adicionar
uma maneira de verificar os resultados foi possivel. O ajuste dos pontos selecionados foi
a mencionada ferramenta nova acrescentada no trabalho para verificar a tendéncia dos
pontos excepcionais. As figuras 6 e 10 sdo importantes, pois a partir delas apresenta-se
uma solucao visual e analitica aproximada do que a teoria dos pontos excepcionais pede. Na
analise dessas duas figuras, encontra-se os ajustes polinomiais e seus coeficientes. O valor
do coeficiente livre do ajuste feito para a figura 10 € importante, pois é o ponto onde a curva
intercepta o eixo y (parte real dos pontos excepcionais). O valor desse coeficiente &€ bem
proximo de 1, que seria o ponto 1 + 0z, como é encontrado na literatura o parametro critico
para o modelo Lipkin. Mais uma evidéncia de que a tendéncia dos pontos excepcionais € ir
ao ponto onde ocorre a transicdo de fase quantica. A importancia desse novo método de
determinagao vai além das equacdes polinomiais encontradas, mas chega a ser uma nova
alternativa de analise de resultados para os estudos de pontos excepcionais e transi¢ao de
fase quantica.
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ANEXO A - Determinacao iterativa do
polindmio caracteristico para o modelo
Lipkin

A.1 A Matriz Tridiagonal Intercalada

A matriz tridiagonal intercalada € uma denominagao introduzida por esse trabalho, que tem
como definicdo: se uma matriz A = [a,;] quadrada tiver elementos a;; = 0 exceto quando
1=7,1=7j+20ui+ 2= j, elaéuma matriz tridiagonal intercalada (MT]I).

ain 0 a3z 0 0 0
0 ax 0 ay O 0
A a1 0 azsz 0 ags 0
" 0 a49 0 g4 0 aq6 - - - 0
| 0 0 0 0 0 o A |

A.1.1 O Determinante da matriz tridiagonal intercalada

O intuito do estudo da matriz € escrever seu determinante e mostrar que € possivel encontrar
uma equagao de recorréncia para o determinante de uma MTI de dimensao n x n (det,,).
Primeiro deve-se definir que

dety = 1 (87)
e obviamente
det1 = Qi1 (88)
e
d@tg = A11Q99 = (detl)CLQQ (89)

A partir desses trés determinantes definidos, pode-se de forma menos Obvia deduzir os
determinantes das MTIl com tamanhos maiores.
Para 3 x 3,

ar 0 a3
det3 =| 0 ayp 0 |=ananags — ajzanas = (dety)ags — arzaz[(detg)aze — 0] (90)

azir 0 ass
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Para demonstrar det,,dets, detg € det, € utilizada a definigdo do teorema de Laplace.

a1 0 ais 0
0 a 0 a
dety, = 2 = detsasy — agiaq2(ar11a33 — a13a31)
az; 0 azz 0
0 (7)) 0 Q44
d€t4 = (detg)a44 — a24a42[(det1)a33 — Q130431 <d6t0>]
Para As,
a 0 a 0 O
11 13 a1y 0 (13 0
0 929 0 a94 0 0 0
a a
d€t5 = |a3q 0 ass 0 ass| = (det4)a55 — a35053 22 24
0 (005} 0 g4
0 492 0 44 0
0 0 as55 0
0 0 as53 0 Q55
d€t5 = (det4)a55 — a35a53[(det2)a44 — a24a42(det1)]
Para Ag,
a1 0 a13 0 0 0
0 929 0 24 0 0
0 0 35 0
dets = asy Q33 a
0 a49 0 ay44 0 Q46
0 0 as3 0 ass 0
0 0 ag 0 Ae6
a1 a13 0 0
0 929 0 a94 0
d6t6 = (det5)a66 + Q46 asq ass 0 ass
0 as53 0 Q55
0 0 g4 0
apr 0 a3z 0 aipr 0 a3z 0
0 0 0 0 a
dets = (dets)ags + as6|—aea 22 + agy 31 a3 3 ]
az1 0 asz ass 0 0 asz ass
0 0 Q53 Q55 0 0 0 0
aii 0 0
d@tG = (det5)a66 — a46a64[(det3)a55 — Q35 0 929 0 ]
0 0 as3
entao,

d@ta = (det5)a66 — a46a64[(d6t3)a55 — CL35CL53(d6t2)]
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Analisando as equagdes 87, 88, 89, 90, 91, 92 e 93, obtém-se a equacao de recorréncia
para determinante da matriz A,,.

det, = (det(n—1))nn — A(n—2)nnn-2) [ (deln—3))A(n—1)(n-1) = G(n—3)(n—1)C(n—1)(n—3) (det(n—1))]
(94)
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