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RESUMO

Sabe-se que comportamento do mercado financeiro produz grandes impactos na economia
e que estes refletem em diversos setores da sociedade. A sua importancia e complexidade
o torna um atrativo campo de estudos para pesquisadores de diversas dreas, tais como,
Economia, Anélise de Sistemas, Matemética e Fisica. E interessante também, para areas
interdisciplinares, como a Econofisica, que relaciona elementos da Economia e da Fi-
sica no estudo de sistemas financeiros. A modelagem desses sistemas, especificamente
a dinamica de precos, depende fortemente da Mecanica Estatistica. Métodos matemd-
ticos da Fisica Estatistica na descri¢do de sistemas econdmicos, tém sido aplicados as
séries temporais para investigar o comportamento dos mercados financeiros em diferen-
tes escalas. Entre as ferramentas utilizados para tal, estdo as medidas de dispersdo central,
distribuicdo de probabilidade, dindmica estocdstica e métodos para estimar as correlagdes.
Instrumentos financeiros como, ativos, op¢des e indices de bolsas de valores flutuam ao
longo do tempo, por isso, podem ser modelados via processos estocasticos. Dessa forma,
este estudo pretende verificar se uma equacgao diferencial estocdstica (formalizada por um
potencial quartico mais um ruido ambiente), atende a um dado fato estilizado do mer-
cado. Mais especificamente, se a cauda pesada da distribuicdo dos retornos absolutos
gerados pela equagdo proposta, segue uma empirica lei de poténcia. Além disso, estima-
mos o expoente de Hurst através da Andlise R/S e do DFA para verificar a dependéncia
de longo alcance, ou memoria longa da série temporal obtida. Como o termo de ruido
que compde a equacao € nao diferencidvel, introduzimos o cédlculo estocdstico para obter

analiticamente a solucdo desta.

Palavras-chave: Processos estocdsticos. Mercado financeiro. Potencial quértico. Fisica

estatistica. Distribuicao de probabilidades.
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ABSTRACT

It is known that the behavior of the financial market produces major impacts on the
economy and that these reflect on various sectors of society. Its importance and comple-
xity make it a field of study for researchers in various fields, such as Economics, Systems
Analysis, Mathematics and Physics. It is also interesting for interdisciplinary areas, such
as Econophysics, which relate Economic and Physical elements in the study of financial
systems. The modeling of these systems, specifically price dynamics, depends heavily on
statistical mechanics. Mathematical methods of Statistical physics in the description of
economic systems have been applied to time series to investigate the behavior of financial
markets at different scales. Among the tools used for this are measures of central disper-
sion, probability distribution, stochastic dynamics and methods to estimate correlations.
Financial market instruments such as assets, options and stock market indexes, fluctuate
over time, so they can be modeled using stochastic processes. Thus, this study aims to
verify whether a stochastic differential equation (formalized by a quartic potential plus
ambient noise), meets a given stylized fact of the market. More specifically, if the heavy
tail of the distribution of the absolute returns generated by the equation follows an empi-
rical power law. In addition, we estimate Hurst’s exponent through analysis R/S and DFA
to verify the long-range dependency, or long memory, of the obtained time series. Since
the noise term present in the equation is non-differentiable, we introduce the stochastic

calculation to obtain its solution analytically.

Keywords: Stochastic processes. Financial Market. Quartic potential. Statistical physics.

Probability distribution.
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1 INTRODUCAO

1.1 Motivacao e Justificativa

Os movimentos imprevisiveis ou aleatdrios fazem parte essencial da dinamica mi-
croscopica e macroscopica, quando superpostos aos movimentos previsiveis constituem
as flutuagdes aleatorias e a Fisica Estatistica € a disciplina que estuda os sistemas afeta-
dos por estas flutuagdes, as vezes chamada de ruido [1]. Um sistema afetado por essas

flutuacdes é o mercado financeiro.

De um modo geral, o mercado financeiro é um sistema dinamico [2], onde eventos
extremos ocorrem com muita frequéncia exibindo comportamentos complexos [3, 4]]. Ele
tem sido um grande campo de interesse para a aplicacdo de conceitos e métodos matema-

ticos da Fisica Tedrica, usados para tratar sistemas complexos [, 16, [7]].

Entre as razdes para esse interesse, estd o desafio cientifico de entender a dindmica
de um sistema complexo fortemente flutuante, com uma grande quantidade de elementos
em intera¢do. Além disso, € possivel que a experiéncia adquirida com o estudo de siste-

mas fisicos complexos possa produzir novos resultados em Economia [2]].

Os mercados financeiros proporcionam o comércio de grandes quantias de di-
nheiro, ativos e bens em um ambiente global competitivo [8]], direcionando os recursos
excedentes da economia (poupanga) para o financiamento dos agentes econdmicos (in-
vestimentos) tais como empresas, novos projetos e Estado. Este é outro fator relevante
no interesse pelo estudo dos fendmenos dos mercados financeiros, uma vez que estes,

assumem um papel real e importante no desenvolvimento socioecondmico.

Dentre os fatores que corroboram com o desenvolvimento socioecOmico estdo a
conduta econdmica voltada para aquisi¢do de bens e servicos e o preco a que estes sao
comprados ou vendidos, definido como pre¢o de mercado. Os precos estdo ligados a
lei de procura e oferta podendo aumentar ou diminuir caso tenham muitos ou poucos

compradores respectivamente.

Desde a segunda metade do século XX, mudangas significativas ocorreram no
mundo das financas. As moedas comegaram a ser negociadas nos mercados financeiros e

seus valores determinados pelo mercado de cambio, um mercado financeiro ativo durante



todo o dia e em todo o mundo [&]].

Evolucdes como essas impulsionaram as investigacdes sobre a dindmica de precos
do mercado, que tem sido estudada desde a década de 60 por Black e Scholes [9] com a
famosa equacdo para a dindmica de pre¢os do mercado europeu. Este foi um dos primeiros
resultados fundamentais nesse campo, tendo inspirado muitos pesquisadores, tanto que,

nas ultimas décadas, houve uma grande quantidade de artigos sobre este assunto [8]].

O mercado de acdes € um exemplo de mercado que vem despertando muito inte-
resse, ndo sO pelos agentes econdmicos como por pesquisadores interessados pela mode-
lagem de sistemas complexos. O interesse das empresas pelas captacdes via emissdo de
ativos estd aumentando, por outro lado, investidores de renda fixa estdo migrando para
aplicacdes de renda varidvel. A maior previsibilidade da economia garantida pela esta-
bilidade financeira, a mudanca de hédbito dos agentes econdmicos e a mentalidade dos
mesmos ao aplicarem suas reservas, sdo algumas das causas do crescimento da demanda

por acoes [10, [11].

J4 a quantidade enorme de dados financeiros eletronicamente armazenados e pron-
tamente disponivel t&€m corroborado para o grande interesse dos pesquisadores pela mo-
delagem de sistemas econdmicos. Esses dados sdo caracterizados pela propriedade de

serem de alta frequéncia [8]].

Na literatura, encontramos modelos matematicos que empregam conceitos da Fi-
sica Estatistica para estudar e simular a dindmica de precos, incluindo modelos empiricos
e comportamentais [12]] e modelagem de mercados de ac¢des através de equacdes diferen-
ciais ordindrias lineares [13l]. A Econofisica é outra drea interdisciplinar que tem con-
tribuindo bastante no desenvolvimento de modelos para sistemas financeiros [14], onde
conceitos e técnicas de andlise na descri¢do de sistemas fisicos sdo usados para investigar

os problemas relacionados a economia.

Conforme consta em [2], talvez os desafios mais intrigantes no estudo de um sis-
tema como o mercado financeiro sdo a origem desconhecida das interacdes entre os dife-
rentes elementos que o compdem e a maneira pela qual fatores externos o afetam. Assim,
um ponto de partida é recorrer a estudos empiricos para ajudar a descobrir as regulari-

dades ou leis empiricas que podem governar os mercados financeiros. Tais interagdes



geram muitos observdveis, como o preco da transacio, o volume de acdes negociadas, a

frequéncia de negociacao e os valores dos indices de mercado.

Um outro fator muito observado em finangas e que segue uma lei empirica € o
retorno (de ativos, por exemplo). Com a finalidade de investigar a natureza do processo
estocdstico subjacente a ele, vérios estudos observaram as séries temporais de retornos
em escalas de tempo At variadas [2, 8, (15, [16} 17, [18, 19, 20, 21]. Para pequenas escalas
de tempo, o retorno € a variagdo entre o preco futuro de um ativo e o seu preco atual.
Estes estudos também indicaram que a curva da distribui¢io de probabilidade acumulada
dos retornos absolutos possui caudas pesadas (ou gordas) [8]], que estas decaem segundo
a uma lei de poténcia [22] e que isto € corroborado com praticamente todos os tipos de

dados financeiros e mercados [23, [24]].

Estas constatagcdes e outros estudos semelhantes [16, 25] contrariam a teoria que
até entdo considerava que as caudas da distribui¢dao dos retornos eram normais [26]]. Mui-
tos resultados foram produzidos com base nessa teoria inclusive o modelo de Black e
Scholes [9]]. Ela € um dos suportes que sustentam a hipétese de mercado eficiente [27, 28]],
onde a série temporal de retornos € um processo aleatério ndo correlacionado com distri-
bui¢cdo independente e identicamente distribuida. Em outras palavras, o retorno de ama-
nha nao € influenciado pelo retorno de ontem, o que € valido por exemplo, para o retorno

de 1 dia.

Divergindo dessa teoria, muitos estudos indicam que os retornos de ativos finan-
ceiros possam estar sujeitos a existéncia de correlagdes de longo alcance [8, [12} 29, 30,
31]. H4 resultados que indicam inclusive, que as distribui¢des de caudas pesadas dos
retornos surgem principalmente da correlacdo da volatilidade, e que as distribuicdes de
caudas pesadas podem ter origem a partir da correlagdo de longo alcance no valor abso-

luto de qualquer série temporal [14]].

A volatilidade pode ser definida como o valor absoluto do retorno, [3, [18} [19,
20, 29, 30, 32, 33]]. O carater flutuante da volatilidade em mercados financeiros tem
sido considerado como o principal responsavel pela mudanca da dindmica dos precos
[22] 25]]. Além disso, o estudo da volatilidade em séries temporais ndo € apenas crucial

para revelar o mecanismo subjacente da dindmica do mercado financeiro, mas ttil também



para investidores, porque pode ajudd-los a estimar o risco e otimizar o portfélio [21]]. Isso
pode ser feito através da quantificagdo da correlag@o, que caracteriza o comportamento de

persisténcia ou ndo dos mercados.

Quando uma série temporal financeira apresenta comportamento persistente, di-
zemos que ela possui “memoria longa” (ML). O recurso de memoria longa é um fato
bem documentado hd algum tempo em algumas ciéncias fisicas, tendo sido aplicado em

Economia desde 1980 [34].

Um processo de ML indica que eventos passados tém efeito decadente em eventos
futuros. Também se relaciona com uma lei de poténcia cujo expoente € o que caracteriza a
correlagdo de uma série temporal. Alguns estudos empiricos envolvendo ML se dedicam
a apresentar métodos e técnicas para estimar este expoente, chamado expoente de Hurst
[350 136, 37], grande parte com base na andlise R/S [31 34, 38, 39, 40, 41}, 42, 43| 44,
45, 146, 47] e a andlise de flutuacdes destendenciadas (DFA) desde o fim dos anos 90
[31) 148, 49, [50] até recentemente [3} {13} 29, 32]].

Talvez o sucesso empirico mais dramédtico dos processos de ML tenha sido em
trabalhos recentes, modelando a volatilidade dos precos e o poder de transformagdes dos
retornos [34]]. Nesse contexto, a abordagem gerou regularidades empiricas até entdao des-
conhecidas, e estas, geraram possiveis novos insights sobre a compreensdo do comporta-

mento do mercado e dindmica dos precos.

De maneira geral, ndo € muito claro como o preco de um mercado € definido [51],
mas sabe-se que estes variam em funcdo do tempo e por isso podemos considerd-lo uma
varidvel estocéstica. Além disso, séries temporais financeiras parecem imprevisiveis e

seus valores futuros s@o essencialmente impossiveis de prever [8]].

Entretanto, seguindo a teoria que assume que o comportamento passado do preco
(de um titulo por exemplo) tem efeito sobre seu comportamento futuro [12]], onde padrdes
histéricos se repetem, se for possivel desenvolver uma compreensio dessas regularidades
através de uma andlise gréfica cuidadosa, isso poderd ser usado para prever o compor-
tamento futuro dos precos. Alids, esse argumento tem sido uma das motivagdes para
estudos de modelos para a dindmica de precos do mercado para além da hipétese de in-

dependéncia de séries temporais financeiras, e grande parte desses modelos sao obtidos a



partir de equacdes diferenciais estocdsticas (EDEs) [52, 53] 54].
1.2 Objetivos

Nesta pesquisa, a quantidade de interesse ¢ a mudanca de preco ou retorno. Esta
pesquisa consiste no estudo mais completo de um artigo que publicamos [55] com algu-
mas premissas sobre o assunto. Nosso principal objetivo € estudar o modelo de dindmica
dos precos dado por uma equacdo diferencial estocéstica (EDE), com um ruido e um po-
tencial de interacdo polinomial ndo linear do tipo ¢*, com intuito de verificar se ela com-
pete como um modelo econofisico. Para tanto, utilizamos recursos computacionais para
desenvolvermos a metodologia empregada. As ferramentas para resolver analiticamente

a equacdo provém do cdlculo estocéstico.

Modelos com ruido aditivo para a dinamica de preco do mercado financeiro foram
considerados recentemente [S6, 57], por isso, daremos maior énfase ao caso com ruido
multiplicativo. Em geral, o preco das acdes é governado por EDEs com uma intera¢do

linear. Neste trabalho, estudamos o caso com uma nio linearidade do tipo ¢* incluida.

Equagdes diferenciais estocdsticas ndo lineares tém sido propostas por exemplo,
em modelo de flutuacdes e falhas do mercado de acdes [S8], onde o caso linear representa
0 “caso de risco neutro”. Seguindo a ideia desse modelo, termos do tipo ¢* incluidos po-
dem representar instabilidades do mercado, com um exponencial crescente ou decrescente

do valor das acdes, correspondendo a chamada bolha especulativeﬂ
Neste trabalho, também almejamos os seguintes objetivos especificos:
1) Obter a série temporal de retorno a partir da EDE e analisar o seu comportamento;
2) Verificar se os parametros da equacgdo influenciam o comportamento da série;

3) Analisar o comportamento da distribuicdo de cauda pesada da volatilidade e verifi-
car se ela obedece ao comportamento de uma lei de poténcia observada em merca-

dos financeiros;

'Bolha especulativa pode ser considerada como uma circunstincia na qual o valor de uma ac¢éo ou ativo,
se afasta muito do valor intrinseco correspondente dessa mesma acao [59]], pode também ser descrita como
uma ocasido em que os precos parecem basear-se em uma especulacdo ndo coerente sobre o futuro, sendo
que a bolha “estoura” quando o prego cai bruscamente.



4) Fazer uma revisdo bibliografica sobre o assunto, apresentando alguns conceitos da

Fisica Estatistica importantes para o estudo de mercado financeiro;
5) Introduzir o célculo estocastico;
6) Descrever o modelo e apresentar a solu¢do para a EDE associada;

7) Estimar o expoente de Hurst através da andlise R/S e Analise de Flutuagcdo sem

tendéncia (DFA), e comparar os resultados.

1.3 Divisao Estrutural do Trabalho

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: No capitulo 2 foi realizada uma
revisdo bibliogréfica sobre a temdtica, buscando suporte tedrico para o seu desenvolvi-
mento. As segdes e subsecOes deste capitulo englobam consideracdes sobre o mercado
financeiro, conceitos da teoria da probabilidade, Fisica Estatistica e processos estocdsti-
cos, relevantes para sustentar este estudo e atingir os objetivos, além de uma introducdo

ao cdlculo estocdstico necessdrio para compreensdao do modelo.

O modelo proposto a partir de uma equacdo diferencial estocdstica para a dina-
mica de precgos, aspecto chave deste trabalho, estd descrito no capitulo 3, assim como
algumas consideracdes sobre o mesmo. Os recursos € métodos utilizados estdo escritos

detalhadamente no capitulo 4.

Os resultados numéricos obtidos sdo discutidos no capitulo 5 e no capitulo 6 apre-

sentamos nossas consideracdes finais e expectativas futuras.

Entre os resultados e impactos esperados obtivemos uma influéncia do potencial
¢* sobre o preco médio, como tem sido obtido em outros modelos com outros tipos de
potencial [60]. O comportamento da distribui¢do de volatilidades e da série temporal de

retornos foram verificados.

Esses resultados foram obtidos através de métodos analiticos e numéricos usando
recursos computacionais. Geralmente, pesquisas na drea de fendmenos complexos ca-
recem de altos investimentos e recursos. A simulagdo computacional, além de ser uma

op¢ao econdmica, € capaz de gerar previsdes e resultados muitas vezes ndo alcancados



quando, por exemplo, o estudo € feito apenas analiticamente através de equacdes diferen-
ciais.

Modelos mateméticos permitem aos pesquisadores investigarem como sistemas
complexos estdo conectados, por outro lado, simulagdes computacionais ajudam os pes-
quisadores a analisarem sistematicamente as perturbacdes destes sistemas, a desenvolver
hipdteses para orientar o projeto de novos testes experimentais e, por fim, avaliar a ade-

quacao do modelo [61]].

Finalmente, aos pesquisadores em Econofisica, Matemética, Finangas, Probabili-
dade e Estatistica e a quem mais possa se interessar, o modelo em estudado € uma tentativa
pioneira no que diz respeito a modelagem da dinamica de precos através da equacao pro-
posta e ndo paramos por aqui. Pretendemos ampliar os estudos, pois o modelo precisa de
ajustes, novos testes e compara¢do com mercados reais para uma descri¢do mais proxima

da realidade da dinamica de preco do mercado financeiro.






2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Geralmente, € possivel investigar sistemas econdmicos em diferentes escalas. Mas
muitas vezes € impossivel escrever a equacao microscépica para todas as entidades econd-

micas que interagem dentro de um determinado sistema [8]].

Conceitos da Fisica Estatistica, tais como dinamica estocdstica, correlacdes de
curto e longo alcance e escala permitem uma compreensiao do comportamento global dos
sistemas econdmicos sem ter que elaborar primeiro uma descri¢do microscopica detalhada

do mesmo sistema [8]].

Dessa forma, para nortear o estudo do modelo proposto neste trabalho para a dina-
mica de precos do mercado financeiro, e para compreender um pouco sobre este sistema
complexo, descreveremos neste capitulo alguns conceitos fisicos estatisticos importantes
e como estes estdo relacionados com alguns instrumentos do mercado financeiro, especi-

almente com a dindmica de precos do mercado de capital.

Como o modelo investigado nesse trabalho € descrito por uma equacao diferencial
estocdstica, este capitulo também apresenta uma introdug@o ao cdlculo estocdstico, rele-
vante para estudar equacgdes desse tipo. Além disso, definimos alguns conceitos da teoria
da probabilidade, imprescindiveis principalmente na aplicacdo dos métodos utilizados.
Estes conceitos, além de comporem muitos estudos embasados por teorias financeiras,

estdo associados a teoria de processos estocdsticos, outro assunto tratado neste capitulo.
2.1 Mercado Financeiro e sua Relacao com Conceitos da Fisica Estatistica

Mercados financeiros sdo sistemas complexos notavelmente bem definidos e mo-
nitorados continuamente até em microescalas. Além disso, praticamente todas as tran-
sacOes econdmicas sdo computadas, e uma fracdo crescente do nimero total de dados
econdmicos registrados estd cada vez mais acessivel [8]]. Estes fatores tornam o mercado
financeiro extremamente atraente para pesquisadores interessados em desenvolver uma

compreensdo de modelagem de sistemas complexos.

Para ter uma ideia da complexidade do mercado financeiro em relagdo a quan-

tidade de informagdes, pode-se tomar como exemplo alguns conceitos do mercado de



capital, uma de suas subdivisdes, onde se negocia parte fracionada das empresas através

de titulos ou acdes.

Um comprador de um ativo de uma empresa torna-se um acionista (espécie de
sOcio) e passa a ter direitos sobre parte do lucro dessa empresa, mas também pode perder
dinheiro dependendo dos resultados administrativos da mesma. Sendo assim, investir em

acoes ¢ uma tomada de decisdo de risco dos agentes econdmicos.

As formas como estas agdes sao negociadas constituem o mercado de opcdes em
que ocorrem os famosos strikes. Conforme consta em [62], um strike corresponde ao
preco de exercicio da opgdo, isto €, uma opcdo de compra (call) de um ativo por deter-
minado prec¢o, podera ser exercida quando ele chegar a este valor e neste caso o dono da
devera vendeé-lo (put). As opcdes podem ser do tipo europeias, em que sdo exercidas so-
mente em um dia predeterminado ou do tipo americanas, em que, desde que valor de strike

seja atingido, podem ser exercidas em qualquer momento da compra até o vencimento.

Essas acdes sdo negociadas nas tao faladas bolsas de valores, tais como a bolsa
de Nova York (New York Stock Exchange (NYSE)) e a Bolsa de Valores, Mercadorias e
Futuros (M&FBovespa) de Sao Paulo, atualmente nominada B3. Os precos na bolsa de
valores sdo cotados na lista financeira da bolsa de valores [63] e as movimentag¢des sdo

captadas através dos chamados indices de mercado.

Estes indices funcionam como referéncia para andlise do comportamento dos pre-
cos de determinadas acdes, as quais de modo geral, obedecem a movimenta¢do do mer-
cado fielmente retratado por estes indices [64]. Entre os principais indices, podemos
citar o Dow Jones Industrial Average (DJIA), Standard & Poor’s 500 (S&P500) ambos da
Bolsa de Nova York e o Indice Bovespa (IBOV) da Bolsa de Sao Paulo.

A divulgacdo monitorada desses indices mostra as oscilagdes dos precos das agoes.
Geralmente ha hordrios de pré-abertura, abertura, fechamento e pds-fechamento dos pre-
cos para que os investidores realizem operacdes (compra e venda) financeiras. Durante
este periodo, os precos podem variar entre um valor minimo e maximo, podendo também
se estabilizar. Entre os fatores que corroboram com as flutuagdes dos pregos impactando
a economia estdo a situagdo politica e socioecondmica de cada pais, a reputacao das em-

presas, as for¢as do mercado (demanda e oferta) [63] e desastres ambientais.
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Nesse sentido, os indices também sdo verdadeiros medidores das expectativas sen-
tidas pelos traders (negociantes de ativos ou investidores) em relacdo ao comportamento
futuro da economia. S3o fieis ferramentas para estimar de maneira quantificada as alte-
racOes particulares do animo dos investidores, sendo que as intensidades das flutuagdes
funcionam como parametro indispensdvel para andlise de risco [63], a estas d4-se o nome

de volatilidade.

Os indices revelam tanto a volatilidade de um determinado ativo como também a
volatilidade das opg¢des de venda e compra. O indice VIX (Volatility Index) por exemplo,
mensura a volatilidade das opg¢des sobre acdes do S&PS00 [62] além de estimar a incer-
teza nas decisdes dos investidores mediante a queda do mercado financeiro dos Estados

Unidos.

A volatilidade pode mensurar em que e quanto a velocidade dos precos oscilam e
também as condi¢des que interferem diretamente no retorno dos investimentos. Se cha-
marmos de S(t) o preco de uma ac@o em funcao do tempo a distribui¢io de retorno dessas
acdes € uma série temporal dada por r(r) = InS(r + Ar) — InS(¢), que varia conforme a

escolha do At [8]].

Além disso, os comportamentos das séries temporais econdmicas no mercado fi-
nanceiro costumam apresentar periodos de decaimento e crescimento, ou seja, ciclos. Este
comportamento € o que a Fisica Estatistica define como autocorrelagcdo que € a correlacio

de valores de uma mesma varidvel ordenada no tempo ou no espago.

Conforme introduzimos, estudos indicam que a volatilidade dos retornos apresenta
correlagdes de longo alcance e sua distribuicdo acumulada de probabilidade possui cauda
pesada que persiste por varios meses [18,15]], caracterizada por um decaimento muito lento

segundo uma lei de poténcia.

Leis de poténcia ocorrem em muitas situagdes de interesse cientifico e tém signifi-
cantes consequéncias para a nossa compreensao dos fenomenos naturais e artificiais [66]].
Estao presentes em mercados financeiros diversos, por exemplo, no tamanho das flutua-
¢oes de pregos, frequéncia relativa dos indices de maiores empresas cotadas nas bolsas de

valores e nimero de transacdes didrias de acdes.
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Uma lei de poténcia pode ser expressa por uma fun¢ao do tipo y(x) = kxP onde
x e y sdo escalares e a constante de proporcionalidade k e o expoente 3 sdo pardmetros
[67]. Linearizando essa equacdo, a igualdade pode ser representada por uma reta em um
grafico log-log, onde B3 corresponde a inclinacdo da reta.

Estatisticamente, conforme consta em [66], uma quantidade x obedece a uma lei
de poténcia se for extraida de uma distribui¢do de probabilidade p(x) proporcional a x~%.
Poucos fendmenos empiricos obedecem as leis de poténcia para todos os valores de x
praticamente. Ela se aplica com mais frequéncia apenas a valores superiores a alguns

valores minimos de x. Nesses casos, diz-se que a cauda da distribui¢do segue uma lei de

poténcia e grandes flutuacdes podem ocorrer na cauda da distribuicao.

A distribuicdo da lei de poténcia também € representada em gréfico log-log e nor-
malmente o expoente o assume valores entre 2 e 3, embora haja excecdes ocasionais [66].
Em relagao a distribuicdo de probabilidade da volatilidade, seu comportamento obedece a
lei de poténcia se « tiver um valor proximo de 3. Nesse caso, & corresponde ao expoente

da cauda pesada e este é um fato estilizado das séries temporais de retorno [, [17, [31]].

No mercado financeiro o amplo comportamento da lei de poténcia exibido por
grandes mudancas de precos, resultam das observacoes das leis de escala, assim, conside-
rando fung¢@o de poténcia y(x) = kxP, k é também chamado de constante de normalizagdo

e B é o expoente de escala.

Como € possivel constatar através dessa pequena revisao tedrica, porém suficiente
para entender um pouco da complexidade de uma parte do mercado financeiro, existem
conceitos da Fisica e da Estatistica relevantes para estudo da dindmica de precos. O que
torna o mercado financeiro um 6timo campo para aplicabilidade desses conceitos. Além
disso, fornecem em alta frequéncia uma grande quantidade de dados que possibilita a

criacdo de modelos matematicos para andlise do seu comportamento.

Mike e Farmer [12], por exemplo, construiram um modelo comportamental muito
realista para minimizar o processo dindmico de formagao de precos de acdes com base
nas regularidades empiricas de colocacao e cancelamento de pedidos, que pode reproduzir
com sucesso toda a distribui¢io de retornos e ndo apenas as conhecidas caudas pesadas,

mas também varios outros importantes fatos estilizados. Um dos principais ingredientes
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do modelo Mike-Farmer (MF) € a longa memdria de sinais de ordem caracterizada pelo

indice de Hurst [[68]].

Em seguida Gu e Zou [29], melhoraram o modelo MF introduzindo memoria longa
na ordem de agressividade de pedidos recebidos, que é um novo fato estilizado identifi-
cado com dados de ultra-alta frequéncia de 23 a¢des chinesas liquidas negociadas na bolsa

de valores de Shenzhen em 2003 [69].

Existe modelo baseado em autdomatos celulares para analisar a complexidade do
mercado de acdes e o comportamento dos agentes econdmicos [70], utilizando também o

recurso de correlacdo de longo alcance.

Outro importante modelo que tem sido usado para a modelagem do mercado fi-
nanceiro € o modelo bidimensional de Ising e suas extensdes [S1, 168, (71, [72} [73], [74].
Este ¢ um modelo simples muito empregado em mecénica estatistica que incorpora uma
varidvel bindria, o que o torna atraente para pesquisadores de outros ramos da ciéncia,

incluindo a economia [51]].

Grande parte da modelagem de mercados financeiros envolve a estimativa do re-
torno e da probabilidade de perdas ou fracasso de um dado investimento, que na teoria de

financas é denominada de risco [73]].

O risco estd associado a eventos aleatdrios como crises e fatores politicos, por isso,
conceitos da teoria da probabilidade sdo fundamentais para quantifici-lo. Por outro lado,
os valores de mecanismos financeiros, como preco e retorno de agdes, variam de forma
aleatdria com o tempo. Por esse motivo, processos estocdsticos sao bastante relevantes na
modelagem desses mecanismos, sendo que o poder descritivo ou preditivo dos modelos se
torna mais realista com a inclusao de um termo aleatério de rigor fisico, chamado “ruido

branco” [63]].

Dessa forma, uma vez que explanamos sobre alguns conceitos da teoria das finan-
cas e de alguns fatores que promovem sua aproximag¢ao com a Fisica, podemos passar a
discussdo dos principais instrumentos estatisticos € matematicos, fundamentais para mo-
delagem de sistemas financeiros, retomando ao longo do desenvolvimento deste capitulo,

alguns conceitos citados nessa secao.
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2.2 Nocgoes de Probabilidade e Estatistica

A teoria das probabilidades permite construir modelos matematicos que explicam
um grande ndmero de fendmenos coletivos e fornecem estratégias para a tomada de de-
cisdes [[76]]. No mercado financeiro ha ocorréncias de fendmenos coletivos com tomadas
de decisdes como investimentos em agdes, por exemplo, em que os resultados podem ser

aleatorios.

Fendmenos incertos ou imprevisiveis como o preco futuro de um ativo sao tratados
no campo da probabilidade e cada experimento aleatdrio estd associado o resultado obtido
[77]. Os resultados sdo expressos em um espago (Q, F, P), onde, Q é o espago amostral,
isto é, um conjunto arbitrdrio de todos os resultados possiveis da experiéncia aleatoéria, P
€ uma medida de probabilidade com valores reais e a classe F de subconjuntos de Q, em

certas condi¢des, € uma o-algebra [53. 78, [79].

Defini¢ao 2.2.1. Uma o-dlgebra é uma colecio ou familia J de subconjuntos de Q [78]

se 0, Q € F, for fechado por complementacio, isto é, se B € J = B=Q-BecTFese

B1,By,....€¢TF = UB,‘ eJ.

i=1
Dizemos que B € um evento ou subconjunto do espago amostral que contém todos os
resultados que disponham de alguma semelhanca entre si [75], B é o seu complemento,
0 é o conjunto vazio e B € F é F- mensurdvel. Nesse sentido, o par(Q, F) é chamado

espaco mensurdvel [54].

Definicao 2.2.2. Seja J uma o-dlgebra de subconjuntos de Q, P é uma medida de proba-
bilidade em um espago mensuravel [78,54] se P(0) =0, 0 < P(B) <l paraB € F, e se

U B; € J e By, By, ... sdo conjuntos disjuntos em J, entdo
i=1

Vale lembrar que os conjuntos sdo disjuntos quando a intersecdo entre eles € o
conjunto vazio, ou seja, ndo possuem elementos em comum [79]. P(B) denota a probabi-

lidade do evento B [[78]. O evento pode ser um tnico elemento do espaco amostral (ponto
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amostral) ou uma reunido deles [77]. Em relac@o a trinca (Q, F, P) podemos defini-la
como espaco de probabilidade se F for uma o-dlgebra em Q e P uma medicdo em F

[78]]. E uma o-élgebra A tal que A C J € definida como sub-c-dlgebra.

Geralmente, um experimento ou fendmeno aleatério pode ser representado por
uma varidvel quantitativa X definida como varidvel aleatoria (VA), que se refere a uma
medi¢do ou observacdo que ndo pode ser conhecida por antecipagdo [80]. Em outras

abordagens, X € uma varidvel aleatéria se for mensurdavel em relagao a F [75]].

Seja X uma varidvel aleatéria sobre o espago de probabilidade (Q, F, P), que as-
sume diferentes valores em um conjunto enumeravel, em que, cada valor x; de X esteja
associado a um nimero real P(x;) positivo. Neste caso, X é considerado uma varidvel
aleatéria discreta (VAE) e P(X = x;) é a sua funcdo de distribuicdo de probabilidade,

que satisfaz a seguinte condicao de normalizacao [[77]]

ZP(X,') =1.

Por outro lado, se X assumir qualquer valor sobre um intervalo da reta real, ou
seja, infinitos valores ndo enumerdveis, entao trata-se de uma varidvel aleatéria continua
(VAQC). E nesse caso, p(x) € a fungdo de densidade de probabilidade (FDP) de X, que

deve satisfazer as seguintes propriedades [/1]]

p(x) >0,

/Zp(x)dx: 1.

Dessa forma, sejam ¢, d dois nimeros reais tais que ¢ < d, entdo a probabilidade

de que X assuma valores no intervalo [c,d] é
d
Pe<X<d)= [ pldx, @.1)
c
que corresponde a drea sob o grafico de p(x) entre os pontos x = ¢ e x = d, por isso que

para varidveis continuas s6 faz sentido falar em probabilidade em intervalos da reta.

A partir da FDP, € possivel obter a fun¢do de distribui¢cdo acumulada de probabi-

lidade (FDA) F(x) de uma varidvel aleatdria, isto €, a probabilidade que ela assuma um
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valor igual ou inferior a um determinado nimero real x. Define-se F(x) da seguinte forma
[79]

X

Flx) = P(X < x) = / p(x) dx. 2.2)

Note que F’(x) = p(x) e que quando x — oo, F(x) tende a 1, ja que p(x) estéd nor-
malizada. Além disso, a FDA também pode ser utilizada para representar a distribui¢do

de probabilidade de varidveis aleatdrias discretas.

Assim, nos resta nessa secdo, apresentarmos alguns conceitos basicos da teoria da
probabilidade e propriedades estatisticas as quais estdo sujeitas as varidveis aleatdrias e

consequentemente as distribui¢cdes e densidades de probabilidade.
2.2.1 Valor Esperado, Variancia e Momentos

Definicao 2.2.3. Seja X uma varidvel aleatéria, o valor esperado ou esperanca matemd-

tica E[X] da VA X é dado por:

E[X] =) xiP(x;), se X é uma VAD [77], ou
i=1

EX]|= /w xp (x)dx, se X é uma VAC [1]].

Em termos de probabilidade, ¢ comum também tratar o valor esperado como sendo

a média U da distribui¢do ou da densidade de probabilidade.

Definicio 2.2.4. Se o valor médio esperado de uma varidvel aleatdria é E[X| = u, entdo

a sua varidncia (Var(X) = 6?), ou seja, sua dispersio em torno da média é dada por:

P(x;)(x; — 1)?, no caso discreto [77], ou

-

Var(X) = 6% =

i=1

o]

Var(X) = o (x — i)?p(x) dx, no caso continuo [T].

Il
—

—o0

Manipulando algebricamente as equacdes da defini¢do acima, € possivel verificar
que a variancia pode ser calculada por 6% = E[x*] — (E[X])?, no primeiro caso e por

o’ = / E[X*dx — (E[X])?, no segundo.

A raiz quadrada da variancia € o desvio padrdo (o) da varidvel aleatéria X em

ambos os casos. Um baixo desvio padrdo indica o quanto os valores dos quais se extraiu
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a média estdo proximos da prépria média. Por outro lado, um alto desvio padrao significa
que estes valores estdo distantes da média ou um dos outros. Além disso, ¢ pode ser
usado como uma medida de precisao em medicdes repetidas no mesmo objeto usando a
mesma escala. Um valor muito pequeno de ¢ indica que a escala € muito precisa € um

valor grande indica que a escala € imprecisa [81]].

Outra forma de determinar a variancia se dd através do cdlculo dos momentos de
uma distribui¢do, que sd@o uma classe genérica do valor esperado da varidvel aleatdria
X. Usa-se os momentos para caracterizar medidas de tendéncia central e dispersdo de
uma distribui¢do, sendo que o primeiro e segundo momento se relacionam com a média e

variancia de uma distribuicdo, respectivamente [79].

Definicdo 2.2.5. Seja E[X] = u o valor esperado de X, os momentos E[X"| = w, de
uma distribui¢do de probabilidade e de uma fun¢do de densidade de probabilidade sao

calculados respectivamente por

EX"|=p, =Y ¥"P(x), [TTe

Ly = /Zx”p(x)dx, (1.

Dessa forma, paran =1 e n = 2, isto €, tomando o primeiro e segundo momento
respectivamente, a varidncia pode ser determinada por 6% = iy — ,ulz [L, [777, [79], para

ambos 0S casos.

Embora o primeiro e o segundo momentos sejam as medidas estatisticas mais fre-
quentemente utilizadas, as vezes é importante considerar os momentos de ordem superior
de uma fun¢ao de densidade de probabilidade. Através da relagdo y, = E(x — p)", tam-

bém ¢ possivel definir qualquer momento em torno da média [79].

O terceiro e quarto momentos por exemplo, sdo normalmente utilizados no estudo
da forma de uma probabilidade, em particular, da auséncia de simetria (assimetria) A e
curtose K, que caracteriza a elevagdo ou achatamento da curva da funcio de distribui¢do
[82] ou busca indicar o grau de concentracdo de valores da distribuicdo em torno do
valor esperado desta distribuicdo. A assimetria e a curtose sdo mensuradas por A = % e

K= % (—3), respectivamente.
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Figura 2.1: Classifica¢do da funcao de distribui¢do de probabilidade em relagdo a curtose.

Em relagdo a curtose, hd trés situagdes como apresentado na Fig. [2.1] Valores de
curtose menores que 3 indicam que as FDP sdo platicurticas, ou seja, possuem curvas mais
achatadas ou de caudas curtas. Valores maiores que 3 indicam que as curvas apresentam
picos mais afunilados, s@o mais concentradas ou de caudas pesadas e estas recebem o
nome de leptocurticas. Quando K = 3, a FDP € conhecida como mesocurtica [82]], e desta
ultima, o principal exemplo € a distribui¢do Gaussiana, ou seja, apresenta achatamento
e picos normais. Em [82] ¢ mostrado de forma sucinta, como as medidas de assimetria
e curtose podem ser combinadas para determinar se uma varidvel aleatoria segue essa

distribuicao.

Definicdo 2.2.6. A distribuicdo Gaussiana ou normal (X ~ N(u,6?)) de uma Vac X tem

sua FDP dada por

—(x—p)?
p(x)= ;e( 202 ) (2.3)
V21no?

Entao,

Fo) = —) /X e<w)dk (2.4)

B OV2T J—o

€ a sua distribuicdo cumulativa de probabilidade, V k € R.

A distribui¢do Gaussiana de uma varidvel X tem valor esperado E[X| = e vari-

ancia Var(X) = o [1]]. Ela est4 representada na Fig. bem como sua respectiva distri-
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bui¢do acumulada de probabilidade. Suas propriedades e demonstracdes dos cdlculos de
média e variancia podem ser verificadas em [77]. Uma dessas propriedades diz que, se a
distribui¢do definida acima possui 1 = 0 e 6% = 1, entdo ela é chamada de distribuicéo
normal padrdo. Esta distribui¢ao € bastante utilizada em diversas dreas, incluindo estudo

do mercado financeiro [26]].

Outros exemplos importantes de distribui¢des e densidades de probabilidade po-
dem ser verificados em diversos livros sobre probabilidade e estatistica, entre eles sugeri-

mos (79, [77].

P F)

(a) (b) 12

0,4

02

-4 -2 ] 2 4 -4 -2 ] 2 4

Figura 2.2: (a) Grafico da densidade de probabilidade da distribui¢do normal p(x) com

u =0e 62 = 1. (b) Correspondente distribuicio acumulada F (x).

2.2.2 Probabilidade Condicional, Distribuicao Conjunta e Covariancia

Sejam X e Y varidveis aleatdrias associadas a dois eventos ou experimentos alea-
torios distintos contidos no mesmo espaco amostral Q. A probabilidade condicional [[19]]

de X ocorrer sabendo que Y ocorre e P(Y) # 0 é dada por

P(XNY
pix/y) = P00,
P(Y)
e de forma andloga para Y dado que X ocorre e se P(X) # 0, entdo,
P(YNX
P(Y/X) = PYOX)
P(X)
Se X assume valores x1,x3,...,x, € Y os valores y;,y2,...,ym, ou seja, se Xe Y

sdo varidveis aleatdrias discretas, a distribuicdo conjunta de probabilidades (X,Y) é tal
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que

P(X,Y)= i‘i ip(xi,yj) =1.
i=1j

Onde P(X,Y) é a funcdo de probabilidade conjunta que associa a cada par (x;,y;), a
probabilidade p(x;,y;) parai=1,2,...,ne j=1,2,...,m [77I.

A probabilidade condicional P(X/Y) estd relacionada com a probabilidade con-
junta P(X,Y) por P(X,Y)=P(X/Y)P(Y)=P(Y/X)P(X) [83].

Por outro lado, se X e Y sdo varidveis aleatdrias continuas, p(X,Y) é a densidade

conjunta de probabilidade de X e de Y, que possui as seguintes propriedades [1]]:

p(X=xY=y)>0,

//p(x,y)dxdyz 1.

Dessa forma, a probabilidade que X assuma valores no intervalo [a,b] e Y no

intervalo [c,d] é tal que,
b rd
PlasX=x<be<y=y<d) = [ [ply)duy
a c

Para medirmos o grau de dependéncia entre as varidveis aleatorias X e Y sejam

discretas ou continuas, calculamos a correlagdo (c) ou covaridncia (cov) dada por [[77]]

c(X,Y) = cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = E[XY] — E[X]E[Y].

Além disso, a for¢ca dessa dependéncia € medida pela padronizacdo da covariancia,
através do coeficiente de correlacdo p(X,Y) calculado da seguinte forma

cov(X,Y)

X,Y)= -
pT) (var(X)Var(Y))?2

Se X e Y sdo varidveis aleatérias independentes entre si [79], isto é, se P(X =
x,Y =y) = P(x)P(y) no caso discreto e p(X = x,Y =y) = p(x)p(y) no caso continuo,

entdo ¢ = 0, ou seja, a correlacao é nula [1].

H4 fendmenos e experiéncias em que uma varidvel evolui aleatoriamente ao longo
do tempo, nesse caso ela é chamada de varidvel aleatdria estocéstica (VAE). A correlacdo

¢ uma ferramenta estatistica bastante ttil no estudo de fendmenos que envolvem esse tipo
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de varidvel, principalmente os que se baseiam nos valores historicos da varidvel, para

prever e modelar seu comportamento ao longo do tempo.

Como exemplo de um fendmeno que evolui ao longo do tempo, suponha que a
cotacdo de uma certa empresa na bolsa de valores em cada instante de tempo ¢ entre #
e t, € aleatéria, com 79 < t; < --- < t, medido em horas. Em particular, vamos supor
que € representada por uma varidvel aleatéria X;, com 9 <t < t, € 0 preco no tempo ¢
¢ o resultado de uma realizac@o dessa varidvel, dado por X;(®). Dessa forma, conforme
consta em [84], para prever em #, o pre¢o da acdo em #,,1, ou seja, X; 11 (@), € razodvel
levar em conta a variacdo de valores que o ativo tinha na hora anterior. Um modelo
matemadtico para descrever este tipo de situacdo é um processo estocdstico, assunto da

préxima secao.

2.3 Processos Estocasticos

Até agora vimos algumas consideracdes sobre fendmenos ou experiéncias em que
a varidvel aleatéria continua ou discreta, poderia ndo depender do parametro . Quando
ocorre essa dependéncia, a VA é chamada de funcdo aleatdria ou, se ¢ significa o tempo,
entdo € chamada de variavel aleatdria estocastica (VAE) e o fenomeno aleatério é um

processo estocdstico (PE) [[1].

Como em finangas, processos estocdsticos também sdo comuns em Fisica, Bi-
ologia e Meteorologia. De fato, processos estocdsticos ocorrem sempre que sistemas

dinamicos experimentam influéncias aleatdrias [85]].

Definicao 2.3.1. Um processo estocdstico € uma cole¢do infinita arbitrdria de varidveis
aleatérias {X; : 1 € 7} ou {X;},.,, definida em um espaco de probabilidade (Q, F, P) ,
parametrizada por um conjunto T chamado espaco pardmetral e com valores em um sub-

conjunto § C R, chamado espaco de estados.

Isso pode ser compreendido da seguinte maneira: suponha que as varidveis ale-
atdrias possam ser indexadas pela varidvel z, interpretada como tempo, X; € o estado do
sistema no tempo ¢. O sistema pode ser qualquer fendmeno ou experiéncia que evolui ale-

atoriamente ao longo do tempo. Ja o estado do sistema, € uma observacao ou medicao de
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uma certa varidvel de interesse. Dessa forma, assumindo que existe um espaco amostral
de probabilidade, no qual as varidveis aleatdrias podem ser definidas, entdo, um processo
estocdstico € um modelo que serve para representar matematicamente um fendmeno ale-

atorio ao longo do tempo.

Se o parAmetro 7 toma valores enumerdveis no conjunto 7, ou seja, t € T={1,2,...},
o PE é discreto. Se r € T = [0,00) entdo o PE é continuo. Em ambos os casos, sendo a
varidvel estocdstica uma varidvel aleatoria, também se aplicam conceitos estatisticos de

média, covariancia, variancia e desvio padrao.

Além disso, um conjunto particular de valores que as varidveis podem assumir é
representado por uma trajetéria. Em outras palavras, para cada o € Q fixo, existe uma
funcdo r — X;(w), com ¢ € 7. Por outro lado, fixando ¢ € 7, existe uma varidvel aleatdria

0 — X, (@), com o — Q [54].

Dessa forma, o valor esperado de um PE € uma fun¢do ao redor da qual se con-
centram as trajetorias do processo, a variancia mede a dispersdo das trajetdrias ao redor

da média e a covaridncia mede a dependéncia do processo [84].

Existem distintos tipos de processos estocdsticos, que sdo obtidos ao considerar,
diferentes espacos parametrais, espagos de estados, caracteristicas das trajetdrias e por
fim, diferentes relacdes de dependéncia estocdstica entre as varidveis que formam o pro-

cesso. Quanto a este dltimo caso podemos destacar alguns exemplos.

Exemplo 2.3.1. Suponhamos que 7 = {1,2,...} ¢ X; € S C R, se as varidveis aleat6-
rias {X1,X>,...} sdo independentes, dizemos que {X;},., ¢ um processo estocdstico de

ensaios independentes.

Exemplo 2.3.2. {X;},., é um processo estocastico com incrementos independentes [84]
se as varidveis aleatorias X;,, X;, — X;,, ..., X;, — X; , sdo independentes, para quaisquer

tempos 0 <1, <tr < -+ <ty.

d .
Exemplo 2.3.3. Suponhamos que (X;,,...,X; ) = (X}, +4,---,X; +1), para quaisquer tem-
p p q I n 1+ n+h)> PAra quaisq
pos ti, ..., ty, h > 0, entdo {X,}l>0, em sentido estrito, € um PE estacionario [8]. Isso
significa que estes vetores aleatérios tém a mesma distribui¢do. E possivel transladar no

tempo, o vetor do lado esquerdo como indica o vetor do lado direito, sem que mude sua
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distribui¢do de probabilidade [84]].

Em outras palavras, um processo estocdstico € estritamente estaciondrio se além
da média e variancia todos os outros momentos da distribuicdo de probabilidade sdo in-

variantes ao longo do tempo.

De modo geral, em um processo estocdstico estaciondrio em sentido amplo e su-
ficiente em muitas situagdes, chamado de processo estocdstico fracamente estaciondrio, a
média e variancia permanecem constantes ao longo do tempo e o valor da covariancia en-
tre os dois periodos de tempo depende apenas da distincia, da defasagem ou do intervalo

entre os dois periodos e ndo o tempo real ao qual a covariancia é computada [[82].

Exemplo 2.3.4. Se X; — X; 4 Xi+n — X5+, para quaisquer tempos 0 < s <t, h > 0, entdo

{Xt},50, € um processo estocdstico com incrementos estaciondrios [84].

Exemplo 2.3.5. {X;:7 >0} é um processo Gaussiano [52], se (X;,,...,X;,) tem uma

distribui¢do normal, para quaisquer tempos t1, ..., .

Exemplo 2.3.6. Suponha que X; assuma valores inteiros a tempo discretizado. Um PE
pode ser definido até o instante n, pela probabilidade conjunta P, (xg,x1,X2,...,x,) de X;
assumir, no instante r = 0, o valor xg, no instante ¢t = 1 o valor x;, no instante t = 2 o valor
X2, ..., € no instante t = n o valor x, [[1]. Se a probabilidade condicional de X; assumir
o valor x4 no instante t = n+ 1, dado que tenha assumido o valor xp no instante t = 0,
o valor x| no instante t = 1, ..., e o valor x,, no instante ¢ = n, for igual a probabilidade
condicional de X; assumir o valor x, | no instante t = n+ 1, dado que no instante t = n

tenha assumido o valor x,, entdo o processo estocastico € um processo de Markov [S3]].
Em outros termos, um processo Markoviano {X; : t =0,1,...} onde X; € S ¢é dis-
creto, é aquele que para xg, x1, ..., X,+1 em S, cumpre a seguinte propriedade [1]]
P(Xn—l—l = Xn+1 |X0 =Xx0,X1 =X1,..,Xpn = xn) = P(Xn—H = Xn+1 |Xn = xn)~ (2.5)

Isso indica que a informacao histdrica do processo até o tempo n — 1 € irrelevante quando

se conhece o estado do processo ao tempo n.

Existem processos estocdsticos que cumprem ao mesmo tempo vdrias dessas ca-

racteristicas de dependéncia estocdstica, como por exemplo, o movimento Browniano
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(MB), um fendmeno muito importante descrito mais adiante. Ele é um processo Gaus-
siano com incrementos estaciondrios e independentes. Além disso, pode-se verificar em

[52]] que 0 MB também cumpre a propriedade de Markov e € um Martingale.

Este ultimo processo estocdéstico citado acima, € bastante utilizado em estudos que
envolvem equacgdes estocdsticas, muito deles em econofisica e finangas [8, 154, 52, 78162,
715, 186]. Por isso, descreveremos a seguir sua definicdo, a relacdo de dependéncia entre

suas varidveis estocdasticas e sua implica¢do no mercado financeiro.
2.3.1 Martingale

O termo Martingale foi aparentemente usado pela primeira vez por Jean Ville
[8, 87]], que atribuiu 0 nome a uma estratégia de apostas [52]. A estratégia consiste ba-
sicamente em dobrar a aposta a cada derrota até que recupere as perdas logo na primeira
vitdria mais um lucro igual ao valor inicialmente apostado. Isso parece justo, mas teorica-
mente ndo €, ja que realisticamente o apostador dispde de uma quantia finita de dinheiro
e o nimero de apostas tende a crescer exponencialmente, podendo fazer os apostadores

perderem todo o dinheiro eventualmente.

Para definirmos Martingale, precisamos antes descrever dois conceitos que permi-

tem a inclusdo do parametro temporal dentro da teoria de processos estocdsticos [[73].

Definicdo 2.3.2. Seja (Q, F, P) um espago de probabilidade, uma filtracdo ou filtragem
sobre esse espaco ¢ uma familia ou sequéncia crescente {F; }, > 0 de sub-c-dlgebras de
F, de modo que, para todo i < t temos Fj, C F; [78]. O espaco (Q, F, P) que contém a

filtragdo {7}, € chamado espago filtrado.

Este conceito € muito importante quando se deseja fazer previsdes acerca de feno-
menos que evoluem com o tempo, uma vez que a filtragcdo contém as informacdes do
processo até o tempo ¢ [52]]. Através da defini¢ao de filtragdo, temos que as informagdes
dos processos estocdsticos associadas a cada instante, estdo inseridas na o-algebra as-
sociadas ao instante imediatamente posterior, resultando no ordenamento no tempo das
informacdes carregadas pelos processos. Isso mostra que a informagdo em um tempo es-

pecifico depende da informagdo do tempo imediatamente anterior, isto €, 0s processos sao
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dependentes entre si [73]].

Defini¢iio 2.3.3. Seja um espaco filtrado (R, F, J;, P) e X;,>¢ um processo estocdstico,
dizemos que o processo € adaptado a filtragdo se para todo ¢t > 0, X; € JF;-mensurdvel

[52, [78].

A defini¢do acima indica que se X é adaptado, entdo o valor X;(®) é conhecido no

instante ¢.

Definicao 2.3.4. Seja o processo estocdstico X; uma adaptacdo a filtragdo J; associada ao
espaco de probabilidade (Q, F, P) tal que E[X;]| < oo, para todo 7 (previsdes incondicionais

sdo finitas) [52], nesse caso para 0 < h <t¢, X; é chamado [, 75} 78} 152]

e Martingale, se E[X;|F}] = Xp;
e Supermartingale, se E[X;|F}] < Xj,;

e Submartingale, se E[X;|Fy] > Xj,.

Por essa definicdo, entende-se que processo estocdstico a tempo discreto é um
Martingale se o valor esperado futuro de uma varidvel aleatdria estocdstica X dado os
estados pelos quais o processo passou, € o ultimo valor esperado observado. Isso significa
que em média o processo permanece constante. Aqui, admite-se que todos os valores
esperados sdo assumidos em relacdo a medida de probabilidade P, assim, um Martingale

¢ definido em relagc@o a uma determinada medida de filtragem e probabilidade []].

Tecnicamente, existem outras propriedades contidas no estudo de Martingales, que
sdo muito relevantes no desenvolvimento do célculo estocdstico [52]. Aqui, descrevemos
o suficiente para uma compreensdo basica do que se trata e da relacdo de dependéncia
estocdstica deste tipo de processo. Embora apresentamos uma definicdo a tempo discreto,
o estudo de Martingales também pode ser estendido para tempo continuo, como pode ser

verificado em [[78]].

A esséncia de um Martingale € ser um processo estocdstico de desvio-zero (zero-
drift) [8]], um conceito fundamental nas teorias de risco neutro em financas. Por exemplo,

em um investimento livre de em taxas de juros e sem oportunidades de arbitragem, existe
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uma medida equivalente unica de Martingale sob a qual o preco de qualquer titulo que
ndo gera renda € igual ao seu preco futuro esperado [8, [86]. Em [52]] pode-se verificar

muitas aplicacdes de Martingales no mercado financeiro.

Em algumas abordagens a sequéncia {X;},., ¢ chamada de série temporal, um
processo estocdstico muito relevante descrito a seguir. Séries de tempo representam por
exemplo, as medi¢cdes didrias da temperatura de um paciente em um hospital, as medi¢cdes
semanais de um determinado contaminante em uma zona de um rio e os precos a cada hora

de um ativo financeiro [84].

2.3.2 Séries Temporais

De modo geral, séries temporais podem ser interpretadas como realizagdes de
processos estocdsticos, isto €, uma sequéncia de observagdes de uma variavel ao longo do
tempo [88, 189, 90]. Na realidade o que chamamos de série temporal € uma parte de uma

trajetdria, dentre muitas que poderiam ser observadas [40]].

Além do tempo e da ordem cronoldgica das observacgdes, outra caracteristica im-
portante de séries temporais € a frequéncia em que os dados sdo coletados. Em financas,
as frequéncias mais comuns sdo didrias, semanais, mensais, trimestrais e anuais. Os pre-
cos das acdes por exemplo, sdo registrados em intervalos didrios (excluindo sdbado e

domingo) [88]].

Quanto a classificagdo, séries temporais podem ser estaciondrias ou ndo. Em re-
sumo, como ja vimos em processo estocdsticos, ndo importa em que ponto forem mensu-
radas, se uma série temporal for estaciondria, a média, variancia e autocovariancias (em
diferentes defasagens) ndo variam no tempo. A série tenderd a retornar para a sua média,
0 que na literatura sobre séries temporais chamam de reversdao da média, ou série conver-
gente, e de modo geral, as flutuacdes em torno dessa média, medida por sua variancia,

terdo uma amplitude constante [82].

Em outros termos, uma série temporal estaciondria ndo se desviard muito de seu
valor esperado em virtude da variancia finita, o que ndo ocorre em uma série temporal

ndo estaciondria ou divergente, uma vez que a média e ou a varidncia variam com 0O
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tempo. A distribui¢do normal € exemplo de série temporal estaciondria, ja que € definida
pela constincia dos dois primeiros momentos. Um exemplo de ndo estacionaridade € o

passeio aleatorio, um processo estocdstico que veremos um pouco adiante.

Contudo, uma série de tempo pode ser estaciondria em periodos muito curtos, € em
periodos muito longos pode sofrer variacdes das medidas de dispersdo central, tornando-
se nao estaciondria. Também h4 possibilidade de transformar uma série ndo estaciondria
em estaciondria. A maneira mais comum consiste em tomar as diferengas sucessivas da
série original, até obter a série estaciondria. Em condi¢des normais, € suficiente tomar
até duas diferencas. Em relacdo as séries financeiras talvez seja necessdrio aplicar antes a

série original, alguma transformagdo ndo linear, como a logaritmica [40].

Uma série temporal pode ser decomposta basicamente em trés componentes, ten-
déncia, sazonalidade e uma componente aleatéria [40]. H4 modelos que também incluem

os ciclos na decomposi¢do de séries de tempo [91]].

A tendéncia pode ser deterministica ou estocdstica, captando elementos de longo
prazo relacionados com a série temporal mostrando mudancas graduais na série causadas

por diversos fatores que afetam a varidvel observada a longo prazo.

Os ciclos se repetem com periodicidade geralmente com duragdo superior a um
ano, captando as flutuacdes nos valores da varidvel a longo prazo. As variagdes ciclicas
sdo caracterizadas por longas ondas, suaves e repetitivas, em torno de uma linha de ten-
déncia. Em séries financeiras o interesse pelos ciclos geralmente visa determinar periodos

préosperos ou de recessao.

Diferentemente dos ciclos, a sazonalidade ou variagdes sazonais mostra as osci-
lagdes da varidvel, geralmente com durabilidade inferior a um ano, mas que se repetem

todos os anos, captando padrdes regulares da série temporal.

A componente aleatéria ou variagdes irregulares (residuo ou ruido), captam as
flutuacdes de curto periodo com movimentos ascendentes e descendentes imprevisiveis,
resultado de eventos aleatdrios inesperados como por exemplo, oscilacdes climadticas e
desastres naturais. Em outras palavras, esta componente residual também chamada de

componente de erro, € responsdvel pelo comportamento aleatério da série captando os
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efeitos que nao foram detectados pelas outras trés componentes descritas anteriormente.

Geralmente utilizam-se séries temporais para investigar os mecanismos que as ge-
raram, fazer previsdes a curto e longo prazo de seus valores futuros, descrever apenas
o comportamento da série a partir de gréaficos para verificar a existéncia de ciclos, ten-
déncias, sazonalidades, e detectar periodicidades relevantes nos dados através da andlise

espectral, por exemplo [40].

Porém, é importante salientar que uma série temporal nem sempre ird apresen-
tar todas estas componentes, podendo as vezes apresentar sé uma delas, como apenas
a componente aleatéria por exemplo, em que a série ndo apresenta tendéncias, flutua-
¢oes periddicas ou sazonais. Mesmo assim, sejam quaisquer combinagdes possiveis das
componentes, a decomposi¢do da série temporal possibilita obter informacdes, padrdes,

indices e equacdes para realizar previsdes futuras relacionadas a série.

Tendéncia e sazonalidade por exemplo, sdo caracteristicas de séries financeiras,
além de pontos atipicos e nao linearidade (devido aos choques, como queda de indices de
bolsas de valores, por exemplo). As séries de retornos, porém, apresentam caracteristicas
mais peculiares, os chamados fatos estilizados que incluem agrupamentos de volatilidade
ao longo do tempo, distribuicdo com caudas mais pesadas que uma distribui¢cdo normal e
embora seja aproximadamente simétrica, a distribuicdo de retornos, em geral, € leptocur-

tica [40]].

Neste trabalho, a série temporal de retornos € nosso objeto de estudo, dessa forma,
voltaremos a falar da distribuicdo de retornos na descricdo da metodologia. Contudo,
precisamos citar uma caracteristica da distribui¢do de retornos comum a muitas séries

temporais que € a volatilidade.

Conforme consta em [89]], a volatilidade das séries temporais € mais comum em
problemas de previsdo em pequenas escalas, visto que a série pode sofrer interferéncias
significativas da frequéncia das observagdes, alterando dessa forma, os resultados da ana-
lise. Além disso, a volatilidade refere-se a modelos de séries temporais com grandes erros
padrdo. Em séries econdmicas e financeiras, por exemplo, a volatilidade das mudancas
no prec¢o dos ativos € uma medida quantifica as flutuagdes do mercado. Ela interessa prin-

cipalmente os investidores, pois quantifica o risco [92] e € o principal insumo de muitos
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modelos de precificacdo de op¢des, incluindo o modelo classico de Black e Scholes [9].

Assim, sem uma estimativa eficiente da volatilidade, seria dificil para os inves-
tidores e negociantes identificar situacdes em que as opg¢des parecem estar com preco
insuficiente [31]. Duas propriedades estatisticas basicas podem ajudar a estimar a vola-
tilidade, a distribuicdo acumulada de probabilidade e fun¢do de autocorrelacdo, que se

relacionam com uma lei de poténcia.

Estudos recentes [17, 93] mostram que a amplitude das mudancas de preco (ou
retorno) apresentam correlagdes da lei de poténcia com persisténcia de longo alcance até

varios meses, e esta pode ser modelada através da volatilidade. [31]].

A persisténcia de longo alcance em séries temporais desempenha uma funcao sig-
nificativa em diversos campos, com implicacdes nas variacdes de baixa frequéncia e ten-
déncias. Determina o comportamento e a previsibilidade dos sistemas, como clima, hi-
drologia, financas, redes e sequenciamento de DNA. Assim, testar se um processo exibe
essa persisténcia é importante, pois isso afeta a precisdo e a confianga com as quais se
pode prever eventos futuros com base em uma pequena quantidade de dados histéricos

[45]].

Dependéncia de longo alcance, forte dependéncia, dependéncia global ou processo
de memdria longa, sdo outras formas de se referir a persisténcia de longo alcance [31].
Se séries temporais possuem este tipo de persisténcia, entdo existe uma dependéncia nao

negligencidvel entre observagdes separadas por um longo intervalo de tempo [40].

Usaremos o termo memoria longa (ML) e faremos a seguir, uma breve aborda-
gem sobre a sua historia, principalmente no ambito de trabalhos sobre séries financeiras,

incluindo alguns métodos utilizados para quantificar as correlagdes da lei de poténcia.

2.3.3 Um Breve Histérico da Memoéria Longa

Poucos artigos sobre memoria longa cobrem a histéria em muitos detalhes. A
maioria introduz o conceito com referéncia passageira ao seu significado histérico. Até

livros sobre dependéncia de longo alcance apresentam apenas uma breve historia [43]].

A presenca de memoria longa pode ser definida a partir de uma abordagem em-
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pirica orientada a dados em termos da persisténcia das autocorrelagdes observadas [34].
Em um processo de ML a fungdo de autocorrelagdo p(k) com defasagem k, decresce

suavemente para zero [40], isto é,
pk)=Ck"", koo,

onde C>0ed € (0,0.5).

Se uma série temporal estocdstica possui autocorrelacao p(k), formalmente dize-

mos que ela possui dependéncia de longo alcance se

n

lim ) [p(k)],

k—roo ke —n
€ nao-finita [40].

O fendmeno de memdria longa foi notado inicialmente pelo hidrologista Harold
Edwin Hurst [35, 36, 37]], que inspirou os trabalhos de Benoit Mandelbrot e James Wallis
[39] e Angus McLeod e Keith Hipel [46] também relacionados com problemas na drea de

hidrologia.

Os estudos pioneiros de Hurst com evidéncia de ML incluem fluxos de maré e
entradas nos reservatorios, originalmente documentado por ele [36]. Seus artigos [36, 37]]
analisam 690 séries temporais geofisicas e foram parcialmente motivados pelo desejo de

entender a persisténcia dos dados de fluxo e o projeto de reservatérios [34].

Hurst passou um longo tempo no Egito trabalhando no departamento de Fisica.
Uma de suas responsabilidades consistiu em estudar as propriedades hidroldgicas e ela-

borar junto ao seu departamento, um método de controle de dgua da bacia do Nilo [45].

Ao trabalhar na constru¢ao de um reservatério ideal, que nunca transbordasse ou
esvaziasse, Hurst supds que uma parte do sistema deveria ser aleatdria, no caso a influén-
cia das chuvas. Testando essa hipdtese, criou um método estatistico detalhado por ele
mesmo em seus artigos [35) 36], usando-o para analisar uma estatistica especifica dos

fluxos cumulativos de rios ao longo do tempo [38].

O método inventado por Hurst tem grande aplicabilidade na andlise de séries tem-

porais, principalmente as relacionadas aos fendmenos naturais, com o propdsito de testar
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a existéncia de uma dependéncia de longo alcance [40]. Podendo ainda classifica-las,

diferenciando a série temporal aleatéria de uma nao aleatéria.

Este método recebe diferentes nomes na literatura, estatistica R/S, andlise R/S,
amplitude ajustada reescalada e estatistica de faixa ajustada reescalonada, todos origi-
nados do termo ‘rescaled range’ [40]. Faremos uma descri¢do da anélise R/S no capitulo
destinado a metodologia, por enquanto, atentaremos apenas a uma breve explicacao das

observagoes e andlises de Hurst e os resultados obtidos por ele.

Basicamente o que fez Hurst foi tomar o fluxo cumulativo de rios ao longo do
tempo designados por “adjusted range” R (faixa ajustada, ou intervalo ajustado) [35]. Em
seguida o normalizou pelo desvio padrao S da amostra que ele considerou, criando a razao
sem dimensao %, obtendo a chamada andlise R/S. Em seus artigos [36, 37], Hurst usa
a razao §. A Fig. mostra uma representacdo do esquema de reservatorio baseado na

ideia de Hurst, mais detalhes podem ser vistos em [44].

Conforme consta em [435]], as séries temporais examinada por Hurst cobriram 75
fendmenos geofisicos diferentes, abrangendo quantidades variadas como niveis de rios,
precipitacdo, temperatura, pressdo atmosférica, anéis de drvores, espessura de sedimentos
de lama e manchas solares. Ao estudar o regime das inundagdes do rio Nilo e examinar re-
gistros e observacgoes do nivel das cheias anuais, ele notou um comportamento persistente
na tendéncia das cheias, isto é, um ano de grande elevacdo no nivel do rio ser seguido
por outro ano de grande inundac@o e um ano de seca ser seguido por outro ano de seca.
Caso fosse observado que ano de muita inundacdo fosse seguido por um ano de seca, tal

comportamento seria classificado como anti-persistente [94].
Para cada série analisada por Hurst, a estimativa R/S pode ser comparada empiri-
camente com uma lei de poténcia tal que

— = kn", (2.6)

onde n € o nimero de pontos ou intervalo de observagdes da série temporal, k € uma
constante e o expoente da lei de poténcia H é o chamado o expoente de Hurst, que fornece

informacdes concretas sobre correlacio e persisténcia das séries [38]].
Ao linearizar a equacao acima, o expoente de Hurst corresponderd a inclinagdo da
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Figura 2.3: Exemplo de um esquema de reservatdrio obtido de [44]. Nesse esquema,
(1) é o fluxo aleatério de dgua que o lago (nas observagdes de Hurst foram registradas
medidas anuais de descargas do lago Albert) recebe ao longo do ano ¢. (§), representa o
valor médio de descargas do reservatorio em um periodo de T anos, que deve ser liberado
para que em condi¢des ideais, mantenha uma quantidade armazenada de dgua. X(z,7)
corresponde as descargas acumuladas, onde os niveis maximo e minimo da quantidade de
agua contida no reservatorio sao X,y € Xmin, respectivamente. Finalmente, R (range) €
a diferenca entre os dois niveis. Em outros termos, R € a capacidade de armazenamento
necessdria para que o reservatorio nunca fique vazio ou transborde, mantendo assim, a

descarga média no periodo.

reta no gréfico log-log de R/S. E a relac@o entre correlagdo e H é dada por
c=22H"1_1 (2.7)

onde ¢ é tomada como medida da correlacao [93].

O expoente H varia entre 0 e 1 e conforme pesquisamos em [38]], se ¢ > 0, entdo
0.5 < H < 1, a série temporal apresenta um comportamento de persisténcia, isto €, pe-
riodos de crescimento tendem a ser seguidos por periodos de crescimento com o passar
do tempo e o mesmo deverd ocorrer para decaimentos. Por outro lado, se ¢ < 0, im-

plica 0 < H < 0.5, caracterizando um comportamento antipersistente, em outras palavras,

32



decaimentos tenderdo a ser seguidos por aumentos ou vice-versa.

Esses dois casos indicam que o sistema apresenta uma dependéncia de longo al-
cance com componentes aleatérios, em que, eventos passados t€m efeitos sobre os eventos
futuros. Sistemas com essa dindmica sdo governados por um processo chamado movi-
mento Browniano fraciondrio (MBF) [39,96]. O caso em que ¢ =0 e H = 0.5, indica
que ndo ha correlacdo, tratando-se de um movimento Browniano padrao ou passeio ale-
atorio, os quais serdo definidos na préxima se¢do. Na Fig. 2.4 é mostrado um exemplo

de séries temporais para esses trés casos. Voltando as andlises de Hurst, era esperado que

H=0,1
o
L

H=0,9
o 8

T
600 802 604 806 808 610

Figura 2.4: Exemplo retirado de [38]], onde a série temporal do meio € ndo correlaci-
onada, correspondendo ao movimento Browniano, enquanto as outras duas apresentam

correlacdes ao longo prazo e correspondem ao movimento Browniano fraciondrio.

a extensao das flutuacdes nos reservatérios variasse dependendo do comprimento do in-
tervalo de tempo usado. Se as séries temporais seguissem o movimento Browniano [35]],
a extensdo aumentaria com a raiz quadrada do parimetro tempo, isto é, /T [38]. Entre-
tanto, para a maioria das séries observadas, Hurst encontrou valores maiores que 0.5 para
H. Com isso, ele mostrou que as evidéncias empiricas contrariavam fundamentalmente os
modelos hidrolégicos contemporaneos. Essa discrepancia entre a teoria e a pratica ficou

conhecida como o fenomeno Hurst [435]].
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Os resultados de Hurst foram provados e expandidos [43], promovendo uma evo-
lucdo do debate na comunidade cientifica sobre as suas descobertas, para o debate sobre
existéncia de memoria longa [96], que inicialmente interessava a comunidade hidrol6-
gica, passando a ser de interesse também de outras areas da ci€éncia, como Matematica e

Geofisica.

Mandrebrolt foi um dos percursores desse debate, publicando artigos sobre ML
em diferentes campos, incluindo os trés citados no pardgrafo anterior. Durante a década
de 1960, ele trabalhou na teoria dos processos estocdsticos exibindo caudas pesadas e

memoria longa, sendo o primeiro a diferenciar esses efeitos [43]].

Embora o fascinio de Mandrebrolt fosse pela geometria fractal, ele trabalhou in-
tensamente com o problema de modelar quantidades financeiras, sendo um dos primeiros
a considerar a existéncia de comportamento de memoria longa no retorno de ativos [47]].
Até entdo o ponto central deste assunto era a hipdtese de “passeio aleatdério” [45], que
previa modelos de distribuicdo Gaussiana para explicar a eficiéncia de mercados. Man-
delbrot propds abandonar esta hipétese, assumindo que a distribui¢cao dos precos possuia

caudas mais pesadas que a normal [23]].

Outra contribuicao de Mandelbrot que ajudou a dar credibilidade ao crescente
estudo de distribui¢cdes de cauda pesada, processos estocdsticos € memoria longa, foi
introduzir dois modelos paradigmaéticos nesses campos [96], o movimento Browniano
fracionario (MBF) auto-semelhante e seus incrementos € o modelo de ruido Gaussiano
fraciondrio (RGF) com dependéncia de longo alcance. Além disso, demonstrou que estes

modelos poderiam fornecer uma explicacdo para o fendmeno Hurst [43]].

Outros modelos incorporando ML foram surgindo apds a introdug@o principal-
mente do RGF, entre eles o modelo auto-regressivo fracionariamente integrado de médias
moveis (ARFIMA). Interessados em saber mais sobre esses e outros modelos relaciona-

dos, podem consultar [34, 45].

Outra técnica muito empregada atualmente para abordagens nesse sentido é o
método de andlise de flutuacdes destendenciadas - DFA (Detrended Fluctuation Analy-
sis) [47], baseado na ideia de que uma série temporal correlacionada pode ser mapeada

para um processo auto semelhante por integracdo [42, 149]. Portanto, medindo o recurso
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auto-semelhante pode obter informagdes sobre as propriedades de correlagdo de séries de

tempo [31].

O DFA tem sido utilizado em Fisica Estatistica na deteccao de correlagdes de
longo alcance em ruidos de séries temporais econdmicas, como pode ser verificado em
[3, 29]. Também tem sido aplicado com sucesso a biologia, para detectar ML em séries
temporais de batimentos cardiacos altamente complexos [49] e outros sinais fisiol6gicos

[50], por exemplo.

Pelo DFA, um expoente similar ao expoente de Hurst é obtido. Porém o uso
do DFA ¢é mais vantajoso, pois ele também pode ser aplicado as séries temporais nao

estacionarias [31]].

O método DFA calcula a fun¢do de flutuagdo da série temporal dividida em jane-
las, blocos ou intervalos de determinado niimero de pontos ou observacdes, apds remover
uma tendéncia linear em cada intervalo [3]. A estimativa do expoente de Hurst através do
DFA ¢ realizada seguindo alguns passos e assim como para a anélise R/S, esses passos es-
tao detalhados na metodologia desta pesquisa. Antes disso, como séries temporais podem
ser resultados ou observagdes de processos estocdsticos, enunciaremos a seguir algumas

ferramentas fundamentais para tratarmos matematicamente estes processos.

2.4 Introducao ao Calculo Estocastico

Processos estocdsticos t€ém uma extensa variedade de aplicagdes em, por exemplo,
Matematica, Fisica, Engenharia, Ecologia e Economia. Na verdade, ¢ dificil conceber

uma disciplina quantitativa na qual eles nao se caracterizem [97]].

A teoria dos processos estocdsticos foi um dos mais importantes desenvolvimentos
matematicos do século XX. Intuitivamente, visa modelar a interacdo do acaso com o
tempo [97]]. Modelos matemadticos de tais processos podem ser desenvolvidos a partir de

equagoes diferenciais estocdsticas.

Para solucionarmos essas equacdes, devemos usar métodos diferentes daqueles
usados no cdlculo de equagdes diferenciais comuns, uma vez que, em relacdo a dife-

renciacio e integracdo, os termos estocdsticos impdem regras que diferem do cdlculo
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infinitesimal usual.

Por isso, na secdo seguinte, além de introduzirmos aspectos bdsicos da dinamica
estocdstica, muito importantes em estudos de diversos sistemas dindmicos, apresenta-
remos as ferramentas necessdrias para resolvermos a EDE proposta como modelo para

dindmica de precos de mercado financeiro.

2.4.1 Movimento Browniano

Ao observar e descrever o tipo de movimento irregular aleatério de particulas do
grao de pdlen suspenso em dgua em 1827, o botanico Robert Brown [98] contribuiu com

a pedra angular para o desenvolvimento do célculo estocdstico.

Nessa época, a comunidade cientifica acreditava que se tratavam de seres vivos as
particulas dentro do polen observado por R. Brown, o que explicaria 0 movimento [99].
Entretanto, o botanico mostrou que tal movimento ndo poderia ser atribuido a sistemas
vivos, mas sim a particulas inanimadas sofrendo choques com as particulas da substancia
em que estas estdo imersas [98]. Devido as suas observagdes pioneiras, o fendmeno fisico
do deslocamento aleatdrio de particulas microscépicas imersas em fluido, é chamado de
movimento Browniano (MB), (ver Fig.[2.5) [97]. Alguns cientistas se dedicaram a tentar
melhorar o modelo de Brown e formalizar o MB, investigando experimentalmente a de-
pendéncia de alguns parametros fisicos, tais como, didmetro e a densidade das particulas

suspensas, a viscosidade e temperatura do fluido e a velocidade do movimento [99].

Em 1905, Albert Einstein usou o resultado de Brown como base de sua tese de
doutorado [[100]. Além de verificar que o movimento individual das particulas se deve
de fato aos impactos das moléculas do liquido, Einstein observou que entre os instan-
tes de observacao havia uma variacdo sem parar de velocidade. Em um de seus trabalhos
produzidos [101], propés um modelo de deslocamento de rede entre dois tempos de obser-
vacao, relacionando modelo fisico do MB com um coeficiente de interesse, o coeficiente

de difusdo térmica, permitindo a sua estimacao [102].

Cinco anos antes, o francés Loius Bachelier [26, [38]], empregou o modelo fisico

do MB para modelar o mercado de opcoes e acdes. Em sua tese de doutorado, Teoria da
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Movimento Browniano
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Fosicéo
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tempo

Figura 2.5: Exemplo de trajetéria de um movimento Browniano considerando um inter-

valo de tempo [0, 1], dividido em N (aqui N=20) subintervalos de longitude dt=1/N.

Especulacdo, ele deduziu a equagdo diferencial parcial (EDP) que satisfaz a densidade
de transicao dos pregos, ou seja, propds modelar os precos das opg¢des como processo de
Markov e demonstrou que era também um processo Gaussiano. Além disso, obteve a lei
do maximo de um MB, isto €, a probabilidade de que este supere um determinado limiar.

Finalmente, usou este resultado para determinar o preco de a¢des [8]].

Embora L. Bachelier e Einstein tenham sido os primeiros a abordar quantitativa-
mente o estudo do movimento molecular de particulas imersas, foi 0 matematico nor-
teamaericano Norbert Wiener, motivado pelo fendmeno fisico do MB, quem estudou e

formalizou o modelo matemaético para descrever rigorosamente tal fendmeno [[103} [104]].

Existem diferentes maneiras de formalizar matematicamente o MB, a que apre-

sentaremos a seguir o define como processo estocdstico em uma componente.

Definiciio 2.4.1. Um movimento Browniano unidimensional de pardmetro ¢ é um pro-
cesso estocdstico B; : t > 0 com valores reais, onde B; € a posi¢do de uma particula no

momento ¢ que cumpre as seguintes condi¢des 84, 154]]:
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e By =0 (embora possa ser definido a partir de By = a).

e Tem incrementos independentes estaciondrios. Ou seja, B;, — By, ..., B;

sdo varidveis aleatdrias independentes paran > le 0 <t < --- <t,.

e As trajetdrias sdo continuas.

2.4.2 Movimento Browniano e a Caminhada Aleatoria

Em outras abordagens o movimento Browniano é considerado como limite de uma
caminhada aleatéria [53]]. Para melhor compreensdo disso, veja a se¢do 5.1 do capitulo

20 em [184]].

Uma caminhada aleatéria ou passeio aleatorio (tradugcdo de Random Walk [103])
como o préprio termo sugere, descreve uma caminhada com passos aleatdrios sucessivos,
caracterizando um processo ndo estaciondrio, apesar das suas primeiras diferencas ou

série integrada serem estaciondrias.

Estes termos sdo muitas vezes comparados, por exemplo, com a caminhada de um
bébado que se move em uma dire¢do numa distancia aleatéria x; no tempo ¢, e, continu-
ando a caminhar indefinidamente, eventualmente se desviard cada vez mais do ponto de
saida [[82]]. Outra forma € considerar o movimento linear de uma particula. Comecando
pela origem, a cada intervalo de tempo a particula se move para esquerda ou direita com

probabilidade p ou 1 — p respectivamente [[1].

Na teoria econOmica e financeira, alguns analistas usam técnicas de passeio ale-
atério para modelar o comportamento dos precos dos ativos, em particular os precos de
ativos, as taxas de cambio e os precos das commodities [63]. Assim, nessa abordagem, os

precos dos instrumentos financeiros sao considerados ndo estaciondrios [82].

Essa pratica tem sua base na presuncao de que os investidores agem racionalmente
e sem Vviés, e que a qualquer momento eles estimam o valor de um ativo com base em
expectativas futuras. Sob essas condi¢des, todas as informacdes existentes afetam o prego,
que s6 muda quando novas informagdes sao divulgadas. Por defini¢do, novas informagdes

aparecem eventualmente e influenciam o preco do ativo aleatoriamente [63]].
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Uma caracteristica importante de um modelo de caminhada aleatoria € a persistén-
cia de choques aleatdrios, tal que, os efeitos desses choques ndo desaparecem. Por isso,
dizem que o passeio aleatério tem memoria infinita, pois lembra-se para sempre desses
choques [82]. Entretanto, processos caracterizados por passeios aleatérios sdo indepen-

dentemente distribuidos, ou seja, sdo ndo correlacionados.

Como nesta pesquisa um dos interesses € investigar se processo estocastico des-
crito pelo modelo apresenta correlagdes de longo alcance, usaremos a definicdo matema-

tica do movimento Browniano como processo de Wiener com base nas suas propriedades.
2.4.3 Processo de Wiener e o Ruido Branco

Em 1923, Wiener demonstrou a existéncia de um processo estocastico que cumpre
as caracteristicas do MB [103]. Por este motivo, o0 modelo matematico do movimento

Browniano € conhecido também como processo de Wiener W (7).

Além disso, Wierner também constatou que se Wy = u e se para todo ¢, W; ~
N(u,0?t), nessas condicdes o MB é um processo Gaussiano com média centrado em g
e varidncia o2¢. Particularmente, se 4 = 0 e 6% =t — 1 para to < t, W(t) é chamado

movimento Browniano padrao (MBP).

Partindo dessa definicdo, deduzimos as seguintes proposicdes bdsicas para um

processo MB padrao unidimensional.

Propriedade 2.4.1. E[W,] =0e 6?(W,) = E[W?] =1.

Como a variincia aumenta com o tempo, a trajetéria desse processo se afasta do

eixo horizontal quando t aumenta [106]].

Propriedade 2.4.2. E[W, —W;| =t—s5,0<s<t.

Essas duas primeiras proposicoes seguem diretamente da defini¢do.

Propriedade 2.4.3. Pela lei dos grandes niimeros pode-se provar que % — 0 quando

t — oo [[106].
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A lei dos grandes numeros diz que [1]]
1
NZ{NXZ- — E[X;], N — oo, (2.8)
1=

em que N é uma sequéncia de varidveis aleatorias X1, Xo, ..., Xy, com mesma distribui¢do
de probabilidades, isto €, independentes e identicamente distribuidas. A tnica condi¢do

para a validade desse enunciado é que a média exista [/1].

Propriedade 2.4.4. A funcdo de autocorrelacdo de W; é dada por
Cov(Ws,W;) = s At,

ou seja, a covariancia do MB padrdo é o minimo entre s e t.

Demonstragcdo. Suponhamos que s < ¢, entdo o minimo entre s e ¢t € s. Por definicdo,
Cov(Wy, W) = E[W;W,] — E[W,|E[W].
Como o valor esperado de W; € zero, entdo,
Cov(Ws, W) = E[W,W;] = E[Wy(W; — W,)] + E[W].
Pela propriedade de incrementos independentes segue que,
Cov(Ws,W;) = E[W,]E[W, — W,] + E[W?] = E[W?].

Portanto,
Cov(Wy,W,) =s=s At
O

Propriedade 2.4.5. A trajetoria de W;, mesmo que seja continua, varia de maneira muito

irregular, o que a torna ndo diferencidvel.

Heuristicamente, esse resultado vem da largura da distribui¢do para o incremento
de Wiener, AW; = W, A, — W, ser proporcional a v/At. Este resultado é frequentemente

chamado de propriedade oscilante de Levy [106].

Além disso, essa propriedade confere a W (¢) caracteristicas muito importantes,
como por exemplo, ser definido pelos matemaéticos por suas propriedades e ndo como in-

tegral de um componente estocdstico comumente chamado ruido branco, definido a seguir.

40



Uma vez que W () nao tem derivada, a definicdo dada como integral de tal componente é

considerada pelo seu rigor fisico no contexto dos processos estocdsticos. [83l].

Um processo de ruido branco € definido como aquele que gera dados que parecem
ser independente e identicamente distribuidos [90]. A designacdo “branco” tem origem
no fato de que nenhuma frequéncia ou padrdo especifico domina uma andlise espectral
das observacdes, semelhante a luz branca, ou o ruido da estatica emitida por um radio

AM que ndo estd sintonizado em uma estacao [[107].

Um processo puramente aleatério com média zero, varidncia constante o e seri-

almente ndo correlacionado, é outra forma de definir o ruido branco [82] (ver Fig. [2.6).

O ruido branco € um dos principais processos estocdsticos encontrados na natu-
reza, na verdade, na natureza ndo existe ruido rigorosamente branco, pois todo PE tem
um tempo de correlagdo finito e o tempo de correlagdao do ruido branco € zero [83]. Entre-
tanto, ha circunstancias em que o tempo de correlacdo de um determinado PE € tdo curto
que tratd-lo como ruido branco é uma boa aproximacao, de acordo com a escala de tempo

de interesse.

A relacdo entre processo de Wiener e ruido branco € dada por [83]]

W (1) = /0 "e(yar' 2.9)

A equacdo acima nos permite uma defini¢do para o processo de Wiener além da que
enunciamos a partir de suas propriedades e caracterizar melhor o ruido branco &, como
uma sequéncia de varidveis aleatorias ndo correlacionadas identicamente distribuidas com

média zero e variancia finita parat =1, ..., T.

Partindo dessa definicdo, € de se esperar que a derivada do processo de Wiener
fosse o ruido branco, porém, & néo é um processo matematicamente bem definido. Pela
proposicdo[2.4.5] o desvio padrdo do incremento de Wiener pode ser escrito como oW, =
\/E, além disso, a derivada de W; ndo é &, pois derivando o processo de Wiener na forma
usual terfamos

dw, . AW,(Ar) VAt

V=—=1 ~ 0o, 2.1
Wi dt Arlino At At — (2.10)

Esta constatagdo parece contradizer a Eq. [2.9] entretanto, como ressaltamos anterior-

mente, mesmo sem rigor matematico, a definicdo dada por esta equagcdo ¢ comumente
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usada devido a sua importéncia fisica.

Dessa forma, conforme consta em [83]], o que se entende pela Eq. é que W,
representa o processo estocdstico cujas realizagdes sao derivadas das realizacdes do PE

W;, e este portanto, ndo € uma funcao, no sentido usual.

Como citado, o desvio padrio em curto intervalo de tempo do processo de Wiener
normalmente distribuido é AX = \/Ar. Da alteracdo no valor de X durante um periodo de
tempo relativamente longo 7, resulta em um desvio padrdo igual a /T, uma vez que essa
alteracdo, denotada por X(7') — X (0), pode ser considerada como a soma das mudancas

de X em N pequenos intervalos de tempo de tamanho Ar onde N = Alt [1OO].

Quanto ao ruido branco, embora E[&] = 0 (que segue diretamente da defini¢do do
PE W;), a distribui¢do de probabilidade de & néo é necessariamente normal, mas se for,
o processo € dito ser ruido branco Gaussiano [107], conforme apresentado na Fig. [2.6]
Como veremos a seguir, a generalizagao do processo de Wiener em termo de ruido pode

ser obtida através de equacdes diferenciais estocdsticas.
2.4.4 Equacoes Diferencias Estocasticas

Em geral, o objetivo das EDEs € fornecer um modelo para sistemas perturbados
por um ruido aleatério [78]. Geralmente, para modelar a evolugao de um sistema fisico,

usa-se uma equacao diferencial ordindria da forma
dy = fdt. (2.11)

Se houver perturbagdes aleatorias no sistema adicionando um ruido tipicamente da forma
ddW, a equacdo anterior deixa de ser deterministica e passa a ser uma equacao diferencial

estocdstica da seguinte forma

dy = fdt +®dW, (2.12)

tal que, dW denota um MB [108]] ou um incremento de Wiener.

O uso do movimento Browniano € justificado por sua propriedade de independén-
cia de incrementos, correspondente ao fato de que as perturbagdes aleatdrias que afetam

intervalos de tempo disjuntos sdo consideradas independentes [78]. O termo fdt implica
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Ruido Branco
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Figura 2.6: Ruido branco, com média 0, variancia 1 e tempo variando de 0 a 300.

que a taxa de desvio médio de y € f por unidade de tempo. Isso indica que, em um periodo

de tempo T, a varidvel y aumenta em uma quantidade f7 [62].

O termo ®dW pode ser considerado como adi¢do de ruido [[78] ou variabilidade ao
caminho seguido pela varidvel y. A quantidade desse ruido ou variabilidade é ® vezes um
processo de Wiener e normalmente, o processo de Wiener possui uma taxa de variacao
por tempo unitério de 1,0, disso resulta que ®dW tem uma taxa de variagdo por unidade

de tempo equivalente 3 ®? [62].

Generalizando a Eq.[2.12] permitindo que f e ® dependam tanto de y como paré-

metro de tempo ¢, podemos reescrevé-la como uma EDE da forma

dyr = f(ye,t)dt +P(ys, 1) dW;. (2.13)
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Ou na forma integral,
t t
Yt =0 —l—/o f(ys,s)ds+/0 D(yy, s)dW;. (2.14)

As EDEs podem ser lineares ou nio lineares e ambas sdo utilizadas na modelagem
de sistemas econdmicos e financeiros. Geralmente a primeiro fator do lado direito de uma
EDE da forma da Eq. [2.11] estd associado ao valor esperado e o segundo associado a

variancia [40].

Exemplos de modelos de EDEs sdo dados em [52} 154} 78, 108} 162]] incluindo uma
EDE muito considerada, usada no famoso modelo de Black-Scholes [9] para a dindmica
de precos de opgdes com base na Eq. [2.13) que para @ > 0 e f € R, corresponde ao

chamado movimento Browniano geométrico (MBG) [[/8]] com parametros ® e f.

A Eq. [2.13] representa por exemplo, a equacdo de Langevin [1} 58, 83]]. Ela des-
creve 0 movimento aleatério (randomico ou Browniano) de uma particula de massa m,
sujeito a uma forga dissipativa e outra aleatoria, devido as colisdes da particula com as
moléculas do meio. Essa forca aleatéria é representada pelo ruido branco & (¢) com in-
tensidade o. Admitindo uma for¢a F derivada da equacdo de potencial de pogo duplo a

equagdo de movimento da particula € dado por

mX =F —yw+aé (1), (2.15)

em que X = % ev= fl—;‘ ¢ a velocidade e x a posi¢do da particula. Dividindo ambos os

lados da equagdo acima por m, a equacdo de Langevin adquire a forma

m m m

(2.16)

Para incluir situacdes mais gerais em que a intensidade do ruido e das outras forcas de-
pendam de X (¢) e t e fazendo mudangas de varidveis, escrevemos a equagio estocdstica
na forma

X(t)=G(X(t),t)+H(X(t),t)&(2). (2.17)

E
m

Em que G =+~ — % e H= %. Em equagdes desse tipo, &(7) é considerado um ruido

aditivo se H for constante, ou ruido multiplicativo se H depende de X [83]].

Integrando a Eq. de t at + At considerando o ruido multiplicativo, tem-se

t+At t+At t+At
[ dx (1) = / GX(1"),')di’ + [ HX(), 0 )EW)) dr' (2.18)
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Tomando o limite infinitesimal Az — dt, conforme consta em [83]], é possivel substituir
G(X(t"),t") por G(X(t),t) =G <w>, uma vez que o erro que se comete nessa
substituicao € desprezivel, podendo ser desconsiderados os termos de ordem maior que
dt'. O mesmo ndo pode ser aplicado na segunda parte da integral, pois o erro cometido
na substitui¢io por H(X(¢),)dW (¢) pode ser maior que Odt, ji que dW ~ \/dt e dessa

forma dX também poderia conter o termo O+/dft.

Determinar a solu¢do de uma EDE implica em resolver sua respectiva integral
estocdstica. Assim, devido a contestacdo no pardgrafo anterior, integrais com ruido mul-
tiplicativo s6 podem ser tratadas por meio do cdlculo estocdstico, como o desenvolvido

pelo matemaético Kiyoshi Itd, por exemplo.

Itd definiu integral estocdstica pela primeira vez em 1949 e por isso ela ficou co-
nhecida como integral estocdstica de Ito [108] (IEI). As teorias provenientes do cdlculo
de Itd sdo fundamentais para o estudo das EDEs e s@o muito aplicadas em teorias finan-
ceiras. Dessa forma, escolhemos este cdlculo para melhor entender o conceito de integral

estocastica.

E importante ressaltar que nio serd feita aqui, uma abordagem detalhada do cdl-
culo de It6. Uma abordagem completa desse assunto € feita em [52, 54, [108] e envolve
propriedades de Martingale que ndo foram minunciosamente descritas neste trabalho. Na
sequéncia, apresentaremos apenas alguns conceitos necessdrios para um bom entendi-
mento, citando as referéncias onde podem ser verificadas as demonstra¢des, mais exten-

sas.
2.4.5 Calculo de Ito

As propriedades e conceitos que serdo abordados aqui para uma boa compreen-
s@o do célculo integral e diferencial estocastico foram resumidos do capitulo 7 de [83],
do quarto capitulo de [53] e dos capitulos 3 e 4 de [85]. Comecamos pelo conceito de

convergéncia em média quadrdtica.

Definicao 2.4.2. Seja Yy, Y, ..., Y,, uma sequéncia de varidveis aleatdrias. Y, converge
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em média quadratica (MQ) para Y se

lim E[(Y, —Y)?] = 0. (2.19)

n—oo

Assim, escreve-se MQ- lim Y,y =Y, para dizer que o limite em média quadratica
n—»oo

de Y, éY.

Se a sequéncia de varidveis aleatorias depende do tempo, isto €, sdo fungdes de um
PE, entio E[(Y, —Y)?] é o valor esperado sobre realizagdes de um processo estocdstico,

ou seja, N
E[0 =¥ =+ ¥ (i) (1))
k=1

tal que, y, «(¢) é o valor que y, adquire na realizagdo k de ¥ no momento .
A convergéncia em média quadrética de varidveis estocdsticas estd diretamente

ligada ao conceito de uma integral estocastica de Itd.

Definicio 2.4.3. Seja Y (r) um processo estocdstico que depende de W (¢). E seja F (Y (t),1)
uma fungéo continua que depende de Y (¢) e de ¢. Considerando o intervalo [fo,?] , a inte-

gral de It6 de F (Y (t),t) é dada por

I= tF(Y(t'),t')dW(l’) =MQ- lim F(Y(t,),t,)AW (t,), (2.20)

to Ar—0

em que, At = (t;\,—to), th = to +nAt e AW (t,) é o incremento de Wiener, isto é, AW (z,) =

W (tys1) — W (t,). Assim, fica claro que Y (,,) s6 depende de W (') quando 7g <1’ <t.
Dentre as caracteristicas de uma integral de Itd, destacam-se as seguintes:

1. Como mencionado, as técnicas de integracdo, em geral, diferem das técnicas de

integracao calculo usual.

2. Sejam I(F) e I(G) duas integrais estocdsticas de It6 e b uma constante. Entao,

I(F+G)=I(F)+I(G), e I(bG)=DbI(G).

E[ tF(Y(t’),t’)dW(t’) =0. (2.21)

Io
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Demonstragdo. Sabe-se que se as varidveis sdo independentes o valor esperado do
produto é o produto das médias. Logo como AW (#,,) ndo depende de Y (z,) e como

E[AW(t,)] = 0 seque que a média sobre as realizagdes da integral é zero. O

4. O resultado acima pode ser usado para mostrar que variancia de uma integral esto-

céstica pode ser escrita como

5. Parak € Z (W (t))* sdo poténcias de W(¢), cujas integrais tem solugio conhecida:

t

/ W aw () = W -3 [O’<W<r’>>“dt'.
Parak =1, t )
Wyaw () = twy| - %r’
Logo, 0 0
(W)W () = W02 =Wl — (1~ 1)

Estes resultados estao demonstrados com mais detalhes em [53]].

6. A integral de It6 estd definida para poténcias do incremento de Wiener como medida
de integracao, isto é, para k € Z,
1= [(FO W) @) = MQ-limay 0P (Y (1)) AW ()} 222
0
particularmente, € possivel verificar em [53, [109] que,
I= tlF(Y(t/),t/) (dW({ENE =0, sek>2, e
0
= /ttF(Y(t'),t') (dW (1)) = /ttF(Y(t’),t’)dt’, se k=2.
0 0
7. Também € possivel verificar nessas mesmas referéncias que,
ttF(Y(t/),t/)dW(t/)dt =0.
0
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Dos resultados anteriores obtém-se as importantes relagdes abaixo:

para k>2, (dW(1))* =0, (2.23)
(dW (1))* = dt, (2.24)
dW (t)dt = 0. (2.25)

t
8. Usando a Eq.[2.24] é possivel concluir que a correlagdo entre / F(Y(¢),t)dW(t')

To

t
e/ G(Y(¢'),t)dW(t') é dada por,
fo

t

E [ / F (). dw (! tG(Y(t’),t’)dW(t’)] _ / E[F(Y(¢),/)GY('),/)) d.
(2.26)

Estas caracteristicas das integrais estocdsticas ditam as propriedades de uma EDE
além de serem relevantes para obtencao da solugdo desta. Algumas propriedades de EDE
como existéncia, unicidade e continuidade de solucao, entres outras, estio demonstradas

e comentadas em [|85]].

Para a solucao exata de uma certa EDE recorremos a diferencial de Ito, que obtém
a diferencial de funcéo arbitraria G(W (¢),t), com dependéncia de t através do processo
de Wiener (podendo também depender de t explicitamente). Supondo que a dependéncia
de G de W seja diferencidvel, é feita uma aproximacao de Taylor, expandindo dG(z) até a
segunda ordem em dW (7):

J J 192
dG(t) = G(t +dt) = G(t) = ﬁdW(t) - %dr + 58_WGZ (AW (1)> +...

Aplicando a [2.24] a diferencial ou simplesmente formula de It6 é definida como.

JG dG 10°G
dG(t) = =—=dW(t —+ == | dt. 2.27
=52 <>+(aW+28W2> 2.27)

Essa diferencial serd usada no capitulo seguinte, para resolver uma equacao seme-
lhante a Eq.[2.13] também chamada de equagdo diferencial estocdstica de Ito. Nosso foco
foi direcionado ao estudo dessa equacao considerando o caso ndo linear. Consideramos
também os dois casos do ruido, mas principalmente o multiplicativo, ja que utilizaremos

a Eq. 2.27] no processo da resolugdo analitica da equagdo. Portanto, tendo revisado os

conceitos necessarios, podemos prosseguir com a descri¢io e estudo do modelo.
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3 DESCRICAO DO MODELO

A constru¢do do modelo, foi pensada com base na equacdo de Langevin, conside-
rando o movimento unidimensional de uma particula de massa m em um pogo de potencial
com dois minimos, em presenca de ruido multiplicativo. Este potencial é do tipo ¢* ou
potencial quértico e estd representado na figura [3.1] sendo chamado de potencial de pogo

duplo (quartico) descrito analiticamente da seguinte forma [[110]
V(x) = bx* —ax?, (3.1)

Essa particula estd sob acdo de uma for¢a dada por

flx)= —‘CII—Z = —4bx> + 2ax. (3.2)

Considerando ainda uma forga dissipativa —cx, sendo ¢ uma constante de amortecimento,

mais um ruido estocdstico do ambiente & (¢), com intensidade ¥°, sendo & (1) = dW (¢), o

incremento de Wiener, a equagcdo de movimento da particula pode ser escrita como
mi = —cx — 4bx> + 2ax+ Y2 (1), (3.3)

O movimento de uma particula (no caso o pre¢co) em um potencial de po¢co duplo na
presenca de ruido multiplicativo estd ilustrada no grafico da fig. 3.2 Podemos tomar o
limite do termo de inércia insignificante (m ~ 0) e de forma mais geral tomar a intensidade
do ruido dependendo de X e t assim como as demais for¢as. Além disso, escolhendo
—4b = K, 2a =n e ¢ = 1, obtemos o0 modelo em estudo descrito pela seguinte EDE com

um ruido branco multiplicativo e d € [0, 1],

dX (1) = NX (1) — k(X (1))3)dt + y(X (1))°dW (¢). (3.4)

A densidade de probabilidade ¢ Gaussiana para o modelo acima quando kK = 0,
possibilitando um bom ajuste para op¢des de precos cruzando diferentes strikes (precos
de exercicio das op¢des) em uma tinica data de vencimento [52]]. Nesse caso, y(X ())%~!
pode ser interpretada como a volatilidade, que € uma func¢do decrescente do preco das
acoes [52,155]. Quando se deseja contabilizar as diferentes volatilidades implicadas pelas

op¢Oes que expiram em datas diferentes, bem como os diferentes strikes € necessario
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Figura 3.1: Potencial de poco duplo dado por V (x) = bx* — ax?

,comb=1ea=1. Os
.. - ) _ ra . ~
minimos estdo localizados em —xpin € +Xpin, $€NdO Xpin = /7. Estes minimos estao

separados por uma barreira de potencial de altura AV que alcanca o topo em x = 0.
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Figura 3.2: Série temporal do preco X () movimentando oscilatoriamente como uma par-
ticula em potencial de po¢o duplo com ruido multiplicativo para os pardmetros N = K =

1.0,6 =025ey=1.0.
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permitir que y dependa de ¢ quanto de X. Nesse caso, a fungdo y(X(z),¢) é chamada de

superficie de volatilidade [52]].

O potencial do tipo ¢* estabelece a solu¢do de densidade de probabilidade do
estado estacionario em uma forma ndo Gaussiana para K # 0, sendo que a densidade de
probabilidade da Eq.[3.4]¢ dada pela seguinte equagio de Fokker-Planck [1]

dP(x,1) _ d[(nx —xx})P(x,1)] N 1/82[x6P(x,t)]
ot dx 2 92

(3.5)

O caso 6 = 0 foi considerado em [58]], no modelo Bouchaud-Cont Langevin para
flutuacdes e falhas do mercado de agdes. No caso do nosso modelo, pensamos em re-
presentar um mercado financeiro em diferentes condi¢des extremas no processo, onde o

preco tende a dois minimos representados pelo pogo duplo [S3].

Geralmente, os analistas do mercado acionario e investidores usam entre diversas
técnicas as linhas gréficas de tendéncia para entender o movimento do mercado, fazer
previsdes a curto e longo prazo e realizar operacdes financeiras. As linhas que saem
de um ponto mdximo e de um minimo correspondem as linhas de resisténcia e suporte,
respectivamente [111]. Dessa forma, as altas no preco estariam niveladas numa zona
de resisténcia, por outro lado, as baixas estariam niveladas na regido de suporte. Essas
regides funcionam como barreiras para que as vdrias quedas e altas que o pre¢o possa

sofrer ndo superem essas linhas.

Como o mercado € imprevisivel entretanto, pode haver situacdes por exemplo, em
que uma determinada acdo esteja com potencial muito forte de valorizacio, de forma que
a subida do preco provoque uma ruptura na linha de resisténcia, e essa, passaria a ser uma
nova linha suporte. Assim, o preco poderia atingir um dos dois minimos quando estiver

caindo ou até mesmo sofrer uma queda muito brusca.
Retomando a Eq. [3.4] dividindo-a por X (¢) [54], segue que,

ax,

t

= (n —kX2)dt + X2~ dw (1). (3.6)
Aplicando o diferencial de Itd na funcdo [n(X) obtém-se,

1 1/ 1
d(InX;) = de, +5 (3?) (dX;)*. (3.7)
1
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Escrevendo A = nX; — kX e tomando o quadrado da Eq. implica,
(dX,)? = A2dr®> +229(X,)% dtdW; + ((X,)® ) dW?.

Tomando dt?> — 0 e substituindo na equagio acima os resultados dW,dt = 0 e dW? = dt
referentes respectivamente as equagdes [2.25]e [2.24]obtidas pelas propriedades de integral
estocdstica, conclui-se que,

(dX,)* = y(X,)°)*dt.
Logo,

1
d(InX;) = (n — KX — zyzxf‘s—z) dt +yx2~'aw,.

Portanto

X(t) = X<O)e[(n—icjé(X(t’))zdt’—%}ﬂ JoX (@))%t )+ [y (X (1))° "W ()] (3.8)

Onde no limite dt — 0, podemos substituir X (') — X (¢) nas duas primeiras integrais na
equacao acima. Contudo, o mesmo procedimento ndo pode ser feito no tltimo termo por
causa do processo estocastico dW, que torna cada ponto do integrando ndo correlacionado

entre si. Em vez disso, fazemos a substituicao

X(1) > X(t)—I—);(t—I-dt)’ (3.9)

e usando o resultado X (r +dt) = dX(t) + X (¢), encontramos

(n-xXOP 4P @O 4r(x+ %) o)

X(1) = X(0)e (3.10)

Usando o fato que uma série binomial pode ser escrita como (1 +x)" = 1 +nx+
n(n—1)>
2!
limite dX — 0, temos

+...,paratodon € Re (14x)"=14nx+---+x" para todo n € N, entdo no
o—-1
dX,
(X(t) +7’) ~X(0)% (...
Portanto,
X(t) = X(O)e[(71—K(X(t))z—%Yz(x(f))m*z)ﬂf(x(f))‘s*lW(f)]‘ (3.11)
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Para k =0 e § = 1.0 a solugdo da Eq[3.4]é dada como
1
X(r) = X(0)exp Kn - 5?'2) t+yW(z)}. (3.12)

Assim, finalizamos a descricdo do modelo e a partir dele obtém-se a série temporal

que serd utilizada para os fins deste trabalho.
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4 METODOLOGIA DA PESQUISA

Neste capitulo, serdo apresentados os métodos e materiais usados para verificar se
a Eq. [3.4] corresponde aos fatos estilizados do mercado financeiro. Em termos gerais, a

metodologia desse trabalho segue os seguintes passos

1. Exposi¢do da teoria.

2. Especificacdo do modelo matematico.

3. Obtengdo dos dados.

4. Determinacao das varidveis e pardmetros.

5. Simulacdes e testes para validar ou ndo o modelo.

Os dois primeiros itens foram apresentados nos capitulos 3 e 4, respectivamente.
Ap6s realizarmos uma pesquisa bibliografica, buscando na literatura cientifica o suporte
tedrico para este trabalho e especificar o modelo, implementamos o algoritmo de pogo
duplo com ruido aditivo descrito em [83]], ajustando-o para o modelo estocastico com

ruido multiplicativo para obten¢do dos dados.

Lembrando que o termo dW (¢) da Eq. € um processo estocastico aleatorio de
largura ¢ = \/dr, seguimos a sugestdo em [83] de que a cada passo de integracio deve-se
sortear o incremento de Wiener e normalizar apropriadamente o resultado. Dessa forma,
utilizamos um nimero randdmico R; com distribui¢do normal. No software SCILAB

temos R = rand e com esta conversao podemos escrever dW (1) = v/ dtRg.

Pequenos erros de integracdo no termo em df sdo cometidos, mas ndo alteram
significamente a solugdo, pois o incremento de Wiener, por ser da ordem de dt%, é ge-
ralmente o termo dominante da Eq. Dessa forma, para tratar a equagdo seguimos a
orientacdo dada em [83], utilizando o algoritmo de Euler, que € o algoritmo mais usado

no tratamento de integrais estocdsticas.

Pelo procedimento de Euler obtemos o vetor ¢t = (0, dt, 2dkt, ..., tyay) dividindo
o intervalo de integracdo [0, ,,,4;] em intervalos de tamanho dt, assim N = t’%, onde N

¢ o ndmero de intervalos. Sorteamos os dW (¢) todos de uma vez para maior eficiéncia,
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escrevendo no SCILAB dW = sqrt(dt) xrand(1,N). E obtemos
X(j+1) =X()+ (X)) = xx(X()) xdi + 7% ((X()°) xdW (),
onde X (j+ 1) corresponde ao prego no j™° passo de integracéo.

Assim, geramos a série temporal aleatéria dos precos mostrada na Fig.3.2] e a
partir dela é gerado a série temporal de retornos, que fornece os dados para analisar seu
comportamento ao longo do tempo e da distribuicdo acumulada da cauda pesada das vo-
latilidades dos retornos. Para verificar se as séries possuem memdria longa, utilizamos
a andlise R/S e o DFA, com a finalidade também de comparar os resultados obtidos por

estes métodos.

Estes procedimentos sdo passos importantes para tratamento e anélise dos dados,
nesse sentido, € conveniente descrever alguns aspectos principais da metodologia que
incluem a classificacdo dos tipos da pesquisa, andlise e tratamento dos dados, uma vez

que a obtencao destes ja foi mencionada.
4.1 Aspectos Metodolégicos

Uma pesquisa pode ser classificada conforme sua finalidade, abordagens e ou
procedimentos utilizados para seu desenvolvimento e coleta dos dados ou informagdes.
Dessa forma, nessa se¢do serd feita uma abordagem da classificacdo desta pesquisa e de

outros dois aspectos importantes citados anteriormente.
4.1.1 Classificacao da Pesquisa

Esta pesquisa pode ser classificada em diferentes tipos. Quanto aos fins, vai além
de uma pesquisa bdésica tedrica, pois mesmo sendo de cardter empirico, aplica métodos
matematicos e estatisticos visando aprofundamento de um assunto e a produ¢do de um
conhecimento que possa ser efetivamente aplicado num contexto real. Ela é mais que
descritiva, pois ndo se limita apenas a descri¢c@o e andlise dos dados, mas busca também
explicar e racionalizar o objeto de estudo. Nesse sentido, pode ser considerada como
pesquisa explicativa, que pode chamar atencdo da comunidade cientifica para algo ainda

nao conhecido ou pouco explorado e que poderé ser alvo de pesquisas futuras.
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Em relacdo a abordagem, ela € quantitativa, pois as informagdes sdo coletadas
por meio de equagdes e sustentadas por teorias matemdticas. Também por utilizar técni-
cas e ferramentas estatisticas como meio de analise dos dados, além de obter resultados

quantificiveis expressos graficamente.

Sobre o procedimento para coleta de informacdes, € mais que uma pesquisa bi-
bliogréfica que dd embasamento para o desenvolvimento dos assuntos abordados, ¢ uma
pesquisa experimental, que utiliza recursos computacionais pra fazer simulagdes que de-

verdo ser analisadas a fim de obter regularidades e validar ou refutar o modelo.

4.1.2 Tratamento e Analise dos Dados

Como mencionado, a quantidade de interesse aqui € a série temporal de retornos
e seus valores absolutos, obtidos da série original através da Eq.[3.4 O nimero de da-
dos depende da escolha de t,,,, € df, quanto menor o valor da amplitude d¢ do intervalo,
maior a quantidade de dados gerados. A fim de evitar uma amostragem pequena, toma-
mos f,q > 100 e dt = 0.01 para as simulagdes, com ¢ percorrendo ao longo da unidade
escolhida, podendo escalar em segundos, minutos, dias ou anos, dependendo do sistema

que esteja modelando.

A investigacdo empirica do comportamento da série temporal de retornos € feita
com base em dois objetivos, determinar o expoente de cauda pesada da distribuicdo cu-
mulativa dos retornos absolutos e estimar o expoente de memoria longa. Nesse sentido,
a primeira parte dessa investigacdo implica a andlise quantitativa da estatistica da volati-
lidade, isto é, na sua distribuicdo acumulada de probabilidade. A segunda parte consiste
na descricao das estatisticas do cédlculo dos expoentes de Hurst, na andlise quantitativa e
comparativa dos expoentes obtidos, uma vez que podem indicar diferentes comportamen-

tos em relacdo a memoria tanto da série temporal de retornos quanto das volatilidades.

Dessa forma, as trés seguintes secoes deste capitulo descrevem os procedimentos
matematicos e estatisticos para esses fins sendo os dois dltimos destinados a descri¢do
do cdlculo do expoente de Hurst. Ressaltamos que para realizar estes procedimentos

utilizamos os softwares SCILAB e Excel.
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4.2 Distribuicao Acumulada da Volatilidade e 0 Expoente da Cauda Pesada

Considere X (¢) o pre¢o de algum ativo negociado em ¢ (momento em que o item
¢ comprado) e X (7 4+ At) o seu valor futuro podendo ser também o preco de venda. O
retorno € a perda ou lucro obtido na compra deste ativo, mantendo-o por algum periodo

ou vendendo no momento ¢ + Az, onde At € o intervalo de tempo da amostra.

No limite de pequenas mudangas em X (¢) o retorno corresponde aproximadamente
a mudanga relativa, definida por

X(t+Ar)—X(t)
X(1)

r(t) =

Entretanto, a maneira que escolhemos para calcular o retorno, usada na maior parte
da literatura sobre economia e financas, [15,31]] e que produz resultados semelhantes aos

da equacdo anterior, ¢ mudanca de preco dada por

r(t) =logX(t+At) —logX(t). 4.1)

Dessa forma, usando os valores gerados pela Eq. 3.4 e métodos computacionais,
obtém-se a série temporal de retornos mostrada na Fig.[5.2] Em um estudo em 1963 sobre
os precos do algodao, Mandelbrot mostrou que os retornos logaritmicos de precos estio

longe da distribui¢do normal [23]].

Existem muitos estudos desde entdo, a maioria dos quais indica que a distribui¢ao
acumulada de variagdes logaritmicas de precos tem caudas que escalam assintoticamente

para grandes retornos absolutos como uma lei de poténcia da forma |r|~% [16} 25, 33].

A Eq.[2.2]define a distribui¢do acumulada de probabilidades para o caso continuo.
Podemos discretiza-la considerando a volatilidade dos retornos como variavel discreta,

tal que,

Pii) = [} p(Dar = T pite)
Como |r| >0,



Usamos o mddulo do retorno, pois ele expressa a volatilidade. Como p(r(t;))
estatisticamente deve ser um valor entre O e 1, fazemos

(5]

p(r(t) = o r)]

logo,
r(t)=r(t) I7(t)|

P(|r]) = SERFE
r(li)g;(lo) Eio ()]

Onde t; = %, sendo n € o nimero de intervalos (ou janelas) em que a série dos
retornos positivos foi dividida e 7; é o comprimento do intervalo de tempo 7. Assim, |r(t;)]

¢ a volatilidade em um determinado intervalo.

Dessa forma, no limite de longos valores de #; e consequentemente r(z;), devemos

ter P(|r]) ~ .

Irl

Aplicando as propriedades do logaritmo teremos,
1 o
log P(|r|) = log ) = log(1) — log|r|*,

logo
log P(|r|) = —alog|r|.

Para verificamos se as volatilidades podem ser descritas por uma lei de poténcia,
devemos obter 2 < a < 4 [12]. Nesse caso, o parametro & corresponde a inclinagdo da
reta do grafico log P(|r|) vs. log|r| e é chamado expoente da cauda. E importante porque
caracteriza o risco de movimentos extremos dos precos e corresponde ao limiar acima do

qual os momentos da distribuicao tornam-se infinitos [12].

Como a distribui¢do acumulada de probabilidade P(|r|) € [0, 1], obtemos o eixo
log P(|r|) com valores negativos como ilustra a Fig. pois o logaritmo de valores entre

0 e 1 é negativo, como é mostrado no grafico ilustrativo da Fig.[4.2]

Dessa maneira, fizemos a regressdo linear pelo método dos minimos quadrados
(MMQ) para obter a reta que melhor ajusta os pontos log P(|r|) e log|r| em seguida
mudamos os eixos (P(|r|),|r|) para escala logaritmica, obtendo os gréficos plotados no

capitulo seguinte.
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log Filrl)

log |

Figura 4.1: Tlustracdo da distribuicdo acumulada da volatilidade, com declive negativo

pois log P(|r|) é negativo.

Passamos agora a investigar se a série temporal de retornos, bem como os ta-
manhos das flutuagdes destes, isto €, as volatilidades, apresentam correlacdo de longo
alcance. Uma maneira de se fazer isso € estimando o expoente de Hurst. Na subsecao
sobre séries temporais foi feita uma pequena abordagem histdrica sobre memoria longa,
onde foram citados o R/S e o DFA, dois métodos usados para estimar esse expoente, prin-
cipalmente em séries financeiras. Assim, nas duas proximas se¢des desse capitulo, estes
métodos serdo descritos passo a passo € como estes também se relacionam com uma lei

de poténcia.

4.3 Analise R/S e a Estimativa do Expoente de Hurst

Como apresentado, o expoente de Hurst foi incialmente deduzido para resolver
problemas ligados a hidrologia [35]] em meados do século XX, e a partir dai comecou a
ser usado também na investigagcdo de problemas em outros campos, sendo introduzido ao

final da década de 60 para determina¢@o de dimensao fractal [96] e alguns anos mais tarde
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Loaix)

Figura 4.2: Gréfico ilustrativo de Log(x) com x € [0, 1].

em séries financeiras e analise de fendmenos econdmicos [44].

Existem varios métodos para estimar o expoente de Hurst e quantificar a memoria
longa, nesta pesquisa serd usado o método classico, a andlise R/S (do original, Rescaled

Range).

Assim, considerando X(t) a série obtida pela equacdo estudada e r(t) o retorno
dessa série de tamanho total N, dividida em n blocos ou intervalos de observagdo com
T observacdes numeradas com 1 < i < n. Para estimar o expoente de Hurst, € realizada
a estatistica R/S em cada bloco com 7 observagdes, sendo 7 < N. Dessa forma, os ele-
mentos r(t,i) sdo numerados com 1 < ¢t < 7 em cada intervalo i e conforme descrito em
(38,112} [113] calcula-se a estatistica R/S associada ao intervalo de tamanho t da seguinte

forma:

e A partir da série temporal de retorno obtida pela Eq. {.1] calculam-se os desvios

médios Y em cada bloco i, ou seja, para valores inteiros de t no intervalo [1, 7],
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deve-se calcular
t
Z 7, ki —

onde E|[r;] é o valor esperado de cada bloco, dado por
1 T
Er]=- Z Fei.
Tia

e (Calcula-se o alcance ou distancia R em cada bloco fazendo a diferenca entre o valor

maximo e minimo desses desvios, dado por

R = max1<;<(Y;) —minj<,<(Y).

e Calcula-se o desvio padrao S; em cada bloco:

T
\/Z r[l_Erl

e A estatistica (R/S); = % realizada em cada bloco i.

elr—*

e O intervalo médio de redimensionamento é calculado para cada i e se associa ao

tamanho de bloco 7:

S| =
1=

E[(R/S)] = =) (R/S):.

i=1

Por simplicidade usa-se apenas (R/S) para se referir 2 média do reescalonamento.

e Terminados os cdlculos do reescalonamento para diversas observagdes de tamanho

7, obtém-se o expoente de Hurst H, através da relagdo semelhante a Eq.[2.3]

(R/S); =C1ll.

e Linearizando a equagdo acima obtemos [og[(R/S):] = Hlog(t) + log(C). Logo, H
¢ o coeficiente de inclinagdo da reta do gréfico log-log dos pares log(t) e log(R/S)

obtidos.

Relembrando a Eq. o expoente H se relaciona com a correlagio ¢ da seguinte

forma [95]]
c=22-1_1

Y
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onde os valores que ¢ e H podem assumir, bem como os significados desses valores, foram

escritos na subsecao sobre séries temporais.

Para a estimar o expoente de Hurst e consequentemente a memdoria longa da série
de volatilidades, utiliza-se o0 mesmo procedimento, porém com o valor absoluto de r(t)

como aproximagao para a volatilidade instantanea em ¢.

Escolhemos a andlise R/S, porque em se tratando de verificar a ML de séries
financeiras, ela € considerada uma técnica consistente e o expoente H € estimado em um

intervalo de confianga de 95% [113]].

Outro ponto forte do uso deste método € a sua superioridade em relacdo as técni-
cas mais convencionais, como a andlise de autocorrelagdes, razdes de variancia e andlise
espectral [114} [115]. Além disso, esta técnica pode identificar a dependéncia de longo
alcance em séries temporais bem longe da normalidade, com grande assimetria e cur-
tose como consta em [112] e converge quase certamente para processos estocasticos com
variancia infinita, com vantagem evidente sobre autocorrelagdes e razdes de varidncia
[113,115,116]. E mesmo que esses pontos favordveis a andlise R/S sejam contestados, é

reconhecido que esta metodologia pode identificar memoria longa de um sistema [[114].

Por outro lado, esta técnica também detecta memoria curta, sem distingui-la da
memoria longa no caso de H for bem proximo de 0.5 dentro do intervalo de confianga,
sendo as vezes necessdrio aplicar algum filtro para se extrair dos elementos da série a
parcela devida a ocorréncia de memdria curta e a variagao das volatilidades dos retornos
[113]. Para contornar esse problema de nio distin¢do entre o tipo de memoria, uma analise

R/S modificada [114]] foi proposta, mas também apresenta algumas limitagdes.

Outra desvantagem em relacao ao uso deste método € que ele estd sujeito a erro,
pelas estimativas, regressdo por minimos quadrados e principalmente porque ele € assin-
tético, sendo pouco ou nada confidvel para pequenas amostragens. Ou seja, quanto menor
for o tamanho da amostra maior serd o erro. Como a andlise R/S cldssica ndo prevé cor-
recdo para a estatistica R/S no caso de amostras pequenas [113] sugere-se que ele seja

aplicado para amostras com mais de 2500 observacdes [44].

Além disso essa metodologia € mais indicada para andlise de séries temporais
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estaciondrias, dessa forma apresentaremos a seguir o DFA, que é um método alternativo
a andlise R/S cléssica e também com a finalidade de comparacdo de resultados. Além de

ser mais robusto quanto a deteccdo de falsas correlacdes de origem nao estaciondrias.
4.4 Analise de Flutuaciao sem Tendéncia-DFA

A técnica de analisar flutuagdes destendenciadas foi validada em séries temporais
que apresentam correlacdes de longo alcance com a superposi¢cdo de uma tendéncia ex-
terna ndo estaciondria [49]. Tem sido usada para detectar processos de memoria longa
em séries financeiras [3, 29, 31]. E nesse sentido, para o nosso caso, ainda considerando
a série temporal de retornos, conforme descrito em [31] o expoente de Hurst € estimado

pelo DFA através dos passos indicados a seguir.

Primeiro é feito o célculo da série integrada ou soma acumulada y(¢') das séries

temporais r(i) de tamanho total N

(&)= Y (r() = E[r(@)]), (4.2)

Onde t’=1, ..., N e tal como na andlise R/S, E[r(i)] corresponde a média da série de

retornos.

O segundo passo € dividir a série temporal integrada em caixas, blocos, janelas
ou intervalos de tempos iguais ndo sobrepostos de comprimento n, onde em cada bloco
realiza-se um ajuste linear dos dados minimos quadrados, representado por um polindmio

de tendéncia local y,(t').

Assim a série integrada € destendenciada, subtraindo da série a tendéncia local
em cada bloco. E a partir da raiz do valor quadratico médio da série temporal integrada
e destendenciada obtém-se a seguinte funcdo de flutuacdo média (ou desvio padrdo da

funcgdo de flutuagao),

1 N

Fn)= |5 L D) =) (4.3)
t'=1

Para obter uma relagio entre F'(n) e n este célculo é repetido em todos os tamanhos
do intervalo (escalas de tempo). Ne caso deste trabalho, a série temporal integrada foi

dividida em 10 janelas, obtendo assim 10 pontos de coordenadas (F(n),n).
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Vale ressaltar que se o tamanho da janela for muito grande, préximo do com-
primento total da série, serd obtida uma quantidade pequena de janelas. Em contrapar-
tida, poucos pontos serdo ajustados se o comprimento das janelas for muito pequeno.
Para evitar esses extremos desinteressantes, a recomendagdo dada em [117], sugere que
Nmax < 0.1N, tal que ny,4y, € 0 tamanho maximo da janela. Além disso, recomenda-se que

a menor janela tenha mais que seis dados.

A flutuagdo média tende a aumentar com o tamanho da janela [49], quando isso

ocorre, € possivel aplicar a seguinte relacdo

F(n) ~n%. (4.4)

Nesse caso, o expoente de escala a € a generalizacdo do expoente de Hurst e
coeficiente angular de uma reta log n versus log F (n). Assim, aplicando esta andlise tanto
para os retornos como para os valores absolutos destes, pode-se obter & variando de O a

1, de tal forma que

e Se<a< %, a série possui correlacdo negativa e comportamento antipersistente.

e Seqa = % a série € nao correlacionada, indicando que nio hd dependéncia de longo

alcance.

e Se % < o < 1, a série possui correlag@o positiva € comportamento persistente.

E possivel obter também o > 1, nesse caso existem correlagdes, mas deixam de ter
uma forma de lei poténcia [31]]. O expoente de Hurst também pode ser visto como um in-
dicador da ‘aspereza’ da série temporal original, quanto maior for o seu valor, mais suave
serd a série temporal [49]], por isso muitos estudos sobre dimensao fractal tem aplicado

essa metodologia.
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5 RESULTADOS NUMERICOS

Nete capitulo descreveremos os resultados numéricos obtidos em nosso estudo,
aplicando os métodos R/S cldssico e DFA e simula¢des computacionais para alguns va-
lores dos parametros da Eq. Tomamos cuidado para ndo escolher valores que cor-
roborassem com a ndo convergéncia da série e valores que anulem o poco duplo. Por
exemplo, tomando todos os parametros igual a zero e apenas Y = 1, anula-se o potencial
quartico do sistema, restando apenas o ruido de cardter aditivo, com expoente de Hurst

muito proximo de 0.5, como mostra a Fig. [5.1]

1.5

H~=0.501

7

E o5t 1

n

o
D - -
i

0.5 : ; : : . : :
1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5
logiS)

Figura 5.1: Expoente de Hurst estimado para a volatilidade, usando os valores n = Kk =

0=00ey=1.0

Por outro lado, se Y = 0, o incremento de Wiener seria anulado da equacdo, e ndo

terifamos uma equacao estocdstica, 0 modelo seria deterministico.
5.1 Comportamento da Distribuicdo de Probabilidade Acumulada da Volatilidade

Resolvemos numericamente a solugdo da Eq. tomando Ow = VAt € a escreve-

mos como YdW (t) ~ y/dtRs onde R é um nimero aleatério gerado com uma distribui-

67



¢do Gaussiana com média O e variancia 1.

A série temporal de retorno r(t) esta apresentada na Fig. Realizamos simu-
lagdes para diferentes valores dos parametros, onde foi possivel constatar que a série
temporal oscila rapidamente, sendo que a largura entre o valor maximo e o valor minimo
da série temporal r(¢) varia conforme a escolha de 1 e k, ndo variando muito com os

pardmetros Y # 0 e 6 € [0, 1].

06 §

04

0 50 100 1580 200 2560 300
t

Figura 5.2: Evolucao da série temporal de retorno r(t) = InX (t +At) — InX () para valores

de pardmetros 1 =1.0, k=1.0,y=1e 6 =1.0

Em muitos trabalhos empiricos sobre o mercado financeiro foi verificado que
cauda da ditribuicao da volatilidade dos retornos cai lentamente podendo obedecer a lei
de poténcia dada por P(|r|) = 1/|r|* [18] [19] 20, 33]. Na Fig.[5.3h, mostramos o ajuste
log-log da distribui¢ao de cauda pesada da série de volatilidade, onde obtemos o expoente

da curva ajustada da distribui¢do como o = 12.203.

Também mostramos o ajuste log-log da cauda pesada da distribui¢ao das volatili-
dades na Fig. , porém, para o modelo com 6 # 1.0 (6 = 0.25). Obtemos o = 17.222,

indicando uma grande mudancga da lei de poténcia ajustada aos dados, para o comporta-
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mento da cauda pesada da distribui¢cdo de probabilidade acumulada.
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Figura 5.3: Grificos log-log da distribuicdao de probabilidade acumulada da volatilidade
P(|r|) vs. |r|. O ajuste por minimos quadrados foi realizado para a lei de poténcia P(|r|) ~

|r| =%, onde obtivemos (a) o = 12.20(3) e (b) & = 17.22(2), nesse caso com & = 0.25.

No entanto, como as chamadas “caudas da lei de poténcia” tém apenas cerca de
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0.1 ordens de magnitude, em qualquer curva como a da Fig. [5.4/podemos obter quaisquer
valores de expoente da cauda da lei de poténcia. Consequentemente, ndo podemos pensar

que existem caudas da lei de poténcia, neste caso.
5.2 Resultados Numéricos Obtidos pela Analise R/S

Calculamos os indices de Hurst mostrados nas Figuras [5.4]e [5.5] usando o método
R/S para o retorno e volatilidade respectivamente, gerando os graficos log(R/S) vs. logn.

Os determinamos para valores de k = 1.0 e 7 = 0.0 na Eq.[3.4]

Obtemos o indice de Hurst para a série temporal do retorno, como H = 0.5076
para o valor 6 = 0.0, e para 6 = 0.25 os valores H = 0.5004 e H = 0.4912. Estes valores
aproximados de 0.5 para Yy = 1, obtidos para o expoente de Hurst, pode ser devido a

natureza exponencial dada para a solu¢do na Eq. [3.4] obtida para os casos analisados.

Para a volatilidade dos retornos, obtemos valores H ~ 0.4 para 6 =0e 6 = 0.25

conforme indicados na Fig.[5.5]

Assim, apesar do expoente de Hurst indicar possiveis correlacdes antipersistentes
para a volatilidade, os resultados obtidos para a lei de poténcia com o expoente da cauda
sendo tdo grande quanto os que encontramos e os expoentes de Hurst dos retornos proxi-
mos a 0.5 indicam que que os resultados estio longe dos fatos estilizados bem conhecidos,

de regularidades estatisticas dos retornos financeiros.

Além disso, como nao foi acrescentado um tipo de filtragem, com esses valores
obtidos para os retornos nao € possivel distinguir se a série converge para passeio alea-
tério ou possui ML a medida que o tempo aumenta. O que fizemos foi comparar estes
resultados com os obtidos pelo DFA. Vale ressaltar também, que ndo houve mudanga

significativa no indice de Hurst com o pardmetro J.
5.3 Resultados Numéricos Obtidos pelo DFA

Na Fig. mostramos o gréfico log-log de F(n) «< n* onde n sdo tamanhos de
janela diferentes e F(n) é a flutuagdo [49]. Como explicado na metodologia, o expoente

de escala «, € calculado como a inclina¢do de uma linha reta ajustada ao gréfico log-log
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Figura 5.4: Gréficos R/S, log(R/S) vs. log(n) usando método R/S para o cdlculo do
indice de Hurst do retorno para (a) n =0.0e 6 =0,(b) n =0.0e 6 =025e(c)n=1.0

e 0 = 0.25 respectivamente. Usamos ¥y = 1.0 e k¥ = 1.0 em todos os casos.
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Figura 5.5: Graficos usando método R/S, log(R/S) vs. log(n) para célculo do indice
de Hurst da volatilidade, para modelo com (a) 1 =0.06 =0, (b)n=0e 6 =0.25¢
(c)n =1.0e 6 =0.25. Também usamos Kk = 1.0 e y = 1.0.
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log(F(n)) versus log(n). O ajuste foi obtido pelo método dos minimos quadrados.

Este expoente é uma generalizacdo do expoente de Hurst, dessa forma, o deslo-
camento esperado em uma caminhada aleatéria ndo correlacionada de comprimento N

cresce com V' N. Um expoente de % corresponderia a ruido branco no correlacionado.

Quando o expoente estd entre 0 e 1 e diferente de %, o resultado € o movimento
Browniano fraciondrio [96], com o valor preciso dando informacao sobre as auto-correlagdes
da série. Para os retornos, encontramos um expoente o ~ 0.48, pr6ximo ao valor do indice

de Hurst obtido usando o método R/S.

No entanto, para a volatilidade, obtivemos valores maiores que aquele obtido
usando a andlise R/S préximos a 0.6 conforme mostram os graficos da Fig. Con-
tudo, como o método R/S cldssico foi raramente adotado nos dltimos anos, temos que 0s

resultados obtidos pelo DFA devem ser mais confidveis e mais préximos da realidade.
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Figura 5.6: Grafico log f(n) vs. logn, usando o DFA para determinar expoente de Hurst

da série de retornos, com parametros n =0.0e y=1.0,0 =0.25e k¥ = 1.0.
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também x = 1.0.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Em sintese, utilizamos o cdlculo estocdstico desenvolvido por Itd para estudar a
equagdo diferencial estocdstica dada pela Eq. [3.4] como um modelo matemético proposto

para a dindmica de preco do mercado financeiro.

Essa equacdo € composta por um termo ndo linear, caracterizado por um potencial
quartico de poco duplo, e um ruido ambiente, principalmente o de cardter multiplicativo.
A dindmica microscépica contendo ruido multiplicativo pode ser encontrada em muitos
processos dindmicos e, devido ao seu significado, tem sido objeto de intimeros estudos

nas ultimas décadas [22].

Além de introduzir alguns conceitos do cdlculo estocdstico, foi realizada uma re-
visdo bibliogréfica dos assuntos relacionados ao estudo do modelo, tais como conceitos
basicos do mercado de acdes e teoria de probabilidade, séries temporais, lei de poténcia,

conceitos fisicos e estatisticos, além de uma revisao sucinta da histéria da memoria longa.

Com o objetivo principal de verificar se equagdo [3.4]atende como modelo econo-
fisico para a dinamica de precos, foi verificado o comportamento da curva da distribui¢io
de volatilidades, esperando um decaimento lento seguindo uma lei de poténcia. O expo-
ente de escala dessa lei, chamado de expoente da cauda pesada, deve apresentar um valor

proximo de 3 [18, 19,20, 33]].

Nesse sentido, foi obtido o comportamento da série temporal para a variacdo de
precos X (t), e o expoente da cauda pesada das variagdes positivas dos retornos. Além
disso, cumprimos outro objetivo que consistiu em determinar o expoente de Hurst H,
usado como uma medida do termo de memoria longa das séries temporais de retornos
e volatilidades. Este expoente se relaciona com as autocorrelagdes das séries temporais
e com a taxa em que estas diminuem a medida que a defasagem entre pares de valores

aumenta.

Desenvolvemos a andlise R/S, que emprega ferramentas estatisticas, estimando o
expoente de Hurst como H ~ 0.5 para os retornos, e H ~ 0.4 para as volatilidades, usando
Y = 1.0. N@o houve uma mudanca significativa no indice de Hurst estimado, tanto para o

ruido aditivo com & = 0 como para o ruido multiplicativo, tomando 6 = 0.25.
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No entanto, os resultados usando o método DFA foram diferentes para o indice
de Hurst da volatilidade. Porém, como esta metodologia estd sendo mais utilizada nos
tltimos anos e por ser considerada uma técnica mais robusta que o R/S, os resultados

obtidos por ela sdo considerados mais confidveis.

Para o expoente da distribuicdo da cauda pesada da volatilidade encontramos va-
lores consideravelmente maiores que 3, o que diverge de muitos resultados empiricos
sobre séries temporais financeiras. Desse modo, o modelo estudado pode ndo descrever
bem o comportamento do mercado financeiro como esperado. Entretanto, a lei de potén-
cia que descreve esse fato estilizado do mercado financeiro é apenas uma lei empirica e

consequentemente nao podemos saber com certeza como ele se comporta.

Além disso, podemos indagar se de fato a lei de poténcia descreve o compor-
tamento de todos os mercados financeiros. Pois, observando comportamento de séries
temporais de alguns indices tais como S&P500, DJIA e VIX, pode-se ver que eles obe-
decem a um comportamento semelhante a série temporal obtida para o modelo da Eq.
[55], dado na Fig. [5.2] Isso poderia revelar o poder do modelo tedrico proposto neste

trabalho.

Dessa forma, novos trabalhos empiricos podem fortalecer o poder do modelo pro-
posto. Por exemplo, empregando indices reais de bolsas de valores para comparar com
os resultados numéricos obtidos e verificar se a equacao estocdstica pode descrever bem
os comportamentos destes indices. Nesse sentido, resultados experimentais podem dar
suporte aos nossos resultados tedricos. Em relagdo aos mercados financeiros reais e aos
comportamentos de precos que nao sdo apenas produzidos por uma equagio estocdstica,
podemos considerar a utilizacdo de uma série de precos dos ativos reais, como ag¢des, dos
mercados financeiros reais para fazer alguns trabalhos empiricos para identificar o modelo

tedrico proposto nesta pesquisa.

De maneira geral, o potencial quértico que compde o modelo, tem um minimo em
x = x*, que € positivo. O incremento de pre¢o AX fica oscilando em torno de um valor
positivo, o que significa que hd uma tendéncia ndo zero, ndo baseada no crescimento real,
mas inteiramente induzida pelo fato de que um aumento de preco motiva mais pessoas a

comprar, provocando a chamada bolha especulativa [38]].
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Geralmente, o preco de um ativo oscila entre valores minimos € méaximos re-
presentados graficamente e respectivamente nivelados em linhas de suporte e resisténcia
[L11]. A bolha especulativa pode ser um dos fatores que faz o preco se valorizar tanto a
ponto de romper a linha resisténcia de forma que se o preco cair bruscamente, entao po-
dera atingir um novo valor minimo. Assim, conforme consta em [38]], quanto mais forte
o potencial com o termo k na Eq. [3.4] puxando o preco de volta para o valor fundamental,
mais curta deve ser a duracdo dessas bolhas. Nesse sentido, nossa proposta € interessante
porque associa o modelo a ruptura das linhas de tendéncia e considera mais de um preco

minimo estavel.

Na literatura existem alguns trabalhos para o estudo da dindmica de precos, como
o preco da energia [[118, 119, [120]. Entretanto, até onde pesquisamos ndo encontramos
proposta alguma como o modelo do tipo estudado aqui. Dessa maneira, esperamos que
este estudo motive outras pesquisas relacionadas ao assunto. Ou que pelo menos colabore
com a discussdo sobre processos estocdsticos com memoria a longo prazo e o uso da
equacgdo de Langevin, que inspirou este trabalho, na modelagem de processos como séries

temporais financeiras.

Como perspectiva para os proximos trabalhos, pretendemos aprimorar o modelo
estudado. Ajustando parametros, verificando outros tipos de potencial e acrescentar al-
guma filtragem para evitar correlacdes de curto alcance, uma vez que, obtendo um valor
de H tao préximo de 0.5 dentro do intervalo de confianga, seria dificil distinguir a de-
teccdo de memoria a longo prazo [113]]. Por isso, seria interessante também, pesquisar e
testar outras técnicas diferentes da anélise R/S classica e do DFA padrdo para estimar o

expoente de Hurst do modelo ajustado.
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