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Resumo

A andlise topolégica de redes é um importante campo de estudo em Teoria das Redes,
com aplicagbes em varios campos da Ciéncia. Neste estudo, nds alteramos a topologia
de uma rede quadrada através de reconexdes em suas arestas e obtivemos diferentes
tipos de redes: aleatdria conservativa, aleatéria ndo conservativa e livre de escala. Sob
determinadas condicdes, as redes aleatérias e livre de escala apresentaram propriedades
de mundo pequeno. Aplicamos as ferramentas da andlise de Primeira Passagem para
investigar as propriedades e caracteristicas das caminhadas aleatorias nessas redes.
Nas topologias investigadas, analisamos o Tempo de Primeira Passagem (TPP) de um
significativo numero de caminhantes aleatoérios n&o interagentes, variando-se os sitios
de partida e de chegada. Para caracterizar estes processos, aplicamos o conceito da
simultaneidade de Primeira Passagem, através do chamado indice de Uniformidade (IU),
que € uma medida da probabilidade de que dois caminhantes independentes cheguem
juntos ao sitio alvo. O IU permite avaliar se o tempo médio de primeira passagem (TMPP) é
uma boa medida para o processo, € permite identificar redes com caracteristicas de mundo
pequeno. A analise da ocupacao dos sitios durante uma caminhada aleatéria nos permitiu
diferenciar os diferentes tipos de redes, em particular identificar as propriedades de mundo
pequeno, um tema que ainda é controverso na literatura.

Palavras-chave: Fendmenos de primeira passagem. Redes complexas. Caminhadas alea-
torias.



Abstract

The topological analysis of networks is an important field of study in Network Theory, with
applications in various fields of science. In this study, we modified the topology of a square
network, through the reconnections of its edges and obtained different types of networks:
conservative random, nonconservative random and scale-free. Under certain conditions, the
random and free-scale networks showed small world properties. We applied First Passage
analysis tools to investigate the properties and characteristics of random walks in these
networks. In the topologies investigated, we analyzed the First Passage Time (FPT) of a
significant number of non-interacting random walkers, varying the departure and arrival
sites. To characterize these processes, we applied the concept of first passage simultaneity,
through the so-called Uniformity Index (Ul), which is a measure of the probability that two
independent walkers will arrive at the target site together. The Ul allows to avaliate whether
the average first passage time (TMPP) is a good measure for the process, and allows to
identify networks with small world characteristics. The analysis of the sites occupation during
a random walk allowed us to differentiate the different types of networks, in particular identify
the small world properties, a topic that is still controversial in the literature.

Keywords: First-passage phenomena. Complex networks. Random walk.
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1 Introducao

Os Fendmenos de Primeira Passagem (FPP) estao relacionados a diversos proces-
sos estocésticos nos quais uma variavel aleatoria de interesse atinge um determinado valor
pela primeira vez. Trata-se de um topico bastante ativo [1, 2], que proporciona aplicagbes em
diversas areas de pesquisa tais como, Fisica [3], Quimica [4, 5], Biologia [6], Computacao
[7], Neurologia [8], Financas [9], Ciéncias dos Materiais [10] e Ecologia [11].

Uma das aplicagbes em Ecologia trata da dinamica de persegui¢cdo a um alvo
(fixo ou mével). O processo de busca pode ser modelado por uma caminhada aleatéria
que é interrompida com a captura da presa, instante conhecido como tempo de primeira
passagem (TPP). Mejia-Monasterio e colaboradores [11] investigaram alguns aspectos
da busca por um alvo fixo e observaram a importancia de se considerar os efeitos das
flutuacdes estatisticas entre amostras independentes.

Em dinamica neuronal, o modelo integrate-and-fire [8] € amplamente utilizado para
a analise do comportamento de sistemas neurais. Neste modelo, o potencial da membrana
de um neurénio é descrito em termos das entradas sinapticas, consideradas estocasticas,
e da corrente injetada que ele recebe. O neurdnio € acionado apenas quando o nivel de
tenséao flutuante atinge pela primeira vez um valor especifico.

No mercado financeiro [12], 0 preco de uma agao varia diariamente de forma
imprevisivel. Nesse contexto, surgem algumas questdes quando o preco dessa agao cai,
como, por exemplo: quanto tempo sera necessario esperar até que a agao retorne ao valor
de interesse? Enquanto se espera o retorno do valor da a¢do, quanto mais pode cair 0 seu
preco? Note que o preco muda de forma aleatéria com sua valorizacédo e desvalorizacao
diaria, sendo muitas vezes modelado por uma caminhada aleatéria.

As caracteristicas do mercado de agdes e das caminhadas aleatérias tém uma
exploragcdo em termos da probabilidade de eventos de primeira passagem [9]. Um aspecto
importante dos FPP é a condicdo para a qual um processo de caminhada aleatéria termina.
Pode-se estabelecer, por exemplo, um valor limite de desvalorizagdo da agao para autorizar
a sua venda. E, a partir dai, investigar o tempo necessario para que a agao atinja o limite de
desvalorizagéo estabelecido ou retorne ao valor de interesse.

O carater ndo deterministico inerente aos FPP dificulta a obten¢do de uma forma
eficiente de se caracterizar os modelos, tornando-se fundamental o uso de ferramentas de
analise estatistica para validagdo dos modelos. Assim, a distribuicao espacial de probabili-
dades do caminhante aleat6rio atingir uma determinada posicao no espaco torna-se uma
grandeza de extrema relevancia para analise.



Capitulo 1. Introdugéo 2

A teoria das redes complexas é uma outra importante area de pesquisa que tem
atraido bastante atencao nas ultimas décadas. As redes complexas sdo extremamente
importantes por serem capazes de representar diversos sistemas reais. Uma rede complexa
€ um grafo com caracteristicas topoldgicas nao triviais ausentes em redes regulares e grafos
aleatérios. Tais caracteristicas incluem estrutura de comunidade, alto coeficiente de cluster,
excentricidade de sitios e comprimento do caminho caracteristico. As descobertas no final
do Séc. XX acerca da conectividade de redes [13, 14] provocaram um aumento na produgao
de trabalhos cientificos em teoria dos grafos [15, 16]. As heterogeneidades topologicas
em redes livres de escala sdo de fundamental interesse para interpretar a influéncia na
din&mica.

A descoberta de novas topologias de redes deu inicio a uma intensa investigagao
dos FPP em redes complexas [17, 18, 19]. Anteriormente, relevantes contribuicbes sobre
os FPP em uma rede regular quadrada foram publicadas por Montroll [20]. Segundo Redner
[1, p. 168 ], “Redes criteriosamente construidas podem oferecer descri¢gdes simples des-
tes sistemas complexos e suas propriedades de primeira passagem sao frequentemente
resolvidas pela renormalizagdo exata de sua equagao principal.”

As redes podem ser analisadas de diversas maneiras, como por exemplo, a analise
de caracteristicas estruturais como tamanho, densidade, topologia e propriedades estatis-
ticas, que sdo apresentadas na secao 2.3. No entanto, ha uma caréncia de ferramentas
estatisticas que analisem as redes através do fluxo de informagdes que transitam por elas.

Dada a caréncia e a importancia cientifica de identificar caracteristicas topolégicas
dos diferentes tipos de rede, esta tese se desenvolveu na confluéncia destas duas impor-
tantes areas da ciéncia, a teoria das redes e os FPP, e trata essencialmente de um estudo
estatistico dos TPP para caminhadas aleatérias em diferentes topologias de redes.

O fluxo de informagao modelado através de caminhadas aleatérias permite investigar
as propriedades de uma rede por meio da sua navegabilidade. Esta percepgao teve como
inspiracao o trabalho de Mattos e colaboradores [21], que trata dos TPP em dominios
bidimensionais limitados, expondo resultados dependentes do formato destes dominios,
dentre outros fatores. No presente estudo, verifica-se que os TPP séo influenciados pela
topologia da rede, pela posicao dos sitios investigados e pelas condigdes de fronteira.

Para identificar as diferentes topologias de redes, os TPP sao combinados entre
si produzindo o indice de Uniformidade (IU). Os diferentes formatos da distribuicdo de
uniformidade permitem identificar algumas caracteristicas topoldgicas das redes.

Os modelos de rede investigados sdo os seguintes: quadrada, aleatéria conservativa
(vide secéo 3.1.2), aleatéria ndo conservativa (vide segcao 3.1.3), aleatéria de mundo
pequeno e livre de escala. Também sao investigadas as mudangas topolégicas em alguns
modelos de rede.
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1.1  QObjetivos

O objetivo deste trabalho é investigar as diferentes caracteristicas topolédgicas de
redes complexas, propondo uma analise topoldgica por meio da navegabilidade. Para esta
investigacao séo realizadas caminhadas aleatérias nos sitios das redes, que sdo analisadas
pelas ferramentas da analise de primeira passagem.

Um dos objetivos especificos é desenvolver uma técnica estatistica, baseada na
analise de primeira passagem, capaz de identificar as caracteristicas de navegabilidade em
diferentes tipos de redes.

Outro objetivo é desenvolver algoritmos que alterem a conectividade dos nos de
uma rede regular transformado-a em outras topologias de rede.

1.2 Motivacao

Conforme mencionando previamente, as propriedades de primeira passagem pos-
suem inumeras aplicagées em diversas areas da ciéncia. Dado o grande sucesso do uso de
redes complexas como modelos para diversos sistemas reais, ha um enorme potencial de
pesquisa via propriedades de primeira passagem. A principal motivacao para o desenvol-
vimento deste estudo é a possibilidade de classificar uma rede quanto a navegabilidade
através dos seus sitios, isto €, as informagdes que transitam pelos sitios de uma rede podem
fornecer as caracteristicas sobre sua topologia. De fato, trata-se de um estudo inovador
visto que o esforgo realizado pela comunidade cientifica tem focado majoritariamente em
avaliar as estruturas das redes.

1.3 Organizacgao do trabalho

Este trabalho est4 organizado em 5 capitulos. O presente capitulo apresenta uma
introducao ao trabalho, inserindo o leitor no tema central: FPP em Redes Complexas.
Sao apresentados também a definicdo do problema, os objetivos a serem alcancados € a
relevancia deste projeto na atualidade.

O capitulo 2 aborda um caminhante aleatério em uma e duas dimensdes, apresenta
um breve historico da Teoria das Redes e uma reviséo bibliogréafica dos FPP.

No capitulo 3 sdo apresentadas as topologias das redes implementadas, as respecti-
vas distribuicdes de links e de cliques, bem como as técnicas empregadas para implementar
mudangas topoldgicas. Além disso, discute-se as ferramentas estatisticas empregadas para
a andlise dos TPP em redes.

No capitulo 4 sdo apresentados os resultados das caminhadas aleatérias nas
redes com as topologias implementadas, considerando diferentes condi¢des de fronteira e
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diferentes posigcdes de partida e chegada.

Finalizando, no capitulo 5 apresentamos as conclusoes e as perspectivas para 0s
trabalhos futuros.



2 Conceitos Basicos

Este capitulo apresenta uma revisdo sobre Caminhadas Aleatérias, um breve histé-
rico sobre as principais redes, e uma introdugao aos Fenémenos de Primeira Passagem.

2.1 Caminhada Aleatoéria

Em muitos fenbmenos da natureza, algumas quantidades variam com o tempo
de forma muito irregular. Em 1827, o botanico Robert Brown observou através de um
microscépio, 0 movimento irregular de gréaos de pdlen suspensos em agua provocado pela
colisédo dos graos com as moléculas de agua.

Esse movimento, o qual ficou conhecido como movimento browniano [1, 22], pode
ser modelado de forma simplificada por um random walk (RW), ou seja, uma caminhada
aleatoria. O termo random walk surgiu de uma carta enviada ao jornal Inglés Nature por
Karl Pearson em 1905 [23]. Em sua carta, ele pergunta para os leitores se alguém sabe
qual é a probabilidade de um homem que caminha aleatoriamente, estar a uma distancia
entre r e r + 6§, apos n passos do seu ponto de partida.

Em 1905, Albert Einstein tratou matematicamente o movimento browniano com
base na equacao de propagacao de calor em uma dimensédo. Esta equacéo ja havia sido
resolvida por Joseph Fourier em 1822 e aplicada a problemas de difusao em sélidos por
Fick em 1855 [24]. As predi¢des de Einstein foram confirmadas experimentalmente pelo
fisico Jean Perrin em 1908. Poucos anos depois, Norbert Wiener apresentou um modelo
probabilistico para 0 movimento das particulas, conhecido como processo de Wiener [25].

Outras abordagens para o movimento browniano foram dadas, tais como a forca
flutuante proposta por Paul Langevin [26], a equagéo de Fokker-Planck [27] e a abordagem
analitica de Mark Kac [28].

Iremos apresentar uma solugao para um RW discreto em d dimensodes. Sejam
X1, X,,... variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas’(i.i.d.), definidas
no espago de probabilidade (£2,F,P) com,

Q = {(w1,wa,...) w; € S}
F=8x8x..

P=pxupx.. uédistribuicdo de X;
Xn(w) = wp,

' Uma sequéncia de variaveis aleatérias ¢ i.i.d. se cada variavel aleatéria tiver a mesma distribuicdo de

probabilidade das outras e todas forem mutuamente independentes.
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e que assumem valores X; na rede inteira Z¢ com probabilidade

1

P(X;,=¢;)=—
( 7 6]) 2d7

para cada um dos d vetores unitarios e; que geram o espago da rede Z?. Um RW simples

que parte de x em Z? é um processo estocastico S,,, em que

Sp=x4+ X1+ ... + X, n=0,1,2,...

I Y Y Vs Vo Ve XV
—® & & & & o—
X-3 x-2 x-1 x x+1 x+2 x+3
LS WL WS SV S S,

Figura 1 — Processo de salto por um caminhante aleatério ao longo de um eixo, Fonte: [22].

Considerando a vizinhanga de Von Neumann [29], cada sitio da rede unidimensional
(Z') tem dois vizinhos, um a esquerda e outro a direita, conforme é apresentado na Figura
1. Na rede regular quadrada (Z?), cada sitio possui quatro arestas que o liga aos quatro
primeiros sitios vizinhos. Similarmente, em trés dimensées (Z?3), cada sitio possui seis
vizinhos.

Neste estudo, um RW simples na rede € um caminho aleatério definido em seus
sitios. O caminhante parte de um dado sitio da rede e a cada passo de tempo salta para
um sitio vizinho, que é escolhido aleatoriamente e com mesma probabilidade. Uma vez
que o proximo salto independe do histérico do passeio aleatério, trata-se de um processo
Markoviano.

Inicialmente, vamos discutir algumas caracteristicas basicas da distribuicdo de
probabilidade de um RW simples em uma dimenséo. Seja P(x, V) a probabilidade de que
o caminhante se encontre no sitio x depois do N-ésimo passo de tempo. A evolucao da
probabilidade de ocupagao pode ser descrita pela seguinte equagao de recorréncia

P(x,N+1)=pP(x—1,N)+qP(z+1,N). (1)

A Equagéao 1 indica que a probabilidade do caminhante estar no sitio = no tempo
N + 1 é dada por p vezes a probabilidade dele estar em x — 1, mais ¢ vezes a probabilidade
dele estar em = + 1. No caso particular em que p = ¢ = 1/2 a caminhada aleatéria é
simétrica.

A literatura [1, 22] apresenta a distribuicdo binominal como solugéo da Equacéo 1,

- (N+x>!(N—x)!qu : (2)
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Aplicando o Teorema Central do Limite quando N — oo, a solu¢do tende a uma distribuicdo
Gaussiana:

> e

PeN), 1 —@-Nw2/2Np 3)
N—oo 27 Npq )

Como a distribuicao de probabilidade de um RW simples em uma dimensao aproxima-
se de um distribuicdo Gaussiana para tempos longos, o caminhante visita o sitio de partida
infinitas vezes. O retorno ao ponto de partida foi abordado por Pélya [30], sendo classificado
como RW recorrente. Em contrapartida, se o caminhante nunca retorna ao ponto de partida,
o RW ¢é dito transiente. O Teorema de Pdlya afirma que um RW simples € recorrente em
uma e em duas dimensoes, e transiente para trés ou mais dimensaoes.

Para que o caminhante aleatério em uma dimenséao retorne ao ponto de partida
€ necessario que o numero de passos dados para a esquerda seja igual aos dados para
a direita, fato que somente ocorre com numeros pares de passos. Entdo, temos que
Pi(m) = P(S,, = 0) = 1 se e sé se m = 2n, que permite reescrevermos a Equagéo 2

Pi(0,2n) = % (%)n (%)n (4)

Aplicando-se a aproximacéo de Stirling, k! ~ k*+/2¢=%\/27, para k — oo, tem-se

como

2n)2n+1/26—2n o 22n+1/2n2n+1/2 1
n2n+le—2n(2ﬂ-)22n - n2n+122n\/§ — ’_nﬂ'.

Py(0,2n) ~ ( (5)

Seja VV o0 numero de visitas do caminhante aleatério ao ponto de partida, incluindo a
visita no tempo zero, com m passos pares em um tempo finito (7,, < oo),

V = Zz:o ]‘(Sm:O) = Z':,ozo ]‘(Tn<00)'
Uma vez que V' é uma variavel aleatoria discreta, segue que o valor esperado de V
€ dado por

EV] =Y P(Sn=0)=> Pty < ). (6)

m=0

Seja 7, 0 tempo do primeiro retorno ao ponto de partida, para qualquer RW séo
equivalentes, [25]:

i)P(m < o0) =1

iW)P(Sp = 01i.0.) =1

iit) Yy P(Sm = 0) = oo.

Verificaremos as proposi¢des (i, i, 1i7) apresentadas acima, em (a) e (b) a seguir:
a) Verificando que (i) = (i)

P(n<oo)=1=P(r,<o0)=1VneN
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P(S,, =0i.0.) = P(3(ay,azg, -+ ,ag,---):a; € N: S, =0)

Como P(r1, < o) = P(3(ay,as, - ,a,) : a; € N: S,; = 0) temos que
P(S,, = 0i.0.) = lim,,_,o P(7, < 0) = 1.

b) Verificando que (ii) = (iii)

P(S, =0i0)=1= P(r,<o0)=1VYneN

Como > 0 o P(Sm =0) =202 Pra <00) =3 o1 = o

Portanto, uma vez que P(1; < o) = 1, entdo P(7, < o0) =1 Vne P(S,, =0) =
1 Vm. E o valor esperado dado pela Equacgéao (6) pode ser reescrito como

E[V] = Y P(S,=0)=)_ P(r, <)
— ZP(Tl<oo)”:1_P(il<oo). (7)

Sobre o fato de P(7, < o) = P(ry < o)™ na Equagéo 7, uma abordagem
detalhada é apresentada no anexo A.

A Equagéao 5 mostra que P;(1a,) ~ \/% quando n — oo, para o retorno ao ponto
de partida de um RW simples em uma dimenséao, que garante P(1; < oo) . Substituindo
este resultado na Equacao 7 e fazendo n — oo, tem-se que o valor esperado € igual a um,
garantido que o caminhante retorne a origem com um grande niumero de passos.

O Teorema de Pélya afirma que um RW simples é recorrente em duas dimensoes,
isso implica S,, = 0. Seja 0 < m < n, a condicado S,, = 0 ocorrera se 0 caminhante der m
passos para cima, m passos para baixo, n — m passos para a direita e n — m passos para
a esquerda, que leva a equacgao

P(0,2n) = G)n G)” Zn: mim!(n _(2:1))!!(71 —m)!

n

- Z (2n)! n! n!

nIn! ml(n —m)! m!(n —m)!

m=0
Con (27 = (1 n
~)Z )6
o
- 4—%(2:) :P1(0,2n)2=%. (8)

No desenvolvimento da equag&o aplicamos a identidade de Vandermonde >, _, (%) (,",) =

r—k
(m:”), m,n,r € N*, especificamente, o caso particular em que m = n = r, tornando-se
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Sico () (20 = ke (1) = (57 = ()

A Equacéo 8 estabelece a probabilidade de retorno ao ponto de partida de um RW
em duas dimensdes, e substituindo este resultado no célculo do valor esperado, Equacao 7,
pode se concluir que quando o numero de passos n — oo, € esperado que o0 caminhante
retorne a origem.

Este projeto se concentra no estudo de redes em dominios bidimensionais, e portanto
nao sera apresentada a demonstragcao do Teorema de Polya para o caso transiente, mas a
consulta a demonstracao pode ser feita na referéncia [31].

2.2 Um Histoérico sobre Redes

2.2.1 A Origem da Teoria dos Grafos

Em 1736, Euler propds uma rigorosa demonstracao matematica para o problema
conhecido como “as sete pontes de Kénigsberg”, criando o ramo da matematica que viria a
ser conhecido como teoria dos grafos. A préspera cidade de Kénigsberg na antiga Prussia,
situada as margens do rio Pregdlia, e tendo a sua economia fortemente dependente do
trafego intenso de navios e do comércio de café, possuia sete pontes sobre o rio. Cinco
delas ligavam a ilha de Kneiphof a outras regides da cidade e as outras duas atravessavam
os bragos do rio, conforme mostrado na Figura 2.

Figura 2 — Representacdo das pontes de Konigsberg: ilha de Kneiphof (A) e a faixa de terra
(D) entre as duas vertentes do Pregel, Fonte: [32].

Alguns moradores de Kdnigsberg entretinha-se com o seguinte problema: seria
possivel atravessar as sete pontes sem repetir nenhuma? Euler demonstrou que tal caminho
nao existia com as sete pontes. Na solugao do problema, Euler representou as faixas de
terra por quatro nds, e as pontes por sete links que ligavam as porgdes de terra, criando-se
entao o primeiro grafo. Ele observou que os nés com um namero impar de links deveriam
ser o0 ponto inicial ou final do percurso. Como o grafo de Kénigsberg tinha mais de dois nés
com um numero impar de links ndo era possivel encontrar esse caminho. Foi tamanho o
interesse por esse problema que, em 1875, uma nova ponte foi construida entre os pontos
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B e C (vide Figura 2). Com a nova ponte, somente os nés A e D permaneceram com um
namero impar de links, tornando possivel encontrar o tdo desejado caminho.

O resultado de Euler exibe a importancia de se conhecer as propriedades do grafo.
A adicao de apenas um link mudou o layout do grafo permitindo atravessar as sete pontes
sem passar pela mesma ponte duas vezes.

2.2.2 Rede Aleatoria

No séc. XX, os matematicos hungaros, Paul Erdés e Alfred Reényi, publicaram
varios trabalhos sobre a teoria dos grafos, introduzindo o conceito de grafos aleatérios.
Exemplificando a formac&o de uma rede social, propuseram que se cada pessoa de
uma festa conhecesse um outro convidado durante a festa, todos os presentes estariam
conectados ao final. No decorrer de uma festa, pessoas desconhecidas formam pequenos
grupos de amizade, e se deslocam pelo saldo construindo novos lagos de amizade. Destes
lacos emerge uma rede de conhecidos com significativo nimero dos convidados. Em um
tempo suficiente, supondo que cada participante tenha em média uma ligagao, surgira um
enorme aglomerado, ou seja, um cluster. Deste ponto em diante é possivel a partir de
qualquer convidado chegar a um outro, através dos lagos de amizade entre os convidados
da festa.

Anterior a descoberta de Erdds-Rényi a teoria dos grafos lidava apenas com es-
truturas regulares. No entanto, sistemas complexos como o reticulo endoplasmatico das
células eucariontes ou a Internet sao representados por grafos nao regulares. E foi a partir
do modelo de Erdés-Rényi, que a complexidade inerente as redes reais passaram a ser
melhor apresentadas por grafos aleatérios.

O modelo de grafo aleato6rio proposto em 1960 por Erdds-Rényi [33] assume que
partimos de N vértices e conectamos cada par de vértices com probabilidade p. A probabili-
dade de que um vértice tenha k arestas segue uma distribuicdo de Poisson. O histograma
com o formato dessa distribuigao foi derivado e testado em 1982, pelo matematico Béla
Bollobas, um dos alunos de Erdds. A distribuicao de Poisson possui um pico acentuado,
indicando que a maioria dos nés tém numero de links proximo a media. Em ambos os
lados do pico, a distribuicao diminui rapidamente, tornando-se raros os desvios a partir da
média. Dessa maneira, apesar das ligacdes aleatdrias entre os nds, quase todos eles terdao
0 mesmo numero de ligacoes.

O conceito de aleatoriedade adotado por Erd6s-Rényi tem como caracteristica pre-
dominante a média. Como se a maioria das pessoas tivessem aproximadamente o mesmo
nuamero de conhecidos, ou que a maioria das empresas negocia-se com aproximadamente
0 mesmo numero de clientes. Eles equipararam complexidade a aleatoriedade. Toda rede
real que fosse considerada suficientemente complexa era descrita como randémica [32].
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2.2.3 O Fenbémeno de Redes de Mundo Pequeno

Frigyes Karinthy foi um poeta e escritor hungaro, muito famoso por escrever Igy
Irtok Ti. Mas foi em 1929 que escreveu uma narrativa intitulada Lancszemek, ficcao que
conectava uma pessoa a qualquer outra da terra por no maximo 5 conexdes. Esta deve ser
a referéncia mais préxima dos seis graus de separagao descobertos por Stanley Milgram
em 1967 [32].

O psicélogo Stanley Milgram, professor em Harvard, profissional reconhecido da
psicologia experimental interessou-se pelo estudo da estrutura das redes sociais. Em um
dos seus trabalhos [34], ele verificou a distancia entre duas pessoas quaisquer nos Estados
Unidos. O termo distancia refere-se ao nimero de conhecidos necessarios para conectar
duas pessoas quaisquer selecionadas ao acaso.

Para a realizagdo do experimento foram enviadas o total de 160 cartas aos morado-
res de Wichita em kansas e Omaha em Nebraska, escolhidos aleatoriamente. Estas cartas
continham as instruges que os destinatarios deveriam seguir até que os destinatarios finais
fossem atingidos em Sharon ou Boston. Somente 42 cartas chegaram ao destinatario final.
Elas permitiram que Milgram determina-se 5,5 como sendo o numero médio de pessoas
intermediarias. Bem proximo as 5 conexdes da narrativa de Karinthy. Ha relatos que Milgram
nunca usou o termo Seis Graus de Separagao, que deixou o seu experimento mundialmente
conhecido.

Apesar do grande nimero de pessoas na sociedade, o elevado numero de ligagbes
entre elas faz com que o niumero de pessoas intermedidrias, entre duas quaisquer, seja em
média seis, o que revela como o mundo é pequeno. O termo Mundo Pequeno familiarizou-se
entre pesquisadores, porque varias outras redes reais também detém esta caracteristica,
como por exemplo, a rede de citagdes de trabalhos cientificos, a World Wide Web e a rede
neural do verme Caenorhabditis elegans.

O modelo de rede proposto por Watts e Strogatz [35], pioneiro em tratar o Fenbmeno
de Mundo Pequeno em um grafo, apresenta distribuicdo de grau que segue uma lei de
Poisson. A partir do mapeamento da Web, realizado pelo grupo de pesquisa do fisico
Albert-Laszl6 Barabasi, foi possivel perceber que redes reais apresentam o Fenémeno
de Mundo Pequeno e distribuicdo de graus que segue uma lei de poténcia. O modelo de
rede proposto por Barabasi-Albert [14] é conhecido como rede livre de escala. A seguir,
discutimos alguns aspectos destes dois modelos de redes de mundo pequeno.

2.2.3.1 O Modelo de Watts e Strogatz

Duncan Watts e seu orientador de doutorado, Steven Strogatz, estavam interessados
em grupos que agiam em sincronismo, como por exemplo, um publico batendo palmas, vaga-
lumes brilhando e grilos sincronizando os seus cri-cris (ruido imitativo do canto dos grilos).
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Em 1990, Watts tentava interpretar como os grilos cantavam em sincronicidade, porém a
observacao de alguns animais capturados nao foi suficiente, pois era necessario analisar
o grupo de grilos em seu habitat natural. Em uma conversa casual com seu pai, Watts se
deparou com o conceito dos seis graus de separacao, entao o estudo do sincronismo foi
substituido pelo estudo das redes.

Watts partiu da simples observagdo de que muito provavelmente dois de seus
amigos também se conheciam. A rede social formada n&do poderia ser randémica como
acreditavam Erdds e Rényi. Porque neste modelo os nés se ligam aleatoriamente, e entao,
a probabilidade que os dois amigos se conhecessem seria a mesma que quaisquer outros
desconhecidos da sociedade. Entretanto, muitas pessoas tém circulos de amigos que todos
se conhecem.

A Rede de Mundo Pequeno (RMP) nomeada em analogia ao fenémeno de mundo
pequeno, proposta por Watts e Strogatz [35], enfatiza um modelo que transita entre uma
rede regular e uma rede aleatéria, sendo altamente clusterizada e com a presenca de
caminhos curtos como em grafos aleatorios.

Regular Small-world

Increasing randomness

Figura 3 — Tipos de rede: regular, mundo pequeno e aleatéria. Transicdo entre um anel
regular e uma rede aleatéria, sem alterar o numero de vértices ou arestas do
grafo. Fonte: [35].

O procedimento de constru¢do da RMP, proposto por Watts e Strogatz, inicia-se com
uma rede em um anel com n vértices e k arestas por vértice que ligam os 2 vértices mais
préximos e os vizinhos destes, formando uma rede unidimensional conforme ilustrada na
Figura 3. Cada aresta é reconectada a um vértice escolhido aleatoriamente com probabili-
dade p (0 < p < 1). Este processo aproxima sitios que eram muito afastados e faz com que
um sitio figue em média a seis cliques de qualquer outro sitio da rede, o que reproduz o
fenébmeno de mundo pequeno [14].

Além da fronteira das redes sociais, Watts e Strogatz descobriram que o0 mapa de
conexao neural do verme Caenorhabditis elegans revela um alto grau de clusterizacao, e
este mesmo padréo foi observado na rede elétrica do oeste americano. Estas observagdes
deixam claro que em varias redes, alguns grupos sdo densamente conectados e estdo
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ligados por eventuais links fracamente conectados. O modelo de Watts-Strogatz foi pioneiro
em concatenar clusterizagéo e aleatoriedade em um mesmo grafo.

2.2.3.2 0O Modelo de Barabasi e Albert

A clusterizacao descoberta por Watts e Strogatz rompia com o universo randémico
de Erd6s-Rényi. Mas os pesquisadores ainda nao haviam interpretado o fato de que, em
varios sistemas complexos, alguns nés tinham um elevado nimero de ligagdes, enquanto
que outros possuiam um baixo numero de ligagées. Os ndés com inumeras ligagées sao
chamados de nos conectores ou hubs.

O grupo de pesquisa do fisico Albert-Laszlé Barabasi investigava o papel dos
conectores durante um trabalho de mapeamento da Web. A visibilidade de uma pagina da
Web depende do numero de links de entrada que ela possui, quanto maior esse numero
mais visivel ela se torna. O grupo possuia um robd para mapear a Web. Em uma amostra
com 203 milhdes de paginas, 90% delas tinham dez ou menos links que as referenciavam.
Enquanto, que cerca de trés paginas eram referenciadas por outras 1 milhdo de paginas.

O pequeno mapa da Web derrubou a teoria de que ela € um espaco democratico
onde todos s&o vistos com a mesma probabilidade. Na verdade, ele mostrou que a Web é
dominada por poucos hubs extremamente conectados. Surpreendentemente, o histograma
da conectividade do né seguia uma lei de poténcia, contrariando as inuUmeras leis da
natureza que seguiam uma distribuicdo de Poisson.

Para interpretar a formagéo dos hubs, Barabasi e Albert abandonaram as premissas
do numero fixo de n6s e da conexao aleatéria entre os nés. Por sua vez, passaram a
incorporar crescimento da rede e conexao preferencial entre os nos. Eles perceberam que
as redes reais crescem ao longo da sua existéncia e que novos nds se conectam aos nés
mais conectados da rede formando os hubs.

A construgao da rede Barabasi-Albert [14] inicia-se com alguns poucos vértices e
com algumas ligagdes entre eles. A cada passo de tempo novos vértices sdo adicionados a
rede, sendo conectados aos ja existentes. O carater de conexao preferencial € introduzido
no modelo, ao considerar que a probabilidade [[ de que cada novo vértice conecte-se
a um vértice ¢ da rede, dependa da conectividade K; desse vértice, da seguinte forma
[1(K:) = K;/%,k;. A probabilidade P (k) de que um vértice da rede se conecte a k outros
vértices decai com uma lei de poténcia P (k) ~ k™7, com expoente V,odeio = 2,9 £ 0,1.

A medida que a rede cresce, os vértices que adquirem mais conexdes que 0s outros
aumentam a sua taxa de conectividade. Os primeiros vértices da rede sdo 0s mais provaveis
a terem o maior numero de ligacoes, devido o carater de conexao preferencial. Os vértices
mais conectados fazem mais ligacdes, este fendmeno é conhecido como “o rico fica cada
vez mais rico, e o pobre fica cada vez mais pobre”.
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A descoberta dos hubs desencadeou inUmeras pesquisas em diversas areas. O
grupo de pesquisa de Barabdasi além da Web também investigou a rede de atores de
Hollywood e a rede de energia elétrica do oeste dos Estados Unidos [32], ambas distribui-
¢bes seguiam uma lei de poténcia, com expoente v entre 2 e 3. A auséncia de um numero
de links caracteristico nestas redes impOs o abandono da ideia de escala e por conseguinte
ficaram conhecidas como redes sem escala ou redes livres de escala.

2.3 Terminologia e Métricas de Redes

Nesta secdo sao apresentados os conceitos basicos sobre as redes e algumas
métricas que permitem analisa-las.

Uma rede consiste de um conjunto de sitios conectados por arestas. Dizemos que
um sitio j é vizinho de um sitio ¢ se ha uma aresta que os conecta.

Uma aresta nao direcionada estabelece uma conexao simétrica entre os sitios, isto
é, se um sitio 5 se conecta ao sitio ¢ por uma aresta nao direcionada, entao o sitio : também
reconhece o sitio 5 como seu vizinho. Uma rede construida com arestas nao direcionadas é
chamada de rede nao direcionada.

Uma aresta direcionada estabelece uma conexao assimétrica de um sitio para outro,
isto é, se um sitio 5 se conecta ao sitio ¢ por uma aresta direcionada, a conexao nao é
reciproca do sitio ¢ para o sitio j.

A seguir sao definidas as seguintes propriedades estruturais de uma rede: tamanho,
grau e densidade.

O tamanho de uma rede € determinado pelo seu numero de sitios e de arestas.

O grau de um sitio € o numero de arestas que estdo conectadas a ele. Em uma rede
regular todos os sitios tém o mesmo grau. Em uma rede néo regular, o sitio com maior grau
€ chamado de hub.

A densidade d de uma rede é a fracdo entre 0 e 1, que relaciona o numero de arestas
a presentes, com 0 numero de arestas possiveis. Para uma rede R nao direcionada, com a
arestas e s sitios a densidade d(R) é dada por d(R) = % e para uma rede direcionada
é dada por d(R) = ﬁ As redes definidas como densas sdo aquelas em que ha grande
quantidade de arestas, e redes esparsas sao aquelas que possuem pequenas quantidades

de arestas.

O numero de cliques entre dois sitios da rede, se refere ao menor numero de arestas
que separam estes sitios, ou seja, o caminho de menor comprimento, também chamado
de distancia geodésica em um grafo. Se a rede é nao direcionada o numero de cliques é
0 mesmo, independentemente, se o sitio é de partida ou de chegada. Pode-se denotar o
caminho de menor comprimento entre o sitio i e o sitio j como d(i — j), e obviamente,



Capitulo 2. Conceitos Basicos 15

d(i — i) = 0.
A partir do conceito de caminho de menor comprimento, pode-se definir importantes

métricas para caracterizar as propriedades topologicas de redes [36], como por exemplo:
comprimento do caminho caracteristico, excentricidade, diametro e raio.

O comprimento do caminho caracteristico (L) pode ser expresso por

L Xyl )
s(s—1)

em que s € o numero de sitios. Esta formula é valida para redes ndo direcionadas e

também para direcionadas. Ela calcula o comprimento médio dos caminhos mais curtos

para todos os pares de sitios da rede, fornecendo uma distancia esperada entre dois nos

escolhidos aleatoriamente. Esta métrica caracteriza o quao grande ou pequeno é o mundo

representado pela rede.

A excentricidade ¢ € definida para cada sitio, e fornece o numero de cliques entre
um sitio e qualquer outro sitio mais distante da rede, podendo ser expressa por

e(i) = mjaxd(i — 7).

O diametro D fornece a excentricidade maxima da rede, identificando o par de sitios
que estao separados pelo maior numero de cliques, podendo ser expresso por
D = maxe(i).
1
O raio R fornece a excentricidade minima da rede, identificando o menor nimero
de cliques necessarios para alcancar todos os nés da rede a partir de um mesmo sitio de
partida, podendo ser expresso por

R = mine(i).

A excentricidade de sitios pode ser usada para detectar quais sitios sdo mais centrais
na rede. Dependendo da questédo de interesse, informacdes especificas podem ser obtidas
utilizando-se as medidas estatisticas baseadas na centralidade de sitios: centralidade de
grau, centralidade de intermediac&o, centralidade de proximidade, centralidade do vetor
préprio e PageRank, que sao apresentadas a seguir.

A centralidade de grau C'D ou degree centrality é o grau do sitio normalizado, isto é,
0 grau do sitio dividido grau maximo possivel (n — 1), expresso por

_ grau(i)

CD) = 2

A centralidade de intermediacédo (CI) ou betweenness centrality de um sitio é a
probabilidade de o caminho mais curto entre dois sitios quaisquer da rede passar por esse
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sitio, podendo se expresso por

CI(i) =

(n—1)(n—2) T ik Neo(7 — K)
em que N..(j — K) é o nimero de caminhos mais curtos do sitio j para o sitio k, e
N..(j - K) é o numero de caminhos mais curtos do sitio j para o sitio k que passam pelo
sitio 1.

A centralidade de proximidade (C P) ou closeness centrality expressa por

CP(i) = (—Zj ) ) ;

n—1
representa o inverso do numero médio de cliques do sitio ¢ para todos os outros sitios. Se a
C'P(i) = 1 significa que qualquer sitio da rede pode ser alcangado a partir do sitio i com
apenas um clique.

Uma matriz de adjacéncia A, .,, € uma das formas de se representar uma rede de n
sitios. As entradas a,; da matriz guardam a relagao de adjacéncia dos respectivos sitios 5;
e S;, se ha uma ligagdo entre os sitios a;; = 1 ou a;; = 0 caso contrario.

A centralidade do vetor préprio (C'V') ou eigenvector centrality mede a importancia
de cada sitio considerando cada uma das suas arestas de entrada. Esta medida nao
depende apenas do numero de arestas incidentes sobre o sitio, mas também a qualidade
dessas ligacoes, podendo ser expresso por

C’V(i) = v; (i-ésimo elemento do vetor préprio dominante v da matriz de adjacéncia da rede).
O vetor proprio v é geralmente escolhido como um vetor unitario ndo negativo (v; > 0, |v| = 1).

PageRank (PR) mede a probabilidade assintética de um caminhante aleatério na
rede estar no sitio 7, assumindo que o0 caminhante se mova para um sitio vizinho escolhido
aleatoriamente com probabilidade «, ou salte para qualquer sitio da rede com probabilidade
1 — a, em cada passo de tempo, podendo ser expresso por

PR(i) = v; (i-ésimo elemento do vetor proprio dominante v da seguinte matriz de probabilidade de transi¢éo)

T:aAD_l—i—(l—a)%

em que A é a matriz de adjacéncia da rede, D! é a matriz diagonal cuja i-ésima com-
ponente diagonal é 1/grau(i), J € uma matriz unitaria n x n, e a é o parametro de
amortecimento, geralmente é utilizado o = 0,85.

O coeficiente de cluster ou clustering coefficient de um sitio 7, em uma rede nao
direcionada, calcula a probabilidade de seus vizinhos serem vizinhos uns dos outros,
podendo ser expresso por

_ Hk} [d(g) = d(ik) = d(5k) = 1}

) grau(i)(grau(i) — 1)/2
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em que o denominador € o numero total de possiveis pares de sitios da vizinhanga do sitio
1, enquanto o numerador é o numero de pares de sitios realmente conectados entre eles.

Para medir o nivel de clustering em toda a rede, o seguinte coeficiente médio de clustering
é frequentemente utilizado

0= 00

A distribuicao de links ou distribuicdo de grau é obtida a partir do grau de todos os
sitios da rede, ela fornece informagdes sobre como a rede esta estruturada. A distribuicdo
de links de uma rede € uma distribuicao de probabilidade

Pk) = {¢] gmfjl(i) =k

isto €, a probabilidade de um sitio ter grau k.
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Figura 4 — Distribuicées de links dos modelos de rede propostos por: Erdés-Rényi, Watts-
Strogatz e Barabasi-Albert, Fonte [36].

A Figura 4 exibe as distribuicbes de links, na escala log-log, para os seguintes
modelos de rede: rede aleatéria proposta por Erdés-Rényi [33], rede de mundo pequeno
proposta por Watts-Strogatz [35], e rede livre de escala proposta por Barabasi-Albert [14].
O modelo de rede aleatéria apresenta uma distribuicdo de links em forma de sino um pouco
inclinado. O modelo de mundo pequeno apresenta uma distribuicdo com um pico préximo
ao numero médio de links. O modelo de rede livre de escala apresenta uma distribuicao de
links que segue uma lei de poténcia, que se parece com uma reta com inclinagao negativa.

As significativas diferengas nas distribuicoes de links permitem identificar como a rede esté
estruturada.

Uma comunidade é um conjunto de nés que sao conectados mais densamente um
ao outro do que ao restante da rede. Muitas redes apresentam esta propriedade, e a Figura
5 exibe uma rede com a presenca de trés comunidades.
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Figura 5 — Exemplo de comunidades em uma rede, Fonte [36].

2.4 Fendmenos de Primeira Passagem

Os FPP estao relacionados a diversos processos estocasticos, nos quais se tem
interesse em situacdes em que uma variavel aleatéria de interesse atinja determinado valor
pela primeira vez. Trata-se de uma area de pesquisa com vasto espectro de aplicagoes.

Varios fendbmenos naturais podem ser descritos em termos de particulas executando
movimentos aleatérios. Em muitos deles, 0 movimento é causado primordialmente por
flutuagdes térmicas, podendo ser modelado por caminhadas aleatérias.

O carater ndo deterministico da caminhada aleatéria torna a distribuigdo espacial
de probabilidades uma grandeza de fundamental interesse para analise. A probabilidade
de primeira passagem, isto €, a probabilidade de que um caminhante aleatério atinja um
determinado ponto do espaco pela primeira vez no tempo t, pode ser obtida diretamente da
probabilidade de ocupacao.

Mattos e colaboradores [21] apresentam um estudo estatistico dos TPP, por fronteiras
absorventes e refletoras, de um RW fora da rede em dominios bidimensionais de diferentes
geometrias. Os autores analisam questdes fundamentais dos FPP, como a probabilidade de
sobrevivéncia da particula difusiva, o tempo necessario para absorcao pela fronteira, e a
importancia da distancia entre a posicao inicial e a fronteira absorvente.

Por exemplo, no mercado financeiro o preco de uma acéo varia diariamente de
forma irregular, o que nos permite uma exploragéo natural em termos da probabilidade de
primeira passagem. Um aspecto importante dos FPP € a condi¢do para a qual o processo
de caminhada aleatéria termine. Os operadores de mercado estabelecem os pontos de
compra e venda de agdes num grafico e enviam as ordens de compra ou venda para a
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corretora.

Alguns aspectos do processo de caminhada aleatoria na arvore de Cayley foram
investigados por Agliari e Cassi em [37]. Uma arvore é uma rede conectada e nao direcio-
nada que nao contém loops fechados e todos os vértices sdo alcancaveis entre si por algum
caminho através da rede. A arvore de Cayley [38] tem dimensao infinita, e cada vértice
nao folha do grafico tem um nimero constante de ramos. O estudo de Agliari e Cassi [37]
trata de redes finitas ndo homogéneas, nas quais o sitio de partida para uma caminhada
aleatdria pode levar a diferentes limites termodinamicos, gerando a ndo homogeneidade
nas quantidades de primeira passagem relacionadas. A andlise destes fatos contribuem
para a interpretagcéo do fenémeno da difusao em sistemas reais ndo homogéneos. Neste
estudo, os autores investigaram a Arvore de Cayley Estendida, que possui uma estrutura
completamente ordenada e exibe somente uma auto-similaridade aproximada. Os resulta-
dos apontam que a ndo homogeneidade topoldgica de redes finitas, podem desempenhar
um papel crucial no comportamento das caminhadas aleatoérias.

A estreita relagao entre a probabilidade de retorno a origem e a distribuicao de
tempos de primeira passagem é tratada por Hwang e colaboradores [39]. Neste trabalho,
0s autores mostram que esta estreita relagdo exibe comportamentos como fungdes do
tempo em redes livres de escala, que nao estao presentes em redes regulares ou fractais.
A rede fractal é aquela em que a separacdo média entre dois nds escala com o tamanho do
sistema segundo uma lei de poténcia. Uma rede fractal mantem suas caracteristicas quando
repartida em partes menores, isto €, em sub-redes. Os autores também analisam o papel da
dimensao espectral na classificacdo do comportamento de caminhadas aleatorias em redes
regulares e em redes desordenadas. Os resultados apontam que a distribuicdo global de
tempos de primeira passagem, exibem diferentes comportamentos devido a dependéncia
com a dimensao espectral e do expoente de grau. Se a estrutura da rede é um fractal a
dimenséao espectral (d.) varia no intervalo 1 < d. < 2, e se mantem fixa em d. = 2 para
redes nao fractais, o calculo desta medida pode ser consultado na referéncia [40].

2.4.1 Primeira Passagem

A Primeira Passagem (PP) de uma particula aleatéria que realiza o Movimento
Browniano nos sitios de uma rede, ocorre quando a particula atinge um sitio absorvente
pela primeira vez. A Figura 6 exibe a trajetéria de um caminhante aleatério, que é liberado
do sitio de partida, realiza uma caminhada aleatéria pelos sitios de uma rede quadrada, e
atinge o alvo no sitio de chegada. No exemplo, o caminhante deslocou 11 passos, ou seja,
o TPP éigual a 11, na segéo 3.2 esta medida recebe um tratamento estatistico.

No chamado narrow escape model (NEM), uma particula browniana difunde no
interior de um dominio finito e limitado, exceto por uma estreita abertura. O instante em
que a particula atinge a abertura pela primeira vez € o TPP dessa dinamica. Em biologia



Capitulo 2. Conceitos Basicos 20

Figura 6 — Amostra da trajetéria de um caminhante aleatério pelos sitios de uma rede
regular quadrada com condicdes periédicas de fronteira.

celular o TMPP do NEM pode ser usado em diversas aplicacdes, como por exemplo, na
exportacao nuclear de moléculas de RNA mensageiras através de poros nucleares [41].
Estes sao complexos de proteinas que atravessam a membrana nuclear das células de
eucariontes.

As relevantes aplicagbes do TMPP motivaram a investigacao em diferentes topolo-
gias de redes e a expressao exata para o TMPP entre dois sitios de uma rede foram obtidas
nos trabalhos [17, 42].

A partir da distribuigcdo estacionaria dos Tempos de Primeiro Retorno pode-se obter o
Tempo Médio de Primeiro Retorno (TMPR), ou seja, o tempo esperado para um caminhante
aleat6rio retornar para o seu ponto de origem pela primeira vez. Em se tratando de redes, tal
ponto esta localizado em um dos vértices ou em uma das arestas da rede. A férmula de Kac
[43], trata a relacao entre a distribuicao do tempo de retorno e a distribuicao do tempo de
primeira chegada. Esta relacao foi utilizada por Jing e colaboradores em [44] , para definir
que o TMPR para um vértice ou uma aresta, e coincide com o inverso da probabilidade de
encontrar o caminhante neste vértice ou aresta no estagio final de equilibrio do processo
aleatdrio, sendo expresso por

nesta expressao P ¢ a distribuicdo estacionaria nos vértices ou arestas e (I') € o TMPR.
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3 Metodologia

Diversos problemas do mundo real podem ser suficientemente bem modelados por
redes reais. O conhecimento da morfologia destas redes reais € um aspecto crucial para
construcao das redes de simulagao.

Inicialmente apresentamos as redes implementadas neste estudo: regular quadrada,
aleatéria conservativa, aleatéria ndo conservativa, aleatéria de mundo pequeno e livre de
escala. Em seguida, abordamos as ferramentas estatisticas utilizadas para investigar os
TPP e para caracterizar as redes investigadas.

3.1 Morfologia das Redes Implementadas

Esta secao detalha as topologias das redes investigadas e 0s processos para a
mudancga de topologia. As arestas de uma rede s&o permutadas, ou seja, reconectadas
com critérios especificos para modificar a topologia da rede. O nimero de nos e de arestas
nao se alteram durante o processo de reestruturagéo da rede. Neste estudo, as arestas sao
nao direcionadas, isso permite que o caminhante aleatério dé o préximo passo em qualquer
direcéo.

No Anexo A se encontram os algoritmos que foram implementados para realizem a
mudanca topoldgica nas redes investigadas.

3.1.1  Rede Regular Quadrada

Na implementagao da rede regular quadrada, Algoritmo A3, consideramos a vizi-
nhanga de Von Neumann (quatro primeiros vizinhos de cada né). Nesta morfologia todos
0S nos possuem 0 mesmo numero de vizinhos e a rede € estética, ou seja, a vizinhanga
nao varia ao longo da construgcao da rede. A dindmica de uma caminhada aleatéria nesta
morfologia permite ao caminhante aleatério saltar do né em que se encontra para um dos
quatro nés vizinhos com a mesma probabilidade.

Implementar uma rede quadrada com condi¢des periddicas de contorno, conforme
ilustra a Figura 7, permite minimizar os efeitos de tamanho finito da rede. A figura 7 possui
36 sitios, note que ha uma aresta conectando o sitio de uma extremidade ao seu simétrico
na outra extremidade do contorno. Com isso, tanto os sitios internos quanto os sitios do
contorno possuem 4 arestas cada um. Portanto, o termo condi¢des periddicas de contorno
se refere ao fato de que a rede quadrada forma uma malha continua de sitios com quatro
vizinhos.
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Figura 7 — Rede regular quadrada com condi¢des periddicas de contorno. Os sitios das
bordas se conectam, simetricamente, com os sitios das bordas opostas.

Para diferentes aplicagées implementamos redes com fronteiras totalmente refletoras
e redes com fronteiras mistas. Nesta ultima, os sitios das extremidades sao refletores ou
absorventes conforme exibe a Figura 8. Um sitio refletor ndo pode ser ocupado por um
caminhante aleatério, que retorna ao sitio do passo anterior caso atinja o sitio refletor.
Quando o caminhante atinge um sitio absorvente a caminhada aleatoria finaliza e computa-
se o TPP daquele caminhante.

Figura 8 — Rede regular quadrada com condi¢des de contorno mistas. Nas bordas os sitios
pretos representam a condigao refletora e os sitios ndo preenchidos represen-
tam a condicao absorvente. Note a posicao dos sitios em relagao a fronteira
absorvente: P (préximo), C (regiao central da rede) e A (muito afastado).

Na Figura 8 hd uma quina com 5 sitios ndo preenchidos que representam uma



Capitulo 3. Metodologia 23

fronteira de sitios absorventes, e portanto, na primeira visita de um caminhante a qualquer
um deles a caminhada é interrompida. Os demais 15 sitios da fronteira, preenchidos na cor
preta, sao refletores e repelem o caminhante. Os 16 sitios internos sédo considerados sitios
de passagem. Note que, a pequena abertura no contorno € um exemplo do NEM [21] em
uma rede limitada por sitios refletores.

Neste estudo, utilizamos um algoritmo de busca em largura [45] para medir o nUmero
de cliques entre um determinado sitio e qualquer outro sitio da rede. O que permite mapear
o numero de cliques de toda a rede identificando os principais casos discutidos neste estudo:
os sitios que estdo préximos, os sitios que estdo afastados e os sitios que estao separados
por um numero médio de cliques.

Ao longo do texto as expressodes sitio proximo a fronteira absorvente, sitio na regiao
central da rede e sitio muito afastado da fronteira absorvente, respectivamente, referem-se
as posicoes P, C e A que estédo representadas na Figura 8. Nao sdo as posi¢des exatas de
partida de um caminhante aleatério, trata-se de uma referéncia para a regiao na qual partira
0 caminhante.
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3.1.2 Rede Aleatoria Conservativa

A rede aleatéria conservativa (Algoritmo A4) foi implementada a partir de uma rede
regular quadrada com N sitios e 2N ligagdes. As conexdes regulares da rede quadrada séo
permutadas aleatoriamente, fazendo-se x x 2N permutagdes, em que a taxa de reconexao
x € R . Ao final de todas as permutagdes cada sitio da rede permanece com exatamente
quatro ligacdes. Por conservar o numero de ligagdes da rede original € nomeada rede
aleatdria conservativa.

Para realizar as permutacdes o algoritmo sorteia aleatoriamente dois sitios, S; e .55,
caso nao estejam conectados e ndao sejam vizinhos na rede original estabelece-se uma
ligagcao entre eles, S; — S;. Em seguida, sorteia-se aleatoriamente um vizinho de S; e um
vizinho de 9, isto é, 511 e S, respectivamente, desde que ndo exista ligagao entre eles
e nao sejam vizinhos na rede original. As conexdes existentes S; — S1; € S — Ss; sé@o
desligadas e em seguida a nova conexao S;; — Ss; restabelece a cardinalidade quatro da
vizinhanca dos sitios. A Figura 9 exibe um exemplo do procedimento descrito, que é repetido
até atingir x x 2N permutacgodes.

Figura 9 — Religando arestas para obter uma rede aleatéria conservativa. (a) Uma nova
aresta conecta os sitios S; e 5;. (b) Sdo escolhidos os sitios S1; e S5, para se
desconectarem de seus respectivos vizinhos, S; € Ss.
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Figura 9 — Religando arestas para obter uma rede aleatéria conservativa. (c) As arestas que
conectavam S; — S, e S — 951, s@0 removidas para restabelecer as 4 ligagdes
nos sitios S7 e Ss. (d) Uma nova aresta conecta os sitios S;; e So; e restabelece
as 4 ligages por sitio.

Figura 10 — Rede aleat6ria conservativa obtida atraves de reconexdes das arestas de uma
rede quadrada.

A Figura 10 exibe uma rede aleatéria com 4 arestas por sitio, sendo um total
de 72 arestas que conectam os 36 sitios. Esta rede aleatéria foi obtida a partir de uma
rede quadrada, na qual aplicamos as regras estabelecidas para permutagao de arestas.
O numero de ligagbes por sitio se mantém, mas a estrutura regular inicial € totalmente
desmontada.
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As reconexdes de arestas criam atalhos que, em geral, provocam a redug¢ao no
numero de cliques entre dois sitios afastados na estrutura de rede regular. Para medir
a reducao do numero de cliques utilizamos um algoritmo de busca em largura [45], e
apresentamos na Figura 11 os niveis médios de cliques para 6 instantes da rede: 0, 10, 100,
1.000, 10.000 e 20.000 reconexdes. Nesta implementacao a rede possui 10.000 sitios e
20.000 arestas.

Com 20.000 reconexdes menos de 10 cliques separam um sitio dos demais, o que
caracteriza a formagéao de mundo pequeno, conforme discutido na secao 2.2.3. Portanto, a
técnica apresentada nesta sec¢ao € uma alternativa aos modelos RMP e livre de escala -
(secao 2.2.3), para se construir uma rede de mundo pequeno. Abordaremos novamente os
modelos RMP e livre de escala, respectivamente, nas secdes 3.1.4 e 3.1.5.

[P

N° de Cliques

T T T T T T
R.0 R.10 R.100 R.1.000 R.10.000 R.20.000

Figura 11 — Niveis médios do numero de cliques entre um determinado sitio aos demais da
rede, durante a mudanca topolégica de uma rede quadrada com 10.000 sitios
para uma rede aleatéria conservativa com 4 ligagdes por sitio, sendo exibidos 6
instantes da rede.
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3.1.3 Rede Aleatoria nao Conservativa

A rede aleatéria ndo conservativa (Algoritmo A5) também foi implementada a partir
de uma rede regular quadrada com N sitios e 2N ligagdes. As conexdes regulares da rede
quadrada sao permutadas aleatoriamente, fazendo-se = x 2N permutagdes, em que a
taxa de reconexao = € R. Ao final de todas as permutacdes cada sitio da rede tera uma
quantidade aleatéria de vizinhos. Por ndo conservar o numero de ligagdes da rede original
€ nomeada rede aleatéria ndo conservativa.

Para realizar as permutacdes o algoritmo sorteia aleatoriamente dois sitios, S; e .55,
caso nao estejam conectados e ndao sejam vizinhos da rede original estabelece-se uma
ligagdo entre eles, S; — S;. Em seguida, sorteia-se aleatoriamente um sitio que é vizinho
de S; ou de S5 da rede original, isto €, S1; ou S, respectivamente, para se desligar uma
das ligagdes originais S; — 511 ou Se — S5;. Uma ligacdo sé é desligada se os sitios que ela
conecta nao ficarem desconectados do restante da rede. A Figura 12 exibe um exemplo do
procedimento descrito, que é repetido até atingir z x 2N permutacdes.

Figura 12 — Rede aleatéria ndo conservativa. (a) Uma nova aresta conecta os sitios S; e Ss.
(b) O sitio S5; é escolhido para ser desconectado do seu vizinho S;.
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Figura 12 — Rede aleatéria ndo conservativa. (c) A aresta que conectava S, — Ss; foi remo-
vida para se manter o numero original de arestas da rede. O sitio S; passa a
ter 5 conexdes, S, mantem 4 conexdes e o sitio S,; perde uma aresta e passa
a ter 3 conexoes.
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Figura 13 — Rede aleat6ria ndo conservativa obtida através de reconexdes aleatorias das
arestas de uma rede quadrada.

A Figura 13 exibe uma rede aleatéria com 36 sitios e 72 arestas. Esta rede foi obtida
a partir de uma rede quadrada, na qual aplicamos as regras estabelecidas para permutacao
de arestas, que permitiram realizar 70 reconexdes. Neste processo de mudancga topoldgica o
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numero de ligagdes por sitio passa a ser uma variavel aleatéria, e neste trabalho nomeamos
de rede aleatéria n&o conservativa.

10%+ e
10*4 -
10°4
< N 10’4
o 3
o
10°
T ’ }hm
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 10
k k
(a) 100 (b) 1.000
RSN 10°] N\ NN
10°1 N N
<
o = 10%
2 X
10 =
1 10"+
10'4
0 2 4 6 8 10 12 14 16 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
k
(c) 10.000 (d) 18.273

Figura 14 — Evolugéo da distribuicdo de links de uma rede aleatéria ndo conservativa. A
partir de uma rede regular quadrada com 10.000 sitios foram feitas 100, 1.000,
10.000 e 18.273 reconexdes entre suas arestas, e as respectivas distribuicoes
de links sdo mostradas nas figuras (a), (b), (c) e (d).

A Figura 14 exibe a evolucao da distribuicao dos links de uma rede regular quadrada
com 10.000 sitios, que foi submetida a 100, 1.000, 10.000 e 18.273 reconexdes de arestas.
Tipicamente, o Algoritmo A5 reconecta um pouco mais que 90% das arestas, pois as
restricdes de reconexdo impostas, geralmente, impedem que todas as arestas sejam
reconectadas. Por este motivo, 0 nUmero maximo de reconexdes de arestas foi 18.273.

Apds a realizacao de 1.000 reconexdes, 0 numero de arestas predominantes por
sitio continua sendo quatro assim como da rede regular quadrada, Figura 14b. Com 18.273
arestas reconectadas os sitios com poucas ligagées sao predominantes, enquanto que 0s
sitios com mais ligacdes estao gradativamente em menor niumero.

A Figura 15 exibe os niveis médios de cliques para 6 instantes da rede: 0, 10,
100, 1.000, 10.000 e 18.273 reconexdes. Nota-se a formacao de mundo pequeno a partir
de 10.000 reconexdes de arestas, assim como ocorreu na rede aleatéria conservativa,
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secdo 3.1.2. Entdo, a rede aleatéria nao conservativa discutida nesta segao também é
uma alternativa aos modelos RMP e livre de escala para se construir uma rede de mundo
pequeno. Nas préximas secdes mais detalhes sobre os modelos RMP e livre de escala

serdo abordados.

100 4

e

N° de cliques

T T T T T
R.0 R.10 R.100 R.1.000 R.10.000 R.18.273

Figura 15 — Niveis médios do nimero de cliques entre um determinado sitio aos demais da
rede, durante a mudanca topoldgica de uma rede quadrada com 10.000 sitios
para uma rede aleatéria ndo conservativa, sendo exibidos 6 instantes da rede.

Note que os modelos de rede aleatéria conservativa e aleatoria ndo conservativa
apresentam caracteristicas de mundo pequeno, mas a forma como as arestas conectam
os sitios moldam a topologia de cada uma destas redes. ldentificar o fenébmeno de mundo
pequeno e a topologia da rede através de caminhadas aleatérias pelos sitios da rede é um

dos objetivos deste trabalho.
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3.1.4 Rede Aleatéria de Mundo Pequeno

Para a implementacao da rede aleatéria de mundo pequeno (RMP) (Algoritmo A6)
considerou-se o algoritmo de Watts-Strogatz [35], apresentado na se¢éo 2.2.3.1. Para se
controlar o nimero de permutagdes das arestas, com probabilidade um, todas as tentativas
de reconexao sao realizadas. Um esquema do procedimento de reconexao é apresentado
na Figura 16.
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Figura 16 — Rede aleatéria de mundo pequeno. Em (a) 8 arestas nao direcionadas partem
de cada um dos 20 sitios do anel regular. O sitio S; tem suas arestas em
destaque, e em sentido horario, seu primeiro vizinho é o sitio S;. Em (b) a
aresta S; — S, é desconectada do sitio S, e se conecta ao sitio S14, escolhido
aleatoriamente. Este procedimento é repetido em sentido horario, em que
todos os sitios sdo considerados e as arestas dos seus primeiros vizinhos sao
reconectadas. Apos esta primeira volta no anel, este procedimento € repetido
para 0os segundos vizinhos de cada sitio, e se repete assim por diante até que
k/2 voltas sejam dadas.

A Figura 17 exibe a evolugéo da distribuicdo de links de um anel regular com 10.000
sitios, inicialmente com 8 arestas por sitio, que foram reconectadas e transformaram o
anel em uma rede aleatéria de mundo pequeno. A medida que se aumenta o nimero
de reconexoes nesta rede, a distribuigcdo dos links se a aproxima de uma distribuicdo de
Poisson.
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Figura 17 — Evolugao da distribuicao de links de uma rede aleatéria de mundo pequeno.
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Na Secéao 3.1.1 apresentamos uma forma de mapear o numero de cliques entre
um dado sitio e todos os outros sitios de uma rede, utilizando um algoritmo de busca em
largura [45]. A partir desse mapeamento podemos determinar: os sitios que estao préximos,
os sitios que estao afastados e os sitios que estdo separados por um nimero médio de
cliques.

A Figura 18 exibe os diferentes niveis médios do numero de cliques entre um

determinado sitio aos demais sitios da rede. Foram considerados 6 instantes da rede, com
0s seguintes numeros de reconexdes de arestas: 0, 10, 100, 1.000, 10.000 e 20.000.
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Figura 18 — Niveis médios do nimero de cliques entre um determinado sitio aos demais da
rede, durante a mudanca topolégica de um anel regular com 10.000 sitios para
uma rede aleatéria de mundo pequeno, sendo exibidos 6 instantes da rede.

A Figura 19 exibe as distribuicoes de cliques para cada um dos instantes da rede
que foram exibidos na Figura 18. A Figura 19a exibe a distribuicdo de cliques para um anel
sem nenhuma religacdo de aresta, e pode-se notar que os sitios mais afastados do sitio
observado estdo separados por mais de 1200 cliques. A distribuicdo é homogénea com
ocorréncia de 8 sitios por clique. Na Figura 19a ndo é possivel visualizar que 7 sitios estao
a 1250 cliques do sitio observado. A paridade do numero de sitios do anel faz com que o
numero de sitios com caminhos mais curtos até o sitio mais distante seja impar.

Com apenas 10 reconexdes, o numero de cliques do sitio observado para qualquer
outro sitio da rede caiu para aproximadamente 300, Figura 19b. Conforme predito por
Watts-Strogatz [35] com metade das arestas reconectadas, no caso em analise sao 20.000
arestas, o numero de cliques entre quaisquer 2 sitios € no maximo 6, este fato é conhecido
como 6 graus de separacgao, e que pode ser observado nas Figuras 18 e 19f.
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Figura 19 — Evolucao da distribui¢cdo de cliques de um sitio a todos os outros, em um anel
regular com 10.000 sitios, com oito arestas por sitio, submetido a 10, 100, 1.000,
10.000 e 20.000 reconexdes entre suas arestas.
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3.1.5 Transicdo Topoldgica de uma Rede Regular Quadrada para uma
Rede Livre de Escala

Nas subsecdes 3.1.1 e 2.2.3.2 foram apresentadas, respectivamente, a rede qua-
drada e a rede livre de escala. No estudo de redes os efeitos de mudancgas topoldgicas sao
importantes para determinar a robustez da rede, o numero de hubs, caminhos minimos
entre outras caracteristicas. Nesta subsecao, sera descrito um método para reconectar as
arestas nao direcionadas de uma rede quadrada com condi¢des periédicas de contorno e
se obter uma rede livre de escala, Algoritmo A7. Ao longo do procedimento de reconexdes
0 numero total de arestas da rede quadrada é mantido. Duas importantes consideracoes
sobre a topologia inicial da rede quadrada: qualquer um dos sitios pode perder suas ligagdes
originais e qualquer um dos sitios pode ganhar novas ligagdes.

Para proceder a mudanca topoldgica na rede quadrada empregou-se o carater de
conexao preferencial [14] fazendo com que a probabilidade de um sitio fazer novas ligagées
dependa do seu niumero de conexdes. Isso implica que a probabilidade [ [ de um vértice j
conectar-se a um vértice ¢ da rede dependa da conectividade K; desse vértice da seguinte
forma: [[ (K;) = K;/%k;.

Para romper com a regularidade das quatro conexdes por sitio da rede quadrada e
empregar a conexao preferencial, dois sitios néo vizinhos sdo sorteados aleatoriamente
para serem conectados. Ambos passam a ter cinco arestas aumentando a probabilidade de
que recebam novas arestas de qualquer um dos outros sitios da rede, enquanto os demais
sitios permanecem com quatro arestas. Em seguida, um sitio diferente destes dois iniciais é
escolhido aleatoriamente para ter uma de suas arestas removidas, fazendo com que a rede
retorne ao numero original de arestas.

Enquanto ndo se atinge o limite de reconexdes permitidas, ou seja, considerando as
regras descritas a seguir, todos os sitios sdo percorridos varias vezes em ordem sequencial
e de acordo com sua conectividade K; podem ganhar uma nova ligacdo para um sitio
escolhido aleatoriamente. Esta nova ligagcao nao pode ser duplicada e nao pode ser uma
ligagcado da rede original. Novamente, para ndo alterarmos o numero de arestas, para cada
nova ligacao temos que remover uma aresta original da rede. Estas remog¢des de arestas
seguem algumas restricdes: ndo é permitido que nenhum sitio figue sem nenhuma aresta e
nao é permitido que nenhum sitio perca mais do que suas 4 ligagdes da rede original.

A Figura 20 exibe uma rede livre de escala obtida a partir dos procedimentos anteri-
ormente descritos. Devido ao carater da conexao preferencial os sitios S; e S, sorteados
no primeiro passo do algoritmo tém maior probabilidade de receberem mais conexdes. Note
que o sitio S; tem o maior niumero de ligagdes da rede, isto €, ele € o hub da rede.
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Figura 20 — Mudancga topologica de uma rede quadrada para rede livre de escala. Nesta
representacao a rede possui 72 arestas que conectam os 36 sitios. Em (a) uma
nova aresta verde conecta os sitios S; e S,. A aresta em vermelho que conecta
S3 — S, serd removida para se manter o niumero original de arestas. Em (b)
apos 20 reconexdes um dos sitios se torna o hub da rede. Em (c) ap6s 66
reconexdes o sitio hub se mantem, e a rede é reorganizada para uma melhor
visualizagao.
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A Figura 21 exibe a evolugéo da distribuigdo de links de uma rede regular quadrada,
com 10.000 sitios e com condi¢des periddicas de contorno a medida que se aumenta o
numero de reconexdes de arestas. Em cada grafico o eixo vertical e o eixo horizontal estdo
em escala logaritmica para destacar o comportamento do tipo lei de poténcia identificado
quando os dados seguem uma reta. A distribuicdo de links que é constante na rede
quadrada passa a seguir uma lei de poténcia nessa nova topologia de rede, conforme Figura
21d. Tipicamente, o Algoritmo A7 reconecta um pouco mais que 90% das arestas, pois
as restricdes de reconexao impostas, geralmente, impedem que todas as arestas sejam
reconectadas. Por este motivo o nimero maximo de reconexdes de arestas foi 18.577.
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Figura 21 — Evolugéo da distribuicéo de ligacdes por sitio a partir de religagdes preferenciais
em uma rede regular quadrada.

A distribuicdo de links da rede livre de escala obtida com o nimero maximo de
reconexdes possiveis conforme a Figura 21d, segue uma lei de poténcia P(k) ~ k77,

com coeficiente v = 2,89 4+ 0,01, em concordancia com o valor predito pelo modelo de
Barabasi-Albert [14].

Na Secéao 3.1.1 apresentamos uma forma de mapear o numero de cliques entre
um dado sitio e os outros sitios da rede, utilizando um algoritmo de busca em largura
[45]. Na Figura 22 s&o exibidos os diferentes niveis médios do numero de cliques entre
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um determinado sitio aos demais sitios da rede. Foram considerados 6 instantes da rede
durante a mudanca topolégica de quadrada para livre de escala, com os seguintes nimero
de reconexoes de arestas: 0, 10, 100, 1.000, 10.000 e 18.577.

N° de cliques

”$$$$%$

T T T T T
R.O R.10 R.100 R.1.000 R.10.000 R.18.615

Figura 22 — Niveis médios do numero de cliques entre um determinado sitio aos demais da
rede, durante a mudanca topolégica de uma rede quadrada com 10.000 sitios,
para uma rede livre de escala, sendo exibidos 6 instantes da rede.

A Figura 23 exibe as distribuicdes de cliques para cada um dos instantes da rede,
que foram exibidos na Figura 22. A Figura 23a exibe a distribui¢cdo de cliques de uma rede
quadrada com 10.000 sitios sem nenhuma religacao de aresta. O sitio mais afastado do
sitio observado esta a 100 cliques, enquanto os 4 sitios mais proximos estao a apenas 1
clique. No pico da distribuicéo, 198 sitios da rede estao a 50 cliques do sitio observado.

O aumento no numero de reconexdes de arestas, em geral, diminui o nimero
de cliques que separam um sitio de qualquer outro da rede. Com apenas 10 arestas
reconectadas, o numero de cliques do sitio observado para qualquer outro da rede caiu
para menos da metade do numero de cliques da rede original, conforme Figura 23b. Com
0 numero maximo de arestas reconectadas, no maximo 9 cliques separam um sitio de
qualquer outro da rede, como pode ser observado na Figura 23f. O formato da distribuicao
indica que a rede livre de escala tem caracteristicas de mundo pequeno, isto €, seus sitios
estdo em média a 6 graus de separagao.
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Figura 23 — Evolugéo da distribuicdo de cliques de um sitio a todos os outros, em uma
rede quadrada com 10.000 sitios submetida a 10, 100, 1.000, 10.000 e 18.577
religagdes preferenciais entre suas arestas.
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3.2 Ferramentas Estatisticas

Esta secao apresenta algumas ferramentas estatisticas comumente utilizadas para
estudar os FPP e a interpretacao destas no ambito das caminhadas aleatérias em redes. A
aplicagédo destas ferramentas permitem avaliar se uma caminhada aleatéria para um dado
sitio de partida e um dado sitio de chegada € um processo homogéneo ou heterogéneo,
conforme sera mostrado a seguir. Além disso, a navegabilidade pelos sitios da rede fornece
importantes caracteristicas que permitem classificar a sua topologia.

Na secéo 2.4 foram introduzidas algumas grandezas relevantes para o estudo
dos FPP, sendo o TPP a principal delas. Para medir o TPP de um caminhante aleatério
computa-se o numero de passos dados do sitio de partida até o sitio alvo (sitio absorvente).

Considere a variavel estocéastica 7 representando o TPP de um caminhante aleatério
por um sitio alvo da rede. A partir da simulagdo de n caminhadas independentes e néo
interagentes, todas partindo do mesmo sitio obtém-se uma lista dos n TPP (71, 7o, T3, ..., Tn),
procedimento implementado no Algoritmo A8. E a partir desta lista obtém-se a distribuicao
dos TPP representada por V(7).

Em dominios bidimensionais limitados a forma genérica da distribuicdo ¥ (7) é
Gaussiana inversa generalizada [21] assumindo a forma

a, 1
U(r) ~ exp(—=) 3
T Tith

exp(—). ©)

Na equacgao 9, a e b sdo constantes que dependem do formato do dominio, do ponto
de partida dentro do dominio e das condig6es de fronteira. O termo p € chamado expoente
de persisténcia.

Figura 24 — Trajetérias de dois caminhantes brownianos partindo da mesma posi¢ao inicial
(ro,6p), em um dominio no formato de pizza de raio (r = 1) e com angulo de
abertura ©. As linhas tracejadas sao fronteiras absorventes, enquanto que a
linha sélida é uma fronteira refletora. Fonte: [21].

A Figura 25 exibe trés distribuigdes ¥(7), que correspondem a trés diferentes pontos
de partida dentro de um dominio no formato de pizza, conforme ilustra a Figura 24. Os
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Figura 25 — Distribuigdes W () obtidas para trés pontos de partidas distintos, em um dominio
no formato de pizza com abertura © = /2 e (ry = 0.76, 6, = —0.38) (triangu-
los/azul escuro), (ro = 0.76, 0, = —0.23) (quadrados/bege) e (ro = 0.76, 6y = 0)
(circulos/azul claro). Fonte: [21].

autores destacam que para pequenos e grandes valores de 7 as distribui¢des divergem
significativamente do nivel intermediario devido ao comportamento exponencial. Entretanto,
em tempos intermediarios as distribui¢des exibem decaimento mais lento, e em certos
intervalos seguem uma lei de poténcia.

A distribuicao ¥ (7) nos modelos de rede investigados, em geral, apresentam compor-
tamento exponencial no nivel intermediario mesmo para as diferentes condi¢cdes impostas,
como por exemplo, fronteiras refletoras e arestas reconectadas, vide Capitulo 4.

De posse do conjunto dos n TPP (7, 79, 73, ..., 7, ), Uma medida estatistica imediata
€ o0 tempo médio de primeira passagem (TMPP),

(r) = &= (10

O tempo de primeiro retorno (TPR) ocorre quando o caminhante aleatério retorna ao
sitio de partida pela primeira vez. Em alguns modelos de rede investigamos o tempo médio
de primeiro retorno (TMPR) dado pela Equagéo 10, a partir dos n TPR (71, 79, 73, ...,7s) €
representamos a distribuicdo dos TPR por ¥(7g).

A andlise de caminhadas aleatérias utilizando o TMPP ou o TMPR requer a devida
atencao quanto as posicoes de partida e de chegada do caminhante e da geometria do
dominio. No estudo [21], Mattos e colaboradores discutem alguns casos em que o TMPP
nao fornece uma medida robusta para caracterizar os processos Brownianos. Os autores
estudaram as estatisticas de primeira passagem por fronteiras absorventes de particulas
executando caminhadas aleatorias em dominios bidimensionais limitados com diferentes
formatos. Para avaliar a capacidade do TMPP caracterizar o processo, 0s autores aplicaram
o conceito de simultaneidade de eventos de PP e concluiram quem nem sempre o TMPP
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é suficiente para caracterizar um evento de primeira passagem. Como sera mostrado,
o conceito de simultaneidade de eventos de primeira passagem permite caracterizar a
topologia de uma rede.

A simultaneidade de PP nao avalia apenas uma trajetéria independentemente, mas
combinacdes de duas realizagdes independentes, tornando possivel mensurar flutuagoes
entres amostras dos TPP.

O procedimento consiste em liberar dois caminhantes nao-interagentes de um
mesmo sitio da rede e computar os respectivos TPP, 7, e 75, ao atingirem um sitio absorvente.
Para medir a probabilidade de que ambos os caminhantes atinjam, simultaneamente, um
sitio absorvente nés utilizamos o indice de Uniformidade (IU) [21], definido pela variavel
aleatdria

Ti

w = ,
Ti—i—Tj

com(0<w<1.

A variavel w fornece uma medida da probabilidade de que dois eventos de primeira
passagem independentes ocorram em tempos similares. Na Equacéo 11, quanto mais
préximos estiverem os valores de 7; e 7;, mais préximo de 1/2 estara o IU (w). Neste caso,
o processo de caminhada aleat6ria é considerado uniforme por ter um baixo desvio padréao.
E portanto, o TMPP é uma boa medida que caracteriza o processo, uma vez que os dois
caminhantes chegam em tempos similares. Entretanto, se os valores de 7; e 7; sdo muito
distantes, o IU (w) fica proximo de 0 ou 1, indicando um comportamento altamente nao-
uniforme. Neste caso, o TMPP nédo é uma boa medida para o evento de primeira passagem,
pois 0 processo tem um alto desvio padréao.

Uma forma de se obter o IU (w) para significativa quantidade de amostras € combinar
os n TPP dois a dois, exceto entre si mesmos. O Algoritmo A9 apresenta um método de
combinagdo que produz uma lista com (n? — n) valores de w. E a partir dela, obtém-se
a distribuicdo de uniformidade representada por P(w). A integral ff P(w)dw fornece a
probabilidade da simultaneidade de primeira passagem.

Tipicamente s&o trés os formatos que se obtém para a curva correspondente a
distribuigdo P(w), os quais estao ilustrados na Figura 26 [21]: a curva em azul claro possui
um formato de sino com um maximo em w = 1/2. Ela corresponde ao caso em que o
mais provavel € que dois caminhantes aleatérios independentes, partindo de uma mesma
posicao atinjam a posicéo alvo pela primeira vez em tempos similares. A curva em azul
escuro, por outro lado possui um formato de “M”, com um minimo em w = 1/2 e dois
maximos préximos de w = 0 e w = 1. Ela corresponde ao caso em que o mais provavel
€ que dois caminhantes atinjam a posicéo alvo pela primeira vez em tempos distintos. A
curva bege possui um formato achatado e indica equilibrio.
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Figura 26 — Distribuicbes P(w) obtidas para os trés distintos pontos de partida do cami-
nhante aleatério discutidos na Figura 25: (rq = 0.76, 6, = —0.38) (azul escuro),
(ro = 0.76,0, = —0.23) (bege) e (ro = 0.76, 6, = 0) (azul claro) Fonte: [21].

O IU tem se mostrado uma ferramenta bastante Gtil no estudo de TPP em dinamicas
difusivas [2, 11, 21, 46]. Isso se deve principalmente ao fato de que o formato da P(w)
depende fortemente de caracteristicas topolégicas do dominio onde se da a dinamica
(e.g., formato, dimensionalidade, condi¢cdes de fronteira e posicao inicial). Dessa forma,
percebe-se que P(w) é uma ferramenta robusta para diagnosticar e caracterizar a topologia
de redes complexas.

Neste estudo, utilizamos o Ul (w) para avaliar as caminhadas aleatérias nas dife-
rentes topologias de redes e diversas posi¢coes dos sitios de partida e de chegada. Para
cada topologia investigada foi obtida a respectiva distribuicdo P(w). A partir de significativa
quantidade de simulagdes nestas redes confirmamos que, de fato, o formato de P(w) de-
pende da topologia da rede, das condi¢des de fronteira, da posi¢ao dos sitios de partida e
de chegada, e do numero de reconexdes de arestas.

Nos modelos de redes investigados os trés formatos caracteristicos da distribuigcao
P(w) foram identificados. Em geometrias regulares, como a rede quadrada e o anel de
sitios, as trés formas sao presentes e dependem estreitamente das posi¢cdes do sitio de
partida e do sitio de chegada. Quando eles estdo muito afastados, em numero de cliques,
P(w) é unimodal, se estdo muito préximos P(w) é bimodal, e quando estdo a um ndmero
intermediario de cliqgues P(w) é achatada.

A partir das simulacdes apurou-se que somente as redes regulares apresentam
P(w) unimodal. Assim, pode-se descrever uma forma de verificar se uma rede apresenta
regularidade em suas conexdes, por meio da navegabilidade nos sitios. Primeiramente,
deve-se mapear o numero de cliques entre o sitio alvo e todos os sitios da rede. Em seguida,
computar os TPP de n caminhadas aleatorias que se iniciam no sitio mais afastado do
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sitio alvo, e obviamente terminam no sitio alvo. Combinando-se os TPP de acordo com a
Equacéo 11, obtém-se os w, sendo entdo possivel obter e analisar a distribuicdo P(w).

No inicio deste capitulo, mencionamos a redu¢ao do numero cliques entre os sitios
de uma rede regular a medida que suas arestas sao reconectadas. As reconexdes encurtam
0s caminhos entre os sitios, e a partir de determinado niumero de reconexdes a rede
exibe caracteristicas de mundo pequeno. As simulagdes apontam que a distribuicdo P(w),
referente a sitios afastados, ndo apresenta a forma de sino, ou seja, nao € mais unimodal.
Identificamos que P(w) se aproxima de uma distribuicdo uniforme a medida que a rede se
torna de mundo pequeno.

Na subsecgéo 2.2.3 foram introduzidas duas redes com caracteristicas de mundo
pequeno: a rede aleatéria de mundo pequeno e a rede livre de escala. Em ambas as
topologias, a P(w) para sitios afastados se aproxima de uma distribuicdo uniforme. Para
diferenciar estas topologias de rede, propomos uma analise da ocupacao dos sitios durante
uma caminhada aleatéria.

A analise da ocupacéao dos sitios consiste em computar o niumero de visitas, em
cada sitio da rede, durante uma caminhada aleatéria. O caminhante é liberado de um sitio
qualquer e realiza uma caminhada de n passos, sem a presenga de sitio absorvente na
rede. A partir do nimero de visitas de cada sitio obtém-se a distribuicao de visitas da rede.

As simulacbes apontam que para redes de mundo pequeno, sem a presenca de
hubs, a distribuicao de visitas tende a uma gaussiana. Ao passo que a rede livre de escala
apresenta distribuicdo de visitas que segue uma lei de poténcia. Isto ocorre pelo fato
dos hubs receberem um elevado numero de visitas, uma vez que eles séo os sitios mais
conectados da rede.
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4 Resultados

Neste capitulo sdo apresentados os resultados das simulagdes de caminhadas alea-
torias pelos sitios das redes com as topologias discutidas na se¢éo 3.1: regular quadrada,
aleatoria conservativa, aleatéria ndo conservativa, aleatéria de mundo pequeno e livre de
escala. Diferentes posi¢coes dos sitios de partida e de chegada foram investigadas, para
identificar as topologias em que o TMPP é uma boa medida para o processo de caminhada
aleatéria. As andlises sao feitas a partir das distribuigdes ¥ (7) e P(w), conforme discutido
na secao 3.2, e a partir da distribuicao de visitas que permite diferenciar redes aleatérias de
mundo pequeno das redes livre de escala. Nas simulacées com a presenca de fronteiras
refletoras, quando o caminhante aleatério atinge um sitio refletor ele retorna ao sitio do
passo anterior e uma unidade de tempo € acrescida a trajetéria.

4.1 Rede Regular Quadrada

4.1.1 Condigcdes de Contorno Mistas

Figura 27 — Rede regular quadrada com 36 sitios e condigdo de contorno mista: pontos
pretos correspondem a sitios da fronteira refletora, pontos brancos correspon-
dem a sitios da fronteira absorvente, pontos cinzas representam os sitios do
bulk da rede e linhas representam conexdes entre os sitios. Trés sitios estao
destacados, cada um representando uma regiao distinta, no que se refere a
distancia em relagao a fronteira absorvente: P (pr6ximo), C (regido central da
rede) e A (muito afastado).
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Implementou-se uma rede regular quadrada com 10.000 sitios e foram impostas
condi¢des de contorno mistas. As bordas da rede possuem um total de 396 sitios, dos
quais 18 sao absorventes e os outros 378 sao refletores. Uma representagcao esquematica
€ apresentada na Figura 27, com 36 sitios.

Nessa topologia de rede foram realizadas 10* caminhadas aleatérias que finalizam
quando o caminhante atinge um dos sitios da fronteira absorvente pela primeira vez,
momento em que se contabiliza o TPP. Investigamos trés posicdes distintas da rede para as
quais o caminhante inicia a sua trajetéria, que estéo ilustradas na Figura 27. Um dos sitios
de partida considerado esta muito afastado da fronteira absorvente (A), outro esta na regiao
central da rede (C), e por fim, um outro que esta proximo a fronteira absorvente (P).
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Figura 28 — ¥(7) para 10* caminhadas aleatérias na rede regular quadrada com condigdes
de contorno mistas. O caminhante € liberado de trés sitios de partida distintos,
A, C e P, conforme mostrado esquematicamente na Figura 27.

A Figura 28 exibe ¥(7) para as trés posi¢des iniciais do caminhante aleatério
consideradas na rede. O eixo vertical de cada grafico esta em escala logaritmica e o eixo
horizontal em escala linear para destacar o comportamento exponencial identificado quando
os dados seguem uma reta. Quando o caminhante € liberado de um sitio muito afastado
da fronteira absorvente a frequéncia de tempos curtos para atingi-la € muito menor, Figura
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28a, se comparada a frequéncia de tempos curtos do caminhante que € liberado de um
sitio préximo a fronteira absorvente, Figura 28c. Mesmo quando o caminhante é liberado de
um sitio préximo a fronteira absorvente ha amostras que o TPP é muito demorado.

Na rede da Figura 27, as condi¢des de contorno impostas e a pequena abertura na
“quina”, assemelha-se ao modelo NEM apresentado na secdo 2.4.1, no qual uma particula
browniana difunde no interior de um dominio limitado por fronteiras refletoras, exceto por
uma estreita abertura. Mattos e colaboradores [21] investigaram as estatisticas de PP do

NEM para dominios bidimensionais, e obtiveram trés formatos da P(w) de acordo com a
posi¢ao inicial do caminhante no dominio.

Na Figura 29 apresentamos as distribuigdes P(w) para cada uma das trés posigdes
iniciais A, C e P, conforme ilustrado esquematicamente na Figura 27. O formato das curvas
P(w) obtidas para a rede se assemelham aos resultados obtidos fora da rede em [21].
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Figura 29 — P(w) na rede regular quadrada com condi¢gdes de contorno mistas. O cami-
nhante é liberado em trés sitios de partida distintos: (A) muito afastado da

fronteira absorvente, (C) regiao central da rede e (P) pré6ximo a fronteira absor-
vente.

Cada curva da Figura 29 exibe a P(w) de 10* caminhadas aleatorias, para cada
uma das posicoes de partida investigadas. A curva A apresenta um formato de sino, com
um maximo em w = 0,5, indicando que o TMPP realmente caracteriza o comportamento
de primeira passagem. Em contrapartida, a curva P apresenta um formato em U, com
dois maximos proximos de 0 e 1, indicando que o TMPP nao é uma boa medida para o
comportamento de primeira passagem. A curva C é suave, sem um formato que possa
caracterizar o comportamento de primeira passagem.

A geometria regular da rede quadrada propicia que a distribuicdo P(w) seja unimodal
para caminhadas aleatérias entre sitios afastados. A isotropia das arestas favorece que
0 numero de passos dados pelo caminhante aleatério em cada caminhada se aproxime
de um valor caracteristico, pois 0s possiveis caminhos entre o sitio de partida e o sitio de
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chegada tém aproximadamente o0 mesmo numero que cliques devido a forma com que as
arestas estédo conectadas.

4.1.2 Condicao Periédica de Contorno e Condicao de Contorno Refletora

O TPR foi investigado em uma rede quadrada com 10.000 sitios, para duas posicoes
de partida do caminhante e duas condi¢gdes de contorno. Em uma das simulagdes foi
imposta a condigédo periddica de contorno e investigados: os TPR de um sitio préximo a
borda (P) e de um sitio da regiao central da rede (C). Na outra simulagao, os mesmos sitios
de partida foram mantidos com todos os 396 sitios das bordas refletores. Para analisar a
estatistica de primeiro retorno nestas duas topologias foram realizadas 10* caminhadas
aleatdrias. A Figura 30 exibe os resultados obtidos para ¥(7g).

10*4 —a— CF refletora 10*4 . = CF refletora
1 E| o CF peri6dica o CF periddica
—~ 10 | 10°
PI \ :} .\.\.
~—" LY ~—" Y
= 107 ey > 10? AN
. \.
-\ \-\ - \'\
1 o W 1 e
10 SV 10 W
. o\ I\
10° o We W 10° .
0 1x10° 2x10° 3x10° 4x10° 5x10° 0 1x10° . 2x10°  3x10°
TR R
(a) Sitio de partida préximo a borda da rede (b) Sitio de partida na regiao central da rede

Figura 30 — W(7z) na rede regular quadrada com condigao periédica de contorno e com
condicao refletora.

Comparando-se as V¥ (7r) das Figuras 30a e 30b, nota-se uma significativa influéncia
da fronteira de sitios refletores quando o caminhante é liberado préximo a borda desta
fronteira refletora, curva com quadrados pretos na Figura 30a. Esta curva apresenta TPR
mais longos se comparada a V(7z) da rede com condigdo periédica de contorno, curva
com pontos vermelhos na Figura 30a.

Na Figura 30b observa-se um comportamento exponencial da ¥(7z) em ambas as
condigdes de fronteira simuladas. Enquanto na Figura 30a o comportamento exponencial é
bem definido para a rede com condicao de fronteira perioddica.

A Figura 31 exibe as P(wg) na rede regular quadrada. As distribuicdes apresentam
um formato tri-modal para ambas posicées de partida e ambas condicdes de fronteira
investigadas na Figura 30. Nas respectivas ¥ (7x) s@o observadas uma elevada frequéncia
de TPR curtos que proporcionam repetidas combinagdes do w proximas de 0.5, que se
reflete no formato tri-modal. A elevada frequéncia de TPR curtos € um dos reflexos do
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Figura 31 — P(wg) na rede regular quadrada com condig¢éo peridédica de contorno e com
condigao refletora.

espaco discretizado, pois 0 caminhante retorna pela primeira vez ao sitio de partida com
um numero par de passos na rede com condi¢ao periédica de fronteira. Na presenca da
fronteira refletora o TPR pode ser impar, pois cada vez que o caminhante atinge um sitio
refletor uma unidade de tempo é acrescida a sua trajetéria. Por isso, nota-se significativa
diferenga nas ¥ (7g) da Figura 30a.

No caso em que o sitio de partida esta na regi@o central da rede as P(wg) colapsa-
ram indicando que o TPR independe da condicao de fronteira, conforme a Figura 31b. Os
efeitos da fronteira refletora sédo perceptiveis no caso em que o sitio de partida esta préximo
a borda desta fronteira, conforme a curva com quadrados pretos na Figura 31a.
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4.2 Rede Aleatéria Conservativa

421 TPP com Fronteira Refletora e com Fronteira Periédica

A rede aleat6ria conservativa foi obtida a partir de reconexdes das arestas de uma
rede quadrada com 10.000 sitios, seguindo a metodologia apresentada na secao 3.1.2.
Foram simuladas redes com 10, 100, 1.000, 10.000 e 20.000 reconexdes de arestas. O TPP
foi medido para cada uma destas quantidades de reconexdes para a condi¢ao de fronteira
refletora e para a condi¢ao de fronteira periodica.

Para verificar a influéncia da posicao do sitio de partida em relagéao ao sitio alvo, o
caminhante foi liberado ora de um sitio afastado, ora de um sitio préximo. Uma representagéao
esquematica, com 36 sitios, é apresentada na Figura 32.
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Figura 32 — Sitios de partida e sitio alvo na rede aleat6ria conservativa. Em destaque, os
sitios de partida P (préximo) e A (Afastado) em relacéo ao sitio de chegada,
Alvo. Em (a) os sitios pretos da borda sao refletores e em (b) ndo ha sitio
refletor.

Nesta topologia de rede foram simuladas 10.000 caminhadas aleatérias, que fina-
lizam quando caminhante atinge o sitio alvo, momento que computa-se o TPP. E a partir
destes tempos obtém-se as distribuicdes ¥ (7) e P(w), que sdo apresentadas a seguir. Além
da posicao dos sitios sdo consideradas a fronteira refletora e a fronteira periédica.

As Figuras 33 e 34 exibem as ¥(7), respectivamente, para um sitio de partida
afastado do sitio de chegada e para um sitio de partida préximo ao sitio de chegada. Para
ambos os sitios de partida a presencga da fronteira refletora ocasiona TPP mais longos se
comparados aos TPP na presencga da fronteira periddica. Isso se deve ao fato de que o
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caminhante aleatério ndo pode mudar de uma borda para a borda oposta devido a presenca
dos sitios refletores. Nestas condi¢coes de confinamento sédo necessarios mais passos para
0 caminhante atingir o sitio de chegada.

Em geral, 0 aumento no nimero de reconexdes reduz o TPP em ambas as condigbes
de fronteira, mas fica evidente que as reconexdes causam uma significativa reducao do
TPP na presenca da fronteira refletora.

10" =0 10*4 All =0
10 &\\ e 10
3 100 3 2\ 100
1074 —v—1.000 __10°4 \N v 1.000
= 10.000 r AN N 10.000
= 20.000 M\ < 20.000
= 102 N > 102 \ D
4\v \\3\-
10" 10'4 ‘\\ "
<y _/
10°4 . 10°4 v e o
0.0 2.0x10° 4.0x10° 6.0x10° 8.0x10° 0 1x10°  2x10°  3x10°
T T
(a) Condigao de fronteira refletora (b) Condigéo periddica de contorno

Figura 33 — U(7) na rede aleatéria conservativa com o sitio de partida préximo a uma quina
da rede e sitio de chegada na quina oposta.
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Figura 34 — U(7) na rede aleatéria conservativa com o sitio de partida préximo ao sitio de
chegada em uma quina da rede. Note as diferentes escalas do eixo 7.

As Figuras 35 e 36 exibem as P(w), respectivamente, para um sitio de partida
afastado do sitio de chegada e para um sitio de partida préximo ao sitio de chegada.

A P(w) para um sitio de partida afastado do sitio de chegada, na rede quadrada
sem reconexao de arestas e com fronteiras refletoras, apresenta um formato de sino com
um pico em w = 0,5, conforme a curva com quadrados pretos na Figura 35a. O formato da
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distribuigcao indica ser muito provavel, que dois caminhantes aleatérios independentes, que
partem do mesmo sitio cheguem simultaneamente ao sitio alvo. A medida que as arestas
séo reconectadas o formato da P(w) fica mais suave, que indica a redugéo da probabilidade

da simultaneidade de primeira passagem. Note que as curvas ficam mais uniformes com
aproximadamente 1.000 reconexdes de arestas.
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Figura 35 — P(w) na rede aleatéria conservativa com o sitio de partida préximo a uma quina
da rede e com o sitio de chegada na quina oposta.
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Figura 36 — P(w) na rede aleatdria conservativa com o sitio de partida préximo ao sitio de
chegada em uma quina da rede.

As P(w) para um sitio de partida afastado do sitio de chegada, na presenga da
fronteira periddica, séo exibidas na Figura 35b. De 0 a até aproximadamente 100 reconexdes
de arestas as distribuicoes sdao bimodais, apresentando um formato de “U” com minimo em
w = 0,5 e com dois maximos préximos de w = 0 e w = 1. Este formato indica que é mais
provavel que dois caminhantes aleatérios, que partem de um mesmo sitio afastado do sitio
alvo cheguem em tempos distintos. Analogamente, este comportamento é observado para
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0 caso do sitio de partida proximo ao sitio de chegada em ambas as condig¢des de fronteira,
conforme as Figuras 36a e 36b.

Nas Figuras 35b, 36a e 36b pode se notar que 0 aumento do niUmero de reconexdes
reduz os picos da P(w) e as curvas ficam mais uniformes, o que indica que o tempo gasto
pelos caminhantes ja ndo sao tao discrepantes. No entanto, essa aproximagao nos valores
dos TPP nao é suficiente para apresentar um pico em w = 0,5, que € quando o processo fica
bem caracterizado e pode-se afirmar que ocorre a simultaneidade de primeira passagem
de dois caminhantes independentes.

A distribuigdo P(w) também permite analisar a mudanga topolégica que ocorre na
rede. A P(w) da rede quadrada tem um formato de sino, que sofre alteragbes quando a
rede tem sua estrutura regular alterada. As reconexdes de arestas desmancham a simetria
da rede quadrada ao reduzirem a distancia entre os sitios e implementam caracteristicas de
mundo pequeno. Nas Figuras 35 e 36, a P(w) tende a uma distribuicao uniforme a medida
que a rede adquire caracteristicas de mundo pequeno.
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4.2.2 TPR com Fronteira Refletora e com Fronteira Periddica

O primeiro retorno do caminhante aleatério em uma rede aleatéria conservativa, com
10.000 sitios e 20.000 arestas, foi obtido para um sitio proximo a borda da rede e para um
sitio da regiao central. Partido-se de uma rede quadrada realizamos 10, 100, 1.000, 10.000
e 20.000 reconexdes de arestas. Em cada simulacdo foram realizadas 10* caminhadas
aleatérias que finalizam quando o caminhante retorna ao sitio de partida.

As Figuras 37 e 38 exibem as ¥(75) na rede aleatdria conservativa, respectivamente,
para um sitio préximo a uma quina da rede e para um sitio na regido central da rede. A
presenca da fronteira refletora ocasiona TPR mais longos para o sitio proximo a uma quina
da rede.
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Figura 37 — U(7z) na rede aleatéria conservativa com o sitio de partida préximo a uma
quina da rede.
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Figura 38 — U(7) na rede aleatéria conservativa com o sitio de partida na regido central da
rede.
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Nas Figuras 39 e 40 apresentamos as P(wg) na rede aleatéria conservativa, respec-
tivamente, para um sitio préximo a uma quina da rede e para um sitio na regiao central da
rede. Na sec¢éo 4.1.2 discutimos o primeiro retorno para uma rede quadrada sem nenhuma
reconexao de aresta. Nesta secéo, obtemos as P(wr) a medida que a rede quadrada se
torna aleatéria conservativa por meio de reconexdes de suas arestas.
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Figura 39 — P(wg) na rede aleatéria conservativa com o sitio de partida préximo a uma
quina da rede.
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Figura 40 — P(wg) na rede aleatéria conservativa com o sitio de partida na regido central
da rede.

Nas ¥(7r) os TPR curtos sdo muito frequentes, o que proporciona repetidas com-
bina¢des de w préximas de 0,5, que sdo observadas em todas as simulagdes, além dos
pequenos picos simétricos observados a partir do centro da distribuigdo P(wg), por exemplo,
emw=1/3ew=2/3.
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4.3 Rede Aleatéria Nao Conservativa

4.3.1 TPP com Fronteira Refletora e com Fronteira Periédica

A rede aleatéria nao conservativa foi obtida a partir de reconexdes das arestas de
uma rede quadrada com 10.000 sitios, seguindo a metodologia apresentada na se¢éao 3.1.3.
Foram simuladas redes com 10, 100, 1.000, 10.000 e 18.273 reconexdes de arestas. O
TPP foi medido para cada uma destas quantidades de reconexdes, na presenca da fronteira
refletora e também para a fronteira periédica.

Para verificar a influéncia da posicao do sitio de partida em relagéao ao sitio alvo, o
caminhante foi liberado ora de um sitio afastado, ora de um sitio proximo. Nestas topologias
de redes foram simuladas 10* caminhadas aleatérias, que finalizam quando caminhante
atinge o sitio alvo, e entdo se computa o TPP. Uma representagcao esquematica com 36
sitios é apresentada na Figura 41.
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Figura 41 — Sitios de partida e sitio alvo na rede aleat6ria nao conservativa. Em destaque,
os sitios de partida P (pr6ximo) e A (Afastado) em relacédo ao sitio Alvo. Em (a)
o0s sitios pretos da borda sao refletores.

As Figuras 42 e 43 exibem as V() na rede aleatéria ndo conservativa, respectiva-
mente, para um sitio de partida afastado do sitio de chegada e para um sitio de partida
proximo ao sitio de chegada.

Para ambas posi¢cdes do sitio de partida, ao se realizar até aproximadamente 10.000
reconexdes, os TPP tendem a ser cada vez mais curtos. Note que até esse niumero de
reconexodes, a presenca da fronteira refletora ocasiona TPP mais longos se comparados aos
TPP para a fronteira peridédica. Com 18.273 reconexdes a presencga da fronteira refletora
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ndo altera significativamente o TPP. Além disso, em ambas as topologias e posi¢cdes de

partida do caminhante esse aumento de reconexdes provocou a ocorréncia de TPP longos.
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(a) Condigao de fronteira refletora
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(b) Condigéo periddica de contorno

Figura 42 — U (1) na rede aleatdria ndo conservativa com o sitio de partida préximo a uma
quina da rede e sitio de chegada na quina oposta.
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Figura 43 — U (1) na rede aleatéria ndo conservativa com o sitio de partida préximo ao sitio
de chegada em uma quina da rede.

Em geral, aumentar o numero de reconexdes encurtam os caminhos entre os sitios,
mas como nessa topologia ndo ha conservagao do numero de ligagdes por sitio, ao se
reconectar 18.237 arestas foram criados clusters com poucas conexdées com outros clusters.
Dessa forma, o caminhante demora mais tempo em alguns clusters, uma vez que ha poucas
arestas que conectam os diferentes clusters.

As Figuras 44 e 45 exibem as P(w) na rede aleatéria ndo conservativa, respectiva-
mente, para um sitio de partida afastado do sitio de chegada e para um sitio de partida
proximo ao sitio de chegada.
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Figura 44 — P(w) na rede aleatéria ndo conservativa com o sitio de partida préximo a uma
quina da rede e sitio de chegada na quina oposta.
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Figura 45 — P(w) na rede aleatéria ndo conservativa com o sitio de partida préximo ao sitio
de chegada em uma quina da rede.

Na Figura 44a, a P(w) para nenhuma reconexao e fronteira refletora, apresenta um
formato de sino, com um pico em w = 0,5. Enquanto na Figura 44b, a P(w) para nenhuma
reconexao e fronteira peridédica apresenta um formato de U, com minimo em w = 0,5 e dois
maximos proximos de w =0 ew = 1.

A P(w) em formato de U também é observada ao se considerar o sitio de partida
proximo ao sitio de chegada, independentemente da presenca ou auséncia de sitios
refletores, conforme a Figura 45.

A mudanca topolégica da rede quadrada para a rede aleatéria ndo conservativa
reduz o numero de cliques entre sitios, e a nova topologia adquire caracteristicas de mundo
pequeno. Nas Figuras 44 e 45 o formato quase uniforme das P(w) indica que a rede esta
se tornando de mundo pequeno.
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4.3.2 TPR com Fronteira Refletora e com Fronteira Periddica

O primeiro retorno do caminhante aleatério em uma rede aleatéria ndo conservativa,
com 10.000 sitios e 20.000 arestas, foi obtido para um sitio proximo a borda da rede e para
um sitio da regido central. A partir de uma rede quadrada realizamos 10, 100, 1.000, 10.000
e 18.273 reconexdes de arestas. Em cada simulacdo foram realizadas 10* caminhadas
aleatdrias que finalizam quando o caminhante retorna ao sitio de partida pela primeira vez.

As Figuras 46 e 47 exibem as V(1) na rede aleatéria ndo conservativa, respectiva-
mente, para o caminhante liberado de um sitio proximo a uma quina da rede e para um sitio
na regiao central da rede. A presenca da fronteira refletora ocasiona TPR mais longos para
o sitio pr6ximo a uma quina da rede.
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Figura 46 — V(1) na rede aleatéria ndo conservativa com o sitio de partida préximo a uma

quina da rede.
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Figura 47 — U(7z) na rede aleatéria ndo conservativa com o sitio de partida na regiéo
central da rede.
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Na secdo 4.2.2 discutimos o primeiro retorno em uma rede aleatéria conservativa.
Nesta segdo, obtemos as P(wg) a medida que a rede quadrada se torna aleatéria ndo
conservativa, por meio de reconexdes de suas arestas.

As Figuras 48 e 49 exibem as P(wgr) na rede aleatéria ndo conservativa, respec-
tivamente, para um sitio préximo a uma quina da rede e para um sitio na regiao central
da rede. As P(wg) apresentam a forma tri-modal semelhantes as P(wg) da rede aleatéria
conservativa, discutida na secao 4.2.2. O comportamento tri-modal aparece tanto para o
sitio na regido central da rede, como para o sitio proximo a borda da rede, na presenga ou
auséncia de sitios refletores.
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Figura 48 — P(wg) na rede aleatdria ndo conservativa com o sitio de partida préximo a uma
quina da rede.
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Figura 49 — P(wg) na rede aleatéria ndo conservativa com o sitio de partida na regiéo
central da rede.
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4.4 Rede Aleatéria de Mundo Pequeno

441 TPP

A rede aleatéria de mundo pequeno foi implementada com 10.000 sitios e com
8 arestas nao direcionadas por sitio, totalizando 40.000 arestas em toda a rede. Foram
simuladas redes com 10, 100, 1.000, 10.000, 20.000 e 40.000 reconexdes de arestas,
seguindo a metodologia apresentada na secao 3.1.4. O TPP foi medido para cada uma
destas quantidades de reconexdes sem a presenca de sitios refletores.

Inicialmente, para verificar os efeitos das reconexdes de arestas no anel regular, o
caminhante foi liberado de um sitio de partida com o maior nimero de cliques ao sitio de
chegada. Estes sitios foram mantidos a medida que as arestas eram reconectadas. Nestas
condigdes foram simuladas 10* caminhadas aleatdrias, que finalizam quando o caminhante
atinge o sitio alvo. Uma representacdao esquematica com 20 sitios é apresentada na Figura
50.

®

Figura 50 — Anel regular com 20 sitios e 8 arestas por sitio. Em destaque, o sitio de chegada
Alvo, que é o mais afastado da rede em relagcéo ao sitio de partida A.

A Figura 51 exibe ¥(7) e P(w) da mudanga topoldgica do anel de sitios para a
rede aleatéria de mundo pequeno, para o0 caso em que o sitio de partida esta inicialmente
afastado do sitio alvo, conforme representado na Figura 50. Com apenas 10 reconexdes o
maior TPP reduziu para menos da metade do maior TPP da rede sem nenhuma reconexao.
Isto se reflete na P(w), uma vez que as curvas colapsaram a partir de 10 reconexdes de
arestas. As significativas mudancgas no formato destas distribuicdes sdo causadas pela
grande reducao do numero de cliques entre o sitio de partida e de chegada.



Capitulo 4. Resultados 62

‘ 161 %
o o 141 e 100
| 100 12] o Ny —v—1.000
10%4 —v— 1.000 ’ - 10.000
© 10.000 ~ 1.0 Eeudleni i gt 4 20000
\g_ —<—20.000 3 / \ 40.000
10%4 40.000 ol gz
10'; 0.4 . L
'*' = T 0.21
10°4 = e ® 0.0
0 1x107 2%10° 3x10° 00 02 04 06 08 10
T )
(a) (b)

Figura 51 — U(7) e P(w) na rede aleatéria de mundo pequeno. O sitio alvo € o sitio da rede
que esta mais afastado do sitio de partida.

As reconexdes de arestas em redes com estruturas inicialmente regulares criam ata-
lhos entre regides que eram separadas por varios cliques, conforme discutimos nas secoes
anteriores. Mas na mudanca do anel regular para uma rede aleatéria de mundo pequeno
esses atalhos encurtam essas regides rapidamente com algumas poucas reconexoes. Por
isso, a analise do IU como vinha sendo feita, isto é, aumentado o niumero de reconexdes e
mantendo os sitios de partida e de chegada dificulta a analise da simultaneidade de PP.

Para extrair mais informacdes da rede com o IU podemos calcula-lo sempre para
os dois sitios mais afastados da rede, quando realizadas 10, 100, 1.000, 10.000, 20.000 e
40.000 reconexdes de arestas. Para isso mapeamos o0 numero de cliques entre os sitios da
rede com o algoritmo de busca em largura [45] identificando os sitios que estéo afastados,
proximos e intermediarios.

A Figura 52 exibe as ¥(7) e P(w) da rede aleatéria de mundo pequeno, nestas
simulagdes o sitio alvo foi mantido e variou-se o sitio de partida do caminhante aleatoério.
O TPP foi obtido para trés quantidades de cliques entre o sitio de partida e o sitio alvo:
densidade alta (sitios afastados), densidade baixa (sitios préximos) e densidade mediana
(sitios intermediarios). Apds 100 reconexdes, as P(w) dos afastados e dos intermediarios
se tornam mais uniformes e com 1.000 reconexdes estas curvas colapsaram.

Essa ultima abordagem aplicada nesta topologia se estende para outras topologias,
tornando-se de fundamental relevancia por evitar que escolhas apenas visuais dos sitios
levem a conclusdes precipitadas, pois a aleatoriedade das reconexdes causam significativas
mudancas na topologia.
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Figura 52 — ¥(7) e P(w) na rede aleatéria de mundo pequeno. A partir de um anel regular
com 10.000 sitios e 8 arestas nao direcionadas por sitio, foram realizadas 10,
100, 1.000, 10.000, 20.000 e 40.000 reconexdes de arestas.



Capitulo 4. Resultados

64

5- = 22 cliques
104— = 22 cliques e 11 cliques
. —eo— 11 cliques 1 clique
5 ‘\‘ 1 clique 44
1074 e,
3 \\\\ —_ 3-
> 102 . 2
*ll' o 24
-
10' 1 4
10° CVi.. 0
0 1x10° 2x10° 3x10° 4x10° 00 02 04 06 08 10
T ()]
(g) 1.000 reconexdes (h) 1.000 reconexdes
1 04 E m 7 cliques m 7 c\?ques
N —e— 4 cliques 4 & 4cliques
, \.\ 1 clique 1 clique
> 102 Ny 8
: N o 2
1 01 ] \.\5\7 o
A, 1 O A
10°4
‘ . 0 .
0.0 5.0x10" 1.0x10° 00 02 04 06 08 1.0
T o
(i) 10.000 reconexdes (j) 10.000 reconexdes
m B cli -
o1 " sclaes s o
. 1 clique h 1 clique
= 10%) ., _
~ i\'\ \8/ 2]
> 102 T
101 E . n\"% 1 Bl :«- »l*I*l*l*l*l*l*-*!*l*l*l*'*l*l*ivl;:
N\
10°
; , ; . 04— ‘ . ‘ ‘ ‘
0.0 50x10*  1.0x10°  1.5x10° 00 02 04 06 08 1.0
T w

(k) 20.000 reconexdes

(1) 20.000 reconexodes

Figura 52 — ¥(7) e P(w) na rede aleatéria de mundo pequeno. A partir de um anel regular
com 10.000 sitios e 8 arestas nao direcionadas por sitio, foram realizadas 10,
100, 1.000, 10.000, 20.000 e 40.000 reconexdes de arestas.
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Figura 52 — ¥(7) e P(w) na rede aleatéria de mundo pequeno. A partir de um anel regular
com 10.000 sitios e 8 arestas nao direcionadas por sitio, foram realizadas 10,
100, 1.000, 10.000, 20.000 e 40.000 reconexdes de arestas.

As P(w) apresentadas na Figura 52 caracterizam a mudanga topolégica do anel
regular para a rede aleatéria de mundo pequeno. A medida que arestas sdo reconectadas o
formato de sino da P(w) se altera para um formato quase uniforme, quando se observa os
sitios mais afastados. Ja para sitios préximos o formato de U se mantém, mas as oscilagoes
no centro da distribuicao diminuem a medida que a rede se transforma em aleatéria de
mundo pequeno.

A partir de 10.000 reconexdes de arestas a P(w) de sitios afastados, bem como, a
P(w) de sitios préximos apresentam formato quase uniforme se comparadas as P(w) desta
rede com menos reconexdes. Além disso, em certos intervalos da distribuicdo estas curvas
ficam quase paralelas.
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4.5 Rede Livre de Escala

A rede livre de escala foi obtida a partir de reconexdes preferenciais das arestas
de uma rede quadrada com 10.000 sitios, seguindo a metodologia apresentada na se¢éao
3.1.5. Foram simuladas redes com 10, 100, 1.000, 10.000 e 18.577 reconexdes de arestas.
O algoritmo permitiu reconectar até 18.577 arestas das 20.000 arestas originais da rede
quadrada. As regras de reconexdes definidas impedem que os sitios fiquem sem nenhuma
aresta, por isso, ndo é possivel reconectar todas as arestas da rede original. O TPP
foi medido para cada uma destas quantidades de reconexdes sem a presenca de sitios
refletores.

Para verificar a influéncia da posicao do sitio de partida em relagédo ao sitio alvo, o
caminhante foi liberado ora de um sitio afastado, ora de um sitio préximo. Nestas topologias
de redes foram simuladas 10* caminhadas aleatérias, que finalizam quando o caminhante
atinge o sitio alvo e entdo se computa o TPP. Uma representacao esquematica com 36
sitios é apresentada na Figura 53.

o \ ® P

@

Figura 53 — Rede livre de escala com 36 sitios obtida a partir de 66 reconexdes preferenciais
entre as arestas de uma rede quadrada. Sitios em destaque: Alvo (sitio de
chegada), P (sitio de partida préximo ao sitio alvo), A (sitio de partida afastado
do sitio alvo) e Hub (sitio mais conectado).

A Figura 54 exibe as V(1) e P(w) na rede livre de escala. Para cada quantidade de
arestas reconectadas sao analisadas duas situagdes na rede gerada, em uma delas o sitio
de partida esta afastado ao maximo do sitio de chegada, e na outra o sitio de partida esta
proximo do sitio de chegada.
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Figura 54 — U(7) e P(w) narede livre de escala. A partir de uma rede quadrada com 10.000
sitios foram realizadas reconexdes preferenciais em suas arestas mudando-a
para uma topologia livre de escala. O TPP foi medido para cada um destes
instantes da transformacéo da rede fixando-se o sitio de chegada e variando-se
o sitio de partida. Foram investigadas duas quantidades de cliques que separam
os sitios de partida e chegada: nimero maximo de cliques e poucos cliques de

separacao.
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sitios foram realizadas reconexdes preferenciais em suas arestas mudando-a

para uma topologia livre de escala. O TPP foi medido para cada um destes
instantes da transformacéo da rede fixando-se o sitio de chegada e variando-se
o sitio de partida. Foram investigadas duas quantidades de cliques que separam
os sitios de partida e chegada: nimero maximo de cliques e poucos cliques de

separacao.
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Na Figura 54 as ¥(7) das redes de 10 a até 1.000 reconexdes de arestas mostram
que a ocorréncia de TPP longos se tornam cada vez menores a medida que as arestas sao
reconectadas. Mas o aumento para 10.000 e 18.577 reconexdes causaram significativas
mudancas nas respectivas V(7). Isto mostra novamente o cuidado ao analisar o TPP em
redes com distribuicao de links ndo homogénea.

As P(w) para sitios que estdo afastados se tornam suaves com formato quase
uniforme, indicado que a rede esta se tornando mundo pequeno. Ja para sitios préximos, as
P(w) tém formato de U e as oscilagdes no centro da distribuicdo diminuem a medida que a
rede se torna mundo pequeno. Além disso, os valores maximos encontrados na forma em U
diminuem com as reconexdes.

Em outra simulagdo da mudanca topoldgica de rede quadrada para livre de escala
ndés mapeamos pares de sitios afastados que se tornaram proximos apos a reconexao de
todas as arestas possiveis. NOs fixamos um destes pares e simulamos 10* caminhadas
aleatérias para cada mudanga na quantidade de reconexdes obtendo as ¥ (7) e P(w),
exibidas na Figura 55. Na rede ainda quadrada os sitios investigados estavam separados
por 96 cliques. O aumento do numero de reconexdes diminuiu o0 numero de cliques entre os
dois sitios, e ao atingir o maximo de reconexdes eles ficaram a 3 cliques de separagao.
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Figura 55 — ¥(7) e P(w) na rede livre de escala, para um sitio de partida e um sitio alvo
fixos. Eles sdo os mais afastados na rede ainda sem reconexao e se tornaram
proximos apds varias reconexdes de arestas formando os pares: [0 reconexao;
96 cliques], [10; 19], [100; 12], [1.000; 10], [10.000; 6] e [18.577; 3].

As simulacdes com 10.000 e 18.577 reconexdes de arestas apresentam TPP mais
longos mesmo com a redugédo no numero de cliques entre os dois sitios, como se pode
observar nas V(7). Este fato refletiu na mudanga do formato da P(w) que se parecia com
um sino e inverteu suas extremidades proximas de w = 0 e w = 1 para cima. Essa evolugao
do IU indica que se dois caminhantes aleatérios partem de um mesmo sitio eles tendem
a chegar em tempos cada vez mais distintos ao sitio alvo, a medida que as reconexdes
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aproximam os sitios de partida e chegada na rede livre de escala.

Na proxima se¢ao sera discutida a influéncia dos hubs nas caminhadas aleatérias,
sendo fundamental para interpretar o aumento dos TPP e a mudanca de formato das W (r)
na rede livre de escala.
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4.6 Analise da Ocupacao de Sitios

Durante uma caminhada aleatéria os sitios da rede sdo visitados um numero aleaté-
rio de vezes. Para determinar o nUmero de visitas de cada sitio implementamos uma rotina
na qual cada sitio tem o seu contador de visitas, o qual tem uma unidade acrescida toda
vez em que o caminhante passa pelo sitio. A distribuicao de visitas de uma caminhada nos
fornece informacdes sobre a topologia da rede. Nos modelos de redes investigados neste
trabalho foram realizadas caminhadas aleatérias com 10%, 10°, 10° e 107 passos, nas quais
o caminhante parte de um sitio aleatério para identificarmos o formato da distribuicdo de
visitas.

A Figura 56 exibe as distribuigcdes de visitas de uma rede quadrada com 10.000
sitios e condigdes periddicas de contorno. Em todas as distribuicdes a maioria dos sitios tém
namero de visitas préximo a media. Com o aumento do niumero de passos do caminhante
aleatdrio o formato da distribuicdo tende a uma gaussiana.
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Figura 56 — Distribuigbes de visitas de uma rede quadrada com 10.000 sitios e condi¢des
periddicas de contorno. Um caminhante aleatério é liberado de um sitio e
realiza uma caminhada pelos sitios da rede, que € interrompida ao atingir um
determinado numero de passos.
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As distribuicdes de visitas de uma rede aleat6ria conservativa com 10.000 sitios,
obtida pela reconexao de todas as arestas de uma rede quadrada sédo apresentadas na
Figura 57. Com o aumento do nimero de passos do caminhante aleatério o formato da
distribuicéo tende a uma gaussiana e indica que apesar da aleatoriedade das reconexdes a
maioria dos sitios tém numero de visitas préximo a média. Ao final de todas as reconexdes
a permanéncia de 4 arestas por sitio contribui para a manuten¢do de um numero médio de

visitas.
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Figura 57 — Distribuigdes de visitas de uma rede aleatodria conservativa. Um caminhante
aleatério é liberado de um sitio e realiza uma caminhada pelos sitios da rede,
que é interrompida ao atingir um determinado niumero de passos.
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A Figura 58 exibe as distribuigdes de visitas de uma rede aleatéria ndo conservativa
com 10.000 sitios, obtida pela reconexao de 18.273 arestas das 20.000 arestas de uma rede
quadrada. Nesta topologia, alguns poucos sitios sao visitados muitas vezes e se afastam
da média de visitas. A aleatoriedade do numero de ligagdes por sitio contribui para esta
mudanca na distribuicdo, se comparada as distribuicées de visitas da rede quadrada e da
rede aleatéria conservativa que possuem todos os sitios com 4 ligacoes.
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Figura 58 — Distribui¢cdes de visitas de uma rede aleatéria ndo conservativa. Um caminhante
aleatorio é liberado de um sitio e realiza uma caminhada pelos sitios da rede,
que é interrompida ao atingir um determinado niumero de passos.
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As distribui¢cdes de visitas de uma rede aleatéria de mundo pequeno com 10.000
sitios, obtida pela reconexdo de 20.000 arestas de um anel regular com 8 arestas por
sitio, sdo apresentadas na Figura 59. O formato da distribuicdo indica que apesar da
aleatoriedade das reconexdes ndao manter 8 arestas por sitio a maioria dos sitios tém

namero de visitas proximo a média.
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Figura 59 — Distribuigdes de visitas de uma rede aleatoria de mundo pequeno. Um cami-
nhante aleatério é liberado de um sitio e realiza uma caminhada pelos sitios da
rede, que € interrompida ao atingir um determinado nimero de passos.
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A Figura 60 exibe as distribuiges de visitas de uma rede livre de escala com 10.000
sitios, obtida pela reconexao de 18.577 arestas das 20.000 arestas de uma rede quadrada.
Os dados foram obtidos a partir de caminhadas aleatérias com 10%, 10°, 10° e 107 passos.
Nesta topologia, 0 aumento do niumero de passos ndo convergiu para um namero médio de
visitas. De fato, ocorre um significativo aumento do niumero de visitas em alguns poucos
sitios da rede. A presenga dos hubs, que sao sitios com muitas ligagées proporcionam esta
mudanga no formato da distribuicao.

o .
10° .
" 10’4 ., " .
o N o 10
\(7> 102_ 8 =
% '\ 3 '
4 LY
o 1 0'4 = o 10 \"‘|..
r . < at .
100- - 1o°, e b o =
10° 10" 10° 10° 10' 10 10°
N° de visitas N° de visitas
(a) 10.000 passos (b) 100.000 passos
10° ™. 10° “\
8 \\-‘ 8 l
B 10% . = 1074
»n n
3 Y g ]
°Z 10 4 -__ °Z 10 4 'ly‘.;
10°4 ——— 10°4 [ —
10' 10° 10° 10* 10° 10’ - 10° 10°
N° de visitas N° de visitas
(c) 1.000.000 passos (d) 10.000.000 passos

Figura 60 — Distribuicdes de visitas de uma rede livre de escala. Um caminhante aleatério
é liberado de um sitio e realiza uma caminhada pelos sitios da rede, que é
interrompida ao atingir um determinado niumero de passos.

Para uma melhor compreensédo do papel dos hubs na mudanca do formato da
distribui¢éo de visitas, nés simulamos caminhadas aleatérias com 10° passos, para cada
instante da mudanca topoldgica de uma rede quadrada com 10.000 sitios para uma rede

livre de escala.
Na tabela 1 sdo apresentados os 5 primeiros sitios mais visitados com seus respec-

tivos rétulos e numero de ligagdes, em cada momento dessa evolucao topoldgica da rede
livre de escala, isto é, com 10, 100, 1.000, 10.000 e 18.577 reconexdes de arestas de uma
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rede quadrada.

A partir de 100 reconexdes, os sitios mais visitados tém o maior numero de ligagées.
Além disso, o sitio de rétulo 4476 assume o papel de hub da rede. O segundo e o terceiro
sitio mais conectado, respectivamente, 9164 e 5933, assumem estas posi¢cdes de destaque
a partir de 100 reconexdes.

A tabela 1 mostra que a medida que a rede se torna livre de escala os sitios com
mais ligagdes sao os mais visitados. Esta € uma informagao util para avaliar se uma rede
esta se tornando, mais ou menos, livre de escala durante a sua existéncia.

Tabela 1 — NUmero de visitas aos hubs de uma rede livre de escala

(a) 10 reconexdes (b) 100 reconexdes
N° do sitio N°®de visitas N2 de links N° do sitio N°de visitas N®de links
6553 210 4 4476 466 20
6655 201 4 9164 443 18
6654 200 4 5933 312 13
6552 198 4 4985 281 10
9164 196 8 1378 263 12
(c) 1.000 reconexdes (d) 10.000 reconexdes
N¢ do sitio N2 de visitas N°de links N2 do sitio N°de visitas N° de links
4476 1538 58 4476 4678 190
9164 1339 55 9164 3797 152
5933 1126 42 5933 3230 127
4985 720 27 843 2404 98
6803 684 29 4985 2253 91

(e) 18.577 reconexdes

N¢ do sitio N2 de visitas N2 de links

4476 6351 252
9164 5320 212
5933 4696 186

843 3254 128

7025 3149 118




Capitulo 4. Resultados 77

A Figura 61 exibe as distribuicbes de visitas para 100, 1.000, 10.000 e 18.577
reconexoes de arestas, que sao discutidas na Tabela 1. Para até 1.000 reconexdes a maior
parte dos sitios recebem 100 visitas em média. A medida que a rede se torna livre de
escala a sua distribuicdo de visitas ndo apresenta um valor caracteristico. A partir de 10.000
reconexdes poucos sitios recebem muitas visitas e muitos sitios recebem poucas visitas.

Nas Figuras 61c e 61d observa-se uma lei de poténcia na regido intermediaria da
distribuicdo. Este comportamento em lei de poténcia foi observado apenas na topologia
livre de escala. A analise da distribuicao de visitas da rede contribuiu para identificar uma
das suas caracteristicas topolégicas, por meio da navegabilidade em seus sitios.

A rede livre de escala e a rede aleatéria de mundo pequeno possuem caracteristicas
de mundo pequeno, que podem ser identificadas pelo IU. Contudo, somente o IU néo é
capaz de diferenciar estas duas topologias, mas a analise da distribuicao de visitas permite

diferenciar estas topologias.
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Figura 61 — Distribui¢cdes de visitas de uma rede livre de escala. Um caminhante aleatorio
é liberado de um sitio e realiza uma caminhada pelos sitios da rede, que &
interrompida ao atingir 10° passos.
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5 Conclusao

Este trabalho propdés uma metodologia para a analise topoldgica de redes por
meio da navegabilidade nos sitios. O fluxo de informacdes é simulado por caminhadas
aleatérias, com sitios de partida e de chegada adequadamente escolhidos. As ferramentas
estatisticas dos FPP sao adaptadas e aplicadas para a analise dos TPP nos sitios das
redes. A metodologia permite identificar redes regulares e redes de mundo pequeno como
a aleatédria e a livre de escala.

Neste estudo foram analisadas as redes: quadrada, aleatéria conservativa, aleatéria
nao conservativa, aleatéria de mundo pequeno e livre de escala. Apresentamos técnicas
para reconexdes de arestas que permitem a mudanca topoldgica das redes. A partir de uma
rede quadrada obteve-se as redes: aleatéria conservativa, aleatéria ndo conservativa, e livre
de escala. E a partir de um anel de sitios obteve-se a rede aleatéria de mundo pequeno. As
ferramentas estatisticas propostas sao capazes de identificar as mudangas topoldgicas que
ocorrem devido as reconexdes de arestas.

Em todas as topologias investigadas os TPP dependem consideravelmente da posi-
¢ao dos sitios de partida e de chegada. O numero de cliques entre estes sitios influenciam
o comportamento do IU. Este indice mensura a simultaneidade de primeira passagem de
dois caminhantes aleat6rios ndo interagentes, que partem de um mesmo sitio e atingem
um sitio alvo.

Com significativo numero de caminhadas aleatorias, os TPP sdo combinados
obtendo-se o IU e a respectiva distribuicdo P(w) que apresenta trés formatos caracte-
risticos: sino, U, e quase uniforme. O formato de sino apresenta um pico em w = 0,5,
indicando que a maior parte dos caminhantes chegam em tempos similares ao sitio alvo,
e assim o TMPP é uma boa medida para o processo. Este formato ocorre nos casos em
que o sitio de partida esté afastado do sitio de chegada. O formato em U apresenta um
minimo em w = 0,5 e dois maximos préximos de w = 0 e w = 1, indicando que a maioria
dos caminhantes chegam em tempos distintos ao sitio alvo, e assim o TMPP nao € uma
boa medida para o processo. Este formato ocorre nos casos em que o sitio de partida esta
préximo do sitio de chegada. O formato que se aproxima de uma distribuicdo uniforme, nao
apresenta valor modal, indicado que os caminhantes chegam quase em mesmo numero em
diferentes tempos. Este formato ocorre nos casos em que o sitio de partida esta a nimero
médio de cliques do sitio de chegada.

Nas redes (quadrada, aleatoria conservativa e ndo conservativa) foram investigados
os efeitos causados por mudancas nas condicdes de contorno. Os sitios refletores na
fronteira da rede causam significativas alteracées nos TPP, principalmente quando o sitio
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de chegada est4 a muitos cliques do sitio de partida.

Tanto na rede quadrada como no anel de sitios, a P(w) para um sitio de partida
afastado do sitio de chegada apresenta um formato de sino, enquanto que para um sitio
de partida proéximo ao sitio de chegada a P(w) apresenta formato de U. Ao reconectar as
arestas destas redes obtivemos a rede aleatdria conservativa a partir da rede quadrada e a
rede aleatéria de mundo pequeno a partir do anel de sitios, a mudanca topoldgica altera
o formato da P(w). No caso em que o sitio de partida esta afastado do sitio de chegada
algumas poucas reconexdes de arestas fazem com que a P(w) fiqgue mais suave. Ja para o
caso em que os sitios investigados sé@o préximos a P(w) mantém o formato de U, mas com
o centro da distribuicdo mais suave.

Nas topologias investigadas neste estudo, o aumento do numero de reconexdes de
arestas ocasiona a redugao do TPP, isto é, o caminhante gasta menos tempo para sair do
sitio de partida e chegar no sitio alvo. As reconexdes reduzem o numero de cliques entre os
sitios e a rede adquire caracteristicas de mundo pequeno. Esta mudanca topoldgica pode
ser observada através da P(w) que se assemelha a uma distribuigdo uniforme a medida
que as arestas sdo reconectadas. Para esta andlise a P(w) deve ser obtida para um sitio
de partida afastado do sitio de chegada.

A andlise da P(w) permite identificar se uma rede é de mundo pequeno, contudo,
nao diferencia se ela é uma rede aleatéria ou uma rede livre de escala. Para diferenciar
estas topologias nos propomos a analise da ocupagao dos sitios durante uma caminhada
aleatéria. O procedimento consiste em liberar o caminhante aleatério e contabilizar o numero
de visitas que ele faz em cada sitio da rede. Foram observados dois formatos caracteristicos
da distribuicao de ocupagao dos sitios: unimodal e lei de poténcia.

A distribuicdo de ocupacéo unimodal indica que a maioria dos sitios recebem um
nuamero de visitas préximo a média. Este formato foi observado em redes que mantém
um numero fixo de arestas por sitio, como a quadrada e a aleatéria conservativa, e em
redes que mantém a maioria dos sitios com o numero de arestas proximo a média, como a
aleatéria de mundo pequeno.

O outro formato da distribuicao de ocupacgao apresenta uma lei de poténcia na regiao
intermediaria da distribuicao, indicando que muitos sitios sdo pouco visitados e poucos
sitios sdo muito visitados. Este formato foi observado para a rede livre de escala, que nao
apresenta um numero médio de arestas por sitios, uma vez que sua distribuicao de links é
uma lei de poténcia.

O objetivo geral de contribuir para a analise topoldgica por meio da navegabilidade
nos sitios de uma rede foi alcangado, considerando as topologias apresentadas no Capitulo
3 e a relevancia dos resultados apresentados no Capitulo 4. O objetivo especifico de
diferenciar uma rede aleatéria de uma rede livre de escala através de caminhadas aleatérias
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nos sitios foi alcangado. O objetivo de desenvolver algoritmos que alterem a topologia da
rede através das reconexdes de arestas também foi alcangado.

5.1 Trabalhos Futuros

Como trabalhos futuros, sugere-se dar continuidade nesta pesquisa nas seguintes
direcoes:

* No presente estudo, o caminhante aleatério atinge um alvo fixo e interrompe a sua
caminhada. Pode-se investigar alvos méveis nas topologias de redes deste estudo.
Sendo questdes de interesse para processos quimicos com reagentes, e processos
de busca como em modelos presa-predador;

+ Aplicar as ferramentas apresentadas para investigar o espalhamento de memes em
redes sociais, tais como Twitter e Facebook;

+ Aplicar o IU em redes metabdlicas, investigando por exemplo os genes relacionados
ao cancer de mama.

» Analisar redes de transporte como aéreo e rodoviario aplicando o Ul, para identi-
ficar pontos de congestionamento e propor reconexdes de rotas que melhorem o
deslocamento dos usuarios.

5.2 Consideracoes Finais

Esta tese oferece como contribuigéo cientifica uma nova técnica para a anélise topo-
l6gica de modelos de rede. O diferencial desta nova abordagem esta na andlise estatistica
das informagdes que transitam pela rede, diferenciando-se da andlise estrutural da rede.
Como fruto da pesquisa realizada nesta tese, os seguintes trabalhos foram publicados:

« CHAVES, M. S.; MATTOS, T. G.; ATMAN, A. P. F. Characterizing network topology
using first-passage analysis. Physical Review E, American Physical Society (APS), v.
101, n. 4, apr 2020;

« CHAVES, M. S.; FARIA, A. A. P. ; MATTOS, T. G. Um Estudo do Tempo de Primeira
Passagem em Redes. In: XXI Encontro Nacional de Modelagem Computacional, 2018,
Buzios - RJ. XXI Encontro Nacional de Modelagem Computacional e IX Encontro de
Ciéncia e Tecnologia de Materiais. Rio de Janeiro: Essentia Editora. v. 1.

E o seguinte trabalho foi apresentado:

« CHAVES, M. S.; FARIA, A. A. P.; MATTOS, T. G. Fenémenos de Primeira Passagem
em Redes. Apresentacao de trabalho no XXXVIlI Congresso Nacional de Matematica
Aplicada e Computacional (CNMAC 2017). Sao José dos Campos - Sao Paulo.
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APENDICE A - Algoritmos

Neste apéndice sao apresentados os algoritmos para os modelos de rede estudados.
Os sitios sdo representados por S; € uma aresta que liga S; ao S; € representada por
S; — ;.

No Algoritmo 1, uma aresta é criada se ela ndo existe no estado atual da rede e
caso ela nao pertenca a rede original. No Algoritmo 2, uma aresta é removida se ela existe
no estado atual da rede e caso ela pertenga a rede original.

Algoritmo 1: cria_aresta
Input: S; e S
Output: aresta S; — 5
1 |fSZ7éS] &/HS,L—SJ &SZ—SJ QQothen
2 | criaaresta S; —S;
3 end

Algoritmo 2: remove_aresta
Input: 5; e S
Output: desconecta a aresta 5; — 5
1if S, #5; &35, — 5; &S, — 5; € Qo then
2 | remove aresta S; — S,
3 end

O Algoritmo 3 gera uma rede quadrada ()y) com N sitios e 2 x N arestas, cada
sitio possui 4 arestas. A largura da rede € representa por L.

O Algoritmo 4 gera uma rede aleatoria conservativa (Cy) a partir de )o. Em sua
inicializagao o vetor Ay[i] armazena o nimero de arestas originais para cada sitio de Qo,
a medida que as arestas originais de cada sitio sdo removidas a posi¢céo corresponde do
vetor € atualizada. Se dada posicao do vetor tem valor zero, o sitio correspondente nao
pode perder mais nenhuma aresta. Na linha 7, este critério € usado para validar os sitios u
e v, que tém suas arestas removidas nas linhas 14 e 15. Apés a validagcao dos sitios u e v,
um vizinho de cada é escolhido para criar novas arestas nas linhas 11 e 12.

O Algoritmo 5 gera uma rede aleatéria ndo conservativa (nCy) a partir de (). Para
manter os sitios conexos, as arestas sao religadas nos sitios do vetor de reconectados (R),
e os sitios sdo anexados caso nao estejam no vetor, conforme a linha 36. Para uma aresta
ser desconectada os correspondentes sitios devem ter mais de uma aresta. Além disso,
deve existir um caminho entre cada um destes sitios e R. Este teste é realizado nas linhas
26-29 impedindo que a rede fique desconexa.
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Algoritmo 3: Algoritmo para rede quadrada (Q))

Input: Numero de sitios N (N = L x L)
Output: rede quadrada com N sitios e 2 x N arestas

L=+vN

1

2 fori =0 até N do

3 | if(i+1) mod (L) = 0 then

a | cria_aresta(i,i — L + 1)

5 end

6 else

7 | cria_aresta(i, (i + 1) mod (N))

8 end

9 if i mod (L) =0 then

10 | cria_aresta(i,i + L — 1)

11 end

12 else

13 | cria_aresta(i, (i + N — 1) mod (N))
14 end

15 | cria_aresta (i, (i + L) mod (N))

16 cria_aresta (i,(i + N — L) mod (N))
17 end

Algoritmo 4: Algoritmo para rede aleatéria conservativa (Cp)

Input: nUmero n de arestas a permutar, rede quadrada (¢)y) com N sitios
Output: rede aleatéria conservativa
t<0 (t total de arestas religadas)
Apli] + 4 (Ag numero de arestas originais em cada sitio de ()
while ¢ < n do
do
u <— n? aleatério(1, ..., NV)
v < n® aleatério(1, ..., N)
while u = v || 35, — S, || IS, — S, em Qq || Aolu] < 0 || Aglv] < 0;
x <+ S;vizinhodeu (da Qo)
z < S;vizinhode v (da Q)
ifr#£2& AS,— S, & AS, — S, em ), then
cria_aresta(x, z)
cria_aresta(u, v)
t—t+42
remove_aresta(u, x)
remove_aresta(v, 2)

© 0 N o ua & O N =

— ek ek ek ek ek ek b
N o o AW N =2 O
RN
o O
==
[
22
=
I
= =

N = -
o © o
D
2
e
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end
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Algoritmo 5: Algoritmo para rede aleatéria ndo conservativa (nCy)

Input: nUmero n de arestas a permutar, rede quadrada (¢)y) com N sitios
Output: rede aleatéria ndo conservativa

1t 0 (t total de arestas religadas)
2 Apli] + 4 (Ag numero de arestas originais em cada sitio de ()

3 R

(vetor de reconectados)

4 whilet < 1do

5
6
7
8
9
10
1
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22

23
24

25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39

do
S1 < n? aleatério(1, ..., N)
Sy < n? aleatorio(1, ..., N)
while S; = S5 & 457 — S5 & 451 — Sy em Qo;
u < sitio aleatério (S; ou Ss)
v < S;vizinhode v (da Q)
remove_aresta(u, v)
Aglv] = Ao[v] — 1;
cria_aresta(S,, S;)
R+ Sl;
R + SQ;
t+—t+1

end
while ¢t < n do

do
u <— n® aleatério(1, ..., V)
v < S;vizinhode v (da Q)
x < sitio aleatério € R
while (u =z || 3S, — S, || 35, — Sz em Qo || Ao[u] < 0| Aglv] <0 n°de
arestas deu < 2 || n°de arestas dev < 2);
remove_aresta(u, v)
if A um caminho entre S, e S & A um caminho entre S, e S, then
cria_aresta(u, v) : /* a aresta & religada */
goto naoReliga;
nd
else
Aplu] = Ag[u] — 1;
Aplv] = Aplv] — 1;
cria_aresta (u, )
t+—t+1
if u ¢ R then
‘ R+ u
end
end
naoReliga;

(1]

40 end
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O Algoritmo 6 gera uma rede aleatéria de mundo pequeno (RMP) a partir de um anel
de sitios. Neste caso, utilizou-se o procedimento descrito no artigo [35], com probabilidade
um, todas as tentativas de reconexdo sao realizadas.

Algoritmo 6: Algoritmo para rede aleat6ria de mundo pequeno (RM P)
Input: nimero n de arestas a permutar, anel(A) com (V) sitios, nUmero de
arestas por sitio (K)
Output: rede aleatéria de mundo pequeno
1t+0 (t total de arestas religadas)
2 Passo 1: criar A:
3 fori=0até: < N do

4 | forj=1atéj < K/2do
5 auxr =1+ j;

6 if aur > N then

7 ‘ aur = auxr — N
8 end

9 cria_aresta (i, aux)
10 end
11 end

12 Passo 2: reconectar as arestas de A:
13 fork=1aték < K/2do

14 for :=0 até N do

15 U 7;

16 v+ k;

17 if v > N then

18 ‘ v=v— N,;

19 end

20 if n°de arestas v < 2 then
21 | goto naoDesconecta;
22 end

23 do

24 |z < n?aleatorio(1, ..., N)
25 while (35, — S, || 35, — S, em A);
26 remove_aresta(u, v)

27 cria_aresta(u, x)

28 t+—t+1

29 if t = n then

30 1= N;

31 k=K,

32 end

33 naoDesconecita;

34 end

35 end

O Algoritmo 7 gera uma rede livre de escala (L) a partir de Q. Neste algoritmo,
a probabilidade de um sitio fazer novas ligacdes depende do seu numero arestas, mas
aquelas que foram conectadas apds a criagdo de y. O vetor links[i] armazena o nimero
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de novas arestas de cada sitio. A estrutura for da linha 9 d& oportunidade a todos os sitios
de receberem uma nova aresta. Na linha 11, a probabilidade (p) de um sitio se conectar a
outro é comparada a um numero aleatorio r. Este procedimento garante que os sitios mais
conectados tenham maior probabilidade de receberem mais arestas que os demais.

Algoritmo 7: Algoritmo para rede livre de escala (L)

Input: nUmero n de arestas a permutar, rede quadrada (¢)y) com N sitios
Output: rede livre de escala

1 Passo 1: Conectar S; e S; ndo conectados entre si;

2 linksli] (vetor com numero de novas ligacoes)

3 links[S1] = links[S1] + 1

4 links[S2) = links[Ss] + 1

5 t < 1 (¢t total de arestas religadas)

6 Passo 2: Remover uma aresta, exceto a criada no passo 1;

7 whilet < n do

8 r~ U(0,1)

9 for =0 até: < N do

10 p = links[S;]/t (p probabilidade de conectar a outro sitio)
11 if (p > r) then

12 u < n? aleatério(1, ..., NV)

13 cria_aresta (u,1)

14 t+—t+1

15 links[S;] = links[S;] + 1

16 links[S,] = links[S,] + 1

17 auxr =0

18 while cux = 0 do

19 v < n? aleatério(1, ..., N)

20 x < S;vizinhodev (da Q)

21 if Numero de arestas dev > 1 e de x > 1 then
22 remove_aresta (v, ) (da Q)

23 auxr =1

24 end

25 end

26 end

27 end

28 end
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O Algoritmo 8 gera uma amostra do TPP obtido a partir de uma caminhada aleatéria
pelos sitios da rede com sitio de partida e sitio alvo fixos. A estrutura adj[i] guarda os
vizinhos do sitio i no vetor adj[i].neighborhood[j] e também a condi¢éo de cada sitio: refle-
tora adj[i].on_of f == 0 ou absorvente adj|[site].on_of f == 2. Na linha 6, o caminhante
salta do sitio atual para um sitio vizinho, que é escolhido aleatoriamente na linha 5. Nas
linhas 8-10 o caminhante retorna para o sitio anterior caso tenha atingindo um sitio refletor,
com isso uma unidade de tempo é acrescida a trajetéria. Nas linhas 11-13 a caminhada €
interrompida caso o caminhante atinja um sitio absorvente.

Algoritmo 8: Algoritmo para obter os TPP (1)
Input: n® aleatério &r, &site
Output: TPP (1)
1 Passo 1: Determinar o sitio de partida e o sitio alvo

2 tau=0;

3 for i=0 até i < time do

4 aux = site;

5 j =r x degree(site);

6 site = adj[site].neighborhood[j];
7 tau=tau+1,

8 if adj[site].on_off = 0 then
9 ‘ site = aux;

10 end

11 if adj[site].on_off = 2 then
12 ‘ 1 = time;

13 end
14 end

return tau,

-
(5]
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O Algoritmo 9 gera um conjunto de valores para a variavel aleatéria w. Isso é feito a
partir da combinacgéo de pares de 7 através da Equacao 11.

Algoritmo 9: Algoritmo para combinar os TPP (7) e obter o U (w)

Input: tau[n| (vetor com n TPP(7))
Output: sequéncia de w
1 Passo 1: Combinar os 7 comegando pela 12 posi¢ao do vetor
2 for =0 até: < n do
for j=i+1 até j < n do
| w = tau[i]/(tauli] + taulj]);
end
end
Passo 2: Combinar os 7 comegando pela ultima posicao do vetor
for i1=n-1 até i >= 0 do
for j=i-1 até j >=0do
10 | w = tau[i]/(tauli] + taulj]);
11 end
12 end

© 00 N O O »~ O
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ANEXO A - Teoremas

Os resultados obtidos neste anexo sao vélidos para variaveis aleatérias independen-
tes e identicamente distribuidas (i.i.d.), que assumem alguns valores do espaco mensuravel
(S, S). Convenientemente, e sem perda de generalidade, utilizaremos o espago de probabi-
lidade

Q= {(wy,ws,...) : w; € S}

F=8xS8x..

P=puxpux.. pédistribuicdo de X;

Xn(w) = wp

Teorema 1

Considere X1,Xs,... i.id., F, = o(X,...,X,,) e N sendo o tempo de parada com

P(N < 00) > 0. Condicionando-se {N < oo}, {Xnin,n > 1} é independente de Fy e tem
a mesma distribuicdo da sequéncia original.

Prova. Segundo [25]: 0 Teorema é suficiente para mostrarquese A€ Fye B; € S
paral < j < k entédo

k
P(A,N <00, Xyy; € Bj,1 < j<k)=PAN{N < oo}) [ u(B))

7j=1
onde u(B) = P(X; € B). Utilizando-se o método dividir e conquistar, o valor de N é
substituido por n reduzindo para o caso de tempo fixo.

P(A,N:n,XN+j € Bj,l <3< k’) = P(A,N:n,Xn+j € Bj,l <7< k’)
k
= P(AN({N =n}) [ u(B))
j=1

umavez que AN{N = n} € F, e que o-campo é independente de X,,,1,...,X, 1. Na soma
agregada sobre n tem-se o resultado desejado.

Agora vamos supor 2 = S¥ e definir a transformagéo 0 : 2 — 2 como

(bw)(n) =w(n+1) n=12,..

Note que a primeira coordenada € desprezada e as outras coordenadas séo deslocadas
para a esquerda. Seja ' = 0 e para k > 2 definimos #* = 0 o §*~1. Dessa forma,
(0Fw)(n) = w(n+k), n=1,2,... Estendendo-se esta definicdo de tempo de parada, temos

oV, — 0"w em { N =n}
A em {N=oc0}
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Onde A é um ponto extra adicionado a {2, muito conveniente para a definicao a seguir, que
analisa o tempo 7 de retorno a origem. Suponha S = R?e 7(w) = inf {n : wy + -+ + w, = 0},
onde inf () = oo, e estabelega 7(A) = oo. Considerando-se 7 (w) = 7(w) + 7(67w) entdo
em {7 < o0}
7(0"w) =inf{n: ("w); + -+ (I w), =0}
=inf{n: (w41 + -+ wrin =0}

T(w)+7(0"w) =inf{m >7:w + - +w, =0}
Entdo 7 é o tempo da segunda passagem a origem, e pela convencéo 6w = A e
T(A) = oo é verdadeiro para todo w. Para generalizar este Ultimo célculo, nés consideramos

que se

(W) =11 (w) + 7(0™'w)
entdo 7,, € o tempo das n visitas a origem.

Se tivermos algum tempo de parada 7', podemos definir essa iteragéo por 7o = 0 e
To(w) = Tho1(w) + 7(0™w)

paran > 1.

Assumindo-se P = pu X p X ... entdo
P(T,, < 00) = P(T < o0)"

Na prova por inducao, temos que o resultado é trivial quando n = 1, e supomos que também
sera valido para n — 1. Aplicando-se o teorema 1 para N = T,,_, tem-se que a condicéo
em T, ; < oo, T(#T-1) < oo tem a mesma probabilidade quando 7' < oo, entdo
P(T,, < o) = P(T},_1 < 00, (67" 'w) < 00)
P(T,-1 < 0)P(T < 0) = P(T < c0)"

pela hipétese de indugao.
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