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Resumo

Neste trabalho sdo apresentados dois modelos matematicos baseados em uma equa-
cao diferencial estocastica de It6, na qual foram incluidos termos nao lineares, e
analisou-se os efeitos dessa inclusdo. Mais especificamente, verificou-se se a incluséo
dos termos néo lineares altera as caracteristicas do modelo, enquanto candidato a
modelo matematico para o comportamento da dindmica de precos do mercado. Os
modelos foram confrontados com os fatos estilizados do mercado, propriedades gerais
que sao observadas em quase todos os mercados financeiros. A volatilidade, que
representa uma medida da magnitude das flutuagdes do mercado, foi extraida dos
modelos matematicos e analisada através da sua distribuicio de probabilidade acu-
mulada e de correlagdes de longo alcance. Nesta analise, foi calculado o expoente
de Hurst « através do detrended fluctuation analysis de ordens 2 a 6 para ambos
os modelos, onde se pode observar um comportamento persistente (a« > 0,5) nas
variadas ordens do DFA. Foi investigado o comportamento da distribuicado de cauda
longa das volatilidades, e verificada se a lei de escala obedece a lei cubica inversa.
Esta, citada por autores em iniumeros indices e mercados ao redor do mundo como
um fato estilizado. Neles, o expoente v comumente se aproxima de 3. Na anélise dos
modelos, foram estimados valores de v = 3,0666 e v = 3,2774, 0 que pode evidenciar o
comportamento dos modelos semelhante aos mercados financeiros.

Palavras-chave: Econofisica, Equacgdes diferenciais estocasticas, Movimento browni-
ano, fatos estilizados, Processo de It6
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1 Introducao

A partir do final da década de 1990, adotou-se o termo “Econophysics”, ou Econofi-
sica, para se referir as aplicagdes da fisica estatistica na economia. Nesta década
aconteceram as primeiras conferéncias na area, “Workshop on Econophysics”, com
a consequente publicacéo de livros dedicados ao tema, destacando-se o trabalho de
Mantegna e Stanley (2000).

Apesar de a formalizagdo da Econofisica ocorrer somente no final do século XX,
pode-se observar ao longo da histéria que o envolvimento de fisicos com anélises do
comportamento de mercados financeiros € bastante comum. Dentre varios exemplos,
podemos citar Isaac Newton, que perdeu parte de seus bens na Bolsa de Londres,
através de tentativas frustradas de prever a cotacdo de um ativo. Ja Carl Friederich
Gauss (1777-1855) logrou éxito em suas operacgdes financeiras, haja vista que deixou
uma grande fortuna, pouco compativel com seu salario na época.

Mas foi com Louis Jean-Baptiste Alphonse Bachelier, um matematico francés, em
1900, através de sua tese Teoria da Especulacao, que foi plantada a semente da
Econofisica. Bachelier trouxe varios conceitos surpreendentes para a época, como
formalizar o movimento browniano, cinco anos antes dos trabalhos em difusao de
Einstein; determinar a probabilidade de variacdes de precos ao formular o que hoje é
conhecido como equacao de Chapman-Kolmogorov, e ao reconhecer que 0 processo
de Wiener satisfaz a equacéo de difusdo. O trabalho de Bachelier, entretanto, néo foi
muito apreciado a época, vindo a ser “redescoberto” somente décadas depois, dando
origem a teoria do random walk.

Na década de 1960, Benoit Mandelbrot, em um de seus trabalhos sobre fractais,
observou tragcos de autossimilaridade nos precos de commodities de algodao em
diferentes escalas e tempo. Posteriormente, os resultados obtidos por Mandelbrot
foram tomados como leis de poténcia.

A partir da década de 1970 ocorreram varias mudangas no mercado financeiro, como
por exemplo, moedas comegaram a ser negociadas, e seus valores determinados em
mercados de diferentes paises, e passamos a ter um mercado financeiro ativo vinte e
quatro horas por dia no mundo todo. Nesse mesmo periodo, mais precisamente em
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1973, o matematico americano Fisher Black e o economista canadense Myron Scholes
publicaram seu trabalho que expde um modelo mateméatico para determinar o valor de
opgoes, tipo de investimento no qual se pode negociar o direito de compra ou venda de
ativos. Este trabalho foi desenvolvido a partir das pesquisas de Samuelson e Merton, e
Sprenkle, que por sua vez, trouxeram a entdo esquecida, teoria da especulagéo de
Bachelier, modificando o seu processo estocastico.

Neste modelo, Black e Scholes utilizam a opgao europeia. Uma opcao é um tipo de
derivativo, e € um contrato que da a seu titular o direito de comprar ou vender um ativo,
sob certas condicdes, num determinado periodo de tempo (BLACK E SCHOLES, 1973).
Sobre a opgao europeia exerce-se o0 poder de compra ou venda somente em uma
data futura especificada previamente, que é a data de seu vencimento; ao contrario
da opgao americana, sobre a qual se exerce o poder de compra ou venda desde o
momento da sua aquisicao até a data de seu vencimento. Para se estimar os valores
de uma opcao seguindo este modelo, é necessario conhecer termos como prazos
de vencimento e o preco da agao, com este seguindo um processo de Wiener num
intervalo continuo de tempo.

Nas décadas seguintes, a quantidade de informagdes e dados aumentou drasticamente,
e juntamente com a constante evolugao tecnoldgica, praticamente nenhuma transagao
no mercado financeiro acontece sem que haja algum registro. Milhdes de registros de
negociagdes e precos sao gerados a todo tempo, 0 que permite até mesmo reconstruir
o estado do mercado num determinado instante de tempo (MIKE; FARMER, 2008).

A quantidade de informacdes cada vez maior proporciona um verdadeiro superlabora-
tério para estudar comportamentos do ser humano. Os agentes do mercado tomam
decisdes em um ambiente extremamente complexo, mas no fim, tais decisées se redu-
zem a simplesmente a negociac¢des de compras e vendas de ativos (MIKE; FARMER,
2008). Uma modelagem do mercado de ag¢des deve, em geral, simular alguns fatores
importantes, tais como a estrutura do mercado, 0s mecanismos de negociacéo e a
dindmica de precos. Mike e Farmer estudaram o comportamento empirico acerca dos
agentes do mercado. A partir dai, desenvolveram um modelo para simular a dinamica
da formacgéao do preco de uma acgao e o compararam aos dados reais da bolsa de valo-
res de Londres (London Stock Exchange, também conhecida como LSE). O modelo
apresentado nesse estudo fica conhecido como Modelo MF.

Gu e Zhou observaram que o modelo MF traz vérias informagdes de grande importan-
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cia, como o retorno, que é distribuido de acordo com a lei do inverso do cubo, o indice
de Hurst dos retornos é proximo de 0,5, e as diferencas de precos entre compras €
vendas de acdes, conhecidas como spreads, apresentam leis de poténcia nas caudas
(GU; ZHOU, 2009), o que € comumente observado em distribuicdes empiricas, como o
modelo MF. Gu e Zhou modificaram esse modelo, incorporando a memaoria de longo
prazo e tornando-o mais realistico sem destruir as informacdes originarias do modelo
MF, que séo caracteristicas estatisticas comuns aos varios tipos de ativos em diferentes
periodos de tempo, e sdo conhecidas como fatos estilizados (GOPIKRISHNAN et al.
,1999).

Através da observacao dos comportamentos dos agentes dos mercados financeiros,
nota-se que sistemas socioeconémicos apresentam um comportamento complexo,
muito semelhante a sistemas complexos, que atualmente sdo aplicados aos mais
diversos campos cientificos. Diante dessa interdisciplinaridade dos sistemas complexos,
pode-se também relaciona-los a métodos matematicos aplicados na fisica, como o
modelo de Ising bidimensional, no qual retorno e volatilidade sdo representados,
respectivamente, através da magnetizagéo do modelo de Ising, M = 1/N 3N s,(t) e
por seu modulo. O preco s; € dado como uma variavel aleatéria e é equivalente aos
spins no modelo de Ising (LIMA, 2016).

Séries temporais financeiras sdo conhecidas por seu comportamento imprevisivel, ou
seja, é praticamente impossivel de se prever seus valores futuros (MANTEGNA E
STANLEY, 2000). Assim, outra forma de se modelar o mercado financeiro é através
de equacdes diferenciais estocasticas. Leis de poténcia obtidas através das variacoes
de precos também sao informagdes importantes na analise do comportamento do
mercado financeiro.

Os modelo analisados neste trabalho sdo baseados em uma equacéo diferencial
estocéastica nédo linear de It6. Eles foram analisados, e os resultados confrontados
com os fatos estilizados do mercado financeiro. Com isso, pretende-se mostrar sua
eficacia enquanto um bom modelo para a dindmica do mercado. Mais especificamente,
verificou-se se a inclusdo dos termos nao lineares altera as caracteristicas do modelo,
enquanto candidato a modelo matematico para o comportamento da dinamica de
precos do mercado. O processo de difusédo de Ité tem sido muito empregado como um
modelo bioeconémico com flutuacdes estocasticas (YUE et al, 2016).
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O modelo € definido por:
dX (t) = F(X(1))dt + b(X (1)) o AWt (1)

Pode-se considerar a equacao acima semelhante ao comportamento de uma particula
sob a forga conservativa do tipo:

F(2) = a2 + ap12" M 4 .. Farx (2)

com coeficientes {a,,a,_1,...a;} € R. Adicionalmente, temos um O ruido branco esto-
castico £(t) é relacionado ao processo de Wiener como se segue:

W(t) = / £(t)dt 3)

Ele apresenta uma distribuicado normal e € um processo markoviano.

A sequéncia do trabalho da-se da seguinte forma: no capitulo 2 apresenta-se a Fun-
damentacao Tedrica, que foram 0s conceitos necessarios para o desenvolvimento
da pesquisa. No capitulo 3 apresenta-se a metodologia, onde trouxemos os modelos
matematicos, a proposta de trabalho e os resultados esperados. No Capiulo 4, os
resultados obtidos e as observacdes acerca destes, e em seguida, as conclusdes e as
possibilidades para um maior desenvolvimento da pesquisa apresentada.



2 Fundamentacao Teorica

2.1 Probabilidade

Existe uma quantidade infindavel de fenbmenos na natureza, aos quais podemos
reconhecer como aleatérios. Tais fenbmenos acontecem de forma imprevisivel, que
podem ocorrer ao acaso, ou de forma espontanea, ao contrario de situagdes previsiveis,
as quais sempre terdo um resultado ja determinado. Podemos citar como exemplo
(TOME, 2014), uma magéa abandonada a alguns metros do solo a partir do repouso.
Essa maca sempre atingira o solo num ponto que esta posicionado verticalmente
abaixo do qual foi solta. Nao importa quantas vezes repita esse fendmeno, o resultado
obtido sera sempre o mesmo. Por outro lado, se a maca for substituida por uma
folha de papel, pode-se observar que os resultados obtidos nesse experimento seréo
diferentes do anterior. A folha caira em pontos distintos, mesmo se, aparentemente,
nada influenciar na sua queda. O primeiro fendmeno € previsivel, ou deterministico. Ja
0 segundo, podemos dizer que é aleatorio, ou estocastico.

A primeira vista, um fenémeno aleatério pode ndo aparentar possuir algum padrao ou
regularidade. Mas, com uma melhor observacéao, pode-se notar que ha regularidades
que os caracterizam. Um exemplo bastante simples a se considerar € o langamento de
uma moeda justa ou honesta, por uma determinada quantidade de vezes (N). Apos
varias execucdes desse experimento, observa-se que os resultados sdo préximos entre
si. Realizando uma quantidade suficientemente grande desse experimento, o resultado
se aproxima de um determinado limite:

. resultados observados 1
lim S
N—oo N 2

(4)

Em experimentos aleatérios, o conjunto de resultados possiveis € chamado de espaco
amostral. No caso do langcamento da moeda, os resultados podem ser cara ou coroa.

Uma o-algebra € uma classe § de subconjuntos de um espago amostral €2 que obedece
as seguintes condicoes:

) QeF
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ii)Se AecFentdo A€ §
iii) Se A;, Ay, ...eF,entéo |y~ A, €F

Com os elementos acima apresentados, se pode definir um espaco de probabilidades,
o qual é formado pela tripla (€2, §,P), onde 2 € um espago amostral, § € uma o-algebra
de subconjuntos de 2 e P é uma fungéo de densidade de probabilidade definida sobre
5.

Dado um experimento x e um espago amostral associado, existe uma fungdo X (z) que
assume certo valor real para cada z. Essa funcao é denominada de variavel aleatoria.
A variavel aleatéria pode ser discreta, quando seus valores podem ser enumeraveis ou
estes sao finitos, e pode ser continua, quando seus valores se associam a medidas
uma escala continua, ou estes sao infinitos.

2.1.1 Variavel aleatéria discreta

Seja uma variavel aleatéria X discreta. Suponha que a cada valor de X associa-se um
numero real p(X), tal que:

p(X) >=0 (5)

S p(X) =1 (6)

Sob tais condigdes, p(X) é a distribuicdo de probabilidade da variavel aleatéria X.
Podem-se mencionar algumas distribuicbes de probabilidade relevantes, como

- Distribuicao Binomial — Dados os parametros a, talque 0 <p < 1,e g =1 — p, tem-se:

P(X =k)= (Z)pkqn’“ (7)

- Distribuicdo de Poisson — Numa distribuicao binomial em que o nimero de ensaios n
cresce infinitamente, tem-se
)\k

_ A

(8)

Onde \ é um parametro tal que A > 0.
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2.1.2 Variavel aleatéria continua

Seja uma variavel aleatéria X continua. Existe uma fungéo que determina uma pro-
babilidade a cada intervalo de X. Ou seja, dado um intervalo [a,b], a probabilidade de
que X pertenca a este intervalo é dada por:

/a (@) (©)

Tal funcdo é denominada funcédo densidade de probabilidade, e deve obedecer as
seguintes propriedades:

f(z)>0 (10)

/_OO fz)dr =1 (11)

Distribuicdo gaussiana — também conhecida como distribuicdo normal, é a mais im-
portante distribuicdo continua, pois diversas variaveis, nos mais diferentes campos, se
aproximam de uma distribuicao gaussiana.

—(z—p)?

r0= (o) (12)

Onde 1 € a média e ¢? é a variancia.

2.1.3 Meédia e variancia

Numa variavel aleatéria, a média, também chamada de esperanca ou valor esperado,
€ 0 somatério de todos os possiveis resultados da variavel aleatoria associada a
probabilidade que acontece quando esta assume um determinado valor. A média é
também o primeiro momento de uma variavel aleatoria. Para uma variavel aleatéria X
a média é calculada através da série:

p=E(X)= Z%p(ﬂfz) (13)

e para uma variavel continua é dada pela integral de todos os valores da fungao
densidade de probabilidade:

u:E(X):/_+ooxf(:c)d:c (14)
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Variancia - € uma medida de dispersdo que indica o grau de concentracao da distri-
buicdo de X ao redor da média. A variancia é o segundo momento de uma variavel
aleatoéria, e é dada por:

Var(z) = o® = E [(z — )*] = _[(x — n)*|f(2) (15)

Para uma variavel aleatéria continua
Var) = o = [ la - sy (16)
Propriedades - sejam X e Y duas variaveis aleatérias, e k constante. S&o validas as
seguintes propriedades:
i) Var(X) >0
i) Var(k) =0
iil) Var(kX) = k*Var(X)
iv) Var(X + k) = Var(K)
V) Var(X) = E(X?) — E*(X)
Vi) Var(X +Y) # Var(X) + Var(Y)
A igualdade em vi somente é valida quando X e Y s&o independentes.

Funcéo caracteristica — a fungao caracteristica de uma variavel aleatéria é obtida
através da transformada de Fourier da densidade de probabilidade. Para a distribuicao
gaussiana, tem-se

(17)

Nota-se que a funcao caracteristica de uma distribuicdo gaussiana € também uma
funcéo gaussiana.
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Distribuicao de Lorentz —também chamada de distribuicdo de Cauchy, essa distribui¢cdo
nao apresenta média e variancia definidas. Ela pode ser interpretada como a razao
entre duas distribuicbes gaussianas independentes

-~ D
A funcao caracteristica da distribuicdo de Lorentz é dada por

g(k) = e P

2.1.4 Probabilidade conjunta

Sejam duas variaveis aleatérias = e y. A probabilidade de que x esteja num intervalo
[a,b] e y esteja num intervalo [c¢,d] é dada por (TOME, 2014)

/a b / " ple)dndy (19)

A densidade de probabilidade conjunta p(x,y) possui as seguintes propriedades:

p(zy) >0 (20)

| [ peapsay =1 (21)

Pode-se obter dai as densidades de probabilidade p,(z) de = e py(y) de y, como se
segue:

pr() = / (2,9)dy (22)

pa(w) / (e.)da (23)

A covariancia C' € uma medida de dependéncia entre as variaveis = e y:

C=((x— () y— ) (24)
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Se p(x,y) = p1(z)p2(y) as variaveis aleatédrias sédo independentes entre si. Nesse caso,
a covariancia € nula.

Teorema central do limite — a relagao da distribuicao gaussiana com diversos fené-
menos se da pelo teorema central do limite, o qual afirma que uma variavel aleatéria
composta pela soma de varios termos independentes, mas arbitrariamente distribuidos,
€ gaussiana (GARDINER, 1985). O teorema central do limite abrange uma enorme
gama de aplicacdes, definindo-se como se segue:

Seja X, X, ..., X;,, uma sequéncia de variaveis aleatérias independentes e distribuidas
identicamente, com média . e variancia 2. Para uma variavel aleatéria Z, o teorema
se define por:

1 n
Z, = X; — 25
— E np (25)

e possui a distribugcao gaussiana

1 _Z2/2
26
o (26)

no limite n — oco. Para que o teorema central do limite seja véalido, € necessario que
exista a média y e a variancia o2.

Investimentos em bolsa de valores podem ser modelados através de uma gaussiana,
pois a variacdo no pre¢o de um ativo depende de varios fatores, como negociagdes e
especulacdes, embora estes fatores ndo tenham necessariamente essa distribuicéo.
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2.2 Processos estocasticos e Cadeias de Markov

Um processo estocastico € um conjunto de variaveis aleatorias independentes, que
podem ser utilizadas para analisar sistemas que evoluem de forma probabilistica
ao longo do tempo. Dado um processo estocastico de tempo discreto, uma variavel
aleatoria x; que assuma valores inteiros e tempos ty,ts,t3,....

O processo estocastico fica definido por completo pela distribuicido de probabilidade
conjunta

p(x1,t1; T2,t; x3,t3; ...) (27)

A seguir, definamos a probabilidade condicional nos termos da distribuicdo de probabi-
lidade conjunta:

p(w1,t1; 2,05 ..)
p(Y1,715 Yo, 725 )

(28)

p(x1,t; 2aste; . | Y1, Y2, T2 ) =

Essa definicdo € valida independente da ordem dos tempos t, mesmo sendo usual
considerar

tl 2 t2 2 T 2 T2 2 (29)

O processo estocastico mais simples é do tipo que apresenta completa independéncia
entre os valores de x no tempo ¢, seja no passado ou no futuro. Quando, num processo
estocastico, a probabilidade de uma variavel  assumir um determinado estado num
instante ¢ depende somente do seu estado atual e seus estados anteriores néo influen-
ciam, este processo estocastico € um processo markoviano, conhecido como cadeia
de Markov, em homenagem ao matematico russo Andrei Markov.

2.2.1 Cadeia de Markov

Andrei Markov introduziu o conceito em 1905, onde pretendia criar um modelo probabi-
listico que analisaria a presenca e a frequéncia de vocais em poemas e textos literarios
(Rincon, 2014). O modelo proposto por Markov consegue descrever caracteristicas nao
triviais de diversos fendmenos fisicos e sociais nao triviais, tendo inimeras aplicacoes.

Definicdo (RINCON,2012) — Uma cadeia de Markov é um processo estocastico em
tempo discreto {X,, : n=0,1,...}, para qualquer n > 0 que satisfaz a propriedade
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de Markov, isto é, para qualquer numero inteiro n > 0, e para quaisquer estados
Zo, 21, ..., Tpy1 S€ CUMPIre

P(Tpi1|To, T1s ooy Tn) = D(Tngr|T0) (30)

Se o tempo n + 1 € dado como um tempo futuro, o tempo n € dado como tempo
presente, e os tempos 0, 1, ....,n — 1 como passado, entdo a condicdo acima estabelece
que a distribuicdo de probabilidades do estado do processo no tempo n + 1 depende
somente do estado do processo no tempo n, e é independente dos valores dos estados
anteriores 0,1, ...,n — 1.

Probabilidade de transi¢ao - Dados dois estados ¢ € j de uma cadeia de Markov, a
probabilidade

P(X,1 = j|X, =1) (31)

Representa a probabilidade de transicdo de um estado i no tempo n para um estado j
no tempo n+1, em um passo. Se pode denotar a probabilidade de transi¢éo por p;;(n,n+
1). Quando a probabilidade n&o depende de n diz-se que a cadeia é estacionaria. Ao
variar os valores de i e j sobre um conjunto de estados {0, 1,2,...}, obtém-se uma
matriz de probabilidades de transicdo em um passo (Rincon, 2012). Uma matriz de
probabilidades de transicdo, chamada de matriz estocastica, € uma matriz na qual

pij(n,n+1) >0 (32)
> pinn+1) =1 (33)

Equacédo de Chapman-Kolmogorov - Esta equacgéo permite decompor a probabilidade
de se passar de um estado i para um estado j e m n passos, ao se somar todas as
possiveis trajetorias de i a j. Diz-se que para quaisquer dois nimeros naturais tais que
0 < r < n e para quaisquer estados de i e j € vdlida a equacao

pij(n) = pir(r)pr;(n =) (34)

2.2.2 Martingales

O termo martingale foi cunhado por J.Ville, e vem da estratégia de jogo denominada
"la grand martingale", uma estratégia onde o apostador dobra a sua aposta a cada
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perda, e assim recuperaria o seu dinheiro investido no momento em que ganhar uma
aposta, obtendo também um pequeno lucro. (Doob, 1971, Mantegna e Stanley, 1999).
A primeira teoria completa foi formulada por Joseph Doob.

Pode se dizer que, de forma intuitiva, num martingale, dada a informacéo do processo
no presente, representado por §F,, se tivermos que intuir sobre o estado futuro X;,t > s,
na média, os valores do processo permanecem no mesmo estado (Ruffino, 2009).

Ainda de acordo com Ruffino (2009), uma situacao comumente abordada na mode-
lagem estocastica de finangas, quando ha o fechamento da cotagdo de uma moeda
estrangeira num determinado dia, o ideal € que, em média, a melhor aproximacéo feita
para o dia seguinte é a de que o valor sera 0 mesmo desse fechamento.

Existem varias definicbes para se determinar um martingale. Uma maneira que o
descreve basicamente é atraves de um processo estocastico que obedece a identidade
a seguir:

FE (Xn—l—l‘XO = Xy, ,Xn = l’n) = Ty (35)

FiltracOes

Seja (©2,F,P) um espaco de probabilidade. Dadas duas sub o-algebras §; e §», tais que
$1 C §.. Ou seja, §, contem mais informacao que J». Entretanto, podemos observar
uma sucessao de o-algebras §; C §. C ... ndo decrescente, como por exemplo, para
0 processo estocastico discreto {X,, : n > 1}, pode se construir a sucessao {3},
como se segue: {§,} = o {X1, Xo, ..., X, }

Nesse caso, € verdadeiro que §; C §2 C ... e a o-algebra §,, contém os eventos que
podem ou nao ocorrer, através da informacao do tempo n. Desse modo, chega-se a
definicao de filtracao (Rincon, 2012):

Definigdo — uma filtragdo € um conjunto de o-algebras {3,},-,, tal que §, C Fn.
Num caso particular, a filtracdo de um processo estocéastico { X, in > 1} definida pela
sucessao de o-algebras §, = 0 {X1,Xs,....X,,} ,n > 1, € chamada de filtragcdo canbnica
ou natural.

Para um processo continuo, sao analogas as definicdes, onde a filtragao € um conjunto
de s-algebras {3.},.,, tal que §, C ;, quando 0 < s < t. A filiragdo canonica de



Capitulo 2. Fundamentacgéo Tedrica 14

um processo continuo {X; : t > 0} é o conjunto de o-algebras {3;},., dado por §; =
0{0< s <t}

Definicdo — Um processo estocastico { X,, : n > 1}é adaptado a uma filtracédo §, se X,
€ §, mensuravel para todo n > 1.

Sabe-se que cada variavel aleatoria X,, do processo € §,, mensuravel. A condigao de
adaptacao exige que X, também seja uma variavel aleatéria da o-algebra §,,. Todo
processo estocastico é adaptado a filtracao canénica, e esta € a menor filtragdo a qual
um processo é adaptado. Pode-se dizer que a o-algebra é o conjunto de todos as
possibilidades que pode ocorrer até n (SILVA, 2005). Dada uma filtracao §,,, ainda se
definem os limites laterais de uma filtracdo como:

08— = U, 5s aesquerda e §; = (),., 3, a direita. Uma filtragao é continua a direita
se §t = St

Tempo de parada - dado um espago de probabilidades (€2,F,P), um tempo de parada
em uma filtragéo {3:},., € uma variavel aleatéria =~ com valores pertencentes ao
intervalo [0, o] se para cada t > 0, tem-se que (7 < t) € §;. Uma comparagao simples
com a estratégia de jogo de onde surgiu o termo “martingale” € o momento quando o
jogador, apos perder algumas rodadas e dobrar sua aposta sucessivamente, finalmente
vence uma rodada, recupera o valor perdido e para sua aposta.

Martingales

Seja (2,§,P), um espacgo de probabilidades, e {J,},.,€ uma filtragdo, ou seja, uma
sequéncia de o-algebras de conjuntos de § que satisfaz a condicdo §; C §2 C ... C §.
Um processo {X;,t > 0} € um martingale em relagéo a filtragéo {3:},., quando séo
obedecidas as seguintes condicdes:

i) X; € mensuravel em relacao a §;
ii) X; € integravel;
iii) Para qualquer 0 < s <t

E<Xt‘33> = Xs
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Da igualdade acima pode se obter dois conceitos diferentes. Se E(X;|§;) > z;, 0
processo é um submartingale. Nesse caso, a esperanca é crescente. Por outro lado,
se F(X;|§:) < x;, 0 processo € chamado de supermartingale, e a esperanga é de-
crescente. Assim, pode se observar que um martingale é, ao mesmo tempo, um
submartingale
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2.3 Movimento browniano

O movimento Browniano € um processo estocastico que recebe este nome gracas ao
boténico inglés Robert Brown, que em 1827 observou o movimento aleatoério de graos
de polen imersos em um fluido. Inicialmente, Brown acreditou que os graos de pélen
estivessem vivos, devido ao carater aleatério dos seus movimentos. Posteriormente,
verificou-se que incessantes colisdes entre os graos e moléculas de 4gua causam o
fendmeno observado.

Entretanto, somente alguns anos depois, Bachelier, em 1900, e Einstein, em 1905,
abordaram de forma quantitativa o movimento Browniano. A formalizagao rigorosa
de um modelo matematico fundamentado nesse fenémeno veio em 1923, através do
matematico americano Norbert Wiener. Por essa razao, o movimento Browniano é
conhecido também como processo de Wiener.

Um processo de Wiener unidimensional W (¢) com ¢ > 0, apresenta algumas proprieda-
des, como se segue:

- inicia-se em W (0) = 0; - suas trajetdrias sao continuas - seus incrementos W (t) — W (s)
séo independentes - Para quaisquer tempos t > s, W(t) — W (s) tem distribuicao
gaussiana e variancia t — s

A ultima propriedade é uma consequéncia do teorema central do limite, que, obser-
vando ainda o fenébmeno fisico, se da pelas multiplas colisbes da particula com as
moléculas do fluido. A densidade de probabilidade do incremento W (t) — W (s) depende
somente do intervalo de tempo ¢ — s, ou seja, o0 processo é estacionario. A densidade
de probabilidade do movimento browniano é, portanto, uma distribuicdo Gaussiana
com média zero e variancia igual a t — s, como segue abaixo:

(w=wo)” “’0)2} (36)

1
7t7 = T -
plut,s) = e [ 2(t — to)
A probabilidade de transicdo é dada por

T(w,t | woto) = M} (37)

27 (t — to) rp {_ 2(t — to)

Dado que W (ty) = wy, pode-se escrever

W(t) = wy + / E(t)dt (38)
0
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Onde "£(t)"é um ruido branco.

Incremento de Wiener — para intervalos de tempo At, temos que AW = W (t + At) —
W (t). Assim, AW tem distribuicdo gaussiana, com meédia zero e variancia At. Escre-
vendo em termos de diferenciais, ([dW?]) = dt, onde dW é o incremento de Wiener.

Movimento browniano geométrico — em econofisica, 0 movimento browniano geomé-
trico denomina o retorno de um ativo num pequeno intervalo de tempo At, considerando
fatores deterministicos, como a taxa média de crescimento de um ativo em At¢, e uma
variavel aleatéria, representando fatores externos imprevisiveis que podem afetar o
preco do ativo. Pode-se descrever o movimento browniano geométrico pela equacao
diferencial estocéastica a seguir:

dr = pxdt + ocxdW (39)

Sendo dx o retorno, e 11 € o constantes ao longo do tempo, podemos estima-los através
de informagdes vindas da série historica de precos do ativo. O retorno €, portanto,
composto de duas partes, sendo a primeira deterministica, em que u representa a
média, e a segunda, estocéstica, em que o é a volatilidade, relacionada ao desvio
padrao do retorno.

Figura 1 — Movimento browniano geométrico

i 50 100 150 200 250 300 350 A00

Fig. 1 - Simulagdo do movimento browniano geométrico, com ;= 0.5e o = 2
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A solucéo da equacéo diferencial estocastica acima pode ser dada por meio da integral
de It6, onde se encontra:

T = Toexp { (M — %Zt) + UW} (40)

2.3.1 Equagao de Langevin

Uma particula de massa m que executa o movimento browniano esta sujeita a acéao
de duas forcas. Uma delas, «, dissipativa, que € proporcional a sua velocidade, e
outra, de carater aleatério, oriundo das multiplas colisées das moléculas do meio com
a particula, F(t), na qual (F(t)) = 0, ou seja, a média da for¢ga devida as colisdes
€ nula, e admite-se que os impactos sao independentes. Tomando por base o caso
unidimensional, a equacédo de movimento dessa particula é representada por (TOME,
2014):

dv
—_—=— F(t 41
mo av + F(t) (41)
dz
- 42
V= (42)

A equacéao acima € conhecida como Equacéo de Langevin. Dividindo-se os dois lados
da equacao por m, a equagao de Langevin assume a forma

0 (43)

Em que v = a/m e &(t) = F(t)/m € um ruido branco, variavel estocéstica dependente
do tempo. Para situacées mais gerais, para que a intensidade do ruido e as demais
forcas dependam de X (¢) e do tempo ¢, escreve-se a equagao estocastica da seguinte
forma (SCHERER, 2010)

dX(t)

S = AW + BIX0.060) (44)

2.3.2 Equacgao de Fokker-Planck

A origem do nome da equacao de Fokker-Planck vem dos trabalhos de Adriaan
Fokker e Max Planck, no qual foi investigado o0 movimento browniano de uma particula
num meio radioativo. A equacao também é encontrada em outros campos, como em
processos de difusdo, sendo um caso particular do diferencial de Chapman-Kolmogorov
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(GARDINER, 1997). A equacéo de Fokker-Planck também é conhecida como equacao
de Smoluchowski, sendo este o primeiro a usar o termo “Fokker-Planck”. Equagéo em
uma variavel — a equacao diferencial estocastica de It6

dr = p(z,t)dt + o(z,t)dW (45)

esta associada a equacao de Fokker-Planck

%f(x,t) = % (K (z,t) f(x,t)] + %%D(w,t)P(x,t) (46)

Onde K(z,t) = —u(x,t) € D(z,t) = o?(x,t)

A equacédo acima determina a evolugao temporal da densidade de probabilidade de
f(z,t) (TOME, 2014). Os coeficientes K e D da equagao sdo conhecidos respectiva-
mente como coeficiente de drift e de difusdao (SCHERER, 2010). Em alguns casos
especiais, € possivel encontrar a solugdo da equagao de Fokker-Planck de forma
analitica, mas para a maioria das aplica¢des, o interesse maior é na sua distribuicdo de
probabilidade. Em particular, considerando z, e a condigéo inicial P(x,0) = é(x — zy), a
distribuicdo de probabilidade, solucao da equacao de Fokker-Planck, € denotada por
(SCHERER, 2010):

p(z.t | 20,0) = f(,t) (47)
quando
P(z,0) = 6(x — z9) (48)

E € chamada de probabilidade de transicdo de =, em ¢t = 0 para = em t. A seguir,
serao explorados alguns conceitos elementares do Calculo Diferencial Estocastico e
da Integral de 1t6, obervando com detalhes a solugéo acima.
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2.4 Equacoes diferenciais estocasticas e céalculo de 1t6

Uma equacao diferencial estocastica, ou SDE (do inglés, Stochastic Differential Equa-
tion) possui em um ou mais termos um processo estocastico. Por consequéncia, sua
solucao também sera um processo estocastico.

O surgimento de equagdes diferenciais estocasticas é intrinseco ao estudo de modelos
econdmicos, haja vista que o primeiro grande trabalho relacionado ao movimento
browniano foi a Teoria da Especulacao, de Louis Bachelier.

Algumas definicdes importantes para a sequéncia deste trabalho serdo expostas a
sequir.

2.4.1 Integracao estocastica

A integral estocéstica mais usada é chamada de Integral de It6, vinda do Calculo de It6.
Esse nome € em homenagem ao matematico japonés Kiyoshi Ité, que o desenvolveu
originalmente para a construgdo de um processo de difusao.

Seja uma fungéo F(t) e o processo de Wiener 1V (t). Define-se a integral estocastica

/ CFaw () (49)

to

como uma integral de Riemann. Ou seja, divide-se o intervalo [ty, t] em n parti¢des,
como se segue

by | F
-

In

Figura 2 — Integracdo Estocastica - Divisdo do intervalo t em n particbes
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De onde se define os pontos intermediarios 7;, tais que t;_; < 7; < t;. Assim, a integral
estocastica € o limite das somas das n partigdes.

S, = Z F(m)[W(t;) — W (ti_y)] (50)

E facil observar que a integral definida depende da escolha dos pontos intermediarios
7. Se esses pontos forem suficientemente proximos de ¢;_1), ou seja, se a norma da
particao estiver se aproximando de zero, a integral estocastica de 1t6 da funcao F(t)
sera dada por:

t
/ F(t/)dW(t,) = lim F(tifl) [W(ti) - W(tifl):| (51)

n—oo
to

Existéncia — a integral estocastica de 1t6 ftto F(t")dW (t') existe se o processo F(t') é
continuo no intervalo [ty, t|, e € adaptado para todo t pertencente a este intervalo.

2.4.2 Processo de It

Foi visto que o movimento browniano €é representado por dx = pxdt + cxdW, onde u e
o s&o constantes e dWW € o incremento de Wiener. Se os parametros p € o variarem
em fungao da variavel = e do tempo ¢, se define um processo de It6. Ou seja, uma
variavel = segue um processo de It6 se

dr = p(z,t)dt + o(z,t)dW (52)

Este processo também é conhecido como processo de Wiener generalizado, ou movi-
mento browniano com drift, onde p(xz,t) € um parametro de desvio, e o(z,t) € um para-
metro de dispersdo. Como visto anteriormente, na aplicacdo do movimento browniano
geomeétrico, tais parametros representam a média e desvio padrao, respectivamente.

2.4.3 Lemade lt0

Seja x um processo de 1td dado pelo movimento browniano geométrico, e as condi¢coes
dadas anteriormente, tem-se uma fungéo G(z,t), entédo

oG oG  10°G oG
G = <%u(:c,t) +o §Wa(:r,t)) dt + =—o (,t)dW (53)
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Em que dIW € o mesmo incremento de Wiener representado anteriormente. O que
significa que G segue um Processo de Itd, cujos parametros de drift e variancia sao,
respectivamente

oG oG 19°G
e
oG

O Lema de Itd é fundamental para modelar o comportamento de um ativo no mercado
financeiro. O modelo de Black-Scholes (também conhecido como féormula de Black-
Scholes) é um exemplo classico e muito importante para demonstrar tal fato.
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2.5 Modelo de Black Scholes

No ano de 1973, os economistas Fischer Black, Robert C. Merton e Myron S. Scholes
publicaram o artigo intitulado The Pricing of Options and Corporate Liabilities na Journal
of Political Economy, de Chicago. O artigo descreve o comportamento de uma opgéao
do tipo europeia, através de um modelo de equacéo diferencial parcial, do qual a
solucéo ficou conhecida como férmula de Black-Scholes. Tal modelo permitiu que, ao
se fazer um investimento, é possivel analisar se os precos de compra e venda de um
ativo podem ser considerados justos.

O modelo se tornou entdo, um dos mais utilizados para precificagdo de ativos financei-
ros, e ainda hoje, € comumente aplicado inclusive em outras areas de pesquisa, como
avaliacao de contratos e garantia de seguro. Em 1997, o modelo rendeu a Merton e
Scholes o Prémio Nobel de Economia. Black faleceu em 1995.

Para o célculo do preco de uma opcéo através do modelo de Black-Scholes, assumem-
se as seguintes condi¢cdes (BLACK AND SCHOLES, 1973)(MANTEGNA,1999):

- O preco do ativo segue um processo estocastico de 1t6;
- A taxa de juros do mercado r é constante;

- Nao héa custos nas transacoes;

- Nao ha oportunidades de arbitragem;

- Nao ha dividendos entret =0et =T;}

- A seguranca na negociagao é continua;

- E possivel negociar quantidades fracionarias do ativo;

Seja f(X,t) o prego justo a ser encontrado, e X (t) uma varidvel aleatoria, que é descrita
como um processo estocastico de 1td6. O preco do ativo é, portanto, representado
através equagédo do movimento browniano geométrico, vista anteriormente:

dr = p(X t)dt + o(X t)dW (56)
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Onde dW é um Processo de Wiener, 1 e o sao constantes. Através do Lema de It6,

_ | 9L or . 1 22 of
df = | 55hX + 5y + 550 X2 dt + 5o XdW (57)

Considere o portifélio com uma opcéao f e ativo —A. O valor deste portfélio &

M= f-AX (58)

A mudanca no valor deste portfélio num intervalo de tempo dt é

of
dll = df — a_XdX (59)
Usando o lema de 1t6, tem-se
| of of  1°f 4 of aof
dll = aXuXJr Bt +28X20X dt+aXaXdW—aXaXdW (60)

Como Black and Scholes assumiu que o preco da op¢ao segue 0 movimento browniano
geomeétrico, simplifica-se a equacéo
of 10°f

_ |91 [ 1O 940
dn_{8t+28X2(jX}dt (61)

E como se assume também que ndo ha oportunidades de arbitragem, o retorno de
dIT serd igual ao retorno de II ao final do intervalo de tempo dt. Ou seja, dIl = rlldt.
Ilgualando-se a equacgao acima, obtém-se

of 10*f 4 of _

Que é a equacao de Black-Scholes para o preco justo de uma agao. Observa-se que a
equacao é valida para call e put em opgdes europeias.

A solucao da equacgéo depende das condi¢des de contorno escolhidas. Para uma
opcao call, as condi¢des sao:

f(X,t) =max{X — K,0}, quando 0 < x

f(0;6)=0quando 0 <t < T
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limy o f(z,f) — X quando 0 <t < T
Para uma opcéo put, as condi¢des sao:
f(X,t) =max {X — K,0}, quando 0 < x
f(0;6) =K quando 0 <t <T

limy o f(X,t) —xzquando 0 <t <T

Onde K é um precgo pré-definido.

A solucao analitica para a equacao de Black-Scholes, dadas as condicées de contorno

acima para a opc¢ao de call é

f(Xt) = XN(dy) — Ke"*DN(d,)

Onde N é uma fungao densidade de probabilidade com distribuicado normal, de média

O evariancia 1. E

In(X) + <r - ”—j) (T — 1)
= Tt
" In(X) + (r_a;) (T — 1)
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3 Metodologia

Neste trabalho adotou-se os seguintes procedimentos:

e Modelo matematico - modelagem de equacdes diferenciais estocasticas através do
calculo de 1t6 como possivel modelo matematico para o mercado financeiro;

e Resolucdo numérica da equacao obtida na modelagem, a partir do método de
Euler-Maruyama;

e Andlise estatistica da resolucdo do modelo matematico, baseando-se nos fatos
estilizados;

e Apresentagao dos resultados e discussdes, inclusive através de graficos e dados
obtidos.

3.1 Modelo matematico

Modelos baseados em equacdes diferenciais estocasticas se apresentam como uma
forma de analisar mercados financeiros, haja visto que o conjunto de informagdes
destes formam series temporais, que por muitas vezes apresentam comportamento
imprevisivel, tanto que para Mantegna e Stanley (2000) € praticamente impossivel se
prever seus valores futuros.

O conhecido modelo de Black e Scholes para a dindmica de precos de opg¢des do
mercado europeu é talvez o mais conhecido modelo baseado em equacgdes diferenciais
estocasticas. Bouchaud e Cont (1998), por sua vez, propuseram um modelo baseado
na equacgao nao linear de Langevin. Eles obervam que descrever o comportamento de
cada agente do mercado € impossivel em termos quantitativos, mas o comportamento
coletivo do mercado e 0s seus impactos nos precos podem ser representados em
termos estatisticos, e em particular, por uma equacao estocastica com um pequeno
numero de termos (BOUCHAUD, 1998). Lima (2017) traz um modelo de dinamica de
precos dado por uma equacao diferencial estocastica de 1t6 com um ruido multiplicativo
e um potencial de interagdo nao linear do tipo ¢*, que pode representar momentos
nos quais o mercado se torna instavel, com um aumento ou declinio exponencial dos
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valores do mercado, correspondendo a uma bolha especulativa (LIMA E SANTOS,
2017).

As grandes variacdes de precos apresentam leis de poténcia, as quais trazem informa-
cbes importantes na analise do comportamento do mercado financeiro. Nesse ponto
observa-se as leis de escala. A distribuicdo dos retornos de dados do mercado, que
é dada por r(t) = S(t) = In(X(t + At)) — In(X(t)), apresenta um comportamento
hiperbdlico nas suas caudas, e a distribuicdo de probabilidade acumulada de cauda
longa segue a lei cubica inversa, ou seja, P(r) ~ |r|7, onde v ~ 3 . A volatilidade é
definida como o médulo do retorno, |r(t)| (MANTEGNA E STANLEY, 2000).

O modelo € definido por:

d(X(t)) = (X (t))dt + b(X(t)) o AW (t) (66)

onde W (t) € um processo de Wiener. A equagéo apresentada acima mostra compor-
tamento similar ao de uma particula sob a acao de uma forga conservativa do tipo
5(x) = apa™ + an,_12" "t + ... + a;x com constantes reais (a,, a, 1, ...a;). O termo dW ()
é relacionado a um ruido branco ((t) por dW(t) = d((t), € € um processo de Markov
que apresenta uam distribuicdo normal.

O caso com o potencial quadratico € o modelo de Bouchaud-Cont Langevin para o
mercado financeiro, e observa-se que termos nao lineares modelam instabilidades e
crises, como "crashes"onde ha um auto-reforgo de "péanico". Pode também representar
bolhas de especulagcao (BOUCHAUD, 2016).

Usando o Lema de It6, escreve a equagao acima para o caso h(X(¢)) = f(X(t),t) da
seguinte forma:
2

df = g—;; [F(X(t)dt + g(X(t)) o dW (t)] + g—idt + [h(X ()] %dt (67)
Aqui supde-se ainda que o preco de uma opgao tem valores definidos em f(X(¢)), e
depende apenas do seu valor atual de mercado, e ndo de seu historico. Tem-se que
dW? — dt e dX? — 32X?dt. Assim, o processo de Wiener e f dependem somente da
variavel aleatéria dX. Isso pode ser explorado através de uma variavel I1, da qual a
variacao dII é deterministica no pequeno intervalo de tempo dt. Fazendo I1 = f — A X,
onde A é constante durante o intervalo dt, obtem-se

dIl = df — AdX (68)
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E, portanto,
- (Of of ., bX20%f
dll = j3 (a_X — A) [S(X()dt +5(X) 0 dW] + Sdt + —— -t (69)
Escolhendo-se
of _
ox ~A=0 (70)

Sendo A o preco no instante inicial do passo At. O salto no preco da opcao, cujo
incremento é deterministico, em um passo, € dado por

h(X)* &°F  Of

A== %

dt (71)

Onde h(X (t)) € uma funcdo arbitréria do processo estocastico (X (t)). O retorno de um
montante II investido em ativos de risco mostraria um crescimento de rI1d¢ no intervalo
dt.

Observando-se o lado direito da equacao acima, se o seu valor for maio do que o
montante, uma negociacao de arbitragem poderia ser feita através de um empréstimo
do montante II para ser investido no portifélio. O retorno r para essa estratégia
poderia ser maior do que o custo do empréstimo, e € uma operacao praticamente sem
riscos. Por outro lado, se esse valor for menor do que rlldt, a negociacao traria lucro
instantaneo ao arbitrador. A existéncia de arbitradores com habilidade para comprar e
vender no intervalo de tempo em que o valor de um portifélio ndo se ajustou, tem por
consequéncia que, em qualquer caso, o risco é praticamente o mesmo. Logo,

h(X)? 0*f | Of

5 (9X2+E dt (72)

rIldt =

Substituindo-se (66) e (68) na equacao acima, tem-se

of  (h(X))? 0*f of B
E—i_ 5 8X2+7’X8—X—r =0 (73)

A qual é a equacao diferencial parcial de Black-Scholes para o modelo apresentado.

Foi usado o método Euler-Maruyama para resolugdo numérica e andlise dos modelos
dados acima.
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3.1.1 Método Euler-Maruyama

Uma equacgao estocastica pode ser escrita na forma integral, como se segue

X0 = Xo+ [ FX s+ [ X@)0<t<T (74)

Onde f e g sao funcdes escalares e a condicao inicial de X, € uma variavel aleatoéria.
A integral a direita é referente ao processo de Wiener. X (¢) € uma variavel aleatéria
para cada t. Ndo se define X (¢) como uma solu¢ao da equacgao, mas sim, se define
um método numérico para resolver a equacéo. A equagao é comumente encontrada
na forma

dX(t) = F(X(0)dt + g(X(0)dW (), X(0) = Xo,0 < ¢ < T (75)

E convencionalmente usa-se mais a forma diferencial do que a anterior. Se ¢ = 0 e
X, € constante, a equacéo se reduz a uma equacdao diferencial ordinéria d(X (t))/dt =
f(X(t)), com X(0) = X,. Para se aplicar o método de resolug¢édo através de [0, 7],
deve-se discretizar o intervalo, onde At = T'/L, em que L é um numero natural, e
T; = jAt. X; € a aproximagéo numeérica de X(7;). Obtém-se entdo

X(7) = Xjo1 + (X)) At + g(X; ) (W(ry) = W(rj—1)),5=1,2,..., L (76)

Nota-se que no caso deterministico, no qual g = 0 e X, € uma constante, 0 método se
reduz ao método de Euler.
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3.2 Analise estatistica

Séries temporais financeiras apresentam caracteristicas estatisticas comuns em dife-
rentes periodos de tempo, e estas ficaram conhecidas como fatos estilizados (GOPI-
KRISHNAN et al. ,1999). Essas caracteristicas sdo observadas em todos os mercados
financeiros.

3.2.1 Expoente de Hurst

Em 1906, o governo britAnico nomeou o engenheiro Harold Edwin Hurst para desen-
volver no Cairo, o projeto de um reservatério de agua no Rio Nilo. Seu problema era
desenvolver um reservatério ideal, o qual nunca deveria transbordar nem esvaziar.

Para resolver tal problema, Hurst estudou os mais de 800 anos de registros acerca dos
niveis de agua do Rio Nilo, e propés um método estatistico para analisar os dados do
reservatorio ao longo do tempo. Esse método é chamado de Rescaled Range Analysis,
ou Anadlise de Reescalonamento R/S (FAVARO, 2007).

Seja um ano ¢ em analise, o lago recebe uma quantidade £(¢) de agua. O volume
médio de entrada 4gua em n anos é:

(€)== > 77)

Para manter o nivel do reservatério em condicdes ideais, a mesma quantidade de
agua deve ser liberada. Assim, X (¢,n) determina a quantidade acumulada de agua no
reservatorio, subtraindo-se a quantidade média de entrada, como se segue:

X(tn) =D _€(m) = (£(1) (78)

A diferenca entre os valores maximo e minimo de X (¢,n) é chamada de range, que
neste caso, é a capacidade necessaria para se manter a descarga media no periodo

R(”) - Xmax(tan) - Xmin(tan); I1<t<n (79)

Dividindo-se a relacao encontrada R pelo desvio padrdo S, chega-se a razao adimen-
sional

s= > e - €enr (80)
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Hurst aplicou este método em diferentes fendmenos naturais, e encontrou de forma
empirica, que a razao adimensional R/S € proporcional ao tempo de observacao
elevado a um expoente H, denominado expoente de Hurst (FAVARO, 2007).

— =knf (81)

Estimativa do expoente de Hurst — os valores estimados de H estdoentre 0 e 1, e
traz informacgdes quanto a correlagéo do sistema em analise. Para H = 0,5, os valores
da série temporal ndo possuem correlacao, ou seja, sao independentes. Um exemplo
classico para esse caso é um processo de Wiener. Para H < 0,5, a série é chamada
de anti persistente, ou seja, os incrementos de valores positivos s&o seguidos de
incrementos com valores negativos, e vice versa. Associando-se ao valor de um ativo,
ha um risco alto em investir-se num ativo com esse comportamento, pois ndo apresenta
nenhuma tendéncia. Para H > 0,5, a série € chamada de persistente, o que significa
que os incrementos futuros se comportam de forma semelhante aos incrementos
passados, implicando numa tendéncia em seu comportamento. Um ativo persistente é
considerado um investimento de maior seguranga.

3.2.2 Detrended fluctuation ananlysis — DFA

O detrended fluctuation analysis foi proposto por Peng em 1994 (Kantelhardt, 2001) e,
desde entdo, se mostra como uma ferramenta de grande importancia para a deteccéao
da correlagao de longo alcance em séries temporais nao estacionarias. Suas aplica-
cbes abrangem séries temporais em diferentes areas, como meteorologia, andlise
espectral, neurociéncia e economia. A ideia do DFA é eliminar possiveis tendéncias
deterministicas, e entdo analisar a flutuacao da série retificada. O procedimento para se
implementar o DFA consiste de quatro etapas. Na primeira, integra-se a série temporal
inicial (z;) onde

i=12,.,N (82)
Y(i)=) ar— (z) (83)
k=1

Em que

(o)== o (84)
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No segundo passo, divide-se Y (i) em intervalos N, = N/s segmentos de comprimento
s. Em seguida, calcula-se a tendéncia local para cada segmento v por meio de uma
funcao Y,

Onde p, (i) € um polindbmio de ajuste de minimos quadrados no intervalo. Podem ser
feitos ajustes por meio de polindbmios de ordem linear, cubica ou ordens superiores,
que sdo nomeados como DFA1, DFAS3 e assim por diante. Esses métodos se diferem
a capacidade de eliminar tendéncias no conjunto de dados. Na n-ésima ordem do
DFA, tendéncias de ordem n — 1 nos dados originais sdo eliminadas (KANTELHARDT,
2001). Para o quarto passo calcula-se a variancia da serie Y (i) em relagdo a Y;, e
determina-se uma funcéo de flutuacdo F(s)

F2(0) = (V20)) = £ Y V20— s +i (86)
Lo 1/2
F(s) = [2 N2 Ff(v)] (87)

Para ordens diferentes de DFA obtém-se fungdes de flutuacao diferentes, que sao
denotadas por F"(s), definida quando s < n + 2. Se os dados analisados possuem
uma lei de poténcia de cauda longa, a funcao de flutuacao cresce conforme a lei de
poténcia

F"(s) o< s* (88)

Para se mensurar «, assume-se F"(s) como uma fungdo de s, ambos em escala
logaritmica. Para dados correlacionados de curto alcance, espera-se a = 0,5, € para
dados correlacionados de longo alcance, o > 0,5.

3.2.3 Lei cubica inversa da distribuicdo de probabilidade acumulada
para a volatilidade

Varios fenbmenos naturais seguem comportamentos descritos por leis de poténcia.
Elas sdo descritas por expressdes do tipo Y = aX*, em que a € uma constante de
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proporcionalidade e k € o expoente da escala. Em mercados financeiros diversos,
leis de poténcia também tém sido observadas através da distribuicdo acumulada da
volatilidade, medida da flutuagcdo média do mercado financeiro, a qual se relaciona
diretamente a quantidade de informagéao disponivel sobre o mercado financeiro. Através
dela, se pode quantificar o risco de um ativo, sendo assim uma variavel muito importante
ao se analisar um determinado mercado ou ativo. Como visto no capitulo 2, modelos
como o Black and Scholes se baseiam na volatilidade para se precificar uma opgéo.
A volatilidade pode ser determinada através do modulo do retorno (MANTEGNA E
STANLEY, 2000).

Para se observar o comportamento de uma distribuicdo, define-se a distribuicdo acu-
mulada da variavel ¢(t), na qual

S(t)

g

g(t) = (89)

e o € 0 desvio padrdo da série obtida através do modelo.

A distribuicao de probabilidade acumulada F'(g) segue uma lei de poténcia de poténcia
de comportamento assintético, definida por (GOPIKRISHNAN, 2008):

Flg)~g™ (90)

O expoente v pode ser estimado aplicando-se o logaritmo comum aos dois termos da
lei acima, onde obtém-se

~log F'(g)
log g

v = (91)

Séries temporais de mercados financeiros, agdes de empresas, cotacdo de moedas
e indices como o0 S&P 500, entre outros, apresentam um padrao de comportamento
semelhante, o qual mostra o valor v ~ 3 (GOPIKRISHNAN, 2008), (MANTEGNA
E STANLEY, 2000). Tal observacéo é adotada como um fato estilizado das séries
temporais financeiras.

3.3 O S&P 500

O Standart and Poor’s 500, ou de forma abreviada, S&P 500, é uma familia de indices
de acgbes das quinhentas maiores empresas presentes no mercado de agdes dos



Capitulo 3. Metodologia 34

Estados Unidos da América, e consta de uma gama de indices, com base em seus
tamanhos, setores e estilos. Assim, cada empresa que o compde apresenta um peso
diferente, e o percentual de participacao delas depende do seu valor de mercado.
Tem esse nome oriundo de duas companhias financeiras que se fundiram em 1941, a
Standard Statistics Co. e Poor’s Publishing Co. O S&P 500 foi lancado em 04 de Marco
de 1957.

Para que uma empresa faca parte do indice S&P 500, ela deve ter seguir alguns
critérios avaliados por um comité, tais como a sua sede fiscal deve se localizar nos
Estados Unidos, bem como seus ativos permanentes e suas receitas, os quais, ma-
joritariamente, devem estar dentro do pais. Alem disso, deve entregar anualmente a
U.S. Securities and Eschange Comission um relatorio anual chamado 70-K, o qual
fornece uma visdo abrangente da condicdo financeira da empresa e seus negocios,
bem como demonstracdes financeiras auditadas. Dentre as empresas que fazem parte
do S&P 500, pode-se destacar algumas, como Microsoft, Apple, Amazon, Facebook,
Berkshire Hathaway, Johnson & Johnson, Visa, Coca-Cola. Entretanto, as empresas
que compdem o indice nao sao fixas, dado que 0 mesmo comité monitora e atualiza
periodicamente estas empresas.

Um indice de ag¢des funciona como uma referéncia para investidores e para os merca-
dos, de uma forma geral. Ou seja, atraves de um indice, se pode analisar o desempenho
de empresas e observar se uma aplicacao proporciona um resultado satisfatério. O
S&P 500 é talvez o principal indice do mundo, sendo considerado uma das melhores
representacdes para o mercado americano.
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4 Resultados e discussao

4.1 Modelo matematico

A partir da equacéo diferencial estocastica apresentada em (67) adotou-se o termo
nao linear dado por

F(X (1) = X(t) + (X (1) + (X(1)” + (X () (92)
obtendo-se

dX (1) = [X(t) + (X(1))° + (X ()" + (X())"] dt + B(X(t),t) 0 AW (1) (93)

Foram adotados dois valores para 3(X (t),t). No primeiro caso, 5(X(t),t) = 8 # 0:

dX(t) = [X(t) + (X ()" + (X (1) + (X (1)) "]dt + dW (1) (94)

Para efeito de uma maior praticidade da exposicdo dos resultados obtidos neste
trabalho, adota-se nomear a equacgao (94) como "modelo 1".

Em outro caso, adotou-se o ruido multiplicativo (X (t),t) = X*, onde p € R > 1.
Obtém-se assim, a equacao

dX(t) = [X (1) + (X()® + (X(1))® + (X (1))dt + X ()" o dW (1)) (95)

Onde dW(t) possui largura igual a v/dt. Assim, temos SdW (t) ~ VdtBR¢, onde R é
um gerador de numeros aleatérios com uma distribuicdo gaussiana, isto €, média 0 e
variancia o? = 1.

Adota-se nomear a equacao (95) como "modelo 2".

Com o obejtivo de investigar as equacgdes acima enquanto possiveis modelos matema-
ticos para a dindmica do mercado financeiro, a equacéo foi resolvida numericamente.
Pode-se observar através da figura abaixo o comportamento das equacdes diante
dessa solugao:
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Figura 3 — Solugdo de dX (t) através do Método Euler-Maruyama para o modelo 1. O
passo usado na simulagéo é At = 0,001, e 5 = 0,6
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Figura 4 — Solugéo de dX (t) através do Método Euler-Maruyama para o modelo 2. O
passo usado na simulagcéo é At = 0,001 e =1,1

Os resultados acima exibidos sdo comparaveis ao comportamento de uma série
temporal real, como por exemplo, o indice S&P 500, exibido a seguir

Entretanto, apesar de visualmente haver certa semelhanga entre modelos e a série



Capitulo 4. Resultados e discussao 37

0.34 T T

0.32

0 500 1000 1500
t (dias)

Figura 5 — Indice S&P 500 dirio, observado no intervalo de 16/01/2014 a 31/12/2019

temporal real, € através da analise estatistica dos fatos estilizados que um modelo pode
ser testado de fato, podendo ou ndo ser adotado como um modelo para o mercado
financeiro.
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4.2 Retorno e volatilidade

4.2.1 Retorno

A variacao de precos de um ativo financeiro denota o risco de uma carteira, e a
avaliacdo destes € um dos principais objetivos em finangas. Dado um preco de um
ativo no instante t, X (¢), pode-se representar a variagcdo de precos entre os instantes ¢
et+ At por AP(t) = P(t + At) — P(t), e a variagao relativa de pregos, ou retorno, é
definido por:

X+ A)-X(t)  AX

=" X0 .

O retorno fornece uma porcentagem de ganho ou perda num dado periodo de tempo.
Para se analisar um grande periodo de tempo, é comumente usada a definicao (MAN-
TEGNA E STANLEY, 2000)

r(t) & S(t) = In(X(t + At)) — In(X(t)) (97)

Pois, por essa definicdo, também conhecida como log-retorno, possiveis flutuacdes
presentes em dados de baixa frequéncia sado suavizadas, ja que os log-retornos sao
aditivos (SAMPAIO, 2008).

Retornos raramente apresentam tendéncias, ao contrario de séries de pregos ou
taxas de cambio, por exemplo. Os retornos possuem caracteristicas proprias, como a
distribuicdo em cauda longa, incompativel com a distribuicdo normal. Logo, séries de
retornos apresentam a tendéncia a serem néo lineares.

O retorno, de uma forma geral, proporciona uma analise sem escalas. Pode se dizer
que é um resumo completo de um ativo. A analise do retorno, portanto, se mostra mais
eficiente do que a analise pura dos precos.
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Figura 6 — Evolugdo do retorno e volatilidade para o modelo 1. O retorno foi obtido
por r(t) ~ S(t) = In(X(t + At)) — In(X(t)), e a volatilidade é dada por
|r(t)| (MANTEGNA E STANLEY, 2000). O passo usado para a simulagéo é
At = 0,001.
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Figura 7 — Evolugdo do retorno e volatilidade para o modelo 2. O retorno foi obtido
por r(t) =~ S(t) = In(X(t + At)) — In(X(t)), e a volatilidade é dada por
|r(t)] (MANTEGNA E STANLEY, 2000). O passo usado para a simulagdo é
At = 0,001.
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Como observado nas imagens acima, em ambos 0s casos, o retorno ndo apresenta
tendéncias e sazonalidades, fato observado comumente em séries temporais de
retornos financeiros. As figuras 6 e 7 mostram a oscilagéo do retorno e da volatilidade
oscilando rapidamente como esperado. O passo usado na simulagéo € de 0,001, com
o tempo ¢ percorrendo a unidade escolhida (segundos, minutos, dias, meses ou anos).

Para quantificar a forga da memoria de longo alcance dos dados obtidos nos modelos
para o retorno e a volatilidade, foi implementado o detrended flucutuation analysis
(DFA), cujos resultados obtidos estédo a seguir.

4.3 DFA e indice de Hurst

Através do indice de Hurst analisa-se a memoria de cauda longa da série temporal
do retorno e da volatilidade, onde se observa as caracteristicas dos dados obtidos.
O detrended fluctuation analysis tem se mostrado um método mais eficiente do que
a Andlise R/S para encontrar o indice de Hurst, que € um método mais antigo e
padronizado. O indice de Hurst H é usado como uma medida da memdria de cauda
longa de uma série temporal (LIMA, 2016), e como observado em na se¢ao anterior,
quando H = 0,5, os valores da série temporal ndo possuem correlacao, ou seja, sao
independentes. Para 0 < H < 0,5, a série € chamada de anti persistente, ou seja, 0s
incrementos de valores positivos sdo seguidos de incrementos com valores negativos,
e vice versa, o que significa que um valor alto provavelmente sera seguido de um valor
baixo, e o0 valor seguinte tende a ser alto, e assim por diante. Essa tendéncia segue
por um longo intervalo de tempo. Para H > 0,5, a série € chamada de persistente,
o que significa que os incrementos futuros se comportam de forma semelhante aos
incrementos passados, implicando numa tendéncia em seu comportamento.



Capitulo 4. Resultados e discussao 41

Log F(s)

102

Log (s)

Figura 8 — Grafico Log-Log de detrended fluctuation analysis: fungdo de flutuagdo F'(s)
vs. comprimento s para o retorno r(t) do modelo 1. As linhas sdlidas repre-
sentam o ajuste linear dos minimos quadrados para os dados analisados.
Os valores obtidos para o DFA de ordem 2 a 6 s&o, respectivamente, 0,5325,
0,556, 0,5449, 0,5528 e 0,5413.
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Figura 9 — Grafico Log-Log de detrended fluctuation analysis: fungdo de flutuagdo F(s)
vs. comprimento s para a volatilidade |r(t)| do modelo 1. As linhas sdlidas
representam o ajuste linear dos minimos quadrados para os dados analisa-
dos. Os valores obtidos para o DFA de ordem 2 a 6 sao, respectivamente,
0,5292, 0,5864, 0,5876, 0,6223 e 0,6155.
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Figura 10 — Grafico Log-Log de detrended fluctuation analysis: fungdo de flutuagdo
F(s) vs. comprimento s para o retorno r(t) do modelo 2. As linhas sdlidas
representam o ajuste linear dos minimos quadrados para os dados analisa-
dos. Os valores obtidos para o DFA de ordem 2 a 6 s&o, respectivamente,
0,5287, 0,5566, 0,5444, 0,5517 e 0,529.
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Figura 11 — Grafico Log-Log de detrended fluctuation analysis: fun¢do de flutuagéo F(s)
vs. comprimento s para a volatilidade |r(t)| do modelo 2. As linhas sdlidas
representam o ajuste linear dos minimos quadrados para os dados analisa-
dos. Os valores obtidos para o DFA de ordem 2 a 6 sdo, respectivamente,
0,5354, 0,5951, 0,5974, 0,6269 e 0,6189.



Capitulo 4. Resultados e discussao 43

A correlacao temporal de longo alcance pode ser melhor caracterizada através da
analise do expoente de Hurst. Foi utilizado o método detrended fluctuation analysis,
apresentado na secéo 3.2.2, para analisar as correlagdes de longo alcance para as
séries temporais do retorno r(t) =~ S(t) = In(X(t + At)) — In(X(t)) e da volatilidade
|r(t)| dos modelos expostos em 4.1. O DFA tem se mostrado um método mais configvel
do que a andlise R/S, e atualmente tem sido usado com maior frequéncia. As figuras
8 e 10 exibem os graficos da aplicagdo do método DFA aplicado as séries temporais
do retorno, e as figuras 9 e 11, os graficos da volatilidade.

Retorno — foram obtidos, respectivamente, os valores aproximados de 0,53, 0,56, 0,54,
0,55 e 0,54 pelo método DFA de ordens 2 a 6 aplicado a serie temporal gerada a partir
do modelo 1, e os valores 0,53, 0,56, 0,54, 0,55 e 0,53 para a série temporal do modelo
2. Em ambos o0s casos, todos os valores sao entre 0,5 e 1, o que significa a existéncia
de uma memoria de longo alcance persistente, porém com valores préximos a 0,5, o
que pode implicar numa tendéncia menor em seu comportamento.

Volatilidade — foram obtidos, respectivamente, os valores aproximados de 0,53, 0,59,
0,59, 0,62 e 0,62 pelo método DFA de ordens 2 a 6 aplicado a serie temporal gerada a
partir do modelo 1, e os valores 0,54, 0,6, 0,6, 0,63 e 0,62 para a série temporal do
modelo 2. Em ambos os casos, novamente foram obtidos valores entre 0,5 e 1, 0 que
significa a existéncia de uma memoria de longo alcance persistente. Os valores nesse
intervalo indicam um comportamento ndo estacionario ilimitado para a série temporal.

4.4 Leicubica inversa para a distribuicao de probabilidade
acumulada da volatilidade

Séries temporais de mercados financeiros, acdes de empresas, cotacdo de moedas
e indices como o S&P 500, entre outros, apresentam um padrdao de comportamento
semelhante, o qual mostra o valor v ~ 3 (GOPIKRISHNAN, 2008), (MANTEGNA
E STANLEY, 2000). Tal observagédo € adotada como um fato estilizado das séries
temporais financeiras.
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Figura 12 — Gréfico Log-Log da probabilidade acumulada das volatilidades P |r| vs |r|
para o modelo 1. O ajuste de minimos quadrados da lei de poténcia é
dado por P|r| ~ vs. |r|”7, e o valor de ~ obtido é de v = —3,0666. O passo
usado na simulagdo é de At = 0,001. A linha em destaque mostra o melhor
ajuste para .
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Figura 13 — Regressao linear para o modelo 1, a partir do ajuste dos ajustes dos
minimos quadrados na regido em destque na figura 9.
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Figura 14 — Gréfico Log-Log da probabilidade acumulada das volatilidades P |r| vs |r|
para o modelo 2. O ajuste de minimos quadrados da lei de poténcia é
dado por P |r| ~wvs.|r|”", e o valor de ~ obtido é de v = —3.2774. O passo
usado na simulagdo é de At = 0,001.A linha em destaque mostra o melhor
ajuste para .
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Figura 15 — Regressao linear para o modelo 2, a partir do ajuste dos ajustes dos
minimos quadrados na regido em destque na figura 11.
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Nas figuras 12 e 14 sdo mostrados os comportamentos da distribuicdo de cauda
longa para a distribuicdo acumulada P(> |r|) da volatilidade |r(t)| nos modelos 1
e 2, respectivamente. Comportamento que segue a lei de poténcia cubica inversa
Plr(t)| = |r(¢)|”", onde v é o indice da cauda, e deve assumir um valor préximo de
3, que como observado acima, é tido um fato estilizado para as séries temporais
financeiras.

Para o modelo 1 foi obtido o expoente v = 3,0666 através do ajuste de minimos
quadrados. O passo usado para a simulagao é At = 0,001. O valor se aproxima de 3, 0
que evidencia um comportamento proximo a lei cubica inversa. Foram feitos testes com
diferentes valores de At, onde foram obtidos os expoentes: para At = 1, v = 3,2476;
para At = 2, v = 3,8708; e para At = 4, v = 3,4023.

Para o modelo 2 foi obtido o expoente v = 3,2774 nos mesmos moldes do modelo
1. O valor também se aproxima de 3, o que evidencia um comportamento proximo
a lei cubica inversa. Foram feitos testes com diferentes valores de At, onde foram
obtidos os expoentes: para At = 1, v = 3,3272; para At = 2, v = 3,8708; e para At = 4,
v = 2,6573.

Variando os valores de At, se pode observar o comportamento da distribuicdo acu-
mulada das volatilidades em diferentes escalas de tempo. Assim como observado por
Gopikrishnan et al.(1999), em intervalos de tempo maiores, o indice S&P 500 também
apresenta o expoente menor, o que caracteriza um decaimento mais rapido do que o
exponencial. De fato, os expoentes de v encontrados para o S&P 500 foram: 3,2938
para At = 0,001, 3,2932 para At = 1, 2,6437 para At =2 e 2,7371 para At = 4.
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5 Conclusoes

Neste trabalho, estudamos dois modelos baseados em equacgdes diferenciais esto-
casticas de 1td e no conhecido modelo de Black e Scholes. O retorno, obtido por
r(t) = S(t) = In(X(t + At)) — In(X(¢)), diz sobre a variagdo de precos entre os ins-
tantes t e t + At, e é uma das variaveis mais importantes no estudo de mercados
financeiros e a sua distribuicdo tem grande impacto nos precos de ativos (GU et al.,
2007). O retorno foi extraido dos modelos, e a partir deste, foi obtida a volatilidade,
dada por |r(t)|. A série temporal obtida oscilou rapidamente dentro de uma faixa, assim
como observado em mercados financeiros reais, como o S&P 500, o qual € uma familia
de indices das 500 maiores empresas dos Estados Unidos.

Através da volatilidade, foi observada o comportamento do modelo perante os fatos
estilizados do mercado financeiro, que sao propriedades gerais observadas em quase
todos os mercados financeiros. Foi empregado o detrended fluctuation analysis para se
observar o comportamento da memoria de longo alcance da volatilidade para ambos
os modelos. O mesmo método foi utilizado para se observar também o retorno.

No modelo 1, os valores obtidos para a volatilidade estiveram no intervalo de 0,53 a
0,62 pelo método DFA de ordens 2 a 6, e para o modelo 2, entre 0,54 e 0,63. Em
ambos os casos, os valores obtidos para a serie temporal da volatilidade indicam um
comportamento n&o estacionario e ilimitado. O S& P 500, no periodo de 16/01/2014
a 31/12/2019, obteve os valores entre 0,69 e 0,72, também apresentando o mesmo
comportamento.

Para o retorno, os valores obtidos ficaram entre 0,53 e 0,56 para ambos os modelos.
De acordo com Gu e Zhou (2009), o expoente de Hurst dos retornos é proximo de
a = 0,5, e as diferengas de precos entre compras e vendas de agdes, conhecidas como
spreads, apresentam leis de poténcia nas caudas, o que € observado em distribuicdes
empiricas, como observado no modelo MF(MIKE; FARMER, 2008). De fato, os retornos
observados para o S&P 500 para o mesmo periodo citado acima ficaram entre 0,47 e
0,51, proximo de um processo de Wiener, tendo uma dependéncia de curto alcance e
pouca correlagao.

Foi estudado também o comportamento da distribuicdo de cauda longa para as volatili-
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dades e verificou-se uma aproximacéao satisfatéria da lei cubica inversa, obtendo-se
0s expoentes v = 3,0666 e v = 3,2774 para 0os modelos 1 e 2, respectivamente. A lei
de poténcia foi analisada para valores de At = 0,001. Observou-se também que em
intervalos de tempo maiores, os valores de v se comporta de maneira semelhante a
observada no indice S&P 500 (GOPIKRISHNAN et al., 1999), bem como também ob-
servado em testes no periodo de 16/01/2014 a 31/12/2019, onde foi obtido o expoente
~v = 3,2938, e para periodos maiores de tempo também oscilou para um decaimento
mais rapido que o exponencial.

Ha na literatura muitos modelos matematicos para descrever o comportamento do
mercado financeiro. Entretanto, ndo ha um modelo definitivo que atenda fielmente as
situacOes reais. Mas através dos dados estatisticos conhecidos como fatos estilizados,
se pode analisar as propriedades do modelo, e verificar se essas propriedades estao
em acordo com as informacdes empiricas de indices como o S&P 500. Equacbes
diferenciais estocasticas tem se mostrado como uma alternativa interessante para
investigar o mercado financeiro, dadas as suas propriedades estatisticas, préximas as
dos fatos estilizados.

Os modelos desenvolvidos neste trabalho apresentaram resultados semelhantes aos
fatos estilizados comuns a maioria dos mercados financeiros (GU; ZHOU, 2009),
(MIKE; FARMER, 2008), (MANTEGNA; STANLEY, 2000). Analisando o comportamento
de mercados como o S&P 500, pode-se notar que apresenta um comportamento
semelhante ao obtido através dos modelos matematicos apresentados neste trabalho,
0 que pode mostrar a forca dos modelos tedricos propostos. Acerca dos termos nao
lineares adicionados a equacao diferencial estocastica de 1td, observa-se que eles
podem modelar situagdes de instabilidade e quebras, bem como serem responsaveis
por modelar colapsos subitos de bolhas de especulagao.

Portanto, estudar polinbmios no termo de "drift"pode ser interessante, pois as quebras
no mercado financeiro sdo grandes instabilidades, e a combinagao deste polinémio
com o termo de difusdo mostrou bons ajustes quanto a estas instabilidades.

Como os resultados obtidos até aqui mostram que os modelos atendem bem aos fatos
estilizados, até entao conclui-se que os modelos sao boas aproximacdes a dindmica
do mercado financeiro.
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