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Resumo

Com o advento da tecnologia é possível aliar os modelos matemáticos complexos que

representam o problema de otimização de portfólios de investimentos com técnicas compu-

tacionais extremamente eficientes e práticas. Busca-se construir neste trabalho um arca-

bouço matemático e computacional capaz de lidar com as peculiaridades reais do mundo

financeiro ao mesmo tempo que se utiliza o conhecimento teórico disponível, utilizando-se

um algoritmo genético para fazer a otimização e manipular as restrições. Portanto, propõe-

se neste trabalho um arcabouço matemático e computacional composto por diferentes

modelos que usam a metodologia de Controle Preditivo baseado em Modelo (do inglês,

Model Predictive Control-MPC) na otimização de portfólios de investimentos. É proposta

uma estratégia inovadora obtida pela combinação do MPC e da otimização multiobjetivo

sujeita a restrições realísticas do mercado financeiro, como limites de investimento, autofi-

nanciamento, cardinalidade e custos de transação. Os critérios de desempenho (funções

objetivo) são os valores esperados da riqueza, da variância e do Conditional Value at

Risk. Com os experimentos realizados foi possível obter uma variedade de constatações

que envolvem o horizonte de predição, a cardinalidade, o risco e o retorno do portfólio.

Por meio da análise in-sample, destacam-se: o horizonte de predição de fato beneficia o

problema de otimização de portfólios, uma vez que proporciona valores de riqueza não

obtidos pela estratégia miópica; portfólios com cardinalidades menores apresentam menor

risco por estabelecerem maior alocação de capital no ativo livre de risco. As carteiras com

cardinalidade cinco apresentam os maiores valores de riqueza. Na análise out-of-sample, a

riqueza acumulada da estratégia proposta superou o Ibovespa e fundos de investimento de

prestígio em 2020.

Palavras-chave: Finanças computacionais. Otimização de portfólio. Controle Preditivo

baseado em Modelo. Otimização Multiobjetivo.
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Abstract

Combining complex mathematical models that optimize investment portfolios with efficient

and practical computational techniques is possible with the advent of technology. The

aim is to build a computational framework capable of dealing with the actual peculiarities

of the financial world while using available theoretical knowledge. A genetic algorithm is

proposed to optimize the objective functions and manipulate the constraints. Therefore,

this work proposes a computational framework composed of different models that use

Model Predictive Control (MPC) to optimize investment portfolios. An innovative strategy that

combines MPC, multi-objective optimization and realistic financial market constraints, such

as investment limits, self-finance, cardinality, and transaction cost, is proposed. Performance

criteria (objective functions) are the expected values of wealth, variance, and Conditional

Value at Risk. We proposed multiperiod formulations for the objective functions and the

genetic algorithm that performs the optimization since the multiperiod perspective is essential

for the MPC strategy. With the experiments performed, it was possible to obtain various

findings involving the prediction horizon, cardinality, risk, and return of the portfolio. Using

an in-sample analysis can be highlighted, the prediction horizon benefits the portfolio

optimization problem. It offers wealth value not obtained by the myopic strategy; portfolios

with smaller cardinalities have greater risk because they have capital allocation in the risk-

free asset. The portfolios with cardinality five have shown the highest wealth values. In

the out-of-sample analysis, the accumulated wealth of the proposed strategy surpassed

Ibovespa and prestigious investment funds in 2020.

Keywords: Computational finance. Portfolio optimization. Model Predictive Control. Multiob-

jective optimization.
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1 Introdução

1.1 Motivação

A busca por investimentos que possibilitam melhores oportunidades de retorno tem

sido crescente nos últimos anos. Além dos fundos de investimentos clássicos e investidores

profissionais, o mercado financeiro vem ganhando espaço entre os cidadãos comuns.

Pelo site do Tesouro Nacional (2021), é possível constatar que a quantidade de CPFs

cadastrados para investimentos no Tesouro Direto saltou de 752.094 em dezembro de 2018

para 1.464.804 em janeiro de 2021. Embora a renda fixa seja o ambiente mais seguro para

os investimentos, sua rentabilidade não é tão atraente quanto a rentabilidade que os ativos

de risco podem oferecer. Por isso, em busca de investimentos mais promissores, existe

uma parcela crescente da população brasileira ingressando no mercado da renda variável.

Mais precisamente, o número de investidores cadastrados na bolsa de valores brasileira,

a B3, saltou de 1.666.082 em dezembro de 2019 para 3.230.551 em dezembro de 2020,

um aumento de quase 100% (B3, 2021a). O que une todos esses investidores são a busca

pelos maiores retornos e a aversão ao risco, isto é, à perda de dinheiro.

No entanto, a elaboração da melhor carteira de investimentos demanda muito estudo,

uma vez que obter o maior retorno possível, expondo-se a um risco tão pequeno quanto

desejável, não é uma tarefa fácil. O mercado financeiro movimenta negócios no mundo

inteiro, mobilizando diariamente um considerável volume financeiro. As empresas dos mais

diversos segmentos (bancário, alimentos, papel e celulose, petróleo, entre outros) possuem

ações sendo negociadas em bolsas de valores e estão sujeitas às oscilações inerentes ao

mercado. Em vista dessa vulnerabilidade gerada pela constante variabilidade do mercado, é

justificável que os investidores se inclinem em busca de mecanismos que possam fornecer

informações sobre a estratégia mais adequada para a carteira de investimento.

Markowitz (1952) trouxe uma nova concepção sobre o gerenciamento da composição

de carteiras de investimentos. Ele mostrou que a redução do risco associado a um nível

considerado de retorno de um investimento ocorre quando a carteira é formada com

base no conceito da diversificação. Neste sentido, Elton, Gruber e Brown (2012) mostram

que as características de retorno de carteiras de ativos podem diferir das características

dos retornos de ativos individuais, ou mais precisamente, combinações adequadamente

escolhidas de dois ativos apresentam menos risco do que o menos arriscado dos dois ativos.

Desde então, procuram-se índices de desempenho que representam o risco e/ou o retorno

e que possam ser otimizados levando em consideração algumas restrições. Segundo Neto

(2009), em essência os modelos de avaliação almejam predizer o comportamento futuro

dos ativos financeiros com relação às variações de seus preços no mercado.
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A otimização de portfólio busca obter o máximo de retorno associado a um nível

mínimo de risco. Pardalos (1997) e Konstantinou, Tzanetos e Dounias (2020) enfatizam que

o problema de seleção de portfólio é parte vital do gerenciamento financeiro e tomada de

decisão em investimentos. Sendo que as técnicas de otimização podem eficientemente ser

usadas para resolver muitas classes de problemas de seleção de portfólio, representando

um papel proeminente nesse contexto. A vantagem de construir um portfólio que é ótimo com

respeito a algum critério é que diferentes estratégias podem ser comparadas (PARDALOS,

1997). Estratégias que não são ótimas, não fornecem uma maneira consistente de avaliar

técnicas de soluções alternativas. Aliado a isso, soma-se o fato de que é possível incluir na

otimização fatores relevantes para os investidores, como custos de transação, seleção de

uma meta de risco usando um limite predeterminado, maximização de índices fundamentais,

dentre outros. Desta forma, a otimização é uma ferramenta vantajosa para construir um

portfólio baseado nas melhores expectativas de retorno e risco, adaptado às necessidades

específicas dos investidores.

Como o comportamento do mercado sofre oscilações e variações de tendências

continuamente, a avaliação do desempenho da carteira para averiguar a necessidade de

rebalanceamento é ininterrupta. Por isso, além de se possuir uma medida de risco eficaz,

é essencial que se tenha um modelo que incorpore, juntamente com as medidas de risco

e retorno, previsões eficientes utilizando os dados dos instantes de tempo mais recentes.

Neste cenário, um critério de desempenho com natureza dinâmica que consiga, a cada

instante de tempo, incorporar novas informações e se reajustar de forma a permanecer o

mais próximo possível de um propósito desejado torna-se muito promissor. Com base nisso,

neste trabalho propõe-se utilizar a estratégia de controle conhecida como Model Predictive

Control (MPC) no processo da otimização do portfólio de investimentos.

Conforme definido por Camacho e Bordons (1999), o MPC é uma metodologia

para resolver problemas de controle ótimo restritos, cujas principais vantagens em relação

aos outros métodos de controle são a facilidade em tratar o caso multivariável, possuir

compensação intrínseca de atraso no tempo e tratamento das restrições. No contexto da

otimização de carteiras de investimentos, o que se pretende com o MPC é uma estratégia

de investimento multiperíodo, em que é proposta, para cada instante de tempo, a melhor

opção de rebalanceamento da carteira. Desta forma, ao resolver o problema de controle

ótimo, o investidor tem definidos todos os movimentos de inclusão e exclusão de ativos

da carteira que devem ser realizados em cada instante de tempo. Um portfólio elaborado

com uma estratégia multiperíodo apresenta mais sensibilidade às tendências do mercado,

o que permite delinear movimentos de compra e venda nos momentos mais propícios. O

bom desempenho do MPC ao lidar com o processo de realimentação, quando ocorre a

compensação de perturbações, o torna uma promissora ferramenta para trabalhar com as

oscilações do mercado.



Capítulo 1. Introdução 3

Chama-se a atenção para o fato de que o MPC, por definição, é uma estratégia

multiperíodo. Por isso, tratar o MPC como uma estratégia multiperíodo é redundante.

No entanto, no contexto de otimização de portfólios não é comum a utilização de um

horizonte de predição (que configura a estratégia multiperíodo). Diante desse contexto

alheio ao MPC, surge a denominação multiperíodo como uma característica diferenciada

do problema de otimização de portfólio. Sendo assim, deixa-se firmado aqui que quando

o termo multiperíodo for referenciado, é para se fazer alusão ao fato de que está sendo

considerada uma estratégia com propostas de rebalanceamento para instantes de tempo

futuros dado que se está no instante atual.

Para tornar a estratégia estudada mais atraente para fins práticos, são tratados

tópicos comuns ao mercado financeiro, tais como custos de transação e cardinalidade. Para

que o rebalanceamento seja efetivamente vantajoso, os custos envolvidos nas transações

devem ser considerados no problema de otimização. A cardinalidade de uma carteira é a

quantidade de ativos que compõem a carteira. Considerar um modelo que possui restrição

de cardinalidade é importante, pois apesar do risco ser menor quando a carteira é composta

por muitos ativos, não é recomendado agregar ativos numa quantidade sem critérios, uma

vez que a quantidade de ativos que compõe uma carteira envolve custos.

Com o avanço dos sistemas computacionais, é possível aliar os modelos

matemáticos complexos que representam o problema descrito acima com técnicas

computacionais extremamente eficientes e práticas, e construir um sólido arcabouço

matemático e computacional capaz de lidar com as peculiaridades reais do mundo financeiro

ao mesmo tempo que utiliza o conhecimento teórico disponível.

1.2 Objetivos

O objetivo geral do trabalho é propor um arcabouço matemático e computacional

que forneçam portfólios de investimentos obtidos com o propósito de maximizar a riqueza

obtida ao mesmo tempo que minimiza a exposição ao risco do investimento. Cada portfólio

é planejado com a estratégia Model Predictive Control (MPC), que é uma estratégia de

controle que ajusta o sistema operado dinamicamente com as informações mais recentes do

processo. A estratégia de investimento multiperíodo fornecida pelo MPC pode ser utilizada

para investimentos de longo prazo (com duração de meses ou anos) ou de curto prazo (com

duração de dias ou horas).

Para que se cumpra o objetivo acima, propõe-se neste trabalho:

• A definição das funções objetivo de retorno (riqueza esperada) e risco (variância e

CVaR1 esperados) do portfólio a serem otimizados no problema de controle ótimo do

MPC.
1 Conditional Value at Risk
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• O tratamento das restrições de cardinalidade, autofinanciamento e limites de

investimentos individuais incorporados intrisecamente ao problema.

• O tratamento dos custos de transação na definição da função objetivo.

• A otimização multiobjetivo para maximizar a riqueza e minimizar o risco realizada

conforme os princípios do MPC.

• Realizar simulações de operações com dados da bolsa de valores brasileira e

comparar os resultados com os melhores índices do mercado financeiro brasileiro.

1.3 Justificativa

O trabalho proposto contribui, de forma acadêmica, com várias áreas de pesquisa,

por seu caráter interdisciplinar. O problema de controle ótimo proposto permeia os campos

das finanças, do controle preditivo baseado em modelo e da otimização multiobjetivo.

Cada uma dessas áreas contempla aplicações práticas, mas também peculiaridades que

constituem um campo aberto para pesquisa e inovação.

No contexto das finanças, a instabilidade a que o mercado financeiro tende a

ser submetido apresenta um grande desafio à estratégia de alocação de ativos, fato

relatado por Dombrovskii e Pashinskaya (2020b). Conforme enfatizado por Nystrup, Madsen

e Lindström (2018), as regras de decisões estáticas dificilmente são ótimas quando o

modelo subjacente usado para a inferência do regime é variante no tempo. Para eles, uma

abordagem alternativa é otimizar dinamicamente o portfólio baseado nas probabilidades

inferidas do regime e parâmetros, levando em consideração os custos de transação, aversão

ao risco e possibilidade de outras restrições.

Em se tratando de otimização dinâmica, Mesbah (2016) indica que a simplicidade

conceitual, bem como a habilidade de efetivamente lidar com a dinâmica complexa de

sistemas com múltiplas entradas e saídas, restrições nas entradas e saídas e objetivos

de controle conflitantes, tem feito do MPC uma abordagem de controle com restrições

atrativa. Ademais, a técnica de controle preditivo estocástico baseado em modelo (do

inglês Stochastic Model Predictive Control-SMPC) surgiu recentemente com o objetivo de

incorporar sistematicamente as descrições probabilíticas das incertezas em um problema

de controle ótimo estocástico. O SMPC permite buscar sistematicamente compensações

entre o cumprimento dos objetivos de controle e a garantia de satisfação de restrições

probabilísticas devidas à incerteza. Nos últimos anos, o interesse pelo SMPC vem crescendo

tanto no que se refere à teoria, quanto no âmbito das aplicações.

Por outro lado, a literatura da seleção de portfólio multiperíodo é predominantemente

baseada em programação dinâmica, que propriamente leva em conta a ideia de recursos

de atualização de informações disponíveis para decidir uma sequência de negociações.

Infelizmente, conforme enfatizam Nystrup et al. (2018), atualmente, executar a programação
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dinâmica para negociações é impraticável, exceto em alguns casos especiais ou muito

pequenos, devido à maldição da dimensionalidade. Como consequência, muitos estudos

incluem somente um número limitado de ativos, de objetivos e de restrições simples. Em

contrapartida, Nystrup et al. (2018) afirmam que a abordagem multiperíodo do MPC é

computacionalmente rápida, por isso, o MPC é considerado atraente para atuar num grande

universo de ativos e implementar restrições e custos relevantes. A expectativa de Nystrup

et al. (2018) é que o MPC será útil em pesquisas futuras, quando aplicado à avaliação do

desempenho de problemas de previsão de retorno.

No tocante à otimização multiobjetivo dinâmica, Flores-Tlacuahuac, Morales e Rivera-

Toledo (2012) apontam que quando se trata de sistemas dinâmicos não lineares, questões

relevantes sobre otimização multiobjetivo não estão completamente resolvidas. Em contraste

com o grande número de publicações sobre MPC de um único objetivo, as publicações

sobre o MPC multiobjetivo são escassas. Por sua vez, eles acreditam que a solução do

MPC multiobjetivo não deveria ser necessariamente tão mais difícil de se resolver do que os

problemas de MPC de um único objetivo, uma vez que pode-se aproveitar a estrutura dos

problemas de otimização subjacentes. Yu et al. (2020) também chamam a atenção para o

quanto ainda são poucas as pesquisas acerca da otimização multiobjetivo e multiperíodo

do problema de seleção de portfólio.

No âmbito da otimização de portfólios, minimizar as perdas e controlar a

cardinalidade não são temas novos se vistos individualmente, no entanto, conforme

enfatizado por Zhao et al. (2020), a combinação do CVaR dos excessos de retornos e

a cardinalidade é um tanto quanto inexplorada na literatura recente e carece de apreciação.

Os relatos acima reforçam que há lacunas nas áreas abordadas neste trabalho

que requerem melhorias. A proposição de novos problemas de controle que descrevem

e estimam comportamentos de portfólios financeiros, além da otimização das funções

de interesse dos investidores, constituem contribuições relevantes na área de Finanças.

Concomitantemente, a otimização multiobjetivo dinâmica que aplica o conceito do MPC

na área de otimização de portfólios é uma inovação na área da Pesquisa Operacional.

Com base nas habilidades do MPC em lidar com problemas dinâmicos com atualização

constante dos dados mais recentes e reajuste do sistema de acordo com essa atualização,

o MPC constitui-se em uma ferramenta promissora para o cenário de otimização de

portfólios. A inovação do MPC multiobjetivo aplicado a este problema potencializa esse

desempenho favorecendo consideravelmente os aspectos mais importantes nos momentos

de rebalanceamento da carteira.

Além das contribuições teóricas do trabalho, o arcabouço computacional

desenvolvido, incorporado com melhorias das técnicas apresentadas na literatura, constitui-

se em contribuições tecnológicas com potencial uso na prática. O desenvolvimento desse

aparato prático fornece inovação teórica e aplicabilidade. Essas contribuições acontecem
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num momento muito oportuno, uma vez que os investimentos mais seguros obtidos com a

renda fixa estão desinteressantes devido às baixas taxas de juros, o que instiga o interesse

pelo investimento em renda variável. Sendo assim, a implementação de novas técnicas

contribui com o leque de ferramentas disponíveis para a elaboração de um portfólio de

investimentos.

1.4 Trabalhos Relacionados

Os trabalhos relacionados presentes na literatura são analisados e expostos em

seções, sendo agrupados de acordo com temas abordados em comum com este trabalho, a

saber: Otimização de portfólios financeiros, trabalhos com o MPC aplicado fora do contexto

de finanças e MPC aplicado à otimização de portfólios.

1.4.1 Otimização de Portfólios Financeiros

O trabalho pioneiro sobre otimização de carteiras de investimentos foi publicado

por Markowitz (1952). Ele modelou matematicamente o retorno dos ativos e mostrou

que um programa quadrático poderia ser resolvido para determinar o portfólio com o

melhor compromisso entre risco (medido pela variância do portfólio) e retorno (medido pelo

retorno esperado do portfólio) em um único período. Este trabalho abriu várias portas para

desdobramentos e aperfeiçoamentos no âmbito da otimização de carteiras de investimentos.

O mesmo autor em (MARKOVITZ, 1959) considerou uma medida de risco mais adequada,

a semivariância, que é uma medida de risco que não trata perdas e ganhos da mesma

maneira como acontece com a variância.

Primbs (2019) ressalta que a formulação de período único de Markowitz logo

deu lugar a formulações dinâmicas do problema de otimização de portfólio em que o

movimento do preço das ações foi modelado em uma estrutura de processo estocástico, e os

investidores foram capacitados a ajustar dinamicamente suas participações no portfólio de

longo prazo. Essa formulação dinâmica é naturalmente um problema de controle estocástico,

na qual as variáveis de controle utilizadas pelo investidor são as ações mantidas em cada

ativo, sendo o objetivo maximizar alguma medida do valor futuro da riqueza. Os primeiros

trabalhos sobre otimização de portfólio multiperíodo foram publicados por Merton (1969)

e Samuelson (1969). Eles propuseram modelos de natureza estocástica por assumirem

retornos estocásticos, sendo que Samuelson (1969) trabalhou com modelos em tempo

discreto e Merton (1969) com tempo contínuo.

Trabalhos com outras restrições e medidas de risco estão presentes na literatura.

Chagas (2016) propôs um modelo de otimização de portfólio multiperíodo em que foi

feita a otimização média-variância-CVaR, tendo como restrições os custos de transação

e restrições regulamentares. A otimização multiobjetivo ocorreu pelo método ε-restrito
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(TAKAHASHI, 2007). Meng e Zhou (2019) estudaram um problema de seleção de portfólio

multiperíodo com restrição de cardinalidade num ambiente de incerteza e propuseram um

modelo média-variância-liquidez com custos de transação, restrições de cardinalidade e

limites de investimento. Chang, Yang e Chang (2009) analisaram cardinalidade para os

problemas média-variância, semivariância e variância.

Na esfera do uso do CVaR e/ou cardinalidade, Mendonça et al. (2020) propuseram

um problema de otimização de portfólio com objetivos de maximizar o retorno médio histórico

e minimizar o risco CVaR com restrições de cardinalidade e rebalanceamento. Hanaoka,

Cardoso e Paiva (2016) apresentaram um problema multiobjetivo de minimização do CVaR

e maximização do retorno, descontados os custos de transação. Barroso et al. (2017)

resolveram o problema de minimizar o CVaR e maximizar o retorno, com custos de transação

incorporados nas restrições. Zhao et al. (2020) utilizaram o CVaR de retornos excedentes

como medida de risco num problema de otimização com restrição de cardinalidade para

controlar um portfólio de rastreamento e restrições de venda a descoberto ajustáveis à

margem de cada ativo de forma adaptativa dentro do orçamento de vendas a descoberto.

Há um corpo considerável de trabalhos que abordam os custos de transação.

Dombrovskiy, Dombrovskiy e Lyashenko (2004), Calafiore (2009), Hanaoka (2014),

Dombrovskii e Obedko (2017) e Ferreira (2018) trataram os custos de transação diretamente

na função objetivo. Dombrovskiy, Dombrovskiy e Lyashenko (2004) e Dombrovskii e

Obedko (2017) consideraram custos de transação proporcionais adicionados como uma

parcela quadrática na função objetivo. Calafiore (2009) considerou custos de transação

proporcionais, Já Bemporad, Puglia e Gabbriellini (2011) e Ferreira (2018) trataram os

custos de transação como uma restrição definidos como uma soma de um valor fixo e

um valor proporcional ao montante negociado. Por sua vez, Primbs e Yamada (2018) e

Yamada e Primbs (2012) usaram custos de transação proporcionais e incorporados à

equação que define a dinâmica da riqueza. Yamada e Primbs (2012) compararam o valor

da riqueza de acordo com os intervalos de rebalanceamento do portfólio, considerando

rebalanceamentos diários, semanais e mensais. Concluíram que o melhor rebalanceamento

foi o diário. Por outro lado, incorporar os custos de transação ao desempenho da riqueza com

rebalanceamentos mensais é melhor do que com rebalanceamentos diários ou semanais.

Com esse impasse, nota-se que os custos de transação afetam diretamente as conclusões

sobre a frequência de rebalanceamento. Por isso, os autores ressaltam a importância de se

levar em consideração os custos de transação.

Recentemente foram propostos alguns artigos que tratam da otimização multiobjetivo

e multiperíodo de portfólio de investimento mas que não utilizam o MPC explicitamente. Li

et al. (2020) propuseram um modelo de portfólio multiperíodo, multiobjetivo com retornos

randômicos fuzzy. Consideraram riqueza terminal, CVaR e distorções como como critério

triplo na tomada de decisões sujeita à restrições de cardinalidade e limites de investimento
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definidos por lotes. Yu et al. (2020) propuseram problemas de otimização de portfólio

multiobjetivo e multiperíodo levando em consideração o retorno final, risco cumulativo

e entropia. Nigatu (2020) propôs um suporte de seleção de portfólio automatizado que

considera a otimização multiobjetivo (dada por um algoritmo de enxame de partículas)

de risco e retorno num cenário multiperíodo. Kumar et al. (2021) propuseram uma

abordagem de seleção de portfólio multiperíodo. Consideraram uma otimização multiobjetivo

para maximizar a riqueza terminal e minimizar o CVaR do portfólio sujeito a restrições

orçamentárias, limites de investimento e cardinalidade

Trabalhos que apresentam adaptações em busca de melhorias para técnicas de

otimização multiobjetivo já existentes são frequentes na literatura. Dentro do escopo dos

algoritmos genéticos, Deb et al. (2011) propuseram um algoritmo híbrido personalizado do

Non dominated sorting genetic algorithm-II (NSGA-II) de forma a manipular situações que

não são convencionais para a abordagem clássica de programação quadrática. Os autores

desenvolveram esse aperfeiçoamento do NSGA-II para o caso particular de otimização de

portfólio em que pretendeu-se minimizar o risco (variância) e maximizar o retorno esperado.

Foram propostas novas definições da geração inicial da população e dos operadores de

cruzamento e mutação para que as restrições de cardinalidade, limites de investimento

por ativo e auto-financiamento fossem incluídas intrinseca e continuamente na formação

dos indivíduos. Parte das adaptações propostas por Deb et al. (2011) será utilizada neste

trabalho.

Kaucic (2019) propôs uma extensão da estrutura de alocação de ativos do problema

média-variância de Markowitz, em que cardinalidade, limites de investimento nos ativos,

restrições orçamentárias e condições de paridade de risco são tratados ao mesmo tempo.

O problema de otimização de portfólio bi-objetivo foi resolvido por uma nova versão do

algoritmo de otimização de enxame de partículas multiobjetivo. Este algoritmo usa um

operador de mutação de troca para melhorar as capacidades de exploração do algoritmo

original e lida com as restrições por uma técnica híbrida que combina um mecanismo

de reparo com diferentes instâncias do princípio de dominação. Meng e Zhou (2019)

propuseram um algoritmo de evolução diferencial melhorado para resolver o problema de

otimização média-variância-liquidez. O modelo busca encontrar a riqueza ótima terminal

obtida no fim do último instante do intervalo que contém os instantes de tempo da estratégia

multiperíodo. Já Kalayci, Polat e Akbay (2020) propuseram um algoritmo de metaheurística

híbrida que combina componentes críticas da otimização por colônia de formigas, da

otimização por colônia de abelha artificiais e algoritmos genéticos para resolver o problema

de otimização de portfólio com restrição de cardinalidade.

Outras alterações específicas da parte multiobjetivo são realizadas por Zhou et al.

(2019) e Graham e Craven (2020). Zhou et al. (2019) sugeriram uma nova estratégia de

transformação para converter um problema de otimização restrito a vários tamanhos de
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cardinalidade num problema otimização multiobjetivo de baixa dimensão via algoritmos

multiobjetivo evolucionários. O algoritmo proposto permite que indivíduos de diferentes

cardinalidades troquem o conhecimento aprendido durante o processo por meio de

operações genéticas. A estratégia proposta é validada para o problema das p-medianas

e para o problema de otimização de portfólios. Graham e Craven (2020) propuseram

um método eficiente e prático de construir as fronteiras eficientes com restrições de

cardinalidade por meio da união de subfronteiras eficientes não dominadas obtidas

por problemas de programação quadrática menores seguidos de um procedimento de

peneiramento aos dados agrupados para produzir a fronteira eficiente com restrição de

cardinalidade.

1.4.2 Trabalhos com o MPC

Os artigos (MAYNE et al., 2000) e (MAYNE, 2014) são dois trabalhos relevantes

quando trata-se do estudo do MPC, uma vez que são marcos sobre o estado da arte

nos respectivos períodos em que foram publicados. Mayne et al. (2000) extraíram de uma

extensa literatura princípios essenciais de garantia de estabilidade e os utilizaram para

apresentar uma caracterização concisa da maior parte das técnicas de controladores

preditivos que foram propostos na literatura. Já Mayne (2014) forneceu uma visão geral do

desenvolvimento de vários segmentos das abordagens do MPC e sugeriu alguns caminhos

para pesquisas futuras que envolvem por exemplo, rastreamento de trajetória e rejeição de

distúrbios, MPC adaptativo e otimização estocástica baseada em cenário.

Também importante, no que tange o estado da arte, mas neste caso para o SMPC,

é o trabalho de Mesbah (2016), que trouxe, além dos aspectos básicos da formulação

do MPC e do SMPC, uma vasta indicação da literatura disponível segmentada por cada

tipo de particularidade intrínseca ao estudo do MPC e do SMPC. Ele também apresenta

um direcionamento de pesquisas futuras, dentre elas controle preditivo averso ao risco,

abordagens eficientes de propagação da incerteza e MPC econômico estocástico.

Bemporad e Peña (2009) consideraram o problema de MPC multiobjetivo no qual a

sequência de controle ótimo corresponde a uma das soluções Pareto-ótimas, de maneira

similar à abordagem utilizada por Núñez et al. (2014), com a diferença de que, neste caso,

foi utilizada escalarização. Os pesos da escalarização atribuídos a cada função objetivo

foram definidos de forma on-line (variando no tempo) e de forma off-line (constantes no

tempo).

Zavala e Flores-Tlacuahuac (2012) propuseram um modelo de otimização

multiobjetivo que visa minimizar a distância da função custo em relação ao ponto de utopia.

A estratégia não requer a construção da fronteira de Pareto, nem a seleção de fatores de

pesos. Em geral, o ponto de utopia é inatingível porque os objetivos são conflitantes, no

entanto, ele pode ser usado como um ponto de referência quando busca-se calcular o ponto
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da fronteira mais próximo dele.

Núñez et al. (2014) propuseram uma formulação do MPC multiobjetivo para o

problema de coleta e entrega de passageiros visando a criação de uma rede virtual de

carona. Foram considerados dois objetivos: custo do usuário e custo de operação. O

custo do usuário inclui o tempo que cada passageiro espera pela chegada do veículo e o

tempo no trajeto. O custo de operação é o custo operacional gerado pela circulação dos

veículos. Como os dois objetivos são conflitantes, é necessário recorrer aos mecanismos

da otimização multiobjetivo para a elaboração de ferramentas mais transparentes para

tomadas de decisão ao longo do processo. Em termos práticos, o modelo proposto segue

o procedimento: em cada instante de tempo um problema multiobjetivo é resolvido e uma

fronteira de Pareto é obtida. De acordo com um critério de seleção definido pelo usuário

escolhe-se um ponto desta fronteira para ser a ação de controle aplicada ao sistema. Após

a ação ser enviada ao sistema, evolui-se o modelo em um instante de tempo, atualiza-se o

sistema com as informações mais recentes e repete-se o processo. Como será demonstrado

posteriormente, a formulação multiobjetivo do MPC utilizada para otimização de risco e

retorno deste trabalho foi inspirada neste modelo.

Yamashita, Zanin e Odloak (2016) propuseram uma otimização multiobjetivo baseada

em métodos ajustados ao MPC: técnica lexicográfica e otimização por compromisso. Eles

utilizam uma estrutura lexicográfica cujas metas e classificação dos objetivos são definidas

pelo usuário. Em cada passo, um único problema de otimização é resolvido, em que uma

única meta é direcionada seguindo a ordem de importância. Nos passos subsequentes, o

valor ótimo da função custo obtido anteriormente é incluído como uma restrição do novo

problema de otimização. Este último aborda uma nova, menos importante meta, enquanto

preserva o desempenho das metas anteriores mais importantes.

Grüne e Stieler (2017) demonstraram que, por meio da escolha de uma solução

apropriada para o problema de otimização multiobjetivo em cada passo do MPC, obtém-se

um desempenho próximo do horizonte infinito ótimo. Em cada passo do MPC multiobjetivo,

uma aproximação da Fronteira de Pareto é calculada e, de acordo com alguns critérios

pré-definidos, um ponto Pareto-ótimo é escolhido.

1.4.3 MPC aplicado à otimização de portfólios

O MPC aplicado à otimização de portfólios é uma estratégia que vem ganhando

força na última década. Suas características que permitem modelar de forma prática as

restrições realísticas do mercado financeiro vêm apresentando êxito e reforçando que o

MPC é uma estratégia apta a apresentar bons resultados para o problema de otimização

de portfólios. A seguir são relacionados os principais trabalhos que forneceram um apoio

crucial para o desenvolvimento desta tese no que diz respeito à aplicabilidade do MPC no

contexto de otimização de portfólios.
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Primbs (2007a) formula dois problemas de otimização de portfólio. O primeiro é a

otimização do risco (variância) ajustado à riqueza, enquanto o segundo é o problema de

rastrear um índice com poucos ativos. A dinâmica do problema foi modelada como sistema

linear sujeito a ruídos multiplicativos no estado e no controle. Com os resultados obtidos,

concluiu-se que esta é uma abordagem com potencial para efetivamente se abordar aos

problemas de otimização de portfólios restritos, fato que foi verificado conforme relatos dos

trabalhos a seguir.

Calafiore (2009) apresentou um problema computacional de média e variância para

alocação dinâmica de ativos. O termo do risco dado pela variância foi representado como

uma função quadrática convexa e a riqueza final esperada foi dada como uma função

afim das variáveis de decisão. Custos de transação proporcionais foram incorporados

diretamente na função objetivo.

Bemporad et al. (2010), Bemporad, Puglia e Gabbriellini (2011), Bemporad, Bellucci

e Gabbriellini (2014), Plessen et al. (2019) tratam o problema do SMPC aplicado à

estratégia de cobertura dinâmica de opções2. Bemporad et al. (2010) e Bemporad, Bellucci

e Gabbriellini (2014) propuseram abordagens com o critério de variância mínima do erro de

cobertura futuro utilizando uma otimização por mínimos quadrados simples para determinar

a estratégia ótima do portfólio.

Bemporad, Puglia e Gabbriellini (2011) utilizaram o SMPC considerando três

formulações, em que cada uma foi dada por uma função custo distinta. Os cenários

foram gerados tanto pelo Método de Monte Carlo quanto por amostragem da distribuição

Gaussiana. As formulações objetivavam:

(i) minimizar a variância e a expectativa do erro obtido entre a riqueza e uma curva de

referência,

(ii) minimizar o CVaR considerando a função perda como o valor absoluto do erro obtido

entre a riqueza e uma curva de referência

(iii) minimizar o pior caso do erro obtido entre a riqueza e uma curva de referência.

Plessen et al. (2019) propuseram um SMPC com três medidas de funcional de custo:

o trade-off entre a variância e a esperança do erro de cobertura, o CVaR e o maior erro

de cobertura previsto (min-max). Os problemas de otimização requerem que se resolva,

em cada instante de tempo, um programa quadrático, um programa linear e um programa

linear de menor escala, respectivamente. Para geração de cenários foram considerados

três mecanismos: um modelo log-normal de ativos identificados recursivamente a partir dos

dados, um método baseado em suporte a regressão vetorial e um esquema mais simples
2 O termo cobertura neste caso refere-se à cobertura de um contrato de derivativo, que implica reequilibrar

dinamicamente uma carteira (autofinanciável) de ativos subjacentes em intervalos periódicos de modo
que, na data de vencimento do contrato, o valor da carteira seja tão próximo quanto possível do valor de
compensação a pagar ao cliente.
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baseado em perturbação de ruído.

Dombrovskii, Dombrovskii e Lyashenko (2005), Dombrovskii e Obyedko (2015),

Dombrovskii e Obedko (2017), Dombrovskii, Obyedko e Samorodova (2018), Dombrovskii

e Pashinskaya (2020a), Dombrovskii e Pashinskaya (2020b) fazem parte de uma série de

artigos de otimização de portfólios que utilizam o MPC cujo objetivo principal é rastrear

uma curva de referência e reduzir os custos de transação. Os trabalhos diferem-se

basicamente pelas propriedades dos ativos utilizados e pelo modelo do sistema, sendo que

em (DOMBROVSKII; PASHINSKAYA, 2020a), além do critério de rastreamento, também

é considerado o critério de média-variância. Em todos os casos o problema proposto é

transformado num problema de programação quadrática.

Nystrup et al. (2018) e Nystrup, Madsen e Lindström (2018) usaram o MPC para

otimizar dinamicamente um portfólio com base em predições de média e variância de

retornos financeiros de um modelo oculto de Markov com parâmetros variando no tempo.

Para os autores, a maior vantagem do MPC é a capacidade de resolver problemas de

controle com restrições de uma maneira computacionalmente factível.

Yamada e Primbs (2012) propuseram uma estratégia de MPC que calcula o portfólio

ótimo de um problema de média e variância condicional para um dado horizonte de predição

em cada passo. Nesta estratégia, foram incorporados ao MPC os valores de compra e

venda dos ativos de risco como uma proporção da riqueza. Os autores mostraram que

essa formulação representa um problema de programação quadrática convexo. O artigo

(YAMADA; PRIMBS, 2018) é uma extensão do artigo (YAMADA; PRIMBS, 2012) em que

foram acrescentados custos de transação e valores limitantes para compra e venda que

podem ser atingidos por cada ativo. A extensão também conta com o aprimoramento da

maneira como se calculam a média e a variância do portfólio e a inclusão de custos de

transação. Em todos os casos foi utilizado um modelo autoregressivo para o cálculo dos

retornos futuros.

(PRIMBS, 2019) é o capítulo de um handbook sobre o MPC que organiza de forma

sucinta as principais características dessa estratégia de controle aplicada à otimização de

portfólios. É sugerida uma forma básica para definir as variáveis de controle e de estado,

bem como a dinâmica do preço dos ativos. É proposta uma formulação para o problema

de otimização de portfólio usando o MPC em que é considerada a função custo sendo o

retorno ajustado ao risco. As únicas restrições são o valor do capital inicial disponível e a

equação da dinâmica da riqueza. Também são propostos custos de transação e limites de

investimento por ativo, além de uma formulação do MPC para uso no mercado de opções.

Molina (2012) propôs uma nova solução para o problema de seleção de portfólio

com base na teoria de controle que utilizou estimadores ótimos para fazer uma previsão

da tendência dos ativos e o MPC para fazer o gerenciamento ótimo do portfólio. Uysal,

Li e Mulvey (2021) utilizaram o modelo oculto de Markov na série histórica de retornos
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para estimar o retorno e as matrizes de covariância para períodos futuros e resolver dois

problemas de alocação de carteira multiperíodo com base no MPC com objetivo de média-

variância e MPC com objetivo de paridade de risco3. Oprisor e Kwon (2021) propuseram

o MPC formulado como problema de otimização convexa que gerencia o equilíbrio entre

retorno esperado e risco (variância) considerando os custos de transação, utilizando o

modelo de Black Litterman (CHEUNG, 2010) para a estimativa do risco e do retorno.

O MPC para otimização de portfólio também já foi tema de outras teses de doutorado.

Herzog (2005) caminhou por várias abordagens do MPC aplicado à otimização de portfólios.

Para o tempo contínuo, o problema de otimização de portfólio foi resolvido analiticamente,

considerando-se que o modelo do preço dos ativos depende dos retornos esperados, os

quais são dados por funções afins. Foi proposto um método numérico para resolver o

problema de controle ótimo estocástico e provada sua convergência. Em tempo discreto,

foram propostos dois métodos de aproximação: uma estratégia de controle subótima que

usa a ideia de MPC determinístico e uma aproximação por programação estocástica que

aproxima a dinâmica do portfólio estocástico por um número finito de cenários e resolve o

problema de realimentação para a dinâmica aproximada. Simulações com poucos ativos

foram realizadas em todos os casos. Sínteses dos resultados são encontradas em (HERZOG

et al., 2006; HERZOG; DONDI; GEERING, 2007).

Na tese de Noorian (2015), o principal objetivo foi desenvolver um sistema para

melhorar o gerenciamento de risco do mercado de câmbio. Ele aplicou o MPC para lidar

com as incertezas e minimizar a função custo dada pelo risco (CVaR e variância) e o

retorno do portfólio. Venkatasubramanian (2018) utilizou uma estratégia numérica para o

SMPC utilizando o CVaR. Esta estratégia consiste num método de penalidade exata tendo

o CVaR como a função que determina a penalidade. Esta abordagem é importante porque

o problema em questão lida com a probabilidade das restrições serem violadas. Para que

sejam passíveis de aplicação, permite-se que algumas dessas restrições sejam violadas, o

que ocasiona certa degradação. Essa quantidade de degradação é vista como um risco e,

desse modo, o CVaR pode atuar visando minimizar esse risco.

Na Tabela 1 há uma síntese dos aspectos abordados por cada um dos trabalhos

que usam o MPC na otimização de portfólios de investimentos. A maioria desses trabalhos

usou a quantidade de cinco ativos em seus experimentos, mas como este número é

uma quantidade pequena para o mercado financeiro, eles não foram capazes de instigar

desdobramentos da influência da cardinalidade da carteira nos resultados obtidos pelo MPC.

Sendo assim, ao incluir a restrição de cardinalidade no modelo proposto, este trabalho

contribui com uma inovação na formulação do MPC para otimização de portfólios. Além

disso, para que os efeitos da cardinalidade sejam validados, será considerada uma base
3 Paridade de risco é uma estratégia de investimento estável que busca distribuir riscos uniformemente para

cada um dos ativos
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de dados com mais que cinco ativos nas simulações numéricas, o que favorece uma

investigação pormenorizada sobre o alcance e os resultados que o MPC pode atingir neste

contexto. Como já foi salientado anteriormente, trabalhos sobre o MPC multiobjetivo são

escassos em todas as áreas. Com esta nova abordagem do MPC no contexto de otimização

de portfólios, espera-se potencializar o desempenho da estratégia, uma vez que otimizar

risco e retorno a cada instante de tempo proporciona um leque maior de escolhas para a

ação de controle que será enviada ao sistema, o que torna o processo mais transparente e

promissor.

1.5 Organização do trabalho

O restante do trabalho está estruturado da seguinte maneira:

Capítulo 2: Consiste na apresentação da fundamentação teórica. São apresentados os

fundamentos matemáticos e conceituais do MPC, bem como o seu funcionamento

no contexto da otimização de portfólios. São discutidos tópicos como: tamanho do

horizonte de predição e perspectiva temporal da estratégia de investimento. São

definidos os conceitos das medidas de risco Variância, Value at Risk e Conditional

Value at Risk. Em seguida, é tratada a transição das medidas de risco de um período

para multiperíodo. São discutidos os custos de transação. É definida matematicamente

a restrição de cardinalidade de um portfólio e a restrição de desigualdade que permite

controlar a quantidade de ativos presentes no portfólio dentro de um limite mínimo

e um limite máximo. São definidos os conceitos básicos da otimização multiobjetivo

e é descrito o algoritmo Non dominated sorting genetic algorithm-II (NSGA-II). É

apresentado o conceito do MPC multiobjetivo. Por fim, são definidas as medidas de

desempenho para avaliação da melhor fronteira ao término do algoritmo. A revisão de

literatura de forma concisa e sistematizada é uma contribuição desta tese.

Capítulo 3: Apresenta as principais contribuições teóricas e práticas. É realizada a

formulação da equação dinâmica da riqueza que rege a estratégia do MPC. É proposta

a formulação matemática da variância multiperíodo considerando ativos de risco

definidos por montante de dinheiro. Esta formulação havia sido proposta por Primbs e

Yamada (2018) para o contexto de derivativos. Uma reformulação foi realizada para

caracterizar a variância multiperíodo no contexto de ativos financeiros e é uma das

contribuições deste trabalho. São demonstrados os resultados que originam esta

reformulação. Apresenta-se como ocorre a integração entre o controlador do MPC, a

dinâmica da riqueza e os algoritmos de otimização, e também como se relacionam

os conceitos relacionados à estratégia do MPC, otimização multiobjetivo, algoritmos

genéticos e seleção de portfólios. São definidas as restrições. É definida a equação da
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Tabela 1 – Comparação dos trabalhos que usam o MPC aplicado à otimização de portfólios

Trabalho
CVaR

Variância Custos de
Transação

Cardinalidade Multiobjetivo

(HERZOG, 2005; HERZOG
et al., 2006) e (HERZOG;
DONDI; GEERING, 2007)

x x x

(BEMPORAD; PUGLIA;
GABBRIELLINI, 2011)

x x x

(CALAFIORE, 2009) x x
(PRIMBS, 2007a) x
(YAMADA; PRIMBS, 2012;
YAMADA; PRIMBS, 2018) e
(PRIMBS; YAMADA, 2018)

x x

(DOMBROVSKII;
DOMBROVSKII;
LYASHENKO, 2005;
DOMBROVSKII; OBYEDKO,
2015;
DOMBROVSKII; OBEDKO,
2017; DOMBROVSKII;
OBYEDKO; SAMORODOVA,
2018) e (DOMBROVSKII;
PASHINSKAYA, 2020b)

x

(DOMBROVSKII;
PASHINSKAYA, 2020a)

x x

(NOORIAN, 2015) x x x
(NYSTRUP et al., 2018)
e (NYSTRUP; MADSEN;
LINDSTRÖM, 2018)

x x

(VENKATASUBRAMANIAN,
2018)

x

(PLESSEN et al., 2019) x x x
(MOLINA, 2012; OPRISOR;
KWON, 2021; UYSAL; LI;
MULVEY, 2021)

x x

Proposta da tese x x x x x
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riqueza descontados os custos de transação. É definido o cálculo da riqueza esperada

utilizando-se cenários. É definido o CVaR na versão multiperíodo, cuja descrição

metodológica é uma contribuição deste trabalho. É descrita a metodologia utilizada

para a resolução dos problemas propostos, para a implementação computacional

deste arcabouço proposto e do modelo autorregressivo vetorial. Os problemas são

propostos em duas categorias:

• Na Seção 3.4 são propostos problemas de otimização mono-objetivo da riqueza

esperada e das medidas de risco.

• Na Seção 3.5 são propostos problemas de otimização multiobjetivo que visam

maximizar a riqueza e minimizar o risco esperado.

São propostos algoritmos genéticos mono e multiobjetivo que inovam a abordagem

do MPC no problema de seleção de portfólio. Para tanto, é definida a manipulação

dos operadores dentro da perspectiva do horizonte de predição. Estes operadores

haviam sido propostos no contexto de otimização de um único período (DEB et al.,

2011), por isso, a proposta para lidar com otimização multiperíodo é uma contribuição

deste trabalho. É proposto o MPC multiobjetivo com restrição de cardinalidade para

o problema de seleção de portfólios. Pelo melhor do nosso conhecimento, o MPC

multiobjetivo para lidar com o problema de seleção de portfólio ainda não havia sido

proposto, por isso, constitui uma contribuição deste trabalho.

Capítulo 4: São definidos os parâmetros, os dados de entrada e o ambiente computacional

utilizado nas simulações. Também ocorre um estudo detalhado para definição da

quantidade de cenários. São apresentados os resultados obtidos para os testes

propostos. Esses resultados são apresentados utilizando-se análises in-sample e

out-of-sample. Por meio destas análises são estudados aspectos da otimização mono

e multiobjetivo, o efeito do horizonte de predição, da cardinalidade e da interação

entre esses conceitos. A investigação minuciosa a respeito da relação entre essas

variáveis e parâmetros é uma contribuição deste trabalho, uma vez que, pelo melhor

do nosso conhecimento, esta análise pormenorizada ainda não havia sido proposta.

Capítulo 5: Por fim, nesse capítulo apresentam-se:

• uma síntese dos resultados obtidos, com a análise de suas implicações e

contribuições acadêmicas e tecnológicas;

• as publicações científicas produzidas durante essa pesquisa;

• a indicação dos trabalhos futuros que podem ser desdobrados em continuidade

aos estudos dessa pesquisa.
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2 Fundamentacão Teórica

Neste capítulo é apresentada a fundamentação teórica dos conceitos envolvidos no

escopo deste trabalho. São dadas as definições e as principais características acerca do

MPC convencional e multiobjetivo, do risco de um investimento, da transição de risco de

único período para risco multiperíodo, dos custos de transação, cardinalidade, otimização e

algoritmos genéticos. A revisão de liteturatura e construção da fundamentação teórica de

forma concisa e sistematizada é uma contribuição desta tese.

2.1 Controle Preditivo Baseado em Modelo

O Controle Preditivo baseado em Modelo, em inglês Model Predictive Control - MPC,

tem suas origens na Teoria de Controle Ótimo e nasceu com a ideia de Propoi (1963)

quando foi proposto o princípio do horizonte retrocedente. Conforme definido por Rawlings,

Mayne e Diehl (2017), o conceito básico do MPC é usar um modelo dinâmico para prever o

comportamento futuro do sistema e otimizar o critério de desempenho para obter a melhor

decisão: a ação de controle que deve ser enviada ao sistema no instante atual. Desta

forma, Rossiter (2017) chama a atenção para o fato de que o MPC pode definir a escolha

das trajetórias atuais de entrada propostas de forma que estas trajetórias restrinjam as

dificuldades no futuro. O problema de estimação do estado é examinar os dados passados

e harmonizar estas medidas com o modelo para determinar o valor do estado no instante

atual.

De acordo com a definição de Rossiter (2017), todo Controle Preditivo baseado em

Modelo apresenta os seguintes componentes:

1. Uma lei de controle que depende do comportamento predito;

2. As predições de saída que são calculadas usando um modelo do processo;

3. A entrada atual que é determinada a partir da otimização de alguma medida de

desempenho;

4. O horizonte retrocedente: a entrada de controle é atualizada em todo instante de

tempo.

De forma geral, Camacho e Bordons (1999) definem que os controladores

pertecentes à família do MPC apresentam o seguinte algoritmo de controle:

1. As saídas futuras para um determinado horizonte m, chamado horizonte de predição,

são preditas em cada instante de tempo k a partir do modelo do processo. Essas

saídas preditas, que provisoriamente denotamos por y(k + t∣k) para t = 0,⋯,m − 1,

dependem de valores das variáveis de estado conhecidos no instante k e dos sinais
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de controle nos instantes de tempo presente e futuros, u(k + t∣k), t = 0,⋯,m − 1, que

definem o perfil de controle calculado.

Lê-se y(k + t∣k) como: “a saída predita y(k + t) dado que k é o instante atual e t é um

instante de tempo do horizonte de predição que assume os valores t = 0,⋯,m − 1.”

2. Os valores futuros do sinal de controle são calculados por meio da otimização de um

determinado critério considerando-se a presença de restrições.

3. O valor do sinal de controle u(k) = u(k∣k) é aplicado ao sistema enquanto os outros

valores calculados são descartados, pois o próximo instante y(k + 1) já é conhecido

e o passo 1 é repetido com este novo valor e todas as sequências são atualizadas.

Assim, u(k + 1∣k + 1) é calculado utilizando-se o conceito do horizonte retrocedente.

A Figura 1 retrata o procedimento descrito acima.

Figura 1 – Determinação da ação de controle via MPC.

Fonte: Adaptado de (ZAK, 2011)

Neste trabalho o MPC é uma estratégia de controle que se baseia num modelo

dinâmico de dimensão finita, linear, discreto e variante no tempo definido conforme (1) e

(2), sendo que (1) trata-se do MPC clássico e (2) trata-se do MPC estocástico com ruídos

multiplicativos.

min
U
E[J(k +m∣k)] (1)

s.a:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x(k + 1) = x(k) +B(k)U(k)

y(k) = x(k)

x(0) = x0 ∈ R+, U ∈ U

min
U
E[J(k +m∣k)] (2)
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s.a:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x(k + 1) = x(k) +B(k)U(k)e(k)

y(k) = x(k)

x(0) = x0 ∈ R+, U ∈ U

E[e(k + 1)] = 0, E[e(k + 1)eT (k + 1)] = σ2,

E[e(k + i)eT (k + j)] = 0, i ≠ j

Em (1) e (2): x é a variável de estado, y é a variável de saída, U é a variável de

controle,m é o horizonte de predição, e(k+1) é um ruído branco com distribuição gaussiana,

σ2 é uma matriz de covariância assumida ser não singular, E[J(k+m∣k)] é o valor esperado

para o funcional de custo que será definido em detalhes no Capítulo 3 e B(k) é a matriz

que define como os sinais de controle afetam a evolução temporal da variável de estado x.

Como o MPC não é uma técnica única, mas um conjunto de diferentes técnicas, há

muitos tipos de modelos usados em várias formulações. Contudo, bons modelos para o

MPC devem ser:

• Descritivos o suficiente para capturar a dinâmica dominante do sistema;

• Simples o suficiente para a resolução do problema de controle ótimo.

Um outro elemento fundamental, também apontado por Camacho e Bordons (1999),

é o algoritmo de otimização, uma vez que ele é o responsável por fornecer as ações de

controle. Na presença de restrições de desigualdade, a solução precisa ser obtida por

algoritmos numéricos computacionais. O tamanho deste problema de otimização depende

do número de variáveis de estado e variáveis de controle, do tamanho do horizonte de

predição e de outras propriedades específicas de cada modelo.

Mayne et al. (2000) ressaltam que a principal diferença entre o MPC e o controle

ótimo convencional é que no controle convencional usa-se uma sequência de controle

pré-computada. Já no MPC, resolve-se um problema de controle ótimo on-line para o

estado atual da planta, ao invés de se determinar off-line um perfil de controle para todos

os instantes da evolução temporal do sistema. Assim, como relatado por Noorian (2015),

o MPC constantemente atualiza o estado do sistema e otimiza as entradas de controle

com base em novas observações. A combinação das atualizações do modelo dinâmico

com um olhar futuro, isto é, otimização multiperíodo, possibilita ao MPC planejar o melhor

resultado, enquanto se adapta às incertezas decorrentes da falta de precisão do modelo.

Como resultado, esta metodologia cria um interessante algoritmo de controle para lidar com

o risco inerente às aplicações financeiras.

Desde sua concepção, o MPC vem ganhando espaço nas diversas áreas em que

tem sido aplicado. Boyd et al. (2014) destacam como uma das maiores vantagens do MPC

o fato de que ele não requer qualquer pré-computação. Por exemplo, ele pode incorporar

diretamente em tempo real sinais com mudanças nas estatísticas dos retornos futuros.

Camacho e Bordons (1999) reiteram que há muitas aplicações do controle preditivo que



Capítulo 2. Fundamentacão Teórica 20

são bem sucedidas, não somente no processo industrial, mas também nas mais diversas

áreas de aplicação de controle, que vão dos manipuladores robóticos à anestesia clínica. O

bom desempenho dessas aplicações mostra a capacidade do MPC em lidar exitosamente

com sistemas de controle e e sua aptidão para operar durante longos períodos de tempo

com quase nenhuma intervenção. Para evidenciar as características que tornam o MPC

uma ferramenta tão promissora, Camacho e Bordons (1999) elencam algumas vantagens

deste em relação a outros métodos:

• Os conceitos são muito intuitivos e, ao mesmo tempo, seu ajuste é relativamente fácil;

• Pode ser usado para controlar uma grande variedade de processos, que vão desde

aqueles com dinâmica mais simples até os que apresentam dinâmica mais complexa,

incluindo sistemas com longos atrasos de tempo;

• Lida facilmente com o caso multivariável;

• Introduz um controle com realimentação de maneira natural para compensar distúrbios

de medição;

• Sua extensão para o tratamento de restrições é conceitualmente simples e estas

podem ser sistematicamente incluídas durante o processo;

• É muito útil quando referências futuras são conhecidas;

• É uma metodologia sustentada em princípios básicos que permite extensões futuras.

Apesar dos inúmeros benefícios, evidentemente há algumas desvantagens. Mayne

(2016) chama a atenção para o fato de que existem tópicos sobre o MPC que precisam ser

mais pesquisados, principalmente no tocante ao MPC Robusto e ao MPC Estocástico, uma

vez que essas abordagens frequentemente requerem a solução on-line de problemas de

controle ótimo complexos. Por outro lado, Noorian (2015) considera que a desvantagem

do MPC é o poder computacional requerido para otimizar a função custo a cada instante

de tempo. No entanto, estes últimos pontos tendem a mudar de perspectiva. Conforme

indicado por Levine (2019), avanços tecnológicos recentes têm diminuído substancialmente

os custos e aumentado o poder de processamento dos computadores, dos sensores e da

comunicação, o que favorece o custo-benefício do processamento de sistemas de controle.

Simultaneamente, avanços nos algoritmos matemáticos e computacionais para otimização

têm melhorado consideravelmente a velocidade e a confiabilidade dos cálculos requeridos

pelo MPC, embora este ainda seja um dos principais problemas do ponto de vista de

implementação da estratégia de controle.

2.1.1 Stochastic Model Predictive Control

Stochastic Model Predictive Control (SMPC), Controle Preditivo Estocástico Baseado

em Modelo (em português), segundo Heirung et al. (2018), é uma estratégia que fornece

uma estrutura probabilística para o sistema do MPC com incertezas estocásticas. As

incertezas são incorporadas na descrição do sistema como novas variáveis que denotam os
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distúrbios e os ruídos do sistema. Mayne (2016) afirma que no SMPC o funcional de custo

pode ser expresso como um custo nominal, que é independente da sequência de distúrbio,

ou como uma esperança. Por sua vez, as restrições são definidas como esperança ou

probabilidade. Quando o sistema é linear, a variável de decisão é uma sequência de controle

e o distúrbio é gaussiano, as expectativas podem ser calculadas. Bemporad, Bellucci e

Gabbriellini (2014) e Plessen et al. (2019) afirmam que o SMPC pode ser visto como

uma maneira subótima de resolver um problema de programação dinâmica estocástico e

multiestágio.

De acordo com Primbs (2007b), o sucesso do MPC restrito determinístico não

é transferido diretamente para o caso estocástico. A principal razão é que em sistemas

determinísticos, a estratégia de controle ótimo em malha aberta1 e malha fechada2 produz

trajetórias idênticas. Então, a otimização on-line para sistemas determinísticos pode ser

resolvida em malha aberta sem perda de desempenho. Este não é o caso para sistemas

estocásticos, porque as estratégias em malha aberta e malha fechada podem originar

comportamentos diferentes e estratégias em malha aberta podem estar longe do ótimo. No

que tange a tratabilidade computacional, no caso determinístico, como a solução obtida em

malha aberta é idêntica àquela que seria obtida em malha fechada, resolve-se o problema

da forma mais simples computacionalmente que é a malha aberta, já no caso estocástico

não é possível fazer isso, porque a solução ótima que seria obtida em malha fechada não é

obtida em malha aberta. Neste sentido, Tian (2020) considera que o MPC determinístico,

tanto para processos lineares quanto para processo não lineares, usualmente assume que

o modelo do processo é preciso e que os distúrbios futuros são constantes. No entanto,

tais hipóteses frequentemente levam a um baixo desempenho em malha fechada quando o

sistema é impactado por distúrbios aleatórios ou possui grandes incertezas de modelo. Em

contrapartida, o SMPC é responsável por tais propriedades estocásticas e tornou-se uma

linha de pesquisa paralela. Devido à presença de variáveis aleatórias, tanto o funcional de

custo quanto as restrições podem ser estocásticas.

Sobre o aspecto da implementação do SMPC, Penad, Bemporad e Alamo (2005)

consideram que em geral as incertezas são melhor modeladas como uma variável

randômica contínua. No entanto, na prática, distribuições de probabilidade contínuas são

muito difíceis de manipular de um ponto de vista computacional. Portanto, medidas de

probabilidade discretas apresentam um destaque proeminente nas abordagens baseadas

em programação estocástica e, como apontado por Mesbah, Kolmanovsky e Cairano (2019),

o SMPC considera incertezas do modelo e perturbações com base em sua descrição
1 Os chamados sistemas de controle de malha aberta são aqueles em que o sinal de saída não exerce

nenhuma ação de controle no sistema. Isso quer dizer que, em um sistema de controle de malha aberta, o
sinal de saída não é medido nem realimentado para comparação com a entrada (OGATA, 2010).

2 Em um sistema de controle de malha fechada, o sinal de erro atuante, que é a diferença entre o sinal de
entrada e o sinal de realimentação, realimenta o controlador, de modo a minimizar o erro e ajustar a saída
do sistema ao valor desejado (OGATA, 2010).
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estatística. A partir de um prisma estatístico e computacional, Paulson et al. (2020) apontam

que muitos trabalhos têm utilizado o método SMPC associado à abordagem baseada em

cenários. Estes algoritmos representam o sistema estocástico usando um conjunto finito de

realizações das incertezas amostradas de uma distribuição contínua.

Venkatasubramanian (2018) considera que a principal vantagem da abordagem por

cenários é que nenhuma restrição é imposta sobre a distribuíção dos distúrbios. A ideia

básica nesta abordagem é caracterizar a dinâmica do sistema estocástico por um conjunto

finito de realizações das incertezas. Esta ideia também é defendida por Tian (2020), que

indica que a técnica por amostragem baseada em cenários utiliza cenários amostrados

de distribuições de incertezas aleatórias e distúrbios para aproximar suas verdadeiras

distribuições de probabilidade.

A maior questão associada a técnica de amostragem por cenário é devida à

tratabilidade computacional. Tian (2020) aponta que questões de tratabilidade surgem

porque a formulação de controle incorpora medidas estatísticas para o objetivo e restrições

resultando em problemas de otimização computacionalmente caros, pois podem requerer

muitos cenários para aproximar as medidas estatísticas. Reforçando esta questão, Penad,

Bemporad e Alamo (2005) afirmam que enquanto o tamanho do programa estocástico é

linear com o número de cenários, a quantidade de previsões é exponencial com o número

de cenários e o tamanho do horizonte de predição. Neste sentido, Bemporad, Puglia e

Gabbriellini (2011) consideram que, restringindo o tamanho do horizonte de predição a

um, o número de cenários pode ser consideravelmente grande sem incorrer num esforço

computacional proibitivo, o que já não é totalmente aplicável a horizontes de predição de

tamanhos dois ou três.

Quanto à aplicação do SMPC ao problema de otimização de portfólios há vários

trabalhos que utilizam a abordagem por enumeração de cenários. Heirung et al. (2018)

discorrem que na prática, o SMPC depende de duas entradas: primeiro, o conjunto mais novo

dos parâmetros do modelo e, segundo, os cenários gerados por um modelo multivariado.

Para Plessen et al. (2019), formular o problema de otimização estocástica requer enumerar

um certo número de cenários dos preços futuros dos ativos. Nystrup et al. (2018) afirmam

que problemas de investimentos multiperíodo que levam em conta a natureza estocástica

do mercado financeiro usualmente são resolvidos na prática por aproximações de cenários

dos modelos de programação estocástica.

Embora já tenha sido empreendido algum esforço acerca dos estudos do SMPC,

há uma demanda contingenciada por mais pesquisas sobre este tópico. Para Heirung et

al. (2018), um dos principais desafios do SMPC é obter modelos suficientemente precisos

para as incertezas probabilísticas que agem no sistema. Os autores definem como desafio

futuro o desenvolvimento de resultados teóricos e práticos para o SMPC, uma vez que,

segundo eles esta área ainda apresenta pouco desenvolvimento. Primbs e Yamada (2018)



Capítulo 2. Fundamentacão Teórica 23

reforçam a importância de pesquisas nessa área ao indicarem que uma questão em aberto,

e que deve ser foco de pesquisas futuras, é definir como incorporar sistematicamente as

incertezas do modelo à estrutura do MPC. Mesbah (2016) considera que o SMPC não linear

tem recebido pouca atenção e, além disso, a estimação do horizonte deslizante permanece

um problema em aberto para sistemas estocásticos. Para Mesbah (2016), a avaliação dos

resultados estocásticos futuros de um sistema por meio de uma expectativa neutra ao

risco pode não estar protegida de grandes desvios, por isso ele sugere como pesquisas

futuras a inclusão da aversão ao risco no SMPC, tópico cujas propriedades teóricas são

mal compreendidas. Em consonância com Mesbah, Sopasakis et al. (2019) afirmam que

o MPC avesso ao risco oferece uma estrutura de controle que permite levar em conta a

ambiguidade no conhecimento da distribuição de probabilidade. Os autores também indicam

a necessidade de estudos nessa área, uma vez que a solução de problemas de controle

ótimo avessos ao risco considerados atualmente tratam de resultados que são limitados a

pequenos horizontes de predição e funcionais de custo lineares.

2.2 O MPC no contexto de otimização de portfólios

Como destacado por Primbs e Yamada (2018), o MPC é um método recente no

contexto de aplicações em finanças e tem obtido sucesso ao lidar com problemas de

controle estocástico que surgem em finanças. A ideia básica é que o problema de controle

de horizonte finito, que é repetidamente resolvido em cada instante de tempo, deveria

prever com antecipação suficiente o futuro para capturar comportamentos dinâmicos

relevantes (movimento do preço dos ativos), enquanto ao mesmo tempo incorporar detalhes

importantes do modelo (tais como custos de transação). Desta forma, é possível obter com

o MPC uma estratégia multiperíodo, em que é proposta para cada instante de tempo a

melhor opção de rebalanceamento da carteira. Assim, ao fim de cada período, o investidor

terá definido os melhores movimentos de compra e venda de ativos para o instante de

tempo seguinte.

Um problema de finanças num contexto de controle pode suscitar os seguintes

questionamentos: Qual é a conexão entre a Engenharia de Controle e a administração de

portfólios? O que a Engenharia de Controle pode oferecer para resolver um problema que é

firmemente enraizado em negócios e finanças? Para responder a essas perguntas, Herzog

(2005) salienta que a Engenharia de Controle é a ciência que busca fazer com que sistemas

dinâmicos se comportem de uma maneira desejada. Logo, esta definição se adéqua ao

problema de administração de portfólio multiperíodo, em que pretende-se tomar decisões

de alocação de ativos de forma que o portfólio de investimento que está sendo administrado

comporte-se de maneira desejada com respeito a retorno e risco.

De acordo com Nystrup, Madsen e Lindström (2018), as mudanças abruptas de
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regimes a que o mercado financeiro tende a ser submetido apresentam um grande desafio

à estratégia de alocação de ativos. Como agravante, os autores chamam a atenção para

o fato de que as regras de decisão estáticas dificilmente são ótimas quando o modelo

subjacente usado para a inferência do regime é variante no tempo. Os autores sugerem que

uma abordagem alternativa é otimizar dinamicamente o portfólio levando em consideração

os custos de transação, aversão ao risco e possibilidade de outras restrições.

Quando se lida com a otimização de portfólios de investimentos, há pelo menos

duas maneiras de se definir a estratégia de investimento:

(i) usando-se um modelo estático com um único período;

(ii) usando-se um modelo dinâmico com a base de dados sendo alterada ao longo das

otimizações.

Neste trabalho são utilizados funcionais de custo multiperíodo, em que a variável

de controle é constituída pelas carteiras de investimento previstas para cada instante do

horizonte de predição. A dinâmica geral da estratégia de controle consiste em realizar o

deslizamento do método de predição e otimizadores ao longo da série temporal. Esse

deslizamento faz com que o intervalo que contém as observações necessárias à realização

das previsões desloque-se no tempo, garantindo que o preditor receberá a informação

ajustada para o segmento da série de interesse no tempo correto. Essa técnica é

denominada janela deslizante e pode ser observada na Figura 2.

Figura 2 – Técnica de janela deslizante utilizada pelo MPC.

Devido ao mercado de ações ser extremamente volátil, há muitas críticas ao

problema de otimização de sem rebalanceamento (estático). Herzog (2005) elencou algumas

dessas críticas:

• É difícil usar o problema de otimização estático em aplicações de longo prazo, em
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que os investidores não são aptos a rebalancear o portfólio frequentemente;

• Em situações nas quais os investidores encaram metas em datas futuras específicas,

as decisões de investimento devem ser consideradas de acordo com a dinâmica e a

estrutura de tempo envolvidas.

Para Herzog (2005), a administração estática de portfólio resolve um problema

de decisões de investimentos para um horizonte de investimento fixo, sem qualquer

possibilidade de mudar a composição do portfólio neste período de investimento. Por

outro lado, problemas de otimização dinâmica e os métodos de otimização correspondentes

atentam-se em abordar o rebalanceamento frequente do portfólio e a atualização da base

de dados com as informações mais recentes dos retornos, pois o portfólio é um sistema

dinâmico e, por isso, a natureza dos preços dos ativos é melhor capturada por modelos

dinâmicos. Consequentemente, o problema de administração de portfólio é um problema de

otimização dinâmica similiar a um problema de controle. Em conformidade com essa visão

sistêmica, Nystrup et al. (2018) defendem que o MPC é uma estrutura flexível para incorporar

novas informações ao portfólio assim que essas se tornam disponíveis. A estrutura dinâmica

para o problema de seleção de portfólio também é defendida em outros trabalhos (MOLINA,

2012; OPRISOR; KWON, 2021; KUMAR et al., 2021; UYSAL; LI; MULVEY, 2021).

2.2.1 Horizonte de predição

Um dos parâmetros que efetivamente influencia os resultados obtidos pelo MPC é

o horizonte de predição. A princípio, pode-se imaginar que horizontes maiores sejam os

mais adequados. Mas a decisão do tamanho desse horizonte não é trivial e nem uma via de

mão única. Um dos primeiros empecilhos que surgem ao se definir o tamanho do horizonte

de predição é que a complexidade computacional do MPC aumenta exponencialmente

com o comprimento do horizonte, como se pode verificar em Mayne et al. (2000). Por isso,

horizontes extremamente grandes inviabilizam a aplicabilidade do problema. Desta forma,

Primbs e Yamada (2018) sugerem que o tamanho do horizonte de predição seja escolhido

grande o suficiente para capturar a natureza dinâmica do problema que está sendo resolvido,

enquanto ainda é computacionalmente factível. Em uma linha semelhante, Yamashita, Zanin

e Odloak (2016) dizem que a literatura recomenda que o horizonte de predição deve ser

grande o suficiente para abranger a dinâmica dominante do processo.

Por sua vez, pequenos horizontes também são aplicáveis em muitas situações, pois

como apontado por Nystrup, Madsen e Lindström (2018), o MPC trabalha muito bem na

prática, mesmo que para pequenos horizontes. Conforme consta em Sopasakis et al. (2019),

as soluções de problemas de controle ótimo avessos ao risco considerados atualmente

tratam de resultados que são limitados a pequenos horizontes de predição. Uysal, Li e

Mulvey (2021) afirmam que horizontes menores fornecem melhores índices de Sharpe3. E
3 Índice de Sharpe é o excesso de retorno esperado por unidade de risco. Quanto maior é o Índice de
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chamam a atenção para o fato de que, como no MPC todos os valores futuros da ação de

controle e dos estados são substituídos por suas previsões, a acurácia de estimação diminui

à medida que o horizonte de predição aumenta. Por isso há uma relação de compromisso

entre o horizonte de predição grande e a boa estimação das ações de controle e dos

estados. De toda sorte, Uysal, Li e Mulvey (2021) sugerem que o horizonte de predição 5

rende bom desempenho no problema de otimização de portfólio abordado por eles.

Alguns trabalhos relacionados à otimização de portfólio simplesmente usam o

horizonte de predição de um dia, como fizeram Bemporad, Puglia e Gabbriellini (2011) e

Dombrovskii e Obedko (2017). Outros apresentam um estudo investigativo sobre o melhor

horizonte, como é o caso de Yamada e Primbs (2012), que compararam a evolução da

riqueza do portfólio de acordo com os tamanhos de horizonte de predição de 1, 5 e 20 dias e

constataram que a riqueza mais alta é dada no horizonte de 20 dias. Já o índice de Sharpe

foi avaliado para horizontes de predição que variaram entre 1 e 160 dias, e eles constataram

que o maior valor de índice foi obtido com o horizonte de 60 dias e o menor com o horizonte

de 1 dia. Num desdobramento deste trabalho, Primbs e Yamada (2018) exploraram os efeitos

do tamanho do horizonte de predição variando-o em 1, 2, 3, 4, 5 e 10 dias. Constataram

que, com o aumento do tamanho do horizonte, o desempenho do MPC melhorou, embora a

melhora no índice de Sharpe não tenha sido muito siginificativa a partir de 5 dias. Os autores

propõem, como pesquisa futura, entender por que o aumento do tamanho do horizonte

de predição não contribui para melhora no índice de Sharpe. Yamada e Primbs (2018)

analisaram o efeito do horizonte de predição para o índice de Sharpe considerando um

conjunto de 27 pares de opções. Fizeram a análise com custo de transação e sem custo de

transação. Constataram que o índice de Sharpe diminui à medida que a fração do custo de

transação aumenta, sendo negativo para a fração de proporcionalidade dos custos igual a

0,5%. Para os comprimentos do horizonte de predição de 1 a 70 dias, o índice de Sharpe

aumenta até o horizonte de 40 dias, com oscilação insignificante a partir do tamanho 40 dias.

Justificativas desses comportamentos não foram apresentadas nos artigos. As conclusões

obtidas referem-se aos estudos de caso abordados.

2.2.2 Perspectiva temporal da estratégia de investimento

Sobre a perspectiva se o MPC, no contexto de otimização de portfólios, é uma

estratégia para curto, médio ou longo prazo, pode-se dizer que, na formulação dada

ao problema, esse aspecto leva em conta o horizonte de predição escolhido, o período

de amostragem e outras informações particulares de cada problema. São definidos um

horizonte de predição e o princípio da janela deslizante, os quais podem ser representados

por microssegundos, segundos, horas, dias, meses, anos, etc. Com qualquer uma dessas

granularidades pode ser aplicada a estratégia MPC, a diferença está nas implicações

Sharpe, melhor é o resultado analisado.
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do uso de cada uma. Granularidades menores acarretam custos de transação com um

protagonismo maior. Já as maiores granularidades, como a anual, por exemplo, não

permitem um acompanhamento eficiente do comportamento do mercado. Contudo, cabe ao

projetista de controle a definição do período de amostragem.

2.3 Risco

Herzog (2005) define que a medida de risco estipula quanto se poderia perder ou

quão incerto é o lucro ou perda num dado período de tempo, num subconjunto de todos os

resultados possíveis. Markowitz (1952) trouxe uma nova concepção sobre o gerenciamento

da composição de carteiras de investimentos ao mostrar que é possível gerenciar o risco de

um investimento. Desde então, a busca por uma função que descreve o risco de forma mais

fiel possível à realidade que se deseja representar foi o tema que mais demandou dedicação

dos pesquisadores da área. Apesar disso, Roman e Mitra (2009) afirmam que a questão

sobre a medida de risco mais apropriada é ainda aberta, o que motiva a continuação de

indagações, conflitos de ideias e testes.

Noorian (2015) considera que as práticas de administração de risco podem ser

divididas em três grupos:

(i) Prevenção do risco; (ii) Redução do risco; (iii) Transferência do risco.

A prática de administração de risco abordada nesta tese restringe-se à “Redução do

risco”. No entanto, é importante deixar claro que não é possível desonerar todo o risco do

investimento. Conforme foi verificado por Jesus, Rocha e Viana (2001), todo investimento

apresenta dois tipos de risco: o sistemático e o não sistemático. O risco sistemático é um

risco de mercado o qual não pode ser evitado. Já o risco não sistemático é aquele que

pode ser potencialmente reduzido por meio da diversificação da carteira de investimentos.

É neste último risco que são concentrados os esforços para definir e minimizar as medidas

de risco.

Roman e Mitra (2009) classificam as medidas de risco em duas categorias. As

medidas de risco que consideram os desvios de um determinado alvo constituem a primeira

categoria. Estas medidas admitem somente valores positivos e podem ser simétricas e

assimétricas. As medidas simétricas quantificam o risco da dispersão da probabilidade

ponderada dos resultados acerca de um objetivo pré-especificado e penalizam ganhos

e perdas da mesma maneira, como é o caso da variância. As medidas assimétricas

quantificam o risco de acordo com a probabilidade de resultados abaixo de um valor

esperado, como é o caso da semivariância. As medidas que compõem a segunda categoria

levam em conta a gravidade global de eventuais perdas e são baseadas em quantis. Tais

medidas consideram apenas a cauda esquerda da distribuição, que corresponde às maiores
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perdas, e podem apresentar valores positivos e negativos. O Contidional Value at Risk

(CVaR) é um exemplo de medida da segunda categoria (será estudada detalhadamente

na Seção 2.3.3). As medidas de risco que levam em consideração somente as perdas são

chamadas de medidas downside risk.

A seguir são definidas as medidas de risco utilizadas neste trabalho, como suas

adaptações para o caso multiperíodo.

2.3.1 Variância

A variância foi a medida de risco utilizada por Markowitz (1952) no artigo que

inaugurou a Teoria Moderna de Portfólio. Conforme apontado por Ghahtarani, Saif e

Ghasemi (2021), desde então a variância tem sido a medida de risco mais utilizada

tanto na teoria quanto na prática. Embora a variância tenha disseminado o interesse

sobre a otimização de portfólios, ela é criticada por ser uma medida de risco simétrica,

em que ganhos e perdas são tratados da mesma maneira. Com esta configuração, a

variância apresenta falhas ao discriminar a aversão ao risco, que é exatamente evitar perdas

monetárias no portfólio.

Para entender a formulação matemática da variância dada por Markowitz (1952),

considere n ativos de risco disponíveis para investir, em que suas proporções de

investimento na carteira são dadas respectivamente por ui, i = 1,⋯,n, de forma que
n

∑
i=1

ui = 1.

Considere ainda que não é permitido venda a descoberto.

Markowitz (1952) considera que cada ativo i possui retorno Ri determinado por uma

variável aleatória cuja média é dada por µi = E(Ri), em que E(R) é o valor esperado da

variável aleatória R. Este valor esperado pode ser definido a partir de cenários que podem

ser cotações do ativo num tempo determinado.

Considere um tempo determinado T e que os cenários de um ativo i são conhecidos

para cada instante t = 1,⋯,T, sendo que cada cenário apresenta probabilidade pt de ocorrer,

de forma que
T

∑
t=1

pt = 1. Em cada instante de tempo t, o valor da variável aleatória Ri assume

um valor rit, então a média do ativo i no intervalo [1, T ] é µi =
T

∑
t=1

ptrit.

Na prática, os cenários são caracterizados pela série histórica do retorno do ativo i

e é assumido que cada cenário apresenta a mesma probabilidade de acontecer. Logo, a

média do retorno do ativo i pode ser reescrita como

µi =
1

T

T

∑
t=1

rit,

em que rit é o retorno do ativo i no intervalo de tempo [t − 1, t], considerando-se uma série

histórica do ativo i de tamanho T .
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A definição da covariância dos ativos i e j é σij = E [(Ri − µi)(Rj − µj)] . Markowitz

(1952) define a variância da carteira em termos das covariâncias dos ativos individuais. Ele

mostra que a variância da carteira pode ser definida como

σ2 =
n

∑
i=1

n

∑
i=1

σijuiuj.

Como a covariância σij pode ser expressa em termos do coeficiente de correlação familiar

ρij (σij = ρijσiσj), Markowitz (1952) mostra que a diversificação pode diminuir a variância

do portfólio, embora não seja possível eliminá-la.

2.3.2 Value at Risk

Apontada por Tsay (2014) como candidata a ser a medida de risco mais bem

conhecida pelos investidores, o Value at Risk (VaR) enquadra-se como um downside

risk por levar em consideração apenas as perdas do portfólio. Em um inventário sobre

a história do VaR, Holton (2002) constatou que a primeira menção ao VaR ocorreu de

forma intuitiva em 1923 num estudo de Hardy (1923) sobre méritos de diversificação. A

definição formal veio em num documento técnico do Banco J.P. Morgan que descreveu

uma metodologia denominada RiskMetricsTM para se quantificar o risco de mercado de

portfólios compostos de ações, moeda estrangeira, títulos de renda fixa, commodities ou

derivativos (LONGERSTAEY; SPENCER, 1996).

O VaR é definido usando-se uma variável de perda aleatória de um portfólio de

investimentos num período definido: dado um tempo t, mede-se o risco do portfólio para os

próximos T períodos. Para tanto, considere

f(U,R) ∶ Rn×n Ð→ R

uma função de perda4 associada com o vetor de decisão U ∈ Rn e com o vetor aleatório

R ∈ Rn. Considere também p(R) a função densidade de probabilidade de R. Com respeito

a uma dada probabilidade β, 0 ≤ β ≤ 1, o β-VaR é definido como o menor valor ξ tal que,

com probabilidade β, a perda do portfólio não excederá ξ. O número β é um valor fixo,

usualmente dado por β = 90%,95% ou 99%, conforme indicado por Bemporad, Puglia e

Gabbriellini (2011). Herzog (2005) utiliza β = 95%,90%,85% e 75%. Rockafellar, Uryasev

et al. (2000) utilizam β = 99%,95% e 90%. Bemporad, Puglia e Gabbriellini (2011) utilizam

β = 99%. Hanaoka, Cardoso e Paiva (2016) utilizam β = 90%.

Por exemplo, um portfólio que possui 95%−V aR de 5 dias igual a −4% significa que

há 95% de chance de que, após 5 dias, o valor do portfólio não caia mais que 4%.

Denote a função cumulativa de f por
4 Esta função é definida considerando-se um índice de tempo t, isto é, f(U,R) = ft(U,R) mas, por

simplicidade de notação, esse índice será omitido.
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Ψ(U,ξ) = P (R∣f(U,R) ≤ ξ) = ∫
f(U,R)≤ξ

p(R)dR.

Matematicamente, o β-VaR é definido como

ξβ(U) =min
U

{ξ ∈ R∣Ψ(U,ξ) ≥ β} .

Da definição Ψ(U,ξ) ≥ β, que diz que

P (f(U,R) ≥ ξβ(U)) ≥ β,

segue que, com probabilidade β, a perda potencial do portfólio, do tempo t ao tempo t + T

é menor ou igual a ξβ(U).

Figura 3 – VaR baseado numa função densidade de probabilidade

Para uma distribuição acumulada univariada Ψ(x) e uma dada probabilidade q

satisfazendo 0 < q < 1, a quantidade

xq =min
x

{x∣Ψ(x) ≥ q}

é chamada q-ésimo quantil de Ψ(x). Se a função de perda f(U,R) é contínua, então

q = P (f(U,R) ≤ xq). Assim, vemos que o β-VaR é o β-ésimo quantil da distribuição de

perdas, em que 1 − β é uma cauda de probabilidade pequena. A Figura 3 mostra o VaR

baseado numa função densidade de probabilidade de uma variável de perda aleatória. A

área da cauda superior sob a densidade é 1 − β.

2.3.3 Conditional Value at Risk

Bemporad, Puglia e Gabbriellini (2011) consideram que a maior desvantagem do

VaR é que o montante da perda que ocorre com probabilidade 1 − β não é levado em
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consideração diretamente, uma vez que esta medida não é capaz de estimar o tamanho da

perda. Com o intuito de evitar este problema, Rockafellar, Uryasev et al. (2000) definiram

o β-CVaR, que é a esperança condicional de perdas do portfólio superiores ao VaR. Em

termos práticos, o β-CVaR define a perda média incorrida pelo portfólio nos (1− β)% piores

cenários. Desta forma, caso ocorra um evento catastrófico, o β-CVaR consegue mensurar o

tamanho da perda esperada.

Para Herzog (2005), o CVaR é apropriado para lidar com otimizações de portfólio de

classes de ativos que exibem distribuição de retornos com cauda pesada, uma vez que ele

mede os valores de cauda esperados. Rockafellar, Uryasev et al. (2000) consideram que o

CVaR é uma medida de risco que apresenta propriedades bastante desejáveis e, dentre elas,

convém destacar a convexidade e a monotonicidade com respeito à dominância estocástica

de primeira e segunda ordem (PFLUG, 2000). Estes autores também enfatizam que, embora

o CVaR tenha sido definido para o caso de finanças, ele pode ser aplicado a otimizações de

percentis em outros contextos. Esta afirmação é reiterada por Venkatasubramanian (2018)

ao dizer que buscou o CVaR das aplicações financeiras a fim de adaptá-lo para aplicações

com uma função de perda genérica.

Na Figura 4, pode-se contrastar os aspectos conceituais do β-VaR e do β-CVaR.

Percebe-se que o VaR é um valor na reta que representa a função de perda localizado

exatamente no ponto que define o (1 − β)-ésimo quantil da distribuição das perdas, ao

passo que o β-CVaR é o valor médio das perdas que encontram-se à direita do VaR.

Matematicamente, o β-CVaR é definido como

φβ(U) = E [f(U,R)∣f(U,R) ≥ ξβ(U)] = (1 − β)−1
∫
f(U,R)≥ξβ(U)

f(U,R)p(R)dR. (3)

A Equação (3), embora conceitualmente seja clara, matematicamente não é simples

de ser calculada. Em atenção a essa dificuldade, Rockafellar, Uryasev et al. (2000) definiram

uma forma mais prática para calcular o β-CVaR. Os autores mostraram que o β-CVaR5 das

perdas associado a qualquer U pode ser determinado pela fórmula:

φβ(U) =min
ξ∈R

Fβ(U,ξ),

em que

Fβ(U,ξ) = ξ + (1 + β)−1
∫
R∈Rm

[f(U,R) − ξ]+p(R)dR.6 (4)

5 Para simplicidade de notação, o valor β será informado separadamente em todas as simulações e β-CVaR
será referenciado apenas por CVaR. Idem para o β-VaR

6
[f]+ =max{f,0}
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Frequência

Função de Perda

VaR Máxima Perda

CVaR

Probabilidade

Figura 4 – Ilustração conceitual do VaR e CVaR

Fonte: Hanaoka (2014)

Rockafellar, Uryasev et al. (2000) também mostraram que a Equação (4) pode ser

aproximada por uma distribuição amostral de R, de acordo com a função densidade de

probabilidade p(R). Se a função gera uma coleção de T vetores R1,⋯,RT e cada um deles

tem probabilidade πt de ocorrer, t = 1,⋯,T, então a aproximação F̃β(U,ξ) é

F̃β(U,ξ) = ξ +
1

1 − β

T

∑
t=1

πt[f(U,R
t) − ξ]+. (5)

2.4 Risco Multiperíodo

As medidas de risco consideradas nas seções anteriores foram apresentadas na

sua forma padrão. Como este trabalho é desenvolvido no contexto do MPC, cada medida

de risco precisa ser definida levando-se em conta o horizonte de predição, isto é, essas

medidas devem incorporar uma versão multiperíodo. Conforme apontado por Herzog (2005),

a forma de extensão do caso monoperíodo para o caso multiperíodo não é feita diretamente.

Para esta formulação existem duas abordagens na literatura: uma que mede o risco apenas

no período final do horizonte de predição e outra que mede o risco considerando-se todos os

instantes de tempos futuros do horizonte de predição. Devido à primeira abordagem ser mais

viável para as simulações dos experimentos e por ser a mais utilizada na literatura, neste
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trabalho optou-se por esta abordagem. Desta forma, o funcional de custo é o custo terminal

correlacionado a riqueza e/ou ao risco. Segundo Chagas (2016), uma diferença chave na

abordagem multiperíodo para a monoperíodo é que a solução ótima não compreende uma

única decisão de alocação, mas uma sequência inteira de decisões sucessivas de alocação,

conhecida como estratégia de alocação.

2.4.1 Variância Multiperíodo

A variância multiperíodo já foi foco de estudos em vários trabalhos. Herzog (2005)

e Herzog et al. (2006) usam um modelo de fator Gaussiano para obter a dinâmica da

riqueza, da média e da variância condicionais. Eles realizam uma otimização de portfólio

em que o investidor maximiza o objetivo média-variância enquanto mantém o VaR do

portfólio limitado a um valor específico. Nystrup, Madsen e Lindström (2018) usam o MPC

para otimizar dinamicamente um portfólio baseado em previsões de média e variância de

retornos financeiros de um modelo oculto de Markov com parâmetros variantes no tempo.

Goldshtein e Tsiotras (2017) consideraram o problema de controle ótimo de horizonte finito

de um sistema linear variante no tempo sujeito a distúrbios estocásticos e estado totalmente

observável, em que uma das metas é atingir uma covariância alvo no tempo final. Okamoto

e Tsiotras (2019) realizaram o primeiro trabalho com covariância restrita por probabilidade

de chance.

A motivação para se obter a média e a variância dos retornos dos ativos de risco

e da carteira no instante k +m foi dada por Yamada e Primbs (2012) e Primbs e Yamada

(2018). Nestes trabalhos, os autores usam a estratégia do MPC para resolver o problema de

portfólio ótimo dado pela média e variância condicionais. Usa-se um modelo autorregressivo

vetorial para prever o comportamento futuro dos spreads dos ativos de risco. Há resultados

que mostram, para a formulação adotada pelos autores, como são obtidas a média e a

variância dos retornos dos ativos de risco no horizonte de predição. Em seguida, esse

resultado deduzido é utilizado para obter a riqueza e a variância esperadas do portfólio no

horizonte de predição.

2.4.2 Conditional Value at Risk Multiperíodo

Conforme apresentado por Herzog (2005), ao definir o CVaR, em vez de calcular

uma política de controle ótima exata, soluciona-se o problema aproximado substituindo

a esperança por uma média amostral e a dinâmica verdadeira por um número finito de

cenários representativos. A aproximação por cenários não depende da dimensão das

variáveis de estado, mas do número de cenários que se deseja analisar. Como definido

anteriormente, nesta tese é considerado o CVaR que otimiza o risco no último instante

do horizonte de predição. Por isso, a função perda é definida considerando-se apenas o

instante k +m do horizonte de predição.



Capítulo 2. Fundamentacão Teórica 34

Para a construção dos cenários foi considerado o modelo autorregressivo vetorial

dado na Equação (9), o qual foi simulado por meio de um método de Monte Carlo. O

termo que envolve o erro do modelo impõe a condição de estocasticidade e, assim, a cada

simulação é possível obter um cenário distinto. Considera-se que um cenário denota uma

trajetória dos retornos dos ativos calculados no futuro. Como os ruídos e distúrbios são

descritos como variáveis aleatórias, segundo Heirung et al. (2018), o problema passa a se

enquadrar no âmbito do SMPC.

Trabalhos em que se usa o CVaR definido como uma medida de risco multiperíodo

estão presentes na literatura. Herzog (2005) aborda a aplicação do CVaR em otimização

de portfólio considerando duas classificações: o CVaR paramétrico, em que se usa uma

estratégia de controle subótima com a ideia do MPC determinístico, e o CVaR numérico,

em que se usa uma aproximação por programação estocástica para aproximação da

dinâmica do portfólio por um número finito de cenários, resolvendo-se, assim, o problema de

realimentação para a dinâmica aproximada. Em ambos os casos, a função perda associada

foi definida como o valor da riqueza com sinal negativo. No caso numérico, os cenários

foram gerados por um método de Monte Carlo e os resíduos observados foram calculados

empiricamente a partir da estimação do modelo. Esses resíduos foram usados num método

de autoinicialização para gerar os cenários. A otimização foi a maximização do retorno

subordinada à perda limite esperada do CVaR como restrição, e o intervalo de confiança da

definição do CVaR foi definido com β = 99%.

Bemporad, Puglia e Gabbriellini (2011) utilizaram o SMPC para tratar do problema de

cobertura dinâmica de opções com custos de transação. Eles também utilizaram a geração

de cenários dada por um método de Monte Carlo com a probabilidade de cada cenário

constante. A função perda foi o valor absoluto da diferença entre a riqueza do portfólio

em cada instante e a riqueza de um portfólio de investimentos almejado. Eles também

implementaram o CVaR com os cenários gerados por uma discretização da distribuição

gaussiana dos preços dos resíduos, no entanto, constataram que a formulação com 100

cenários gerados pelo método de Monte Carlo e 5 cenários da distribuição gaussiana levam

ao mesmo resultado. Por outro lado, com as simulações realizadas, puderam averiguar que,

com o aumento do número de cenários, diminui o valor do erro do rastreamento.

Chagas (2016) desenvolveu uma estratégia de otimização multiperíodo de média-

variância-CVaR considerando custos de transação e restrições regulamentares. A

abordagem multiperíodo que ele faz não é a mesma utilizada pelo MPC com o horizonte de

predição. Ele considera uma estratégia de alocação de ativos no longo prazo em que ocorre

rebalanceamento da carteira em alguns instantes de tempo intermediários no horizonte de

investimento. Ele constrói os cenários com base em árvores de cenários e, a partir delas,

realiza a otimização multiobjetivo para maximizar a riqueza esperada e minimizar a variância

e o CVaR. Esta otimização é realizada com o método ε− restrito. A variância e o CVaR são
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as funções das restrições do método.

Venkatasubramanian (2018) apresenta um método de penalidade para o SMPC

usando o CVaR como função de penalidade. Ela considera que o CVaR é conhecido como

a aproximação convexa mais firme das restrições de probabilidade, e por isso ele está

sendo adaptado do campo das finanças para outras áreas. Por outro lado, como uma

avaliação exata do valor esperado da função aleatória que define a função perda do CVaR é

impossível, ou proibitivamente cara, é necessário usar uma aproximação amostral. Por fim,

ela usa as funções riqueza, variância e CVaR esperados de Herzog (2005) aplicadas ao

método de penalidade desenvolvido, sendo a função penalidade dada pela soma do CVaR

de cada instante do horizonte de predição, e a média e a variância são levadas em conta

apenas no instante final.

2.5 Custos de transação

Custos de transação são comissões e outras taxas que devem ser pagas às

instituições financeiras que intermediam as negociações de compra e venda dos ativos.

Primbs (2019) define que os custos surgem principalmente por duas razões: comissão paga

à corretora que geralmente é um valor fixo que incide a cada operação, e um custo de

transação relacionado ao spread de compra e venda que geralmente é definido como uma

proporção do valor transacionado. O custo de transação proporcional é o tipo de custo mais

comum na literatura.

Como realçado por Nystrup, Madsen e Lindström (2018), custos de transação são

importantes quando compara-se o desempenho das estratégias estáticas e dinâmicas, pois

o rebalanceamento frequente pode contrabalancear o excesso de retorno potencial da

estratégia dinâmica. Com raciocínio semelhante, Calafiore (2009) justifica que quando as

características realísticas de custos de transação e outras restrições são adicionadas ao

modelo, a abordagem de um período não é equivalente à abordagem multiperíodo. Por isso,

a utilização de um modelo que explora totalmente a estrutura intertemporal do problema

pode apresentar vantagens. Essa virtude é exaltada por Primbs (2019), ao considerar que

uma das aplicações mais bem sucedidas do MPC é sua habilidade em incorporar os custos

de transação. Além disso, Calafiore (2009) afirma que problemas multiperíodo na presença

de custos de transação e restrições são em geral não tratáveis analiticamente pelas técnicas

convencionais empregadas no controle ótimo. Tal fato corrobora a motivação de se usarem

os métodos de otimização aplicados neste texto.

Nesta tese são usados os custos de transação proporcionais, isto é, a cada

rebalanceamento é descontada uma fração do montante transacionado para cada ativo

e o custo total é o somatório do custo implicado para cada ativo. Este valor pode ser

descontado diretamente na função riqueza esperada. Optou-se por utilizar apenas os custos
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proporcionais, não incluir os custos fixos, porque os custos fixos estão deixando de ser

aplicados. Conforme enfatizado por Macedo, Godinho e Alves (2017), hoje em dia, com o

advento dos aplicativos de negociação baseados na Internet e da competição feroz das

corretoras, os custos de negociação podem assumir porcentagens infinitesimais. No Brasil

a tendência em zerar as taxas fixas de corretagem e cobrar a taxa proporcional destinada à

custodiante já vem sendo adotada, como é o caso das corretoras Clear, Nuinvest, Rico e

Toro (CLEAR, 2021; NUINVEST, 2021; RICO, 2021; TORO, 2021) e da corretora Warren

(WARREN, 2021), que cobra taxas proporcionais de 0,5 a 0,7% a.a para o cliente investir

em carteiras selecionadas com base em objetivos e perfil do investidor.

2.6 Restrição de Cardinalidade

Markowitz (1952) mostrou que a diversidade de ativos no portfólio de investimento

contribui para reduzir o risco do portfólio. No entanto, agregar ativos numa quantidade sem

critérios não é uma prática recomendada, uma vez que a quantidade de ativos que compõem

uma carteira envolve custos, e monitorar uma carteira com muitos ativos torna-se uma tarefa

extremamente difícil. Por isso, ao tratar o problema de otimização de portfólios, um aspecto

importante para tornar o problema mais realista é a inclusão da restrição de cardinalidade.

A ideia é constituir uma carteira diversificada o suficiente para diluir o risco, mas cuja

quantidade de ativos seja razoável para seu gerenciamento prático. Matematicamente,

um limite mínimo de ativos garante a diversidade das carteiras selecionadas e um limite

máximo de ativos reduz os custos de monitoramento e rebalanceamento após o processo

de otimização. Desta forma, a restrição de cardinalidade consiste em limitar a quantidade

de ativos presentes no portfólio.

Cesarone et al. (2016) salientam que apesar da redução do risco de um portfólio

estar relacionada com a diversificação, este princípio não necessariamente se estende à

necessidade de investir em todos os ativos para obter o menor risco. E fornecem evidências

de que pequenos portfólios são suficientes para atingir a redução do risco in-sample com

respeito à variância e a algumas outras medidas de risco populares, além de serem muito

bons para desempenho out-of-sample. Nesta lógica, Mahapatra et al. (2019) constataram

que a variação do risco torna-se irrelevante em portfólios com tamanho superior a 20 ativos.

E mostram que o risco reduz gradualmente com o aumento da cardinalidade até que se

estabiliza. Comportamento também relatado por Hanaoka, Cardoso e Paiva (2016) e Brito,

Sebastião e Godinho (2019), que constataram que quando a cardinalidade aumenta, o risco

total do portfólio diminui gradualmente até certo nível. Após atingir este nível, aumentar

a cardinalidade produz reduções irrelevantes no risco. O próprio Markowitz já possuía

evidências dessas constatações, quando em (MARKOVITZ, 1959) considerou que apenas

uma redução limitada da variabilidade pode ser alcançada aumentando o número de ativos

em uma carteira.



Capítulo 2. Fundamentacão Teórica 37

No que se refere à quantidade de ativos no portfólio, Cesarone et al. (2016)

constataram que os menores riscos para os portfólios não requerem mais do que 15

ativos. Brito, Sebastião e Godinho (2019) concluíram, a partir da análise do índice de

Sharpe, que o melhor desempenho out-of-sample foi atingido com cardinalidades 14 e

15. Mendonça et al. (2020) utilizaram cardinalidades num intervalo entre três e 30, e

constataram que somente portfólios que possuíam até oito ativos apareceram na fronteira

não dominada. Portfólios com cardinalidades sete e oito ficaram numa região de menor

risco e menor retorno enquanto portfólios de cardinalidades três e quatro ficaram numa

região de maior retorno e maior risco. Chang, Yang e Chang (2009) analisaram um portfólio

com cardinalidades que variaram de 10 a 90 ativos em problemas de otimização de portfólio

considerando média-variância, semivariância e variância, e constataram que os portfólios

com cardinalidades menores ofereceram desempenho melhor. Num estudo investigativo que

considerou cardinalidade de 3 a 30 ativos, Hanaoka, Cardoso e Paiva (2016) constataram

que as cardinalidades 5 e 10 apresentaram bons resultados, os quais foram declinando

a partir de quinze ativos, culminando na carteira de 30 ativos com apenas retornos

negativos. Barroso et al. (2017) consideraram cardinalidade três, nove e 15 num universo

de 53 ativos. A cardinalidade nove conseguiu atingir os menores valores para o risco,

acarretando os menores retornos e, de forma oposta, a cardinalidade três atingiu os maiores

retornos, acompanhados dos maiores riscos. Para dados out-of-sample, constataram que

as cardinalidades 3, 9 e 15 apresentaram retorno cumulativo mais alto que o do Ibovespa, e

a cardinalidade 9 se destacou com relação ao portfólio ingênuo. O risco do portfólio para

cardinalidades 9 e 15 foi menor que o risco do Ibovespa e do portfólio ingênuo, enquanto

para cardinalidade 3 não foi obtido risco menor estatisticamente significante.

Considerando que o risco é afetado apenas marginalmente a partir de certa

cardinalidade, e que a maior cardinalidade aumenta os custos de transação e de

administração, além da complexidade de gerenciamento, Meng e Zhou (2019) enfatizam

que não é aconselhável ter uma quantidade excessiva de ativos num portfólio. Concomitante

a isso, Cesarone et al. (2016) elencam muitas razões para preferir portfólios pequenos em

detrimento dos maiores, dentre as quais destacam-se:

• É infactível para pequenos investidores manter grandes portfólios.

• Para grandes investidores é necessário identificar o limite em que os custos excedem

o benefícios da redução do risco.

• Além do custo monetário em manter um portfólio grande, há o custo de desempenho

em monitorar as informações de tantas empresas.

• Portfólios pequenos parecem apresentar menores erros de estimativa para variância

e covariância.

Além disso, Graham e Craven (2020) reiteram que para pequenas cardinalidades

e grandes números de ativos os problemas de otimização de portfólio que representam
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condições realísticas são NP-difíceis. Problemas com este nível de dificuldade podem ser

eficientemente aproximados usando metaheurísticas tais como algoritmos evolucionários.

Pequenas cardinalidades tipicamente resultam em alto custo computacional para algoritmos

evolucionários devido à dificuldade de encontrar “boas” soluções, indicando que um método

alternativo pode ser mais adequado para estes casos. Moral-Escudero, Ruiz-Torrubiano e

Suárez (2006) provaram que o problema de otimização inteira mista média-variância de

Markowitz é NP-difícil.

Adicionar restrições realísticas tais como cardinalidade torna o problema de

otimização de portfólio NP-difícil (LI et al., 2020). Kaucic (2019) ressalta que obter a fronteira

eficiente completa torna-se computacionalmente desafiador quando trata-se do problema

média-variância de Markowitz com a restrição de cardinalidade. Ele classifica os métodos

para resolver este problema em duas classes: a primeira classe constituída de métodos

exatos que fornecem a solução ótima, mas que quando o tamanho do problema cresce

exige um tempo computacional proibitivo. A segunda classe é constituída por abordagens

heurísticas, que garantem a identificação de boas soluções, algumas vezes ótimas, mesmo

para instâncias de tamanho grande num tempo razoável. Contudo, Zhou et al. (2019)

afirmam que o problema de otimização restrito a vários tamanhos de cardinalidade tem

recebido pouca atenção e salientam que resolver este tipo de problema ainda é muito

recente e há motivação para mais estudos.

No âmbito da definição numérica, Mansini et al. (2015) definem a restrição de

cardinalidade por meio de uma restrição de desigualdade, em que o número de ativos

selecionados não pode ser inferior nem superior a limites pré-definidos Kinf e Ksup,

respectivamente. Suponha que a carteira seja definida por (u1,⋯,un,un+1), em que

ui, i = 1,⋯,n + 1 é o montante de dinheiro investido em cada ativo. A cardinalidade do

portfólio é definida por
n+1

∑
j=1

zj , em que zj é uma variável auxiliar usada para contar o número

de ativos no portfólio:

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

zj = 1, se uj > 0, j = 1,⋯, n + 1

zj = 0, se uj = 0, j = 1,⋯, n + 1
.

Desta forma, a restrição de desigualdade é dada por,

Kinf ≤
n+1

∑
j=1

zj ≤Ksup, (6)

Para o caso particular em que Kinf = Ksup = K, a Equação (6) reduz-se a uma

restrição de igualdade:

n+1

∑
j=1

zj =K.
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Neste trabalho a restrição de cardinalidade será tratada diretamente nos operadores

geração da população inicial, cruzamento e mutação do algoritmo genético (tanto no

algoritmo mono-objetivo quanto no algoritmo multiobjetivo), conforme definido em (DEB et

al., 2011).

2.7 Otimização Multiobjetivo

Um problema de otimização multiobjetivo é definido por um conjunto de funções

objetivo que devem ser otimizadas (maximizadas ou minimizadas) simultaneamente (DEB,

2001). As soluções obtidas devem satisfazer as restrições do problema. Como o interesse

é a busca das soluções ótimas, e arg max
x

f(x) = arg min
x

[−f(x)], o problema pode ser

restrito apenas ao processo de minimização.

De forma geral, um problema de otimização multiobjetivo com p objetivos pode ser

formulado como:

x∗ = arg min
x

f(x) (7)

s.a ∶ g1(x) ≤ 0,⋯, gR(x) ≤ 0

sendo cada gi ∶ Rn → R uma função de restrição. A função multiobjetivo f é definida pela

função vetorial:

f ∶ Rn Ð→ Rp

x ↦ f(x) = (f1(x),⋯,fp(x))

em que cada fi ∶ Rn → R, i = 1,⋯, p é um objetivo. O conjunto factível do problema é

definido como X = {x∣gi(x) ≤ 0, i = 1,⋯,R}. Note que se p = 1, o problema (7) torna-se

mono-objetivo, e pode ser resolvido pelos métodos apropriados. Neste trabalho, é assumido

p ≥ 2.

Na otimização multiobjetivo, geralmente os objetivos são conflitantes7, isto é, para

diminuir o valor de um objetivo necessariamente aumenta-se o valor de outro. Por isso, a

solução ótima de uma função objetivo não coincide com as soluções ótimas das outras

funções objetivo. Tendo em vista solucionar esse impasse é necessário definir o conceito

de dominância que irá lançar luz sobre como definem-se as melhores soluções de um

problema multiobjetivo. A dominância entre duas soluções é definida por Talbi (2009):

Definição 2.7.1. Diz-se que uma solução s1, com vetor de funções objetivo u = {u1,u2,⋯,up},

é melhor que outra solução s2, com vetor de funções objetivo v = {v1,v2,⋯,vp}, se u domina

v (u ≺ v), ou seja, nenhuma função objetivo de v possui valor menor que seu respectivo
7 A otimização multiobjetivo é o processo de otimizar simultaneamente múltiplos objetivos que podem ser

complementares, conflitantes ou independentes (MOFFAERT; DRUGAN; NOWÉ, 2013).
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valor em u e, além disso, pelo menos para um objetivo, o valor da função objetivo de u é

menor que o de v. Formalmente, ∀i ∈ {1,⋯, p}: ui ≤ vi ∧ ∃i ∈ {1,⋯, p} ∶ ui < vi.

Uma solução Pareto ótima é uma solução x∗ ∈ X tal que nenhuma outra solução

de X a domine, X representa o conjunto de soluções factíveis associadas com as

restrições de igualdade e desigualdade e os limites explícitos. O conjunto de todas as

soluções Pareto ótimas contitui o conjunto Pareto ótimo, que pode ser definido como

P ∗ = {x∗ ∈ X ∶ ∀x ∈ X,f(x) ⊀ f(x∗)}. Em suma, de acordo com Talbi (2009), o objetivo

fundamental da otimização multiobjetivo consiste em determinar o conjunto Pareto ótimo,

bem como a imagem desse conjunto pela função objetivo, que é a Fronteira de Pareto,

definida como FP ∗ = {f(x∗) ∶ x∗ ∈ P ∗}.

Figura 5 – Fronteira de Pareto e soluções não dominadas.

Fonte: Adaptado de (SOMMA, 2016)

A Figura 5 mostra soluções de um problema com dois objetivos. É possível observar

a fronteira de Pareto, os pontos Pareto ótimos (sobre a fronteira) e os pontos dominados.

Note que para cada solução dominada existe pelo menos um quadrado sobre a fronteira que

possui valores de f1 e f2 menores que os seus. Observe que os pontos sobre a fronteira

são não dominados, isto é, não é possível definir entre eles qual é o melhor, ou seja, os

pontos pertencentes à fronteira de Pareto são incomparáveis entre si.

2.8 Algoritmos genéticos

Os algoritmos genéticos são algoritmos baseados no princípio de Darwin para a

evolução das espécies que leva em consideração “o mais apto a sobreviver” na natureza. Foi

inicialmente proposto por Holland et al. (1975), mas rapidamente as técnicas da computação

evolucionária tomaram corpo e se alastraram, ganhando força nos dias atuais. Segundo
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Hanaoka (2014), estes algoritmos são implementados com operadores genéticos que tratam

indivíduos como possíveis soluções do problema e, por meio de técnicas de diversificação

(mutação e cruzamento), técnicas de seleção que se baseiam no valor da função objetivo

para classificar os indivíduos quanto a sua aptidão e, com esta classificação (aptidão),

decidem quais indivíduos têm mais chances de compor a próxima geração (iteração). Há

uma grande variedade de algoritmos genéticos que se baseiam em mecanismos diferentes

para definir como ocorrem os processos de seleção, aptidão, mutação e cruzamento.

Conforme elucidado por Li et al. (2020), apesar dos algoritmos genéticos não garantirem

soluções globais, eles mantêm uma superioridade posto que podem obter soluções de alta

qualidade perto de ótimas usando menos tempo computacional.

No que tange à otimização de portfólio, os algoritmos genéticos são

reconhecidamente uma técnica poderosa que vêm desempenhando um papel significativo

(TOLLO; ROLI, 2008; GASPERO et al., 2011; MITTAL; SRIVASTAVA, 2021). Parte desse

reconhecimento deve-se ao fato de que algoritmos genéticos não requerem nenhuma

informação a priori sobre a função objetivo e também não requerem uma função objetivo

contínua ou diferenciável (KONSTANTINOU; TZANETOS; DOUNIAS, 2020). Devido à

sua fácil aplicabilidade, diferentes algoritmos genéticos já foram projetados para atender

aos mais variados modelos de otimização de portfólio (DAI; QIN, 2021). Em particular,

mostraram-se efetivos e vastamente utilizados para resolver problemas de seleção de

portfólio envolvendo custos de transação e restrição de cardinalidade utilizando-se a

medida de risco CVaR (DAI; QIN, 2021). Diferentes utilizações dos algoritmos genéticos

na otimização de portfólios podem ser conferidas em (CHANG; YANG; CHANG, 2009;

BEVILACQUA; PACELLI; SALADINO, 2011; GUENNOUN; HAMZA et al., 2012; LIN, 2012;

CHEN; LU; LIN, 2020).

As justificativas acima corroboram o fato que a inclusão da restrição de cardinalidade

torna o problema de otimização de portfólio NP-difícil, o que pode levar a um tempo

proibitivo quando resolvido por métodos exatos. Como os algoritmos genéticos são aptos

para lidar com esse tipo de problema e apresentam soluções de boa qualidade com tempo

computacional hábil, eles foram selecionados para realizar as otimizações deste trabalho.

2.8.1 NSGA-II

Como visto anteriormente, ao resolver um problema de otimização multiobjetivo, o

interesse é obter soluções factíveis e não dominadas. Neste contexto, Deb et al. (2011)

ressaltam que não pode existir o princípio de encontrar uma solução que seja ótima para

apenas um objetivo, uma vez que esta solução tem um compromisso com os demais

objetivos. Por isso, há duas metas ao lidar com a otimização multiobjetivo:

Meta 1: Encontrar um conjunto de soluções que pertençam à fronteira de Pareto.

Meta 2: Encontrar um conjunto de soluções que são diversas o suficiente para representar
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o traço completo da fronteira de Pareto.

O algoritmo NSGA-II, proposto por Deb et al. (2002), é um algoritmo genético que

tem apresentado ótimo desempenho no tratamento de problemas de otimização de carteiras

de investimento. A principal característica do algoritmo NSGA-II é a estratégia utilizada para

fazer a classificação (ordenamento) das soluções, que leva em consideração exatamente as

metas 1 e 2 para realizar este ordenamento. Mais precisamente, é gerada uma população

inicial (de forma aleatória). Os indivíduos desta população são classificados da seguinte

maneira:

• Os indivíduos são divididos em fronteira de dominância:

– são construídos conjuntos de indivíduos dominados por nenhum indivíduo, por

um, por dois e assim por diante.

• A seleção é realizada a partir de um torneio em que são selecionados dois indivíduos:

– se os indivíduos pertencerem a fronteiras diferentes, o indivíduo que é dominado

por menos indivíduos, ou seja, que pertence a uma fronteira de menos

dominância, vence o torneio;

– se os indivíduos selecionados pertecerem à mesma fronteira de dominância, o

vencedor é aquele que apresenta a maior distância de aglomeração (meio pelo

qual o algoritmo avalia a densidade de soluções), visando proporcionar maior

diversidade na fronteira obtida.

Em seguida, aqueles indivíduos selecionados sofrem o processo de cruzamento

e mutação (a serem definidos pelo usuário). Os indivíduos oriundos deste processo são

chamados filhos e os indivíduos da antiga população são chamados pais. O próximo passo

é juntar a população de pais e filhos e fazer novamente a classificação com relação à

fronteira de dominância e distância de aglomeração, a fim de que sejam selecionados

os indivíduos da próxima geração. O processo se repete até que seja atingido o critério

de parada. Os indivíduos que compõem a população da última geração constituirão as

soluções da fronteira com melhor resultado ao término do algoritmo. A Figura 6 apresenta o

fluxograma detalhado desse algoritmo.

2.8.2 Medidas de Desempenho

Por se tratar de otimização multiobjetivo, não é possível comparar as soluções

obtidas com base nos valores de suas funções objetivo diretamente, uma vez que o

resultado da otimização é uma fronteira de soluções ótimas. O que pode ser avaliado é a

qualidade da fronteira obtida: pretende-se que ela seja próxima da fronteira Pareto ótima

e que as soluções estejam bem espalhadas de forma a oferecer uma boa cobertura da

fronteira, conforme a expectativa ilustrada na Figura 7.

Para esta avaliação, são usadas medidas de desempenho que conseguem mensurar
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Figura 6 – Passo a passo do algoritmo NSGA-II.

Fonte: Adaptado de (FERREIRA, 2018)

Figura 7 – Expectativa de convergência e diversidade que pretende-se alcançar.

Fonte: Adaptado de (DEB, 2001)

essas características. Neste trabalho serão utilizadas métrica do hipervolume e a métrica

delta. A métrica do hipervolume mede tanto a cobertura quanto o espalhamento das

soluções na fronteira. O métrica do hipervolume foi definida por Zitzler e Thiele (1999),

e leva em conta o tamanho do espaço de objetivos que é coberto pelas soluções não

dominadas. A vantagem desta medida é que cada algoritmo ou modelo que seja o foco do

estudo pode ser avaliado individualmente, sendo possível comparar os resultados usando a
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relação de cobertura.

Para se obter o valor do hipervolume, sejam S o conjunto de soluções não dominadas

gerado por um algoritmo multiobjetivo, R um ponto de referência, dominado por todas as

soluções de S, e vi o hipervolume formado pelo espaço dominado pela solução Si ∈ S,

tendo os valores de R como limite. Conforme consta em (ÁLVAREZ; RISCO-MARTÍN;

COLMENAR, 2016), o hipervolume é o volume da união dos hipercubos vi para todas as

soluções Si, como descrito abaixo:

Hipervolume(S,R) =
∣S∣
⋃
i=1

vi

A Figura 8 apresenta um exemplo de fronteira Pareto ótima (curva contínua),

o conjunto de soluções obtidas por um algoritmo de otimização multiobjetivo (círculos

sombreados e não sombreados), o conjunto de soluções não dominadas (círculos

sombreados) que formam a fronteira de Pareto e o conjunto de soluções dominadas

(círculos não sombreados) para um problema de dois objetivos f1 e f2 a serem minimizados.

R é um ponto dominado por todas as soluções que define os limites dos hipercubos. Por

haver apenas duas funções objetivo, o hipercubo formado por cada solução i é um retângulo,

e o valor do hipervolume é a área do espaço formado pela união desses retângulos (área

cinza). Quanto mais próximas da fronteira Pareto ótima e mais uniformemente distribuídas

estiverem as soluções da fronteira, maior será o hipervolume.

Figura 8 – Ilustração num espaço de dois objetivos do conceito de dominância, fronteira
Pareto Ótima e hipervolume.

Fonte: Adaptado de (ÁLVAREZ; RISCO-MARTÍN; COLMENAR, 2016)

A métrica ∆ (Delta) foi proposta por (DEB et al., 2002) e mede a diversidade das

soluções não dominadas da fronteira obtida por um algoritmo multiobjetivo. A diversidade

é medida a partir do espalhamento e da dispersão dessas soluções ao longo da fronteira.
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Fronteiras com boa diversidade apresentam soluções extremas mais distantes e distribuição

das soluções intermediárias uniforme, de forma que ao se calcular a diferença de cada

solução em relação à média (para cada objetivo) obtém-se valores próximos a zero. Assim,

quanto mais próximo a zero for o valor da métrica ∆, mais dispersas estão as soluções e

mais representativa é a fronteira em análise.

Para determinar o valor dessa métrica para um conjunto de soluções, deve-se

ordenar essas soluções considerando alguma função objetivo. Assim, define-se di como a

distância Euclidiana entre as soluções consecutivas de S, e d como a média dos valores de

di, ∀i ∈ {1,⋯,∣S∣ − 1}. Desta forma, a métrica é definida por (DEB et al., 2002)

∆(S) =
∣S∣−1

∑
i=1

di − d

∣S∣ − 1
.

2.9 MPC Multiobjetivo

O MPC como uma estratégia de controle dinâmica, que altera a ação de controle

aplicada ao sistema em cada instante, precisa de uma atenção especial na transição para a

versão multiobjetivo. Núñez et al. (2014) destaca que os métodos para o MPC multiobjeivo

podem ser classificados em dois grupos:

• Os métodos mais comuns são aqueles baseados (a priori) numa escalarização. Estes

métodos são excessivamente rígidos, no sentido de que mudanças nas preferências

do controlador não podem ser facilmente consideradas. Dentre esses métodos,

algumas formulações são baseadas em priorizações e algumas em atingir metas. O

mais frequentemente usado na literatura do MPC é a estratégia da soma ponderada.

• A segunda família de soluções é baseada na geração e seleção de pontos Pareto

ótimos, que permitem ao controlador obter soluções que nunca são exploradas sobre

um esquema de controle preditivo mono-objetivo, em que somente uma solução

é obtida. A informação adicional (do conjunto Pareto ótimo) é um suporte para

o controlador buscar decisões mais adequadas ao perfil do investidor, visando a

elaboração da carteira.

Embora a estratégia da soma ponderada (escalarização) seja o método mais usado

na literatura de MPC, há fortes críticas a ela. Por exemplo, Flores-Tlacuahuac, Morales

e Rivera-Toledo (2012) argumentam que a soma ponderada não é a melhor maneira de

se resolver problemas multiobjetivo devido à atribuição de valores numéricos aos pesos

seguir critérios não padronizados. Para Núñez et al. (2014), a característica multiobjetivo

dá mais flexibilidade ao controlador quando tomadas de decisão para o problema a ser

resolvido se tornam mais difíceis. Por sua vez, Peitz e Dellnitz (2018), afirmam que os

algoritmos evolucionários são as escolhas mais utilizadas hoje em dia para resolver

problemas multiobjetivo.
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A estratégia do MPC multiobjetivo (MPC-MO) utilizada neste trabalho foi inspirada

em (NÚÑEZ et al., 2014) e considera o contexto de minimização. A solução do problema

MPC-MO é o conjunto de sequência de sinais de ações de controle não dominada, o

conjunto Pareto ótimo. Um exemplo de sequência pertencente a este conjunto é dado

por U∗(k) = (u(k),⋯,u(k +m − 1), em que m é o comprimento do horizonte de predição,

e u(k + j), j = 0,⋯,m − 1 é a ação de controle do horizonte de predição j = 0,⋯,m − 1.

Matematicamente, se J(U(k)) = [J1(U(k)),⋯, Jp(U(k))]T é uma função vetorial com p

objetivos a serem otimizados, uma sequência U q(k) = (uq(k),⋯, uq(k +m − 1)) é dita ser

Pareto ótimo se, e somente se, não existe outra sequência de sinais de ações de controle

U(k) tal que:

(i) Ji(U(k)) ≤ Ji(U q(k)), i = 1,⋯, p;

(ii) Ji(U(k)) < Ji(U q(k)), para pelo menos um i ∈ {1,⋯, p}.

A fronteira de Pareto é construída como a imagem das soluções não dominadas

deste problema. As soluções de Pareto são dadas por P = {U1(k),⋯,U v(k)}. Das soluções

de Pareto, somente um ponto é selecionado como sinal da ação de controle, digamos

U i(k) = (ui(k),⋯, ui(k+m−1)), e deste ponto, somente a primeira ação de controle, ui(k),

é aplicada ao sistema. O processo se repete sucessivamente até que o critério de parada

seja atingido.
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3 Arcabouço matemático e

computacional proposto

Neste capítulo são firmadas as contribuições teóricas acerca da formulação da

variância multiperíodo para o modelo de negociação de ativos de risco definido em montante

de dinheiro. Esta formulação havia sido proposta por Primbs e Yamada (2018) para o

contexto de derivativos. Uma reformulação foi realizada para caracterizar a variância

multiperíodo no contexto de ativos financeiros e é uma das contribuições deste trabalho.

É dada uma síntese de como ocorre a “junção” do conhecimento teórico apresentado no

Capítulo 2 com as abordagens propostas para a estratégia do MPC aplicado ao problema

de otimização de portfólios. São dadas as formulações dos problemas de otimização e as

restrições. Os problemas são propostos em duas categorias:

• Na Seção 3.4 são propostos problemas de otimização mono-objetivo da riqueza

esperada e das medidas de risco.

• Na Seção 3.5 são propostos problemas de otimização multiobjetivo que visam

maximizar a riqueza e minimizar o risco esperado.

Neste capítulo também encontram-se as contribuições práticas dadas pelas

propostas dos algoritmos genéticos mono e multiobjetivo e do MPC multiobjetivo para o

problema de seleção de portfólios de investimentos. Foram propostos operadores genéticos

para lidarem especificamente com a questão do horizonte de predição, respeitando-se as

carteiras de investimentos que são dadas para cada instante do horizonte de predição. Estes

operadores haviam sido propostos no contexto de otimização de um único período (DEB et

al., 2011), por isso, a proposta para lidar com otimização multiperíodo é uma contribuição

deste trabalho. Pelo melhor do nosso conhecimento, o MPC multiobjetivo para lidar com

o problema de seleção de portfólio ainda não havia sido proposto, por isso, constitui uma

contribuição deste trabalho.

3.1 Formulação matemática da variância multiperíodo

A seguir é dado o detalhamento para a formulação da média e da variância dos

retornos e da carteira no horizonte de predição. Esta formulação da média e da variância

dos retornos foi inspirada em (PRIMBS; YAMADA, 2018). Ressalta-se que Primbs e Yamada

(2018) consideraram um problema de pairs trading para negociação de derivativos. As

demonstrações desta seção referem-se à negociação individual de ativos e constitui uma

contribuição deste trabalho.



Capítulo 3. Arcabouço matemático e computacional proposto 48

3.1.1 Definição da equação dinâmica da riqueza

Seja um portfólio com n ativos de risco e um ativo livre de risco. Para a formulação

matemática da equação dinâmica da riqueza que rege este portfólio considere:

• a quantidade de dinheiro investido no i-ésimo ativo de risco no instante k: ui(k), i =

1,2,⋯, n;

• o montante de dinheiro investido no ativo livre de risco que rende juros compostos a

uma taxa r0: un+1(k);

• o retorno do ativo i no instante k: ηi(k), i = 1,⋯, n.

O modelo de riqueza é dado por

w(k) =
n+1

∑
i=1

ui(k).

A riqueza no instante de tempo k + 1 é

w(k + 1) =
n+1

∑
i=1

[1 +Ri(k + 1)]ui(k), R(k + 1) = [η1(k + 1),⋯, ηn(k + 1), r0]
T
(n+1)×1

=
n+1

∑
i=1

ui(k) +
n+1

∑
i=1

Ri(k + 1)ui(k)

= w(k) +
n+1

∑
i=1

Ri(k + 1)ui(k)

Sendo assim, a riqueza no instante de tempo k + 1 pode ser dada em termos da

riqueza no instante de tempo k e dos retornos previstos para o instante de tempo k + 1.

w(k + 1) = w(k) +RT (k + 1)u(k), u(k) = [u1(k),⋯, un(k), un+1(k)]
T
(n+1)×1. (8)

Modelo Autorregressivo Vetorial dos Retornos

Assume-se que o processo dos retornos dos ativos de risco segue o modelo

multivariado VAR(1) (modelo autorregressivo vetorial de ordem 1)1

η(k + 1) = ν +A1η(k) + e(k + 1), (9)

em que, A1 é a matriz de coeficientes (n × n), ν = (In −A1)µ é um vetor n × 1 de termos

interceptos, µ = E[η(k)], e e(k+1) é um ruído branco n-dimensional, isto é, E[e(k+1)] = 0,

E[e(k + 1)eT (k + 1)] = σ2 e E[e(k + i)eT (k + j)] = 0 para i ≠ j. A matriz de covariância σ2

é assumida ser não singular.

Conforme sugerido por Dombrovskii e Obedko (2017), estima-se µ a partir da média

dos N últimos dias da série histórica.
1 Chama-se atenção para a nomenclatura Value at Risk (VaR) e Modelo autorregressivo vetorial (VAR).
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Média e Variância dos Retornos

Os resultados a seguir constituem uma reformulação dos resultados apresentados

em Primbs e Yamada (2018). Esta nova versão é adaptada para as variáveis e o problema

abordado, constituindo uma das contribuições teóricas deste trabalho.

Lema 3.1.1. Considere o modelo autorregressivo vetorial de ordem 1 dado pela Equação

(9). Definem-se a média condicional e a matriz de covariância como

η(k +m) = E[η(k +m)] e Ση
k,(i,j) = E[(η(k + i) − η(k + i))(η(k + j) − η(k + j))T ].

A média condicional e a matriz de covariância satisfazem

η(k +m) = Am1 η(k) +
m−1

∑
j=0

Aj1ν

e

Ση
k,(i,j) =

i−1

∑
l=0

A
2i−2(l+1)
1 Σe,

em que, Σe = E[e(k + l + 1)eT (k + l + 1)] é a matriz de covariância de e(k + l) para qualquer

l > 0.

Demonstração:

• Média: Para demonstrar o valor esperado do retorno no instante de tempo k + i,

aplicamos o operador esperança à Equação (9) e obtemos:

η(k + 1) = ν +A1η(k), η(k) = η(k). (10)

A média é obtida por iteração recursiva da Equação (10):

η(k + 2) = ν +A1η(k + 1) = ν +A1(ν +A1η(k)) = ν +A1ν +A
2
1η(k)

η(k + 3) = ν +A1η(k + 2) = ν +A1(ν +A1ν +A
2
1η(k)) = ν +A1ν +A

2
1ν +A

3
1η(k)

⋮

η(k +m) = Am1 η(k) +
m−1

∑
j=0

Aj1ν

Portanto, a média dos retornos é dada por

η(k +m) = Am1 η(k) +
m−1

∑
j=0

Aj1ν (11)

Antes de iniciarmos a próxima etapa, note que, se iterarmos diretamente a Equação

(9), obtemos:

η(k +m) = Am1 η(k) +
m−1

∑
j=0

[Aj1ν +A
m−j−1
1 e(k + j + 1)] . (12)
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• Covariância: Seja

η̃(k +m) = η(k +m) − η(k +m).

Logo,

η̃(k +m) = η(k +m) − η(k +m)

(11)e(12)
=

m−1

∑
j=0

Aj1ν +
m−1

∑
j=0

Am−j−1
1 e(k + j + 1) +Am1 η(k) − [Am1 η(k) +

m−1

∑
j=0

νAj1]

=
m−1

∑
j=0

Am−j−1
1 e(k + j + 1).

Pela definição de covariância, temos:

Ση
k,(i,j) = E[η̃(k + i)η̃T (k + j)]

= E

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

i−1

∑
l1=0

Ai−l1−1
1 e(k + l1 + 1)(

j−1

∑
l2=0

Aj−l2−1
1 e(k + l2 + 1))

T⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=
i−1

∑
l1=0

j−1

∑
l2=0

Ai−l1−1
1 E [e(k + l1 + 1)eT (k + l2 + 1)(Aj−l2−1

1 )T ] .

Como e(k + l1 + 1) e e(k + l2 + 1) são não correlacionados para l1 ≠ l2, a covariância

se reduz a

Ση
k,(i,j) = E[η̃(k + i)η̃T (k + j)] =

i−1

∑
l=0

Ai−l−1
1 E [e(k + l + 1)eT (k + l + 1)] (Ai−l−1

1 )T .

Lema 3.1.2. A matriz de covariância condicional, quando consideram-se os ativos de risco

e o ativo livre de risco, é dada por Σ
η

k,(i,j) =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

Ση
k,(i,j) 0n×1

01×n 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Demonstração:

• R(k + j) = [η1(k + j),⋯,ηn(k + j),r0]
T
(n+1)×1

• R(k + j) = [η1(k + j),⋯,ηn(k + j),r0]
T
(n+1)×1

R̃(k + j) = R(k + j) −R(k + j)

= [η1(k + j) − η1(k + j),⋯,ηn(k + j) − ηn(k + j),r0 − r0]

= [η̃1(k + j),⋯,η̃n(k + j),0]

= [η̃(k + j),0], η̃(k + j) = [η̃1(k + j),⋯,η̃n(k + j)].

Logo,
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Σ
η

k,(i,j) = E[R̃(k + i)R̃T (k + j)] = E{[η̃(k + i),0][η̃(k + j),0]T}

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

E[η̃(k + i)η̃T (k + j)] 0n×1

01×n 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

Ση
k,(i,j) 0n×1

01×n 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

sendo Ση
k,(i,j) definida no Lema 3.1.1.

Média e Variância da Riqueza Esperada

A seguir são dadas as fórmulas explícitas para a média e a variância da riqueza

predita no instante de tempo k +m, que aparecem na função objetivo do problema de

otimização de média-variância condicional tratado no MPC. Os resultados a seguir também

são uma adaptação do trabalho de Primbs e Yamada (2018) conforme as variáveis e

definições do problema abordado neste trabalho.

Proposição 3.1.1. As fórmulas para a média e a variância condicional da riqueza no instante

de tempo k +m são dadas por

E[w(k +m)] = w(k) +
m−1

∑
j=0

(E[RT (k + j + 1)]U(k + j)) (13)

e

V ar[w(k +m)] =
m−1

∑
j=0

m−1

∑
i=0

(UT (k + i)Σ
η

k,(i,j)U(k + j)) , (14)

em que Σ
η

k,(i,j) é definida no Lema 3.1.2

Demonstração:

• Média: Aplicando o operador esperança à Equação (8), temos

E[w(k + 1)] = E[w(k)] +E[RT (k + 1)]u(k).

Como E[w(k)] = w(k), pois trata-se do instante de tempo presente, segue-se que

E[w(k + 1)] = w(k) +E[RT (k + 1)]u(k). (15)

A riqueza esperada no instante de tempo k +m é obtida da iteração recursiva da

Equação (15):

E[w(k +m)] = w(k) +
m−1

∑
j=0

(E[RT (k + j + 1)]U(k + j)) ,

em que, U(k + j) = [u(k),⋯,u(k + j)], j = 0,⋯,m − 1, sendo u(k + j), j = 0,⋯,m − 1 a

ação de controle do horizonte de predição j = 0,⋯,m − 1.
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• Variância: Para determinar a equação da variância condicional, definimos

w̃(i) = w(i) −E[w(i)], η̃(i) = η(i) −E[η(i)],

em que i é um instante de tempo.

Com esta notação, obtemos da Equação (8) que

w̃(k + 1) = w̃(k) + R̃T (k + 1)U(k). (16)

Iterando diretamente a Equação (16), temos

w̃(k + 2) = w̃(k + 1) + R̃T (k + 2)U(k + 1)

= w̃(k) + R̃T (k + 1)U(k) + R̃T (k + 2)U(k + 1)

w̃(k + 3) = w̃(k + 2) + R̃T (k + 3)U(k + 2)

⋮

w̃(k +m) = w̃(k) +
m−1

∑
j=0

(R̃T (k + j + 1)U(k + j))

Note que

w̃(k) = w(k) −E[w(k)] = w(k) −w(k) = 0,

pois o valor esperado de w(k) é o próprio w(k), devido ao instante k ser o instante

atual.

Portanto,

w̃(k +m) =
m−1

∑
j=0

(R̃T (k + j + 1)U(k + j)) . (17)

A Equação (17) nos permite calcular a variância de w(k +m):

V ar[w(k +m)] = E[w̃T (k +m)w̃(k +m)]

= E

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

(
m−1

∑
j=0

(R̃T (k + j + 1)U(k + j)))

T

(
m−1

∑
j=0

(R̃T (k + j + 1)U(k + j)))

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=
m−1

∑
j=0

UT (k + j)E [R̃(k + j + 1)]
m−1

∑
j=0

E [R̃T (k + j + 1)]U(k + j)

=
m−1

∑
j=0

m−1

∑
i=0

UT (k + i)E [R̃(k + i + 1)R̃T (k + j + 1)]U(k + j)

=
m−1

∑
j=0

m−1

∑
i=0

UT (k + i)Σ
η

k,(i,j)U(k + j)

em que Σ
η

k,(i,j) é definida no Lema 3.1.2. Note que a variância da carteira depende

da multiplicação de U(k + i) e U(k + j). Portanto, essa multiplicação codifica um

entrelaçamento entre as variáveis de decisão em instantes de tempo distintos, o que

configura um problema verdadeiramente multiperíodo.
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3.2 O mecanismo do MPC na otimização de portfólios de

investimentos

Pode-se dizer que o presente trabalho de pesquisa se insere na área de Finanças

Quantitativas utilizando-se as ferramentas de otimização e o MPC.

Figura 9 – Diagrama de blocos do MPC.

De forma sintetizada, a Figura 9 descreve a integração de todos os componentes

envolvidos neste modelo por meio de um diagrama de blocos da metodologia do MPC num

instante de tempo k. Inicialmente é efetuado um aporte inicial no portfólio que configura a

riqueza atual no primeiro instante de tempo e, em seguida ocorre um processo interativo

definido por cada bloco:

Bloco “Modelo autorregressivo vetorial”: é responsável pela previsão do retorno dos

ativos de risco ao longo do horizonte de predição, dado o instante atual k. A média

dos retornos presente no modelo autorregressivo é calculada utilizando a base de

dados dos retornos dos ativos no intervalo de tempo [k − N,k]: η(k − N),⋯, η(k).

Esta média é atualizada pela janela deslizante dos retornos em cada instante de

tempo k. Em cada instante de tempo o modelo autorregressivo vetorial é submetido a

um treinamento para que sejam estimados os seus parâmetros. Com os parâmetros

definidos, utiliza-se a Equação (11) para obter os valores estimados no intervalo de

tempo [k + 1, k +m]: η(k + 1),⋯, η(k +m).
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Bloco “MPC”: utilizando como entrada os valores estimados para os retornos dos ativos

de risco, η(k + 1),⋯, η(k +m), o retorno do ativo livre de risco e a riqueza atual w(k),

o bloco MPC entra num processo iterativo e recorrente em que as funções objetivo e

as restrições, tendo como base as variáveis do modelo dinâmico da riqueza (Equação

8), são otimizadas. É neste momento que são utilizados os algoritmos genéticos

propostos na Seção 3.6. Ao fim desse processo, é obtida a sequência de ações

de controle ótima U(k∣k) = [u(k∣k),u(k + 1∣k),⋯,u(k +m − 1∣k)], da qual somente a

primeira ação de controle, u(k), é aplicada ao sistema.

Bloco “Medição da Riqueza”: Após aplicar a ação de controle u(k), pelo mecanismo da

janela deslizante, o retorno dos ativos no instante de tempo k é revelado. Utilizando a

equação dinâmica do modelo e este valor de retorno, mede-se o valor real da riqueza

w(k + 1). Esse valor w(k + 1) realimenta o sistema, pois será utilizado como estado

atual da riqueza no instante de tempo k + 1. Convém frisar que é justamente essa

realimentação decorrente do uso da janela deslizante que faz com que se tenha um

sistema de controle em malha fechada. Desta forma, é concluído o processo do MPC

para o instante de tempo k.

Para iniciar o processo do próximo instante de tempo, há uma atualização da base de dados

com o valor mais recente dos retornos dos ativos, a janela da base de dados é deslizada

de forma a excluir os retornos do instante de tempo mais antigo e a incluir os retornos do

instante de tempo mais recente. A riqueza atual é atualizada com o valor da riqueza obtida

no instante anterior. Com as variáveis de entrada atualizadas, inicia-se uma nova iteração

do diagrama.

3.3 Formulação Matemática das Restrições

As restrições referem-se ao limite de dinheiro que pode ser investido em cada ativo,

ao autofinanciamento do portfólio e à cardinalidade.

É importante ter o domínio sobre as quantidades máximas e mínimas investidas

em cada ativo, caso seja necessário fazer alguma intervenção em limitar ou incentivar a

participação de algum ativo. Este controle é feito estabelecendo-se os limites inferiores e

superiores que podem ser investidos em cada ativo como uma proporção da riqueza. Os

limites inferiores e superiores são definidos pelos parâmetros αi e γi, respectivamente, da

seguinte forma:

umini (k) = αiw(k) e umaxi (k) = γiw(k).

A restrição de autofinanciamento do portfólio funciona da seguinte maneira: é feito

um aporte de capital apenas no instante inicial. Nos outros instantes, não há entrada nem

saída de capital, sendo que todo o lucro obtido é reinvestido no portfólio.
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Para representar essa restrição, é feita uma reformulação das restrições utilizadas

por Dombrovskii e Obedko (2017):

umin(k) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

umin1 (k)

umin2 (k)

⋮

uminn+1 (k)

w(k)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦(n+2)×1

, umax(k) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

umax1 (k)

umax2 (k)

⋮

umaxn+1 (k)

w(k)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦(n+2)×1

S =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

In+1

E

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦(n+2)×(n+1)

, E = [1⋯1]1×(n+1).

Cada ação de controle deve ser restringida por

umin(k) ≤ Su(k) ≤ umax(k).

Como se trata de m ações de controle, a restrição acima precisa ser reformulada da

seguinte maneira:

Umin(k) ≤ S(k)U(k) ≤ Umax,

em que

• U(k) = [uT (k∣k),⋯, uT (k +m − 1∣k)]T
m(n+1)×1

,

• Umin(k) = [uTmin(k∣k),u
T
min(k + 1∣k),⋯,uTmin(k +m − 1∣k)]

T

m(n+2)×1 ,

• Umax(k) = [uTmax(k∣k),u
T
max(k + 1∣k),⋯,uTmax(k +m − 1∣k)]

T
m(n+2)×1 ,

• S = diag{S,⋯,S}m(n+2)×m(n+1).

3.4 Estratégia MPC aplicada a finanças - caso mono-objetivo

3.4.1 Problema de otimização da riqueza

A riqueza esperada para o próximo instante, descontando-se os custos de transação

obtidos por meio de uma proporção c dos valores transacionados, é dada por:

E[w(k+1)] = w(k)+E[RT (k+1)]U(k)−c1 ∣U(k) − (In+1 + diag(E[R(k)]))U(k − 1)∣ , (18)

em que 1 = [1⋯1]1×(n+1), In+1 é a matriz identidade de ordem n + 1, e a função módulo está

sendo aplicada elemento a elemento.

Iterando-se a Equação (18) m-vezes obtém-se:



Capítulo 3. Arcabouço matemático e computacional proposto 56

E[w(k +m)] = w(k) +
m−1

∑
j=0

E[RT (k + j + 1)]U(k + j) (19)

−
m−1

∑
j=0

c 1 ∣U(k + j) − (In+1 + diag(E[R(k + j)]))U(k + j − 1)∣ .

A Equação (19) representa a riqueza esperada no instante de tempo k + m,

descontados os custos de transação, e é utilizada como a função riqueza esperada dos

modelos de otimização contemplados nesta tese.

A Equação (19) representa um valor determinístico e é usada em associação com

a medida de risco variância. Por outro lado, como foi discutido na Seção 2.4.2, o CVaR

multiperíodo é uma medida de risco estocástica. Por isso, os valores do CVaR são obtidos

por intermédio de cenários que representam trajetórias futuras dos ativos de risco. A função

de perda assumida para o CVaR é definida conforme proposto por Herzog (2005), como o

negativo da riqueza esperada no último instante do horizonte de predição: −E[w(k +m)].

Devido à configuração de cenários, é necessária uma reformulação para o cálculo da

riqueza esperada.

Em primeiro lugar, é importante constatar que cada cenário é obtido por meio de

uma realização do retorno dado pela Equação (12), a saber,

η(k +m) = Am1 η(k) +
m−1

∑
j=0

[Aj1ν +A
m−j−1
1 e(k + j + 1)] .

Os valores e(k + j + 1) introduzem a componente estocástica para a previsão dos

retornos. Por isso, em cada realização, obtém-se um novo valor para o retorno previsto, que

representa um novo cenário. Na Figura 10 é possível observar a variabilidade em amostras

contendo dez cenários para cada ativo. O traço em azul é o valor real do retorno de cada

ativo para o dia correspondente. A Figura 10(a) apresenta cenários para o horizonte de

predição de dez dias do ativo BBDC4. A Figura 10(b) apresenta cenários para o horizonte

de predição de vinte dias do ativo ITUB4. A Figura 10(c) apresenta cenários para o horizonte

de predição de trinta dias do ativo PETR4.

Com esta nova formulação para os retornos, a riqueza nos instantes futuros torna-se

também estocástica. Incluindo os custos de transação incorridos para cada valor de riqueza,

segue-se que:

wcenário(k +m) = w(k) +
m−1

∑
j=0

(Rcenário(k + j + 1))TU(k + j)

− c
m−1

∑
j=0

1 ∣U(k + j) − (In+1 + diag(Rcenário(k + j)))U(k + j − 1)∣ ,
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Figura 10 – Cenários com diferentes tamanhos do horizonte de predição.

em que wcenário(k +m) é a riqueza esperada no instante k +m dada por um cenário obtido

pela Equação (12). Assim, se são considerados T cenários, a média esperada para a

riqueza no instante k +m é dada por

E[w(k +m)] =
1

T

T

∑
cenário=1

wcenário(k +m). (20)

Apesar de haver duas definições de riqueza esperada, o problema de otimização é

único, pois, na média, essas funções devem representar os mesmos ótimos. O problema de

otimização da riqueza esperada mono-objetivo é dado por:
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max
U

E[w(k +m)]

s.a:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

w(k + 1) = w(k) +RT (k + 1)U(k) − c1 ∣U(k) − (In+1 + diag(R(k)))U(k − 1)∣

w(0) = w0 ∈ R+

Umin(k) ≤ S(k)U(k) ≤ Umax(k)

Kinf ≤
n+1

∑
j=1

zj ≤Ksup

com
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

zj = 1, se uj(k) > 0, j = 1,⋯, n + 1

zj = 0, se uj(k) = 0, j = 1,⋯, n + 1
e E[e(k + 1)] = 0, E[e(k + 1)eT (k + 1)] =

σ2,E[e(k + i)eT (k + j)] = 0, i ≠ j para o caso em que a riqueza esperada é definida

utilizando-se cenários.

É importante ressaltar que, embora os casos que envolvem cenários sejam

problemas estocásticos, a resolução desses problemas não ocorre de forma estocástica.

3.4.2 Problema de otimização da variância

A variância da riqueza esperada foi definida na Equação (14), repetida abaixo:

V ar[w(k +m)] =
m−1

∑
j=0

m−1

∑
i=0

(UT (k + i)Σ
η

k,(i,j)U(k + j)) ,

O problema de otimização mono-objetivo da variância da riqueza esperada é dado

por:

min
U
V ar[w(k +m)]

s.a:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

w(k + 1) = w(k) +RT (k + 1)U(k) − c1 ∣U(k) − (In+1 + diag(R(k)))U(k − 1)∣

w(0) = w0 ∈ R+

Umin(k) ≤ S(k)U(k) ≤ Umax(k)

Kinf ≤
n+1

∑
j=1

zj ≤Ksup,

3.4.3 Problema de otimização do CVaR

Para a definição da medida de risco CVaR, consideram-se os mesmos cenários

obtidos para a média esperada da riqueza com probabilidade constante πt =
1
T para a

incidência de cada cenário. A função perda é definida como −E[w(k + t)]. Sendo assim, a

função F̃β(U,ξ) que define o CVaR numérico, dado pela Equação (5), é expressa como
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F̃β(U,ξ,k,m) = ξ +
1

(1 − β)T

T

∑
cenário=1

[−wcenário(k +m) − ξ]+. (21)

O problema de otimização mono-objetivo do CVaR esperado é dado por:

min
U
F̃β(U,ξ,k,m)

s.a:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

w(k + 1) = w(k) +RT (k + 1)U(k) − c1 ∣U(k) − (In+1 + diag(R(k)))U(k − 1)∣

w(0) = w0 ∈ R+

Umin(k) ≤ S(k)U(k) ≤ Umax(k)

Kinf ≤
n+1

∑
j=1

zj ≤Ksup.

E[e(k + 1)] = 0, E[e(k + 1)eT (k + 1)] = σ2,E[e(k + i)eT (k + j)] = 0, i ≠ j

A Figura 11 é utilizada para exemplificar a relação do VaR e do CVaR com a função

de perda dada pelo negativo da riqueza. Nesta figura está o histograma da função perda

em termos da frequência relativa. Este histograma foi construído com 300 cenários num

contexto em que a riqueza esperada para a carteira analisada é de R$110.471,82. O valor

do VaR é -R$99.149,98 e do CVaR -R$96.544,68. Desta forma, os 5% piores cenários são

definidos por riquezas inferiores a R$99.149,98 e a perda financeira média (obtida por meio

do CVaR) em relação à riqueza esperada é de R$13.927,14.

Figura 11 – Histograma da função de perda com a localização dos valores do VaR e do
CVaR.
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3.5 Estratégia MPC aplicada a finanças - caso multiobjetivo

3.5.1 Problema de otimização da Riqueza-Variância

O problema de otimização da Riqueza-Variância é um problema de otimização

multiobjetivo em que pretende-se maximizar a riqueza esperada e minimizar a variância

esperada.

O problema de otimização multiobjetivo, em que E[w(k +m)] é dada pela Equação

(19) e Var[w(k +m)] pela Equação (14), é definido como:

max
U

E[w(k +m)] e min
U

V ar[w(k +m)]

s.a:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

w(k + 1) = w(k) +RT (k + 1)U(k) − c1 ∣U(k) − (In+1 + diag(R(k)))U(k − 1)∣

w(0) = w0 ∈ R+

Umin(k) ≤ S(k)U(k) ≤ Umax(k)

Kinf ≤
n+1

∑
j=1

zj ≤Ksup

3.5.2 Problema de otimização da Riqueza-CVaR

O problema de otimização multiobjetivo de Riqueza-CVaR, em que E[w(k +m)] é

dada por (20) e F̃β(U,ξ,k,m) por (21), é definido como:

max
U

E[w(k +m)] e min
U

F̃β(U,ξ,k,m)

s.a:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

w(k + 1) = w(k) +RT (k + 1)U(k) − c1 ∣U(k) − (In+1 + diag(R(k)))U(k − 1)∣

w(0) = w0 ∈ R+

Umin(k) ≤ S(k)U(k) ≤ Umax(k)

Kinf ≤
n+1

∑
j=1

zj ≤Ksup.

E[e(k + 1)] = 0, E[e(k + 1)eT (k + 1)] = σ2,E[e(k + i)eT (k + j)] = 0, i ≠ j

3.6 Algoritmos genéticos utilizados

Como foi visto na Seção 2.8, os algoritmos genéticos constituem uma ferramenta

eficiente e consolidada pela literatura para tratar o problema de otimização de portfólio.

Neste trabalho são propostos algoritmos genéticos mono-objetivo e multiobjetivo. Ressalta-

se que várias adaptações foram necessárias para utilizar os algoritmos genéticos dentre da

perspectiva do horizonte de predição e para lidar com a variável montante financeiro. Além

disso, a restrição de cardinalidade e o algoritmo genético multiobjetivo para tratar o problema
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de otimização de portfólio utilizando a estratégia do MPC são inovações propostas neste

trabalho. Desta forma, os procedimentos detalhados a seguir são contribuições práticas

deste trabalho.

3.6.1 Alteração entre quantidade de dinheiro e peso

A variável do problema de otimização tratada neste trabalho é a quantidade de

dinheiro investido em cada ativo, em cada instante de tempo. A fim de tornar o processo

dos operadores do algoritmo genético mais prático, este trabalho propõe uma adaptação

na variável do algoritmo genético. Para aplicar os operadores geração de população inicial,

cruzamento e mutação, a variável de otimização é considerada como peso do investimento

em cada ativo. No momento de calcular o fitness (no caso mono-objetivo) ou fazer a

ordenação das fronteiras de dominância e distância de aglomeração (no caso multiobjetivo),

as variáveis que representam os pesos são transformadas em dinheiro utilizando o valor da

riqueza corrente para aquele instante de tempo. Da mesma maneira, ao fim da otimização a

variável de pesos obtida é transformada em variável com valores em dinheiro.

3.6.2 Adaptação para o horizonte de predição

Para o caso especial do MPC, em que a variável de otimização é uma sequência de

ações de controle, uma atenção especial é necessária ao lidar com os operadores. Como as

restrições do problema são tratadas diretamente nos operadores, e essas restrições referem-

se às carteiras de investimentos individualmente, não faz sentido aplicar os operadores no

vetor U como um todo, uma vez que desta forma cada ação de controle u(k+j), j = 0,⋯,m−1

não estaria sendo considerada propriamente como uma carteira de investimentos. Para

solucionar este impasse, propomos que os operadores sejam aplicados de acordo com o

horizonte de predição, de forma independente.

Geração de um indivíduo: para gerar o indivíduo U(k) = [u(k),u(k + 1),⋯,u(k +m − 1)]

aplica-se o operador que cria uma solução repetidamente m vezes. A cada execução

do operador que cria uma solução é obtida uma ação de controle u(k+j), j = 0,⋯,m−1

que representa uma carteira de investimento no seu respectivo instante do horizonte

de predição.

Cruzamento: se U(k) = [u(k),u(k+1),⋯,u(k+m−1)] e U(k) = [u(k),u(k+1),⋯,u(k+m−

1)] são dois indivíduos, o cruzamento acontece entre portfólios do mesmo horizonte

de predição:

• u(k) cruza com u(k)

• u(k + 1) cruza com u(k + 1)

⋮

• u(k +m − 1) cruza com u(k +m − 1)
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Mutação: considerando o indivíduo U(k) = [u(k),u(k + 1),⋯,u(k +m − 1)] o operador

mutação é aplicado separadamente em cada ação de controle (portfólio):

• u(k) sofre mutação

• u(k + 1) sofre mutação

⋮

• u(k +m − 1) sofre mutação

3.6.3 Operadores

Os operadores definidos a seguir são utilizados tanto no algoritmo mono-objetivo

quanto no algoritmo multiobjetivo. Os algoritmos propostos manipulam as restrições

diretamente nos operadores. Os operadores consideram a variável de otimização

definida como peso, conforme alertado na Subseção 3.6.1. Os operadores são definidos

considerando-se um único horizonte de predição e aplicados sucessivamente em cada

instante do horizonte de predição conforme definido na Subseção 3.6.2.

3.6.3.1 Criação da população inicial

Nesta subseção é descrita a criação da população inicial. A primeira parte da

inicialização é realizada conforme descrito em (DEB et al., 2011). No que diz respeito ao

tratamento de violação da restrição, a parte de normalização é uma modificação proposta

neste trabalho.

Geração de um indivíduo Para criar uma solução factível, seleciona-se aleatoriamente

um valor d no intervalo [Kmin,Kmax], em que Kmin e Kmax são as cardinalidades

mínima e máxima permitidas no portfólio, respectivamente. Então, cria-se um portfólio

que tem exatamente d ativos não nulos, isto é, selecionam-se aleatoriamente d das

n variáveis e atribui-se zero às outras (n − d) variáveis. Como os valores não nulos

devem pertencer ao intervalo [pmin, pmax], em que pmin e pmax são as porcentagens

mínima e máxima da riqueza que podem ser investidos em cada ativo, gera-se

aleatoriamente um número neste intervalo para cada variável não nula. Ao fim deste

processo, a soma dos pesos dos ativos não nulos pode não ser igual à um, violando a

restrição de investimento total no portfólio. Realiza-se o processo de normalização do

portfólio: divide-se o peso de cada ativo pela soma dos pesos de todos os ativos. Com

este processo, passa-se a satisfazer a restrição de investimento total, preserva-se a

cardinalidade e a proporção de investimento definida inicialmente, mas os pesos de

alguns ativos podem ter sido “jogados” para fora do intervalo [pmin, pmax]. A fim de

tornar o portfólio factível, para cada peso que esteja fora desse intervalo é usada a

reparação definida abaixo.

Para exemplificar esse procedimento, considere n = 10, Kmin = 3 e Kmax = 6 e que

a escolha aleatória de d resultou em d = 5. Considere também que pmin = 0.1 e
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pmax = 0.9. Um indíviduo típico desta população na primeira fase de inicialização pode

ser representado por:

(0,0.3,0.4,0,0.1,0,0.7,0.1,0,0).

Note que a soma dos pesos é 1.6. É necessário normalizar o indivíduo:

(0,0.1875,0.25,0,0.0625,0,0.4375,0.0625,0,0).

Agora a soma vale um. As restrições de cardinalidade e auto-financiamento estão

satisfeitas. No entanto, a restrição de limite de investimento foi violada. Então aplica-se

a reparação definida abaixo.

Criação da população inicial: A população inicial é obtida repetindo-se o operador

Geração de um indivíduo a quantidade de vezes definida pelo parâmetro tamanho da

população.

3.6.3.2 Reparação do indivíduo

O procedimento de reparação é realizado conforme descrito em (BARROSO;

CARDOSO; MELO, 2021): Caso o peso do ativo não pertença ao intervalo [pmin, pmax],

calcula-se a diferença entre o peso do ativo e o limite violado. O ativo recebe o peso limite

que foi violado, enquanto a diferença é distribuída igualmente entre os outros ativos não

nulos, de forma que a restrição de investimento total seja preservada. Com esta reparação

a restrição de cardinalidade também é preservada. Ao passar por este processo o portfólio

torna-se factível.

Continuando o exemplo acima, o valor 0.0625 viola o limite inferior 0.1. Assim, as

coordenadas com valores 0.0625 recebem o valor de pmin e a diferença 2 × (0.1 − 0.0625) =

0.075 é distribuída, por meio de uma subtração, entre os outros ativos:

(0,0.1625,0.225,0,0.1,0,0.4125,0.1,0,0).

3.6.3.3 Cruzamento

O cruzamento é realizado conforme descrito em (DEB et al., 2011). Uma vez que

uma população inicial é criada, ela é avaliada e os operadores de cruzamento e mutação

são aplicados. Duas soluções da população são selecionadas como pais. O número de

ativos não nulos dos pais é k1 e k2, respectivamente. A Figura 12 apresenta dois pais para

o caso de 10 ativos:

Como pode ser observado, o pai 1 tem cardinalidade k1 = 5 e o pai 2 tem

cardinalidade k2 = 6.

Os seguintes passos são necessários para a criação do filho:
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Figura 12 – Exemplo de dois pais para o caso de 10 ativos.

Fonte: Adaptado de (DEB et al., 2011)

1. Um inteiro q é aleatoriamente selecionado do intervalo [k1, k2]. No caso acima,

digamos que seja q = 5.

2. A solução filho herda um investimento nulo para cada ativo em que ambos os pais

possuem investimento nulo. No caso dos pais acima, isto acontece para três ativos

(n0 = 3): i = 2,6 e 9. Assim, o filho desses pais possui a seguinte configuração inicial:

Filho1 ∶ ⋯0⋯⋯⋯0⋯⋯0⋯

3. Os ativos que têm investimento não nulo em ambos os pais herdam um valor de

investimento não nulo cujo valor exato será determinado pela aplicação do operador

SBX (Simulated Binary Crossover (DEB; AGRAWAL et al., 1995)) limitado pelos

valores dos pais. O operador SBX assegura que valores não sejam criados fora do

intervalo [pmin, pmax]. Para os pais acima, as posições que o operador SBX deve ser

aplicado são i = 1,3,5 e 10. Considerando que c1, c3, c5 e c10 são os valores originados

pelo operador SBX, uma solução filho oriunda dos pais acima toma a forma:

Filho1 ∶ c1 0 c3⋯ c5 0⋯⋯0 c10.

É importante notar que o número de investimentos não nulos comuns (nc) entre as

duas soluções do tipo pai é tal que nc ∈ [0,min(k1, k2)]. Neste caso, nc = 4.

4. O número de posições restantes para serem completadas com valores não nulos

é w = q − nc. Como q ∈ [k1,k2], w é sempre maior ou igual a zero. Dos n − n0 − nc

ativos restantes, escolhem-se q ativos aleatórios aos quais são atribuídos o valor não

nulo do pai. Para os pais acima, w = 5 − 4 = 1 e há 10 − 3 − 4 = 3 posições a serem

escolhidas e preenchidas com o ativo w = 1. Aos ativos restantes é atribuído valor

zero. Digamos que escolhemos o sétimo ativo para ter valor não nulo. Então o valor

não nulo ocorre no pai 2 e o filho herda b7. Assim, a solução filho assume a seguinte

forma:

Filho1 ∶ c1 0 c3 0 c5 0 b7 0 0 c10.

A solução filho acima satisfaz a restrição de cardinalidade e de investimento total,

mas é necessário garantir os pesos pertençam ao intervalo [pmin, pmax]. Caso algum

peso esteja fora deste intervalo, utiliza-se o procedimento dado acima para reparar a

solução e torná-la factível.
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Também cria-se uma segunda solução filha dos mesmos pais por meio do mesmo

procedimento. Devido à criação do inteiro aleatório dc e outras operações envolvendo

atribuições não determinísticas, espera-se que a segunda solução seja diferente da primeira.

3.6.3.4 Mutação

A mutação é realizada por meio de dois operadores conforme descrito em (DEB et

al., 2011):

Alteração de peso: O primeiro altera os valores investidos nos ativos presentes no portfólio

por meio de uma pequena perturbação. Esta perturbação ocorre com probabilidade

pm em cada ativo presente no portfólio de acordo com o operador mutação polinomial

limitado pelos valores pmin e pmax. O peso mutado a
′

i referente ao ativo i é dado por:

a
′

i = ai + µmin{ai − pmin, pmax − ai}

em que, dado u obtido randomicamente do intervalo [0,1], obtém-se

µ =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

(2u)
1
51 − 1, se u ≤ 0.5

1 − [2(1 − u)]
1

51+1 , caso se u > 0.5.

Pode ser necessário fazer a reparação para tornar a solução factível.

Troca de pesos: O procedimento de mutação acima não altera ativos cujos pesos sejam

nulos, de forma que apenas faz alteração nos ativos que efetivamente possuem

investimento. O segundo operador seleciona z ativos não nulos do portfólio e

atribui esses valores a outros z ativos que não estavam presentes no portfólio. Em

contrapartida, os z ativos selecionados inicialmente recebem investimento nulo. Com

este procedimento, há uma troca de investimento entre ativos que pertenciam e não

pertenciam ao portfólio, de forma que não é alterada nem a soma total do valor do

portfólio nem a sua cardinalidade, mas há uma alteração na composição do portfólio

em termos dos ativos que o constituem. Após passar por este procedimento não é

necessário fazer reparação.

3.6.4 Algoritmo mono-objetivo

O algoritmo mono-objetivo utilizado segue o fluxo padrão de um algoritmo genético

(GOLDBERG, 1989), no sentido de gerar a população inicial, avaliar os indivíduos, fazer o

cruzamento e a mutação e repetir essas três últimas partes até que o critério de parada seja

atingido. A diferença para os algoritmos genéticos padrões é a adaptação dos operadores

no que se refere ao horizonte de predição e a alternância da variável entre dinheiro e peso.

Os operadores geração da população inicial, cruzamento e mutação ocorrem

conforme definido na Subseção 3.6.3, o fitness segue um critério de ranking linear e
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a seleção segue o procedimento de seleção por roleta. O passo a passo do algoritmo é

representado num fluxograma pela Figura 13.

Figura 13 – Fluxograma do algoritmo mono-objetivo.

3.6.5 Algoritmo multiobjetivo

O algoritmo genético multiobjetivo utilizado é o NSGA-II. Os operadores geração da

população inicial, cruzamento e mutação ocorrem conforme definido na Subseção 3.6.3.

A alteração entre peso e dinheiro ocorre conforme definido na Seção3.6.1 e é utilizada

antes de iniciar o operador seleção, que está definido abaixo. A adaptação do horizonte

de predição definida na Seção3.6.2 ocorre nos operadores geração da população inicial,

cruzamento e mutação.

3.6.5.1 Seleção

A seleção ocorre em duas etapas do algoritmo e é realizada conforme descrito

em (DEB et al., 2002). Na primeira etapa são selecionados aleatoriamente dois pares de

indivíduos da população. Para cada par é realizado um torneio a fim de identificar o melhor

indivíduo do par. O torneio utiliza os critérios de não dominância e distância de aglomeração,
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isto é, o indivíduo que estiver na menor2 fronteira de dominância é selecionado. Caso

os indivíduos pertençam à mesma fronteira, aquele que apresentar maior distância de

aglomeração é selecionado.

A segunda etapa ocorre após a atuação dos operadores cruzamento e mutação,

pois neste momento a população de pais e filhos é unida formando uma população de

tamanho 2N . Essa população é ordenada em fronteiras de dominância para que se

selecionem N indivíduos, sendo que os indivíduos das menores fronteiras de dominâncias

são selecionados. Caso a última fronteira selecionada contenha mais indivíduos que a

quantidade disponível, os indivíduos que apresentam maior distância de aglomeração são

selecionados, até que o total 2N seja preenchido.

3.7 MPC multiobjetivo

Como foi informado na Seção 2.9, o MPC multiobjetivo utilizado nesta tese é

inspirado em (NÚÑEZ et al., 2014). De forma geral, em cada instante de tempo, o MPC

multiobjetivo utiliza o modelo autorregressivo vetorial, a equação dinâmica da riqueza e

o algoritmo genético para gerar uma fronteira no espaço de objetivos com as melhores

soluções do algoritmo genético. Um ponto desta fronteira é selecionado e a primeira ação de

controle é aplicada ao sistema. A escolha do ponto da fronteira utiliza um critério relacionado

com o funcional de custo. Os funcionais de custo utilizados neste trabalho são a riqueza

e o risco esperado no instante terminal. Com este critério é possível escolher a solução

da fronteira que mais se aproxima do perfil do investidor. A ideia é fornecer ao investidor

uma ferramenta mais transparente no processo de tomada de decisão. Outros critérios de

decisão podem ser utilizados. Kilianova e Sevcovic (2018) consideram o maior valor do

índice de Sharpe e Mendonça et al. (2020) propõem um modelo de tomada de decisão

com base nas preferências do investidor usando redes neurais artificiais. A Figura 14 ilustra

como ocorre esse processo de construção da fronteira e seleção da ação de controle.

Uma descrição sucinta dos perfis de investidor e o critério de escolha relacionado a

cada perfil utilizado neste trabalho é apresentado abaixo:

Investidor agressivo: O investidor agressivo prioriza lucratividade acima de todos os

fatores e possui maior tolerância ao risco. Geralmente, é um investidor experiente

com mais dinheiro e, portanto, está disposto a desistir da liquidez imediata, tendendo

a ser mais flexível, com maior tolerância a perdas, porque entende que lucros mais

altos surgirão a longo prazo. O critério de escolha definido neste caso é maior riqueza

esperada.
2 A primeira fronteira de dominância é aquela que não possui indivíduos dominados. A segunda fronteira de

dominância é aquela que possui indivíduos dominados apenas pelos indivíduos da primeira fronteira. A
hierarquia das fronteira de dominância segue esse processo sucessivamente. Desta forma, dizemos que a
segunda fronteira de dominância é menor que a terceira fronteira de dominância, por exemplo.
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Figura 14 – Estratégia do MPC multiobjetivo.

Fonte: Adaptado de (NÚÑEZ et al., 2014)

Investidor conservador: O investidor conservador prioriza segurança e liquidez muito

mais do que lucratividade. Assim, o conservador tem pouca tolerância a perdas

e riscos, o que naturalmente o leva a desistir de um retorno maior que vem com

investimentos de maior risco. O critério definido neste caso é o menor risco esperado.

Investidor moderado: O investidor moderado tem um perfil mais equilibrado. Esse perfil

tem maior tolerância a riscos do que o conservador, mas não tanto quanto o agressivo.

O critério definido neste caso é o ponto médio da melhor fronteira ao término do

algoritmo.

O algoritmo genético é integrado com o controlador do MPC e implementado como

um bloco de função de controle em execução no controlador. O experimento é executado

ao longo de um intervalo de tempo de T amostras. Para cada instante de tempo k = 1,⋯,T ,

os passos abaixo sumarizam o algorimo proposto para o MPC multiobjetivo:

Passo 1: Gere as previsões dos retornos dos ativos de risco para os próximos k+1 a k+m

instantes de tempo.

• Use a Equação (11) para fazer as previsões sem cenários.

• Use a Equação (12) para fazer as previsões com cenários.

Passo 2: Construa a fronteira não dominada do modelo multiobjetivo

max
U

E[Riqueza(k +m)] e min
U

E[Risco(k +m)] (22)

sujeito a: g(U) ≤ 0

• As variáveis de controle ótimas obtidas são factíveis.

Passo 3: Use um critério de seleção relacionado ao perfil do investidor (definido pela

riqueza e/ou risco esperados) para escolher algum ponto da fronteira obtida no Passo
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2.

Passo 4: Aplique a primeira ação de controle da solução selecionada ao sistema e atualize

a riqueza do portfolio no tempo k + 1 utilizando a Equação (8).

Atualize k = k + 1. Se k = T , pare. Caso contrário, volte ao Passo 1.

Neste capítulo ocorre a “junção” do conhecimento teórico apresentado no Capítulo

2 e das abordagens propostas no Capítulo 3 referente ao uso de todas as ferramentas

dirimidas nesses capítulos atuando na engrenagem da estratégia do MPC aplicado ao

problema de otimização de portfólios. Além da síntese de como ocorre o encontro destas as

ferramentas, este capítulo trata da formulação dos problemas de otimização utilizando as

funções definidas no Capítulo 2, das especificações dos dados utilizados nas simulações e

das restrições do problema. Os problemas são propostos em duas categorias:

• Na Seção 3.4 são propostos problemas de otimização mono-objetivo da riqueza

esperada e das medidas de risco.

• Na Seção 3.5 são propostos problemas de otimização multiobjetivo que visam

maximizar a riqueza e minimizar o risco esperado.
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4 Estudo de caso com ativos da B3

Este capítulo apresenta e discute os resultados dos experimentos planejados. É

retratado o passo a passo para escolha da quantidade de cenários. São realizadas as

análises in-sample para aferir o desempenho do MPC mono e multiobjetivo e a análise

out-of-sample para analisar o desempenho do MPC multiobjetivo.

4.1 Definição de parâmetros

A escolha dos parâmetros foi realizada de forma empírica (detalhada a seguir) ou

com base em trabalhos relacionados. Os parâmetros escolhidos foram:

• nível de significância β de 5% para cálculo do CVaR;

• porcentagem mínima permitida por ativo: α = 1%;

• porcentagem máxima permitida por ativo: γ = 90%;

• capital inicial: w(0) = R$100.000,00;

• custo de transação proporcional: c = 0,03%.

O nível de significância β para o cálculo do CVaR foi selecionado de acordo com

(FERREIRA et al., 2018; MENDONÇA et al., 2020). As porcentagens mínima e máxima

são similares às praticadas na literatura, conforme se verifica na Tabela 2. O capital inicial

é um valor compatível com a disponibilidade de um médio investidor. A taxa percentual

dos custos de transação proporcionais derivam dos custos de emolumentos, corretagem e

custódia definidos pela B3 (B3, 2021b).

Para uniformizar a escala e facilitar a análise, os valores de variância esperada são

representados pelo seu desvio padrão.

Tabela 2 – Limites de porcentagens inferiores e superiores praticados na literatura.

Trabalho Porcentagem inferior Porcentagem superior
(MANSOURIA; MOGHADAM, 2021) 0,01 1
(GUPTA; MEHLAWAT; KHAN, 2021) 0,05 1

(KAUCIC, 2019) 0,001 1
(MENDONÇA et al., 2020) 0,01 0,98

(MOLINA, 2012) - 0,9
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4.2 Dados de entrada

Os dados de entrada são compostos pelo preço de fechamento de ações

negociadas na B3, a bolsa de valores brasileira. A coleta dos dados foi realizada com

a plataforma Economática©. Os valores são coletados já com ajustes para desdobramentos

e agrupamentos, além de ajustes de dividendos e juros. Desta forma, empresas resultantes

do desdobramento de uma empresa em duas passam a ter os seus valores de ativos, em

períodos anteriores ao desdobramento, igual à metade dos valores dos ativos da empresa

original. Já as empresas resultantes de agrupamento de duas outras empresas, possuem

valores de ativo igual à soma das duas empresas originais, para períodos anteriores ao

agrupamento.

Os experimentos realizados para os modelos são divididos em experimentos in-

sample e out-of-sample. Os experimentos in-sample se preocupam com o quão bem o

modelo se ajusta aos dados nos quais foi treinado: sua “qualidade de ajuste”. Neste caso,

avaliam os aspectos do horizonte de predição, a composição das carteiras por horizonte

de predição e a cardinalidade, as fronteiras de soluções não dominadas proporcionadas

por cada problema, considerando as métricas ∆ e hipervolume. Os experimentos out-

of-sample referem-se ao uso de “novos” dados que não são encontrados no conjunto

de dados usado para construir o modelo. Este é frequentemente considerado o melhor

método para testar a qualidade do modelo. Os experimentos out-of-sample utilizados

aqui comparam o desempenho dos modelos em simulações de negociações no mercado

financeiro, considerando os retornos acumulados, índice de Sharpe, máximo Draw Down,

além da análise da riqueza acumulada dos 5 ativos com maior participação média em cada

estratégia. De forma simplória, a análise in-sample está para para o conjunto de treinamento

assim como a análise out-of-sample está para o conjunto de teste no contexto de Machine

Learning.

• Para a análise in-sample foram considerados os 20 ativos de risco com maior

participação no Ibovespa em novembro/2020 e que também possuíam participação

em janeiro/2019 (Quadro 1) e o ativo livre de risco. A análise in-sample teve como

base o primeiro dia útil do ano 2019.

– A única exceção é a análise in-sample da Seção 4.6.3, que utiliza o primeiro dia

útil de 2020, os ativos do Quadro 2 e o ativo livre de risco.

• Para a análise out-of-sample foram considerados os 30 ativos de risco com maior

participação no Ibovespa em fevereiro/2021 e que tiveram participação nos anos 2019

e 2020 (Quadro 2) e o ativo livre de risco. Foram realizados experimentos numéricos

para os anos 2019 e 2020 separadamente.
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Quadro 1 – Ativos utilizados na análise in-sample.

Empresa Código Part. Ibov. (%) Empresa Código Part. Ibov. (%)
Vale VALE3 10,71 Brasil BBAS3 2,21

ItauUnibanco ITUB4 6,92 Grupo Natura NTCO3 2,17
Petrobras PETR4 5,19 Localiza RENT3 2,07
Bradesco BBDC4 5,15 Lojas Renner LREN3 1,98

B3 B3SA3 4,82 JBS JBSS3 1,67
Petrobras PETR3 4,04 Viavarejo VVAR3 1,55

Magaz Luiza MGLU3 3,72 RaiaDrogasil RADL3 1,42
Ambev S/A ABEV3 3,26 Bradesco BBDC3 1,368

Weg WEGE3 2,91 Equatorial EQTL3 1,168
Itausa ITSA4 2,48 Gerdau GGBR4 1,155

Quadro 2 – Ativos utilizados na análise out-of-sample.

Empresa Código Part. Ibov. (%) Empresa Código Part. Ibov. (%)
Vale VALE3 12,018 Localiza RENT3 1,804

ItauUnibanco ITUB4 5,993 Lojas Renner LREN3 1,407
Petrobras PETR4 5,834 Btgp Banco BPAC11 1,340

B3 B3SA3 5,299 RaiaDrogasil RADL3 1,268
Bradesco BBDC4 4,886 Petrobras BR BRDT3 1,200
Petrobras PETR3 4,260 Bradesco BBDC3 1,166

Magaz Luiza MGLU3 3,115 Ultrapar UGPA3 1,158
Ambev S/A ABEV3 2,962 Rumo S.A. RAIL3 1,098

Weg WEGE3 2,934 Gerdau GGBR4 1,092
Intermedica GNDI3 2,582 Equatorial EQTL3 1,075
Suzano S.A. SUZB3 2,331 Viavarejo VVAR3 1,060

Itausa ITSA4 2,186 Klabin S/A KLBN11 1,014
Grupo Natura NTCO3 2,058 Telef Brasil VIVT3 0,989

Brasil BBAS3 1,981 Sid Nacional CSNA3 0,965
JBS JBSS3 1,808 Eneva ENEV3 0,952

4.3 Ambiente computacional

Todos os testes são realizados em um computador cujo processador é um Intel

Core (TM) i5-8400 CPU @ 2.80GHz. A memória RAM é de 8GB e o sistema operacional é

Windows 10.

A implementação do algoritmo utilizou a linguagem Python, com interpretador de

versão 3.6. São utilizadas as bibliotecas: NumPy, que fornece funções para operações

matemáticas e de manipulação de conjuntos n-dimensionais de dados; Pandas, que fornece

estruturas de dados de alto desempenho e ferramentas para análise de dados; Statsmodels

para ajuste de parâmetros do modelo autorregressivo vetorial. A análise de dados e

construção das figuras foram realizadas com o auxílio da plataforma Jupyter Notebook.
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4.3.1 Implementação do modelo autorregressivo vetorial

A análise out-of-sample foi conduzida com uma janela deslizante dia a dia, utilizando-

se os 60 dias anteriores dos dados para ajuste de parâmetros (treinamento). Por exemplo,

para o primeiro dia de execução do ano 2019 (02/01/2019), foram utilizados os 60 dias

anteriores, 28/09/2018 a 28/12/2018, para estimar a matriz de coeficientes A1 e a matriz de

covariância Σw. Depois que esses parâmetros são ajustados, é possível utilizar a Equação

(12) para fazer as previsões.

4.4 Definição da quantidade de cenários

Um dos parâmetros fundamentais para a realização dos experimentos é a quantidade

de cenários utilizados no cálculo do CVaR. A quantidade de cenários é importante tanto

no que diz respeito à acurácia atingida pelo modelo de predição quanto pelo tempo de

execução demandado pelo algoritmo de otimização. Conforme apontado por Bemporad et

al. (2010), a geração de cenários futuros de preços de ativos requer um modelo de sua

evolução estocástica e dinâmica. Obter tal modelo é muitas vezes uma tarefa complexa e

inevitavelmente afetada pela imprecisão. Por mais complexo que o modelo possa ser, ele

nunca será capaz de representar a dinâmica exata dos ativos e, em todo caso, um modelo

muito complexo ocasionará um sobreajuste dos dados. Portanto, em geral, o modelo de

preço do ativo sempre será diferente da maneira como o mundo real se comporta, e deve-se

encontrar um compromisso entre o uso de um modelo simples o suficiente e a complexidade

computacional.

A seguir é apresentado um estudo para a definição da quantidade de cenários

utilizada neste trabalho. Foi considerada uma riqueza inicial de R$100.000,00, cenários dos

retornos futuros gerados pelo modelo autorregressivo vetorial de ordem um, conforme

definido na Equação (12), e com probabilidade constante de ocorrer, e valor β de

probabilidade utilizada pelo CVaR igual a 95%.

Inicialmente foi realizada uma simulação com uma variedade de valores de cenários

para constatar de forma ampla como o valor do CVaR é afetado dentro do horizonte

de predição em função da quantidade de cenários. Pela Figura 15 é possível constatar

que à medida que o horizonte de predição aumenta, o valor do CVaR também aumenta.

Investigando a imagem em busca de alguma estabilidade em torno do valor do CVaR

esperado foi constatado que o intervalo entre 100 e 400 cenários apresenta uma variabilidade

suficiente para captar a flutuação em torno do CVaR esperado. Desta forma, buscou-se

analisar de forma mais refinada as quantidades de cenários dentro do intervalo [100,400].

A Figura 16 (a) confirma que a amplitude de variação em torno do CVaR esperado é

relativamente baixa dentro do intervalo [100,400] cenários. Para mensurar de forma mais

específica a magnitude dessa amplitude foi calculado o módulo de uma diferença finita de
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Figura 15 – Análise do efeito da quantidade de cenários

ordem 1 entre a perda do CVaR subsequente e a perda do CVaR antecedente1. Na Figura

16 (b) é possível constatar que essa amplitude pertence a uma faixa inferior a R$620,00

quando são considerados mais que 200 cenários.
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Figura 16 – Análise do efeito da quantidade de cenários

A mesma análise foi realizada para horizontes de predição maiores que cinco para

verificar se o comportamento se repete mesmo para horizontes maiores. Também foi obtida

uma oscilação relativamente baixa, como pode ser observado na Figura 16 (c). No gráfico da

amplitude entre uma quantidade de cenário e outra, é observado um comportamento similar

ao apresentado para o caso com horizontes menores, no entanto, a faixa de R$620,00 é
1 A perda é definida pelo valor do CVaR esperado em relação à quantia R$100.000,00.
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alcançada para os casos com mais de 300 cenários quando é incluído o horizonte de 20

dias, e mais de 200 cenários quando não é considerado o horizonte de 20 dias.

A análise apresentada acima considera o CVaR de uma carteira inicial ingênua, cujo

valor da riqueza é dividido igualmente entre os ativos. Para analisar o impacto da otimização

sobre esse aspecto da variabilidade do CVaR de acordo com o horizonte de predição e a

quantidade de cenários, um estudo semelhante foi conduzido para o CVaR esperado obtido

com as carteiras fornecidas pela minimização do CVaR esperado. Devido à estocasticidade

do algoritmo genético que fez a otimização, foram consideradas 30 simulações a fim de se

obter um estudo estatístico. Na Figura 17(a) encontra-se a média do CVaR esperado para

cada horizonte de predição e quantidade de cenários. É possível observar que o valor do

CVaR obtido após a otimização é menor comparativamente ao CVaR com a carteira ingênua,

o que é condizente com o fato de terem sido utilizadas carteiras que visam minimizar o

CVaR. Além disso, a variabilidade do valor do CVaR entre uma quantidade de cenários e

outra, dentro do respectivo horizonte de predição, é muito pequena. A mesma análise foi

conduzida para horizontes de predição maiores e pode ser observada na Figura 17 (b). O

comportamento é semelhante quando aumenta o horizonte de predição.
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Figura 17 – Valor esperado do CVaR após a otimização considerando várias quantidades
de cenários e tamanhos de horioznte de predição.

Outra maneira de se investigar o impacto da quantidade de cenários é por meio do

erro relativo (em módulo) entre a riqueza esperada sem cenários e com cenários. Como

ambos os valores de riqueza devem convergir na média, espera-se que o erro relativo seja

menor quanto maior for a quantidade de cenários. Os boxplots da Figura 18 indicam, no

entanto, que o erro relativo não foi definido a partir de uma relação diretamente proporcional

à quantidade de cenários. Ainda assim, os menores valores do erro relativo são entregues

por 300 ou 400 cenários, dependendo do horizonte de predição, sendo que 300 cenários

levam ao menor erro relativo para m = 1,2,4,5,15, e 400 cenários implicam o menor erro

relativo para m = 4,15 e 20.

Pelas constatações acima, a escolha entre 300 e 400 cenários são as mais

adequadas, no entanto, ela é um tanto quanto ambígua, uma vez que não há uma quantidade

que seja melhor para todos os horizontes de predição. Como um fator importante para

as simulações é o tempo de execução por iteração, e como as quantidades de 300 e 400
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Figura 18 – Erro relativo entre as riquezas com e sem cenários
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cenários são conflitantes sobre qual delas é mais adequada, o tempo de execução por

iteração foi considerado para a escolha da quantidade de cenários. Optou-se por utilizar

300 cenários uma vez que esta quantidade demanda cerca de 25% menos de tempo de

execução por iteração, como pode ser observado na Figura 19.
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Figura 19 – Tempo por execução do MPC com a maximização da riqueza com cenários
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4.5 Análise Mono-objetivo (In-Sample)

A seguir são apresentados os gráficos que validam a convergência dos modelos de

otimização mono-objetivo para cada função. Para esta análise, foi considerada a primeira

execução do MPC com cardinalidade dez e base de dados com vinte ativos de risco e

um ativo livre de risco. A fim de tornar prática a apresentação dos resultados, considere a

seguinte notação para referência dos algoritmos utilizados:

CVM: algoritmo mono-objetivo que visa minimizar o CVaR esperado.

MMV: algoritmo mono-objetivo que visa maximizar a riqueza esperada sem cenários.

MMC: algoritmo mono-objetivo que visa maximizar a riqueza esperada com cenários.

VM: algoritmo mono-objetivo que visa minimizar a variância esperada.

Esta análise de convergência é importante para verificar se há diferença no

comportamento do algoritmo genético para diferentes valores do horizonte de predição. A

princípio, pode-se imaginar que horizontes de predição maiores demandem maiores valores

para os parâmetros do algoritmo genético, uma vez que o aumento do horizonte de predição

aumenta a complexidade do problema por ter mais parcelas no somatório da função objetivo.

Mas, após uma busca exaustiva para os valores dos parâmetros, chegou-se aos valores 500

indivíduos e 60 gerações para obter a convergência do algorimo. As gerações do algoritmo

genético sucedem-se dentro do bloco do otimizador na estratégia do MPC.

As Figuras 20 (a) e 21 (a) apresentam as curvas de convergência dos algoritmos

genéticos que visaram maximizar a riqueza esperada sem cenários e com cenários,

respectivamente. Estas curvas são a média da função objetivo considerando 30 simulações.

É possível observar que 60 gerações foram suficientes para estabilizar a função objetivo

dado o tempo computacional requerido. As Figuras 20 (b) e 21 (b) apresentam boxplots que

foram obtidos a partir do valor da função objetivo ao fim da última geração.

As Figuras 22 (a) e 23 (a) apresentam a curva de convergência dos algoritmos

genéticos que visaram minimizar o risco esperado. Cada curva é a média dos valores

obtidos em 30 simulações.

É possível perceber que os algoritmos que visam minimizar o risco convergiram com

menos de 60 gerações para todos os horizontes. As Figuras 22 (b) e 23 (b) apresentam

boxplots que foram obtidos a partir do valor da função objetivo ao fim da última geração.

A Figura 24 permite verificar o resultado da otimização no que diz respeito ao

cumprimento do objetivo de cada problema. Isto é, os modelos que visaram maximizar

a riqueza esperada obtiveram maiores valores de riqueza esperada, os quais são

acompanhados por maiores valores de risco, ao passo que os modelos que visaram

minimizar o risco obtiveram menores valores de risco associados com menores valores

de riqueza. Estes resultados são condizentes com as expectativas teóricas relacionadas à

relação de compromisso risco × retorno, e indicam que o algoritmo genético mono-objetivo



Capítulo 4. Estudo de caso com ativos da B3 79

0 10 20 30 40 50 60
Gerações

94000

96000

98000

100000

102000

Ri
qu

ez
a 
Es
pe

ra
da

m=1
m=5
m=10
m=15
m=20

(a) Riqueza esperada no decorrer das gerações

1 5 10 15 20
Horizonte de Predição

99000

100000

101000

102000

103000

104000

Ri
qu

ez
a 
Es
pe

ra
da

(b) Valor da riqueza esperada ao fim da última
geração

Figura 20 – Convergência do algoritmo genético por horizonte de predição - MMV
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Figura 21 – Convergência do algoritmo genético por horizonte de predição - MMC
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Figura 22 – Convergência do algoritmo genético por horizonte de predição - CVM
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Figura 23 – Convergência do algoritmo genético por horizonte de predição - VM
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proposto foi bem sucedido em realizar o processo de otimização considerando toda a

complexidade introduzida pelo MPC, tanto no que diz respeito à introdução do horizonte

de predição, quanto no que concerne a definição das funções objetivo com a perspectiva

do horizonte de predição e à dimensão das variáveis de controle, que aumenta em função

da quantidade de ativos e do tamanho do horizonte de predição. Para esta análise, foram

consideradas simulações com cardinalidade dez e horizonte de predição de cinco dias.
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Figura 24 – Comparação dos valores das funções objetivo de acordo com o problema de
otimização.

4.5.1 Análise do efeito do horizonte de predição

Nesta seção é apresentada uma análise detalhada do efeito do horizonte de predição

em que pretende-se identificar os benefícios e limitações do MPC para os problemas mono-

objetivo propostos.

A Figura 25 apresenta os boxplots com o resultado de 30 simulações do primeiro

passo do MPC para as funções objetivo riqueza esperada. É possível perceber que há um

aumento gradativo da riqueza esperada até o horizonte quatro e que a partir do horizonte

cinco há um decaimento gradativo da mesma. Contrastando a riqueza esperada obtida pelo

horizonte um com os demais horizontes, percebe-se que o horizonte de predição fornece

um benefício até o horizonte 15, e a partir daí a riqueza esperada torna-se inferior à riqueza

esperada pelo horizonte um. Desta forma, para o estudo de caso realizado, o MPC se

apresenta uma boa estratégia quando utilizado para horizontes de curto prazo, quando a

conciliação entre as previsões e a otimização se mostram robustas. Para horizontes maiores

que quinze a estratégia se torna ineficiente, possivelmente decorrente da baixa assertividade

das previsões para horizontes maiores. Devido à instabilidade inerentes aos períodos de

tempo maiores, o modelo de previsão tem dificuldade ao realizar as previsões. Este fato
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também foi constatado por Uysal, Li e Mulvey (2021), que caracterizaram uma relação de

compromisso entre o tamanho do horizonte de predição e a acurácia na estimação dos

parâmetros. Eles sugerem o horizonte de cinco dias como tamanho ideal para um bom

desempenho.
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Figura 25 – Análise do efeito do horizonte de predição - MMV e MMC

As Figuras 26 e 27 apresentam os boxplots com o resultado de 30 simulações

do primeiro passo do MPC para as funções objetivo CVaR e Variância, respectivamente.

No caso do CVaR, ocorre um aumento gradativo das perdas esperadas à medida que

aumenta o horizonte de predição. Já a variância esperada é significativamente inferior para

o horizonte um e equivalente para horizontes maiores que um. A inferioridade obtida para o

horizonte um e a equivalência para os demais horizontes foi comprovada pelo Teste Tukey2

para comparação múltipla ao nível de significância de 5%. Este comportamento do risco

para os diferentes horizontes de predição é discutido detalhadamente na Seção 4.5.2.

De forma geral, para este estudo de caso, é possível destacar que o horizonte de

predição influencia consideravelmente o resultado, sendo que,

Os algoritmos de maximização da riqueza foram positivamente afetados pelos horizontes

até o valor 15 dias. Acima desse valor, torna-se ineficiente em comparação com a

estratégia miópica (que possui horizonte igual a 1).

A variância esperada alcança o menor valor quando m = 1 e valores equivalentes para os

demais horizontes. Essa diferença de valor entre m = 1 e os demais horizontes ocorre
2 Em adição às premissas padrões da análise de variância (ANOVA), o método de Tukey foi derivado sob a

restrição de que as variâncias da amostra devem ser iguais (KESELMAN; ROGAN, 1978).
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Figura 26 – Análise do efeito do horizonte de predição - CVM
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Figura 27 – Análise do efeito do horizonte de predição - VM

porque o algoritmo aloca mais dinheiro em ativos menos voláteis quando m = 1.

O CVaR é maior quanto maior for o horizonte de predição. Este comportamento está

condizente com a expectativa teórica, pois o CVaR é o somatório das perdas do

portfólio, logo quanto mais parcelas neste somatório, maior será o valor do CVaR.

4.5.2 Análise da cardinalidade

Nesta seção a restrição de cardinalidade é detalhadamente investigada no que diz

respeito ao risco e ao horizonte de predição. Na Figura 26, vimos que o CVaR esperado

aumenta gradativamente junto com o horizonte de predição. Já na Figura 27, vimos que

há um destoamento do valor da variância do horizonte um em comparação com os demais

horizontes. Por outro lado, para um horizonte de predição fixo o risco aumenta com o

aumento da cardinalidade, ao passo que a riqueza diminui com o aumento da cardinalidade,

conforme pode ser observado na Figura 28. O entendimento desses comportamentos pode

ser obtido a partir de uma análise das carteiras obtidas em cada caso.

Para entender os comportamentos levantados acima, segue um estudo detalhado

da estratégia de alocação dos algoritmos VM, CVM e MMV. Para isto, foram consideradas

30 execuções e foi calculada a média de alocação de dinheiro por ativo considerando

cardinalidades 5, 10 e 15, e horizontes de predição 1, 5 e 10. Os resultados são

apresentados nos mapas de calor das Figuras 29 e 30.
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Figura 28 – Boxplot da riqueza e do risco esperado versus cardinalidade para os horizontes
de predição m = 1 e m = 5.

A Figura 29 exibe o mapa de calor obtido para o problema MMV. Pode ser destacado

que:

• Há predominância na alocação nos ativos PETR3 e PETR4 em todos os cenários

simulados. De fato, os ativos mais lucrativos são PETR3 e PETR4, com base na

previsão para o dia referente a esta otimização. Portanto, pode-se afirmar que o

algoritmo efetivamente busca maximizar a riqueza esperada.

• Existe um padrão de concentração do máximo permitido no PETR3 para o horizonte

de predição m = 1. O algoritmo então distribui a cota mínima entre os demais ativos

para cumprimento da restrição de cardinalidade.

• O comportamento das carteiras com cardinalidades k = 10 e k = 15 para os horizontes

de predição m = 5 e m = 10 é semelhante, uma vez que concentram-se entre PETR3

e PETR4. A mudança de comportamento de m = 1 em relação a m = 5 e m = 10 é
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variar de uma concentração em PETR3 para uma combinação de PETR3 e PETR4,

devido à sensibilidade do MPC em construir carteiras de forma multiperíodo.

• A escolha de carteiras para cada instante do horizonte de predição é correlacionada.

Isso significa que a seleção da carteira no horizonte k + 1 interfere na escolha da

carteira no horizonte k + 2, o que interfere na escolha da carteira no horizonte k + 3 e

assim por diante. Esta perspectiva não acontece no caso m = 1, uma vez que existe a

previsão de apenas um portfólio.
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Figura 29 – Mapa de calor da alocação de carteiras após o primeiro passo do MPC - MMV.

A Figura 30 exibe os mapas de calor obtidos para o problema VM e CVM, a partir

dos quais é possível observar que as carteiras obtidas pelo algoritmo VM apresentam

alocação forte na renda fixa, sendo que as carteiras com cardinalidade 15 apresentam a cor

laranja mais forte, o que pela régua de tonalidade significa que são valores menores

comparativamente aos valores alocados nas cardinalidades menores. Por sua vez, o

algoritmo CVM possui concentração forte na renda fixa apenas para o horizonte de predição

igual a um, apresentando alocação predominante nos ativos PETR3 e PETR4 nos demais

horizontes.

Para uma análise mais criteriosa, levando em consideração os valores específicos

das alocações, foi selecionada aleatoriamente uma carteira dentre as 30 que foram

consideradas para o mapa de calor de cada algoritmo. As carteiras selecionadas são

apresentadas nas Tabelas 3 e 4.
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Tabela 3 – Carteiras selecionadas para análise da alocação entre os ativos - VM

Tabela 4 – Carteiras selecionadas para análise da alocação entre os ativos - CVM
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Figura 30 – Mapas de calor da alocação de carteiras após o primeiro passo do MPC.

Pelas Tabelas 3 e 4, percebemos que há uma tendência de repetição dos ativos das

cardinalidades menores nas carteiras das cardinalidades maiores em todos os casos para

ambos os algoritmos. Além disso, com relação à Tabela 3 é possível destacar que:

• Para a cardinalidade k = 5, o algoritmo VM alocou a cota máxima permitida na

renda fixa, o ativo com risco nulo. No caso k = 10, o algoritmo teve que “abdicar” da

segurança do investimento na renda fixa para cumprir a restrição de cardinalidade.

Desta forma, ao tirar dinheiro de um ativo com risco nulo e investi-lo num ativo de risco,

automaticamente aumenta a variância da carteira. Ao criar a carteira de cardinalidade

k = 15, o modelo tirou mais dinheiro do ativo livre de risco, aumentando mais uma vez

a variância da carteira, o que justifica o comportamento na Figura 28.

• Sobre o fato de a variância para m = 1 ser inferior às demais (Figura 27), isso se deve

à escolha dos ativos e à quantidade alocada. Embora a alocação máxima permitida
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fique restrita à renda fixa, a alteração de alocação dos R$10.000,00 restantes entre

os ativos pode alterar o valor da variância, mesmo que entre os mesmos ativos. Por

exemplo, para k = 5, em m = 1 houve uma alocação de mais de R$5.000,00 no ativo

EQTL3, que é o menos volátil entre os ativos (veja Figura 31), o que corrobora o

valor mais baixo da variância comparativamente às carteiras com m = 5 e m = 10

e cardinalidade 5. O mesmo ocorre para k = 10, pois o ativo com maior alocação

desconsiderando-se a renda fixa, é WEGE3, o menos volátil dentre os ativos RENT3

e ITSA4, que são os ativos com maior alocação desconsiderando-se a renda fixa para

os casos m = 5 e m = 10, respectivamente.

• A inclusão da renda fixa como opção de investimento alterou completamente a

perspectiva da relação risco e cardinalidade comparativamente à relação obtida nos

problemas de otimização de portfólio tradicionais. No problema de otimização de

portfólio tradicional (onde não há ativo com risco nulo), é comum as carteiras com

maiores cardinalidades apresentarem risco menor, o que é um dos principais motivos

para preferência por carteiras diversificadas. Este comportamento não foi observado

no caso dos modelos apresentados neste trabalho, visto que a melhor estratégia para

diminuir o risco é ficar alocado no ativo livre de risco. Desta forma, a diversificação

deixa de fazer sentido quando busca-se diluir o risco.

Figura 31 – Volatilidade anualizada dos ativos

Com relação à Tabela 4, pode-se destacar que:

• Somente para o horizonte m = 1 há uma concentração forte na renda fixa. Além disso,

a alocação na renda fixa é maior para as cardinalidades menores. Neste caso, isso

ocorre por motivo semelhante ao visto no caso da Variância. Para cumprir a restrição

de cardinalidade é necessário tirar o dinheiro alocado na renda fixa para investi-lo em

algum ativo de risco. Por isso, o aumento do risco com o aumento da cardinalidade na

Figura 28.

• A estratégia do algoritmo VM em manter sempre a alocação na renda fixa é intuitiva.

Para entender a estratégia do algoritmo CVM, é preciso entender qual novidade o

CVaR traz em relação à variância. A novidade é que o CVaR é uma medida assimétrica,

que leva em consideração apenas as oscilações negativas do retorno. Desta forma,

o CVaR é mais flexível que a variância e pode ter mais mobilidade na alocação dos

ativos, no sentido de ter a possibilidade de sair um pouco da renda fixa em busca

de uma oportunidade mais rentável. Mas, como o aumento do horizonte de predição

está relacionado com o aumento do número de carteiras que o algoritmo tem que

construir (uma para cada dia do horizonte de predição), uma pequena alteração que
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inclua mais exposição ao risco pode desencadear sucessivas alterações nas carteiras

subsequentes, o que aumenta a exposição ao risco e, consequentemente, o valor

esperado de perdas. Como quanto maior o horizonte maior o número de carteiras para

serem gerenciadas, esse “efeito em cascata” faz o CVaR elevar-se com o aumento

do horizonte de predição. Este raciocínio é exclusivo do MPC. Note que para m=1, o

comportamento dos algoritmos CVM e VM foi semelhante. Por outro lado, este “efeito

cascata” não acontece com a variância porque há um padrão em se manter sempre

a maior alocação possível na renda fixa. Dessa forma, não há um momento que se

possibilite a inclusão de risco maior em alguma das carteiras.

Para reforçar a compreensão da relação entre o horizonte de predição e os valores

de variância e CVaR esperados, um estudo análogo ao que foi apresentado, mas sem

considerar a renda fixa, foi realizado e é apresentado a seguir. Os boxplots apresentados na

Figura 32 indicam que os algoritmos apresentam a mesma tendência: a variância esperada

é menor para o horizonte um e semelhante dentre os demais horizontes, e o CVaR aumenta

com o aumento do horizonte de predição. Chama-se atenção para o aumento explosivo dos

valores da variância esperada, ocasionado por não haver o ativo livre de risco.
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Figura 32 – Boxplot do risco esperado - sem renda fixa

A Figura 33 apresenta os mapas de calor da média da alocação de recursos por

ativo. Na ausência do ativo livre de risco, o algoritmo se manteve concentrado no ativo

EQTL3 e, no caso m = 1, também em WEGE3. Note que esses foram respectivamente

os ativos que apresentaram menor volatilidade (Figura 31), o que está condizente com o

esperado para o algoritmo VM. No caso m = 1, a alocação nos dois ativos menos voláteis

culminou no menor valor de variância esperada.
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Figura 33 – Mapas de calor da alocação de carteiras - sem renda fixa
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4.6 Análise Multiobjetivo (In-Sample)

Nesta seção é apresentada a análise in-sample dos algoritmos multiobjetivo. Foram

considerados os mesmos dados utilizados na análise in-sample dos algoritmos mono-

objetivo. Por meio desta análise, pretende-se validar a implementação dos algoritmos

multiobjetivo, a escolha dos parâmetros e a avaliação da relação de dominância entre as

diversas cardinalidades e os horizontes de predição escolhidos. Conforme visto na Seção

4.5.1, o horizonte de predição cinco foi o mais eficaz neste estudo de caso. Por sua vez, o

horizonte de predição um representa a estratégia miópica do MPC, que é uma estratégia

padrão e presente em todos os artigos que lidam com o MPC. Diante destes apontamentos,

a análise in-sample multiobjetivo leva em consideração os horizontes de predição um e

cinco.

4.6.1 Avaliação das melhores fronteiras ao término do algoritmo

Após algumas simulações considerando diferentes valores para os parâmetros do

algoritmo genético, foi constatado que cada problema de otimização demanda valores

específicos para esses parâmetros, em especial a quantidade de gerações. Dessa forma,

os parâmetros mais adequados foram 1000 indivíduos em todos os casos, 250 gerações

para os problemas de otimização que envolvem a medida de risco variância, 350 e 450

gerações para os problemas de otimização com a medida de risco CVaR e horizontes um

dia e cinco dias, respectivamente.

Na Figura 34 encontram-se as melhores fronteiras ao término do algoritmo para o

MO-MPC Riqueza-Variância após a primeira execução. Os valores de riqueza e variância

esperadas são calculados para cada ponto da fronteira obtida pela otimização no último

instante do horizonte de predição. A figura apresenta fronteiras bem representativas do

espaço de objetivos, com a relação de dominância bem definida:

• As cardinalidades menores dominam as cardinalidades maiores, relativamente aos

respectivos horizontes de predição.

– Cardinalidades menores são mais adequadas neste estudo de caso.

– As carteiras com cardinalidades menores têm a possibilidade de investir mais

dinheiro nos ativos com maior expectativa de retorno, por isso, tendem a alcançar

valores de riqueza esperada maiores.

• As fronteiras com horizonte de predição cinco dominam as fronteiras com horizonte

de predição um.

– O horizonte de predição cinco é potencialmente superior ao horizonte de predição

um neste estudo de caso.

– O horizonte de predição cinco obteve riquezas maiores para o mesmo nível

de risco. Isto ocorre porque as fronteiras da Figura 34 (b) estão considerando
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a riqueza esperada após cinco dias de negociação enquanto as fronteiras da

Figura 34 (a) possuem riqueza esperada para apenas um dia. Logo, cinco dias

de negociação podem gerar um capital maior caso a expectativa dos retornos

dos ativos selecionados seja positiva.
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Figura 34 – Melhores fronteiras obtidas após a primeira execução - MO-MPC Riqueza-
Variância

As métricas de avaliação são apresentadas para os problemas de otimização MO-

MPC Riqueza-Variância e MO-MPC Riqueza-CVaR. Os valores apresentados nos gráficos

são a média das métricas obtidas em 30 simulações do MO-MPC considerando a evolução

das gerações do primeiro passo do MO-MPC. Na Figura 35 estão as métricas referentes

ao problema MO-MPC Riqueza-Variância. Para m = 1, observa-se que a convergência se

estabelece por volta da geração 100 para as cardinalidades cinco e dez, e por volta da

geração 200 para as cardinalidades 15 e 20, sendo que o algoritmo encerra com todas

as cardinalidades convergindo com valor de hipervolume semelhante. Já para a métrica

delta, a convergência ocorre de forma contundente antes de 100 gerações para todas as

cardinalidades. Já para o horizonte m = 5, há uma disparidade entre as duas cardinalidades

menores e as cardinalidades maiores. Esta disparidade já era previsível devido à disposição

das fronteiras, como as fronteiras das cardinalidades cinco e dez dominam as fronteiras das

cardinalidades 15 e 20, a área de abrangência das duas primeiras é muito maior, o que é

bem representado pelo valor obtido para o hipervolume. Por outro lado, a representativadade

(alcance dos pontos da fronteira) das fronteiras com cardinalidade 15 e 20 é inferior àquela

apresentada para as cardinalidades cinco e dez, este fato é evidenciado pela métrica delta,

que possui uma dificuldade maior de se estabilizar no caso das cardinalidades maiores,

todavia ocorre a estabilização antes das 250 gerações e para um valor próximo àquele

obtido para as cardinalidades menores. Apesar da diferença apresentada pelo hipervolume,

a métrica delta convergiu. A métrica delta foi apta a equalizar os valores garantindo a

convergência e a boa qualidade das fronteiras. Sendo assim, conclui-se que o melhor

resultado ao término do algoritmo é constituído por fronteiras representativas e soluções

não dominadas, que era o que se buscava com o algoritmo multiobjetivo.

Na Figura 36 encontram-se as fronteiras de Pareto para o MO-MPC Riqueza-CVaR

após a primeira execução. Os valores de riqueza e CVaR esperados são calculados para
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Figura 35 – Média das métricas de avaliação no decorrer das gerações - MO-MPC Riqueza-
Variância

cada ponto da fronteira de Pareto obtida pela otimização no último instante do horizonte de

predição. A figura apresenta fronteiras bem representativas do espaço de objetivos, com

a relação de dominância bem definida no que diz respeito à cardinalidade de um mesmo

horizonte de predição. Quando comparam-se as fronteiras de horizontes de predição

diferentes, a relação de dominância não é hierárquica, no sentido de uma dominar a outra.

O horizonte de predição cinco ofereceu riquezas maiores para as cardinalidades cinco e

dez. No entanto, conforme já havia sido constatado na análise in-sample mono-objetivo,

horizontes de predição maiores culminam em valores de CVaR maiores. Desta forma,

embora as cardinalidades cinco e dez alcancem valores de riqueza maiores, estas vêm

associadas com riscos maiores. Por isso, não é possível afirmar categoricamente que o

horizonte de predição cinco é mais vantajoso no caso do MO-MPC Riqueza-CVaR como foi

possível no caso do MO-MPC Riqueza-Variância. Esta afirmação pode ser proferida caso

o investidor possua propensão ao risco e esteja focado exclusivamente em aumentar o

retorno do investimento. De toda forma, no que diz respeito à riqueza esperada, o horizonte

de predição cinco foi sim capaz de obter valores não atingíveis pela estratégia miópica.

A Figura 37 apresenta as métricas de avaliação para o problema MO-MPC Riqueza-

CVaR. Os valores apresentados são a média das métricas obtidas em 30 simulações.
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Figura 36 – Melhores fronteiras obtidas após a primeira execução - MO-MPC Riqueza-CVaR

Conforme pode ser visto, o problema com horizonte de predição m = 5 demandou uma

quantidade de gerações maior para a estabilização do algoritmo em relação ao problema

com horizonte de predição m = 1. O ajuste realizado para a quantidade de gerações

foi suficiente para a convergência do algoritmo em todos os casos, evidenciando que o

algoritmo de otimização proposto foi bem sucedido em obter uma fronteira representativa e

a escolha dos parâmetros foi suficiente para garantir a estabilização do algoritmo.
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Figura 37 – Métricas de avaliação no decorrer das gerações - MO-MPC Riqueza-CVaR

4.6.2 Alocação em Renda Fixa

Para averiguar a alocação em renda fixa de acordo com o perfil de investidor, foram

consideradas as carteiras com cardinalidade cinco, obtidas nas 30 simulações realizadas

na Seção 4.6.1. Os boxplots com a alocação em renda fixa são dados pela Figura 38. Como

pode ser observado, em cada caso a alocação em renda fixa cumpriu a expectativa dada

pelo perfil do investidor. O perfil conservador obteve a maior alocação, o perfil moderado

obteve uma alocação intermediária e o perfil agressivo obteve alocação mínima. Chama-se a
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atenção para a alta concentração em renda fixa nos problemas envolvendo a variância e no

problema MO-MPC Riqueza-CVaR com m = 1. O problema MO-MPC Riqueza-CVaR m = 5,

embora tenha respeitado a hierarquia de investimento entre os perfis, alocou valores muito

menores comparados ao demais, até mesmo para o perfil conservador. Este comportamento

já tinha sido observado no caso mono-objetivo e reflete a característica downside-risk dentro

da perspectiva do horizonte de predição.
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(b) MO-MPC Riqueza-Variância m = 5
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Figura 38 – Alocação em renda fixa após a primeira execução do MPC considerando as
carteiras com cardinalidade cinco obtidas na Seção 4.6.1.

4.6.3 Avaliação do risco e do retorno de acordo com o perfil de investidor

Para a avaliação do risco e do retorno de acordo com o perfil do investidor foram

realizadas 30 simulações de cada problema para o primeiro passo do MPC considerando

o primeiro dia útil de 2020 e a cardinalidade de cinco ativos definidos de acordo com o

Quadro 2. O retorno esperado é dado pela riqueza esperada no último dia do horizonte

de predição em relação à riqueza atual. O retorno esperado para horizonte m = 5 é maior

porque trata-se de um período de cinco dias entre a riqueza atual e a riqueza esperada,

ao passo que o retorno esperado para o caso m = 1 refere-se ao período de um dia. Em

todos os casos há a confirmação da expectativa teórica no sentido do retorno esperado ser

maior para o perfil agressivo, intermediário para o perfil moderado e menor para o perfil

conservador.

A análise in-sample dada pelo retorno acumulado à medida que se desloca a janela

deslizante não é possível ser realizada. Como, por definição, a estratégia dada pelo MPC
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Figura 39 – Boxplot dos retornos esperados de acordo com o perfil do investidor (k = 5).

atualiza o sistema com a riqueza real obtida pela carteira ótima em cada instante de tempo, a

riqueza real é susceptível às condições de mercado. Assim, embora a resposta do algoritmo

multiobjetivo proporcione a expectativa

Riqueza Esperada (Agressivo) > Riqueza Esperada (Moderado) > Riqueza Esperada (Conservador),

ao apurar a rentabilidade real, essas desigualdades podem não se manter. Desta forma, as

riquezas reais obtidas pelas carteiras de cada perfil são diferentes das riquezas esperadas

previstas pelo algoritmo e não necessariamente respeitam a hierarquia definida. Sendo

assim, ao iniciar um novo passo, não existe uma hierarquia entre as riquezas de cada perfil

de investidor, de onde não é possível dar continuidade à comparação iniciada no passo

anterior. Logo, perde-se o sentido em comparar essas estratégias quando considera-se

mais que um passo do MPC.

A Figura 40 traz os boxplots com o risco esperado em cada caso. O risco esperado

também satisfaz a expectativa teórica de que o investimento mais agressivo está associado

ao maior risco, o investimento moderado está associado a um risco intermediário e o

investimento conservador está associado a um risco menor. São observados os mesmos

comportamentos já constatados na análise mono-objetivo. A variância para o horizonte

m = 5 é maior que a variância para o horizonte m = 1. A perda financeira para o horizonte

m = 5 é maior que a perda financeira para o horizonte m = 1. Ressalta-se que a perda

financeira foi calculada pela diferença entre a riqueza esperada e o CVaR esperado, ambos

no último dia do horizonte de predição.
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Figura 40 – Boxplot dos riscos esperados de acordo com o perfil do investidor (k = 5).

As análises in-sample realizadas nesta seção mostram que, para este estudo de

caso, os algoritmos apresentaram resultados compatíveis com as expectativas teóricas.

Logo, o modelo e os algoritmos estão aptos a realizar simulações fora da amostra

para avaliação do desempenho das estratégias frente às condições de mercado. Estas

simulações são apresentadas na Seção 4.7.

4.6.4 Tempo de execução algoritmos multiobjetivo

Por fim, a Figura 41 contém os boxplots com os tempos de execução por iteração

(em segundos) dos algoritmos multiobjetivo. Considere MV o problema multiobjetivo com a

medida de risco variância e MC o problema multiobjetivo com medida de risco CVaR. Como

pode-se perceber, há um destoamento entre os tempos de execução de MV e MC. Isto

se deve à inclusão dos cenários no caso da medida de risco CVaR. O aumento de tempo

também ocorre quando utiliza-se o horizonte de predição de cinco dias. Convém ressaltar

que, como o período de amostragem é diário e cada execução empenha menos que uma

hora de execução, este tempo é compatível com a viabilidade do uso dos algoritmos na

prática cotidiana do investidor.

4.7 Análise Multiobjetivo (Out-of-Sample)

Nesta seção é realizada a análise out-of-sample dos algoritmos multiobjetivo

utilizando os parâmetros definidos anteriormente. A análise é realizada ao longo dos



Capítulo 4. Estudo de caso com ativos da B3 98

MV|m=1 MV|m=5 MC|m=1 MC|m=5
500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

Te
m
po

 p
or
 it
er
aç

ão
 (s

)

Figura 41 – Tempo de execução por iteração (em segundos).

anos 2019 e 2020. Foram escolhidos esses dois períodos por estes corresponderem a

situações chave para a representatividade da diversidade de cenários ocorridos no mercado

financeiro brasileiro recentemente. O ano 2019 representa genuinamente o que se espera

do Bull Market, com baixa instabilidade e tendência de alta. Já o ano 2020 traz consigo

uma mudança de personalidade brusca, refletindo o quão intensa pode ser a instabilidade

do mercado. A pandemia de COVID-19 e a insegurança causadas pelo coronavírus SARS-

CoV-2 culminaram em grande situação de alerta sobre os rumos que a economia global

poderia tomar diante de um cenário caracterizado por grandes incertezas. A situação atingiu

seu ápice quando, pela primeira vez no mercado financeiro brasileiro, o circuit breaker 3 foi

acionado seis vezes num único mês (março/2020). No entanto, com a compreensão mais

clara em torno dos desdobramentos decorrentes da nova situação, o mercado financeiro

brasileiro conseguiu recuperar parte do prejuízo e encerrou o ano com retorno acumulado

positivo. É razoável considerar que submeter os modelos propostos a dois períodos de

tempo tão distintos irá proporcionar a validação necessária das habilidades dos modelos

frente a diferentes animosidades do mercado.

Conforme visto na Seção 4.6, a cardinalidade cinco apresentou as melhores

fronteiras, por isso, na análise out-of-sample são consideradas apenas carteiras com

cardinalidade cinco. O problema MO-MPC Riqueza-CVaR é considerado nesta análise

out-of-sample.

A Figura 42 apresenta as riquezas acumuladas nos anos 2019 e 2020 para m = 1,

m = 5 e os três perfis de investimento. Observa-se um comportamento mais próximo entre as

riquezas quandom = 1. O destacamento da riqueza do perfil moderado em relação à demais

quando m = 5 deve-se porque o horizonte de predição igual a cinco é acompanho por ruídos

maiores no modelo de previsão. Além disso, porque o perfil agressivo está alocando muito

capital em ativos muito instáveis, o que faz o retorno acumulado sofrer maiores perdas. Já o

perfil conservador investe em ativos menos voláteis. Esses dois comportamentos favorecem

o investir moderado, que possui um investimento que concilia a alocação entre ativos mais
3 Circuit breaker na bolsa de valores é um mecanismo utilizado para interromper as negociações quando o

mercado passa por uma queda acentuada (SUBRAHMANYAM, 1994).
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voláteis e ativos menos voláteis, de forma que, quando o investimento moderado cai, não cai

tanto e por outro lado, considera ativos com um potencial de retorno razoável. As estratégias

de 2020 (m = 1) representam bem o que se espera teoricamente das escolhas baseadas no

perfil de investidor. O perfil conservador foi o que mais conteve a queda. Tão logo o mercado

retomou o crescimento, o perfil agressivo recuperou-se da queda e angariou rentabilidade

acima das demais estratégias, ao passo que o perfil moderado se manteve numa posição

intermediária durante todo o período.
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Figura 42 – Riqueza efetiva acumulada para a estratégia MO-MPC Riqueza-CVaR em 2019
e 2020 considerando os três perfis de investimento para k = 5.

A Tabela 5 contém o Máximo Drawdown4 e o Índice de Sharpe das estratégias
4 Máximo Drawdown é um indicador de risco que evidencia a maior perda ocorrida desde um ponto de alta
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Tabela 5 – Medidas Índice de Sharpe e Máximo Drawdown para as riquezas apresentadas
na Figura 42 considerando m = 5.

Year Índice de Sharpe Máximo Drawdown
Conservador Moderado Agressivo Ibovespa Conservador Moderado Agressivo Ibovespa

2019 0,11 1,52 1,49 3,98 17% 20% 21% 11%
2020 1,62 2,57 1,79 -0,22 41% 38% 44% 47%

apresentadas na Figura 42 considerando m = 5. O Índice de Sharpe das estratégias

é maior que um em todos os casos, exceto o Conservador-2019. Quando o Índice de

Sharpe é maior que um, isso significa que obteve-se mais de uma unidade de retorno para

cada unidade de risco, o que é bem visto pelos investidores em geral. Com relação ao

Máximo Drawdown, os valores são discrepantes entre 2019 e 2020. Yu, Xie e Xu (2014)

consideraram o Máximo Drawdown como uma restrição do problema de seleção de portfólio

utilizando limites máximos 1
3 , 0,25, 0,2 e 0,1 para o Máximo Drawdown de 5. Considerando

que estes são limites padrões aceitáveis, os valores obtidos do Máximo Drawdown para

o ano 2019, dados na Tabela 5, são otimistas, dentro da expectativa do mercado. Por

outro lado, os valores do Máximo Drawdown para 2020 apresentados na Tabela 5 são

demasiadamente altos. Esse aumento repentino é explicado por Ellwood Associates (2021),

ao elucidar que a profundidade e o comprimento do Drawdown diferem quando auferidos

em tempo de recessão ou durante tempos não-recessionários. Para o período da pandemia

do Coronavírus, o Máximo Drawdown do índice S&P 500 foi 40%, e do Ibovespa foi 47%, de

onde conclui-se que os valores de máximo Drawdown das estratégias propostas para o ano

2020 estão dentro da média do mercado.

Para melhor entendimento sobre o comportamento das estratégias da Figura 42,

são apresentadas as riquezas acumuladas dos cinco ativos com maior participação média

ao longo de cada período. Essas riquezas acumuladas dos ativos com maior participação

nas carteiras encontram-se na Figura 43, as quais também podem ser comparadas com a

riqueza acumulada do Ibovespa para os respectivos períodos. Observa-se que as estratégias

foram aptas a identificar ativos com alto potencial de rentabilidade, indicando que o modelo

acertou na escolha da composição das carteiras. Chama-se a atenção para a habilidade

em identificar os ativos com maior potencial de rentabilidade em meio ao cenário caótico

enfrentado em 2020. Isto se deve à combinação de várias qualidades do modelo, dentre elas

a antecipação de eventos futuros com uma visão ótima de posicionamento e a realocação

dinâmica das carteiras, que permite correções e ajustes contínuos amortecendo os efeitos

da instabilidade do mercado.

Para finalizar, a Figura 44 apresenta a comparação da riqueza acumulada mensal

da estratégia MO-MPC Riqueza-CVaR com m = 5 e perfil moderado comparada com a

riqueza acumulada mensal de alguns fundos de investimentos brasileiros e do Ibovespa.

(pico) até um ponto de mínima em uma série histórica.
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Figura 43 – Retorno acumulado das cinco ações com maior participação média em cada
portfólio no decorrer de 2019 e 2020 - k = 5,m = 5.



Capítulo 4. Estudo de caso com ativos da B3 102

Ressalta-se que a riqueza acumulada da estratégia proposta supera a riqueza acumulada

do Ibovespa em ambos os casos. O retorno acumulado da estratégia proposta é maior

tanto em 2019 quanto em 2020, confirmando que a estratégia foi apta a identificar as

melhores oportunidades em cada período. Retornos anuais de 40% representam estratégias

de investimentos muito bem sucedidas, uma vez que os maiores investidores do mercado

de ações apresentam média de retorno anual na casa dos 20%. Os fundos Atmos, Brasil

Capital e Dynamo estão reconhecidamente entre os melhores fundos brasileiros há mais

de dez anos, com destaque para Dynamo há 25 anos. Embora a estratégia proposta não

tenha superado esses fundos em 2019, ela o fez em 2020, devido à alocação em ativos

que tiveram uma alta valorização durante a retomada de crescimento após o declive de

março-abril/2020, conforme foi apresentado na Figura 43.
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Figura 44 – Comparação dos retornos mensais entre a estratégia MO-MPC Riqueza-CVaR
com fundos de investimento e o Ibovespa em 2019 e 2020 - k = 5,m = 5.
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5 Conclusões

Neste trabalho é proposto um arcabouço matemático e computacional constituído

de aplicações do método MPC à otimização de portfólios de investimentos. Como inovação

proposta neste trabalho de doutorado, é definida uma abordagem do MPC multiobjetivo

para a otimização de portfólio de investimentos com custos de transação e restrição

de cardinalidade. As funções riqueza, variância e CVaR esperados são modeladas

incorporando o horizonte de predição. A otimização ocorre sempre no último instante

de tempo do horizonte de predição (custo terminal). A restrição de cardinalidade para o

problema de seleção de portfólio utilizando-se a estratégia MPC é uma contribuição deste

trabalho, bem como, a proposta do MPC multiojbetivo para lidar com este problema.

Como contribuições primordiais deste trabalho destacam-se: a formulação

multiperíodo para as medidas de risco, especialmente para o CVaR, que contou com a

descrição detalhada sobre a incorporação dos cenários dentro da perspectiva do horizonte

de predição; a adaptação do algoritmo genético NSGA-II para tratar as restrições de

forma intrínseca nos seus operadores, ressaltando-se que esta adaptação transcende sua

aplicabilidade no âmbito do NSGA-II, visto que pode ser utilizada por outros algoritmos

genéticos; a inovação em utilizar o algoritmo genético dentro da perspectiva do horizonte

de predição, respeitando as previsões e restrições respectivas a cada dia do horizonte;

a proposta da otimização multiobjetivo para o MPC no contexto de seleção de portfólio,

incluindo a restrição de cardinalidade; a análise criteriosa do efeito do horizonte de predição

nas funções objetivo, bem como da composição das carteiras, do impacto da renda fixa

no risco da carteira, dos custos de transação e da cardinalidade de forma geral. Também

importante foi a contribuição do estudo das melhores fronteiras ao término do algoritmo

frente ao horizonte de predição e à cardinalidade juntamente com as métricas de avaliação,

bem como a análise numérica do desempenho das estratégias propostas diante de cenários

representativos de diversas condições de mercado.

Além das contribuições teóricas, a metodologia dos experimentos é uma contribuição

do trabalho. As simulações realizadas com dados da B3, embora caracterizem-se como

estudo de caso, podem ser consideradas contribuições práticas, uma vez que, com elas, é

possível analisar os desdobramentos teóricos que podem auxiliar investidores na realização

das negociações de sua carteira de investimentos.

Na análise in-sample foram realizadas várias comparações em relação ao horizonte

de predição e cardinalidade. Dentre elas, pode ser destacado que o horizonte de

predição igual a cinco proporciona maior riqueza no caso mono-objetivo. A relação risco

e cardinalidade da maneira tradicional como é conhecida não é válida quando inclui-se a
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possibilidade de investimento no ativo livre de risco. Neste caso, o risco aumenta quando

aumenta a cardinalidade, uma vez que é necessário realocar dinheiro antes aplicado no

ativo livre de risco para investir em ativos de risco. No caso multiobjetivo, as fronteiras com

cardinalidades menores dominam as fronteiras com cardinalidades maiores. As fronteiras

com horizonte de predição cinco dominam as carteiras com horizonte de predição no caso

do problema com medida de risco variância, mas o mesmo não ocorre no caso do problema

com medida de risco CVaR, pois não há uma relação de dominância bem definida neste

caso.

Na análise out-of-sample a estratégia MO-MPC Riqueza-CVaR com cardinalidade 5

indicou que o perfil de investimento moderado tende a obter valores de riqueza acumulada

maiores que os demais perfis. Isto acontece devido à construção das carteiras, que concilia

ativos muito voláteis e ativos pouco voláteis, o que proporciona um potencial considerável

de ganho com uma exposição moderada à perda. O horizonte de predição igual a cinco foi

capaz de obter riquezas maiores que a estratégia miópica. Uma análise dos ativos com

maior participação média nos portfólios no decorrer dos dois anos de experimento mostrou

que a estratégia foi bem sucedida na escolha dos ativos, selecionando aqueles com alto

potencial de retorno. O Índice de Sharpe da estratégia MO-MPC Riqueza-CVaR apresenta

desempenho satisfatório, uma vez que é maior que um mesmo diante da crise financeira

de 2020. O Máximo Drawdown encontra-se dentro da expectativa do mercado tanto para o

ano recessionário quanto para o ano não recessionário. A riqueza acumulada de MO-MPC

CVaR supera a riqueza acumulada do Ibovespa em 2019 e 2020. A riqueza acumulada de

MO-MPC Riqueza-CVaR atinge cerca de 40% tanto em 2019 quanto em 2020, superando

em 2020 fundos de investimento de prestígio do mercado financeiro. De forma geral, a partir

deste estudo de caso, conclui-se que o MPC com horizonte m = 5 foi capaz de obter valores

de riqueza acumulada não atingidos pelas estratégia miópica, o que ressalta a relevância

que o uso do MPC apresenta para o problema de otimização de portfólio.

Diante dos resultados obtidos, é possível afirmar que os modelos de otimização

propostos nesta tese constituem uma contribuição teórica e prática capaz de

representar/lidar de forma realística com as peculiaridades do mercado financeiro. O

arcabouço matemático proposto consiste em uma ferramenta eficaz para a elaboração

de carteiras de investimentos que combina renda fixa e renda variável. Além disso, ele

mostra-se capaz de minimizar o risco diversificável do mercado, ao mesmo tempo em

que busca explorar as oportunidades mais rentáveis, incluindo os custos de transação

envolvidos nos rebalanceamentos da carteira. O MPC é uma estratégia indicada para

este tipo de otimização de portfólio devido a sua habilidade em efetivamente lidar com

sistemas dinâmicos complexos, fazer reajustes dinâmicos da carteira considerando as

expectativas do mercado e otimizar o risco e a riqueza utilizando o horizonte de predição.

É uma estratégia vantajosa relativamente às abordagens tradicionais por sua capacidade

de combinar as características inteligentes do MPC, lidando com cenários desafiadores do
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mercado financeiro e explorando as potencialidades da otimização multiobjetivo do risco e

do retorno com restrições realísticas.

5.1 Publicações científicas

1. MELO, M. K.; CARDOSO, R. T. N. ; JESUS, T. A. Multiobjective Model Predictive

Control for Portfolio Optimization with Cardinality Constraint. Expert Systems With

Applications 2021 (SUBMETIDO)

2. MELO, M. K.; CARDOSO, R. T. N. ; JESUS, T. A.; RAFFO, G. V. Investment Portfolio

Tracking Using Model Predictive Control. Optimal Control Applications and Methods

2021 (EM REVISÃO)

3. MELO, M. K.; CARDOSO, R. T. N. ; JESUS, T. A. Multi-objective Dynamic Optimization

of Investment Portfolio Based on Model Predictive Control. Journal on Control and

Optimization, v. 60, n.1, p. 104–123, 2022.

4. BARROSO, B.; CARDOSO, R. T. N., MELO, M. K. Performance analysis of the

integration between Portfolio Optimization and Technical Analysis strategies in the

Brazilian stock market. Expert Systems With Applications, v. 186, 2021.

5. MELO, M. K.; CARDOSO, R. T. N. ; JESUS, T. A. A Genetic Algorithm For Investment

Tracking With Stochastic Model Predictive Control. In: IEEE. 2021 IEEE Congress on

Evolutionary Computation (CEC).

6. MELO, M. K.; CARDOSO, R. T. N. ; JESUS, T. A. Model Predictive Control in Dynamic

Optimization Portfolio Selection. In: International Congress of Mathematicians, 2018,

Rio de Janeiro, 2018.

7. MELO, M. K.; CARDOSO, R. T. N. Um Algoritmo Genético com Busca Local pela

Descida Randômica na Otimização de Carteiras de Ações. In: L Simpósio Brasileiro

de Pesquisa Operacional, 2018, Rio de Janeiro. Anais do SBPO - ISSN 1518-1731,

2018.

8. MELO, M. K.;CARDOSO, R. T. N. Algoritmos para carteiras de investimentos nas

versões mono e multiobjetivo. Revista Mundi Engenharia, Tecnologia e Gestão

(ISSN: 2525-4782), v. 3, p. 92-1-92-20, 2018.

9. MELO, M. K.; CARDOSO, R. T. N.. Algoritmos para elaboração de uma carteira de

ações com mínima exposição ao risco. In: XX Encontro Nacional de Modelagem

Computacional e VIII Encontro de Ciências e Tecnologias de Materiais, 2017, Nova

Friburgo. Otimização e Pesquisa Operacional, 2017.

5.2 Trabalhos Futuros

Chega-se à conclusão deste trabalho com o cumprimento de todos os objetivos

que foram propostos inicialmente. No entanto, durante o seu desenvolvimento algumas
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limitações foram enfrentadas. Embora essas limitações não tenham impedido a modelagem

e a implementação dos problemas propostos, sua superação pode melhorar o desempenho

dos algoritmos e aperfeiçoar a qualidade dos resultados. Para tanto, os trabalhos futuros

que constituem desdobramento naturais são:

• Melhorar o tempo de processamento para o problema multiobjetivo com cenários;

• Modificar o modelo para compras em lotes.

• Incluir a possibilidade de fluxo financeiro contínuo (aportes e retiradas ao longo do

tempo).

• Implementar o MPC multiobjetivo na plataforma MetaTrader5©.

• Considerar simulações com dados de outros mercados financeiros diferentes da B3.

Numa frente mais avançada, com desdobramentos mais sofisticados, são propostos:

1. Aperfeiçoar o modelo de predição dos retornos dos ativos de risco;

2. Aperfeiçoar o critério de escolha baseado no perfil do investidor.

Pretende-se que essas propostas mais avançadas de trabalhos futuros estejam

enraizadas em métodos que utilizam machine learning (aprendizado de máquina). Conforme

salientado por Uziel e El-Yaniv (2020), problemas de seleção de portfólio online permanecem

um desafio aberto para os problemas de previsão de vetores online.

No que concerne à previsão dos retornos, a proposta é utilizar aprendizado de

máquina para fazer as previsões. Chen et al. (2021) e Ma, Han e Wang (2021) salientam

que os estudos existentes concentram-se principalmente em métodos estatísticos e métodos

de aprendizado de máquina, sendo que estudos comparativos destacam que métodos de

aprendizado de máquina apresentam uma melhor habilidade para lidar com problemas não

lineares e não estacionários que os métodos estatísticos. Ma, Han e Wang (2021) salientam

o quanto é necessário utilizar a combinação de aprendizado de máquina e aprendizado

profundo na previsão de retornos na otimização de modelos de portfólios clássicos e

enfatizam que até o momento não há pesquisa nessa direção. Também reforçam que a

combinação da predição de retornos com aprendizado de máquina e aprendizado profundo

é uma direção promissora que aplica totalmente as vantagens da previsão dos retornos na

construção dos modelos de otimização.

O uso de aprendizado de máquina para definir o portfólio de investimento com base

no perfil do usuário é uma prática que vem recebendo bastante atenção. A proposta é utilizar

um robo-advisor para fazer a escolha do ponto da fronteira que será aplicado ao sistema.

Lozano-Medina, Hervert-Escobar e Hernandez-Gress (2020) destacam que a vantagem

das árvores de decisão são a simplicidade de serem entendidas e interpretadas, a não

complexidade da preparação dos dados e a habilidade em lidar com dados numéricos e

categóricos. Com a interação de perguntas e respostas dadas por um chatbox, é possível

treinar o robô com as preferências do investidor. Essas preferências são divididas em
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categorias que envolvem os tipos de setores mais propícios ou avessos a investimentos,

preocupações com o meio ambiente, sustentabilidade, governança e prioridades sociais,

investimento doméstico ou investimento estrangeiro. Grealish e Kolm (2021) relatam que

os robo-advisors também podem considerar as metas financeiras do investidor. De acordo

com o tipo de meta (aposentadoria, compra de bens, viagens, etc...), é possível recomendar

o nível apropriado de risco.
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