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Resumo

A supersimetria € um principio bastante atraente na busca por teorias mais abrangentes, além do
Modelo Padrao das particulas elementares, pois envolve o intercAmbio entre campos fermidnicos e
bosdnicos, além de resolver problemas como o do ajuste fino. A mecanica quantica supersimétrica
(MQ SUSI) foi desenvolvida por Witten em 1981, inicialmente como um modelo para testar
métodos de teorias de campos. A partir do momento em que a comunidade cientifica voltou sua
aten¢do para a Mecanica Quantica SUSI, ficou evidente que este campo de estudos era interessante
por si mesmo. Além de servir como um modelo para testar métodos de teorias de campos,
constatou-se que a MQ SUSI traz novas luzes sobre o método de fatoracao de Infeld e Hull, que
foi a primeira forma de categorizar os problemas de potenciais soluciondveis analiticamente.
Calculos da mecanica quantica podem ser simplificados por meio de procedimentos da MQ
SUSI. H4 muito o que ser explorado em MQ SUSI no cendrio atual. Este projeto tem como
proposta fazer uma revisao dos diversos procedimentos adotados na MQ SUSI , desenvolver
procedimentos numéricos para o calculo de grandezas fisicas em MQ SUSI. Neste trabalho
vamos estudar os po¢os quanticos nas dimensoes: 1D (finito e infinito), 2D (quadrado e circular),
3D esférico ( finito e infinito) e o &tomo de hidrogénio, bem como seus parceiros supersimétricos.
Apresentaremos ao fim uma discussdo de aplicagdes da mecanica quéntica supersimétrica e
algumas aplicagdes tecnologicas.

Palavras-chave: Mecinica Quantica; Supersimetria; Atomo de Hidrogénio; Aplicagdes Tecnol6-

gicas.



Abstract

Supersymmetry is a very attractive principle in the search for more comprehensive theories, in
addition to the Standard Model of elementary particles, as it involves the exchange between
fermionic fields and bosonics, in addition to solving problems such as fine tuning. Supersymmetric
quantum mechanics (MQ SUSI) was developed by Witten in 1981, initially as a model for testing
field theory methods. From the moment the scientific community turned its attention to SUSI
Quantum Mechanics, it became evident that this field of study was interesting in itself. In addition
to serving as a model for testing field theory methods,it was found that the MQ SUSI sheds new
light on the Infeld and Hull factoring method, which it was the first way to categorize analytically
problems which are potentially solvable. Quantum mechanics calculations can be simplified
using QM procedures SUSI There is a lot to be explored in MQ SUSI in the current scenario.
This project aims to proposal to review the various procedures adopted in MQ SUSI , develop
numerical procedures for the calculation of physical quantities in MQ SUSI. In this job let’s
study quantum wells in dimensions: 1D (finite and infinite), 2D (square and circular), spherical
3D (finite and infinite) and the hydrogen atom, as well as its supersymmetric partners. Finally,
we will present a discussion of applications of supersymmetric quantum mechanics and some
technological applications.

Keywords: Quantum Mechanics; Supersymmetry; Hydrogen Atom; Technological Applications

funny.
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1 INTRODUCAO

O conhecimento a respeito da natureza da matéria e das interacOes entre as particulas
elementares é reunido no chamado Modelo Padrao, que divide as particulas em duas categorias:
férmions e bésons. O Modelo Padrio das particulas elementares € consensualmente considerado
uma teoria incompleta, ainda que em escalas de baixa energia como a da Teoria Eletrofraca,
em torno de 100 GeV. Uma das razdes € o chamado problema da hierarquia, proveniente do
fato de que a massa da particula de Higgs recebe grandes correcdes em ordens superiores da
expansdo perturbativa, composta por termos que sdo representados por diagramas de Feynman
em loops. Em principio, tais corre¢cdes podem ser canceladas por meio de um ajuste fino de
alguns parametros do Modelo Padrao. Contudo, tal solucdo para o problema da hierarquia soa
ndo natural para a maioria dos pesquisadores da drea, e esta € a razdo pela qual tal questdo é
denominada pela comunidade cientifica como o problema da “naturalidade” ou do ajuste fino.

Assim, € muito grande a busca por novas teorias que abranjam além do Modelo Padrao
e, como sempre, tal busca € guiada por principios de simetria. A supersimetria € um principio
bastante atraente na busca por teorias mais abrangentes, pois envolve o intercimbio entre campos
fermionicos e bosonicos. Um dos pontos mais chamativos nas teorias supersimétricas € o fato
de que modelos desse tipo resolvem o problema da hierarquia, ja que as correcdes para as
massas das particulas devidas aos loops de férmions e de bdsons se cancelam exatamente. Na
verdade, a maioria das divergéncias (contribui¢des tendentes ao infinito) vindas de altas energias
desaparecem nos modelos supersimétricos.

Contudo, a exata invariancia sob supersimetria implica a existéncia, para todas as particulas
observadas, de um parceiro de mesma massa € com 0s mesmos nimeros quanticos, a exce¢ao do
spin, que difere por 1/2. O fato de esses parceiros ndo serem observados na natureza indica que
essa simetria, se existente, € quebrada por meio de algum mecanismo em escalas de energias
mais altas. Em geral, quando se projeta uma teoria, procura-se um modelo o mais geral possivel
que seja compativel com as simetrias julgadas essenciais. Conceitos fisicos como as leis de
conservacgao siao profundamente conectados as simetrias da natureza, conforme estabelecido
pelo teorema de Noether (GOMES, 2002). O teorema de Noether usa o principio variacional
para discutir as propriedades de invariancia de um sistema. Estabelece que a cada operagao de
simetria corresponde uma lei de conservacao. A tabela 1 apresenta a relagdo de operagao de
simetria com a lei de conservacao.

Os mecanismos de quebra da simetria sdo importantes, porque as simetrias impdem
restricoes de tal ordem nos sistemas fisicos que, caso elas fossem exatas, alguns fendmenos
que sdo observados ndo seriam possiveis. Na verdade, deseja-se que a Lagrangeana (ou a
Hamiltoniana) do modelo seja simétrica, embora o mundo que ela descreve nao o seja. Esta é a

razdo pela qual uma das dreas de pesquisa mais promissoras atualmente € a dos mecanismos de
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Tabela 1 — Operacgdo de simetria / Lei de conservagao.

Operacao de Simetria Lei de Conservagao

Translag¢do no espaco Momento linear
Rotagdo no espacgo Momento angular

Translagdo no tempo Energia
Fonte: Elaborada pelo autor.

quebra de simetria.

Por outro lado, algo de fato notdvel emerge da simples ideia de se misturar férmions e
boésons. Duas transformacdes sucessivas de supersimetria nos levam de volta ao mesmo campo,
mas em um ponto diverso do espaco-tempo. Dessa forma, a supersimetria (SUSI) também esta
intimamente vinculada a transformagdes no espaco-tempo, além das simetrias internas do usual
Modelo Padrao. Do ponto de vista tedrico, a SUSI unifica as particulas com diferentes spins,
férmions e bésons, em um supermultipleto e permite que simetrias internas, tais como de isospin
e SU(3), sejam incorporadas, produzindo uma mistura entre simetrias interna e espago-temporais.
Além de sua elegancia conceitual, a SUSI produziu algumas teorias de campo renormalizdveis
com um comportamento melhor no regime ultravioleta, e foi explorada como possivel solucao
para o problema da hierarquia de gauge em teorias unificadas (LABELLE, 2010).

A SUSI relaciona os férmions, que constituem o mundo material, e os bosons, responsédveis
pelas forcas da natureza. Para diferentes tipos de superparceiros, acrescentam-se prefixos ou
sufixos na nomenclatura das novas particulas. No caso de a particula ser um bdson, seu
superparceiro € nomeado com um sufixo “ino” (o f6ton possui um fotino como superparceiro,
que € um férmion). Cada férmion possui um superparceiro béson, cujo spin difere por meia
unidade e que recebe um “s” como prefixo (ao elétron associa-se o selectron). A Figura 1 ilustra
0s parceiros supersimétricos.

Os principais mecanismos e cendrios da quebra da SUSI, como, por exemplo, a discussao
das quebras espontianea e dindmica, podem ser encontrados em (WEINBERG, 1995). Alguns
trabalhos abordam a possibilidade da quebra da SUSI associada a violacdo da simetria de Lorentz,
como discutido em (BERNALD, 2010), ao passo que outros utilizam efeitos ndo-pertubativos. Na
literatura, percebe-se que esta tltima discussdo foi essencial para o estabelecimento da Mecanica
Quantica Supersimétrica (MQ SUSI) como objeto de investigacao cientifica (COOPER; KHARE;
SUKHATME, 2001), (GANGOPADHYAYA; MALLOW; RASINARIU, 2017). Historicamente,
Nicolai (NICOLALI, 1976) introduziu a SUSI na mecanica nao-relativistica, mas foi a partir
do trabalho de Witten (WITTEN, 1982), em 1981, que a MQ SUSI foi desenvolvida. Nesse
trabalho, Witten introduziu a SUSI em uma Teoria de Campos em (1+0) dimensdes (MQ SUSI),
sendo o tempo a coordenada e, a posicao, o proprio campo. Ele estudou os instantons como
efeitos ndo-pertubativos, o que resultou na quebra dindmica da SUSI em mecanica quantica para,

posteriormente, tentar acomodar essas ideias na teoria de campos.
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Figura 1 — Parceiros supersimétricos, destacando-se o gluino, parceiro do gluon.

The known world of The hypothetical world of
Standard Model particles SUSY particles
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e 1t W
I\\.-r - s .‘\-_ﬁl.i'; '*%‘,./f g
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Fonte:https://www.ictp-saifr.org/wp-content/uploads/2015/09/Supersymmetry.jpg

A MQ SUSI tem sido muito utilizada na compreensdo das degenerescéncias e simetrias
de sistemas fisicos e como uma ferramenta poderosa em cdlculos de espectro de operadores.
Neste contexto, utiliza-se uma superdlgebra de Lie que se fecha sob uma combinacdo de relacdes
de comutacgdo e anticomutagdo. Esse formalismo tem estimulado algumas novas abordagens
para outros ramos da fisica, como a atdmica, a molecular, a nuclear, a estatistica e a da matéria
condensada. A partir do momento em que a comunidade cientifica voltou sua atenc¢ao para a
Mecanica Quantica SUSI, ficou evidente que este campo de estudos era interessante por si mesmo.
Além de servir como um modelo para testar métodos de teorias de campos, constatou-se que a
MQ SUSI traz novas luzes sobre o método de fatoracao de Infeld e Hull (INFELD; HULL, 1951),
que foi a primeira forma de categorizar os problemas de potenciais soluciondveis analiticamente.
Aos poucos, todo um novo conjunto de procedimentos foi se desenvolvendo, a partir da SUSI, a
fim de se melhor compreender os problemas de potenciais soluciondveis, e mesmo de se descobrir
novos problemas de potenciais soluciondveis. Para os potenciais ndo exatamente soluciondveis, a
SUSI permite a obtencdo de novos e poderosos métodos de aproximacio. E possivel entender
porque alguns potenciais sdo exatamente solucionaveis a partir de algumas poucas e bdsicas
ideias, dentre elas as dos potenciais parceiros supersimétricos e dos potenciais invariantes de
forma (potenciais cujos parceiros SUSI possuem a mesma dependéncia espacial, a menos de
ajustes de parametros).

Uma Hamiltoniana na MQ SUSI € uma matriz 2 x 2 que, quando diagonalizada, dd origem

a duas Hamiltonianas separadas, cujos autovalores, autofun¢des e matrizes S estio relacionados
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por causa da existéncia de operadores fermidnicos que comutam com a Hamiltoniana. Uma
questdo de interesse na mecanica quantica € o método da fatoragdo para se obter solucdes, no
qual a Hamiltoniana pode ser reescrita como um produto de dois fatores, usualmente chamados
de operadores de criacdo e aniquilacdo. Dessa forma, o método evitaria a necessidade de solugdo
direta da equagdo de Schroedinger, de segunda ordem, e levaria a uma equagdo diferencial
de primeira ordem. Foi o proprio Schroedinger quem percebeu este fato e que desenvolveu
uma maneira de fatorar a Hamiltoniana do 4tomo de hidrogénio em 1941 (SCHRODINGER,
1940). Alguns anos depois, Infeld e Hull generalizaram a técnica para um grande niimero de
sistemas, que hoje sdo conhecidos como sistemas com potenciais invariantes de forma. Todas
essas observacdes se revelaram como manifestacdes de uma simetria subjacente, posteriormente
explicada pela MQ SUSI.

A MQ SUSI esté intimamente relacionada ao método de fatoracdo (STEDMAN, 1985).
Na verdade, trata-se de técnicas equivalentes no processo de gerar novos potenciais soluciondveis
a partir de um inicial. O exemplo cldssico do método da fatoragdo € o do oscilador harmonico
quantico, no qual os operadores de posicao e de momento sdo escritos como combinacao linear de
novos operadores, em funcao dos quais a Hamiltoniana apresenta uma forma muito simples. Tais
operadores apresentam as propriedades muito peculiares de nos levarem a estados com energias
imediatamente superiores ou inferiores no espectro e, por isso, sao chamados de operadores de
criagdo e aniquilacao, respectivamente.

O oscilador harmonico SUSI inclui também uma Hamiltoniana para o setor fermidnico
andloga, mas que € escrita em termos de operadores de criagdo e aniquilagdo que respeitam
relacdes de anticomutacio (em vez de comutacao), que forcam o respeito ao principio da exclusdao
de Pauli. Além disso, s@o construidos operadores fermidnicos geradores de supersimetria que
comutam com a Hamiltoniana. Estes sdo produtos mistos dos operadores de cria¢do e aniquilagdo
bosdnicos e fermidnicos, de tal forma que, ao destruirem um bdson, criam um férmion e vice-versa.
Trata-se de um procedimento muito elegante e que permite a constru¢do de um conjunto de
Hamiltonianas hierarquizadas. Tal elegancia ndo se restringe ao oscilador harmonico, ja que a
MQ SUSI formaliza o procedimento de fatoracao para Hamiltonianas mais gerais.

H4 muito o que ser explorado em MQ SUSI no cendrio atual. E importante uma revisio
consistente dos procedimentos adotados, ja que existem muitos formalismos diferentes em uso,
mas que sdo equivalentes. De forma geral, este trabalho apresenta uma revisao dos procedimentos
adotados na Mecanica Quantica Supersimétrica e a utilizacdo de tais técnicas em alguns
problemas.

A seguir, apresentamos a forma como este projeto estd organizado. No capitulo 1, é
apresentada a Introducao. No capitulo 2, faremos uma revisao da literatura através de topicos da
mecanica quantica, postulados bésicos, a equagdo de Schroedinger, o estudo do formalismo do
operador no oscilador harmonico, e a introducdo a equagao de Dirac. No capitulo 3, é realizada
uma introdugdo aos conceitos e cdlculos da Mecanica Quantica Supersimétrica. Nos capitulos

que seguem, diversos problemas serdo abordados do ponto de vista da Mecanica Quéantica
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Supersimétrica. No capitulo 4, serdo estudados os pocos quanticos em uma e duas dimensoes,
incluindo o oscilador harmonico, o po¢o unidimesional infinito e o pog¢o retangular infinito. No
capitulo 5, apresentamos um estudo sobre 0s po¢os quanticos em trés dimensoes, com especial
atencdo ao poco esférico infinito e ao dtomo de hidrogénio. O capitulo 6 é voltado para as
aplicacdes da MQ SUSI na equagdo de Dirac. Estudamos de forma aprofundada o caso de
potenciais circulares infinitos no capitulo 7. As conclusdes e as perspectivas sdo apresentadas no

capitulo 8.
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2 Revisao da Literatura

Neste capitulo, faremos uma revisao de alguns tépicos basicos da mecanica quantica com
e sem relatividade: seus postulados; a dlgebra envolvida nesse estudo; a equacao de Schroedinger;

o formalismo de operadores no oscilador harmonico; e uma introdugdo a equagao de Dirac.

2.1 Postulados da Mecanica Quantica

A descricdao quantica de sistemas fisicos se baseia em postulados, que podem ser

organizados de acordo com o descrito nas subse¢des abaixo.

2.1.1 Postulado 1

Em um dado instante ¢,, o estado de um sistema fisico € definido pela especificacao de
um ket |/ (#9)) pertencente ao espago de estados &
E importante notar que, como & é um espago vetorial, este primeiro postulado implica

um principio de superposi¢do: uma combinagdo linear de vetores de estado € um vetor de estado.

2.1.2 Postulado 2

Toda grandeza fisica mensuravel <7 € descrita por um operador A atuando em &: este
operador € um observavel.
Importante notar que, em mecanica quantica, um estado € representado por um vetor, ao

passo que uma quantidade fisica € representada por um operador.

2.1.3 Postulado 3

O tnico resultado possivel da medi¢cdo de uma grandeza fisica .7 € um dos autovalores
do observével A correspondente.
Este valor serd real, pois A é, por definicdo, Hermitiano. Se o espectro de A for discreto,

os resultados que podem ser obtidos sdo quantizados.

2.1.4 Postulado 4

Consideremos um sistema cujo estado € caracterizado, em um dado tempo, pelo ket |¢),

assumido normalizado para 1:

Wly) = 1. ey

Queremos prever o resultado da medi¢ao de uma grandeza fisica ./ associada ao observavel A.

Essa previsdo terd cardter probabilistico. Para um espectro discreto, se todos os autovalores a,, de
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A forem nao degenerados, estard associado a cada um deles um autovetor Gnico |u;,):
Aluy) = apluy). (2)

Como A é um observavel, o conjunto de autovetores |u,), normalizado, constitui uma

base em &, e o vetor de estado |) pode ser escrito,

)y =D culun), (3)

de forma que a probabilidade P(a,) de encontrar a, quando .« é medida € dada por

P(ay) = lenl* = Kunlp)|*. 4)

2.1.4.1 Postulado 4 - caso de espectro discreto ndo degenerado

Quando a grandeza fisica «# ¢ medida em um sistema no estado normalizado |¢), a
probabilidade P(a,) de obter o autovalor ndo degenerado a,, do observavel A correspondente é

dada por
P(an) = [unly) |,

em que |u,) € o autovetor normalizado de A associado ao autovalor a,,.

2.1.4.2 Postulado 4 - caso de espectro discreto degenerado

Se algum dos autovalores a,, for degenerado, varios autovetores ortonormalizados | uil >
estao a ele associados,
i iN. i _
Alu,) = aplu,); i=12,...g,, (®))

sendo g, o grau de degenerescéncia (ou a dimensdo do subespacgo) do autovalor a,. A expansdo

de ) na base ortonormal | u!, > ¢, entdo, escrita como
8n
EDIINALS: (©)
ni=1
e, nesse caso, a probabilidade P(a,) se torna
8n gn
P(ay) = Y lehf" = )" [l @)
i=1 i=1

Assim, quando a grandeza fisica < ¢ medida em um sistema no estado normalizado |i/),
a probabilidade P(a,) de obter o autovalor a,,, do observavel A correspondente, cujo espectro é

discreto e degenerado, € dada por

8&n
Play) = Y [ )| )
i=1
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em que g, € o grau de degenerescéncia de a, € |u), i = 1,--- g,, € um conjunto de vetores
ortonormais que forma uma base no subespago préprio &, associado ao autovalor a, de A.
2.1.4.3 Postulado 4 - caso de espectro continuo ndo degenerado

Para o caso de um espectro de A continuo, ndo degenerado, o conjunto ortonormal, no

sentido estendido, de autovetores |v) de A,

Alvy) = alvy), )

forma uma base continua em &, em termos da qual |¢) pode ser expandido:
) = [ dact@lvy). (10

Como os resultados possiveis de uma medida de ./ formam um conjunto continuo, devemos
definir uma densidade de probabilidade. A probabilidade dP(x) de obter um valor compreendido
entre @ e a + da é dada por

dP(a) = p(a)da,

sendo

p(@) = le(@)* = [(val¥)I*. (11)

Quando a quantidade fisica .« € medida em um sistema no estado normalizado |y/), a

probabilidade dP(«) de obter um resultado compreendido entre @ e @ + da € igual a
dP(a) = |(va|¥)|’ da,

em que |v,) € o autovetor correspondente ao autovalor @ do observavel A associado a .o/

E importante notar, em cada um dos casos considerados acima, que a probabilidade total

€ igual a 1. Por exemplo, usando a equagao (7), encontramos
8n
12
D P@) =) > el = wlw) =1 (12)
n n i=1

ja que |¢) é normalizado. Esta dltima condi¢ao é, portanto, indispensavel para que as afirmacgoes
que fizemos sejam coerentes. Caso o estado ndo esteja normalizado, basta substituir as equagdes

(7) e (11), respectivamente, por:

1 8n .
P(ay) = iz 13
() <w|w>Z,.=1 3] (13)
© 1
p(a) = le(a)*. (14)

Wly)
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2.1.5 Postulado 5

Se a medi¢do da grandeza fisica <7 no sistema no estado |y) da o resultado a,, o estado

do sistema imediatamente ap6s a medicdo € a projecdo normalizada de |¢) no subespaco préprio

Ens
Puly)

VW Puler)
O estado do sistema imediatamente apés a medicao €, portanto, sempre um autovetor de A com o
autovalor a,. Ressaltamos, no entanto, que nio se trata de um ket arbitrario do subespago &,

mas da parte de |¢) que pertence a &, (normalizada, por conveniéncia).

2.1.6 Postulado 6

A evolugdo temporal do vetor de estado |y (7)) é governada pela equagdo de Schroedinger:
L d
i W(0)) = H1) (o). (15)

em que H(t), chamado de operador Hamiltoniano, é o observavel associado a energia total do

sistema.

2.2 A equacdo de Schroedinger unidimensional

Considerando uma particula que se move ao longo de uma reta, sob a acdo de um potencial
independente do tempo V(x), é possivel separar a parte espacial da equacdo de Schroedinger
da parte temporal (SILVA, 2009). A parte espacial é chamada de equacdo de Schroedinger
independente do tempo. A soma dos operadores que representam a energia cinética e a energia
potencial nos fornece o Hamiltoniano H, que pode ser representado por

n? d?

H = —%E + V(X) (16)

Com a equacdo de Shroedinger independente do tempo, temos Hy(x) = Ey(x), de forma que

n? d?
V) v ) = Ep () (17)
2m dx

Para satisfazer as condicdes de contorno, a fungdo de onda y(x) deve ser restringida.
Fungoes de onda senoidalmente oscilantes resultam de regides nas quais £ > V(x), e solugoes
exponencialmente amortecidas e crescentes resultam de regides em que E < V(x). As restri¢des
da conservacao de probabilidade e os requisitos de continuidade de i e ¢’ fornecem as energias
de autoestados e propriedades de espalhamento. Boa parte dos resultados obtidos para potenciais

constantes por partes sdo validos para potenciais gerais.
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Consideremos uma situagcao de um potencial V(x) que tenda a um valor constante V.
em x — +oo, sendo menor que V,,,, para todos os valores de x, € que apresente um valor

minimo V.

Figura 2 — Potencial Continuo Simples.

v

Fonte: F. Cooper, A. Khare and U. Sukhatme, Supersymmetry and Quantum Mechanics,Phys. Rep. 251 (1995)
267-385.

Para o potencial acima, se E < V,,;,, ndo existem solucdes normalizaveis da eq.(17). Se
Vinin < E < Viuax, temos valores discretos de E para os quais existem solucdes normalizaveis.
Esses valores, Ey, E1, ..., sdo energias proprias e as fun¢des de onda correspondentes ¢, ¢/1...
sdo autofun¢des do Hamiltoniano. Para E > V,,,,, existe uma faixa continua de niveis de energia

com as funcdes de onda tendo o comportamento e*<*,

2.3 Formalismo de operadores no oscilador harmonico

O oscilador harmonico simples cladssico tem, como principal caracteristica, a atuagao da
forga restauradora F' = —kx. A energia potencial eldstica resultante tem a forma V(x) = %kxz. 0)

movimento da particula de massa m, sujeita a esta energia potencial, serd tal que

x(t) = X, cos (wt + @), (18)

em que X, ¢ ¢ dependem das condigdes iniciais e w = 4/ % ¢ a frequéncia angular.

O oscilador harmdnico quantico € estudado por meio da equagdo de Schroedinger,

Ay Ly = By, (19)

em que as condi¢cdes de contorno estabelecem que ¥ (x) — 0 em x — +oo. O caminho para
a solucao é fornecido por um método algébrico atribuido a Dirac (GANGOPADHYAYA;
MALLOW, 2007) (FOCK, 1928). As solucdes apresentam um espectro discreto de energia,

1
E, = (n+§)ha),n:0,l,2--'
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com autofuncdes correspondentes

i2
Yn =N, exp (_?) H, (f) 5 (20)

em que ¥ = /“*x, H, € o polindbmio de Hermite de grau n, e N, € uma constante de normalizagdo.
Um tratamento muito elegante para a solu¢c@o do oscilador harmonico quantico faz uso de
uma fatoragdo. Por conveniéncia, redefinimos o Hamiltoniano de forma que a energia do estado

fundamental seja nula:

H=——+-—mw*x” - —hw. 2n

A mudanca por uma energia constante —%ha) ¢ util na discussao padrao de supersimetria nao
quebrada, na qual o estado fundamental apresenta energia zero. Para a fatoracao, definimos os
operadores de elevacdo e abaixamento, a'ea,

fo e hd)y o mef D d 2
“ N (x modi)” NN\ T e’ @2)

de tal forma que o comutador [a,cﬁ] ¢ a unidade, e o Hamiltoniano é dado por

H=lwad' a. (23)

Para todo autoestado ¢ (x) de H com autovalor E, temos que a'i e ayy também sdo autoestados
com autovalores E + fiw e E — hiw, respectivamente. Isso ocorre porque [H ,aT] = a'hw e

[H,a] = —ahw, de forma que

Ha'y = (a'H + a"hw)y = (E + hiw)a'y (24)

Hay = (aH — ahw)y = (E — hw)ay. (25)

Isso justifica a’ e a serem chamados de operadores de elevagio e abaixamento, respectivamente.
Como a energia € limitada por baixo, o processo de descida ao estado fundamental o(x) nos
leva a ayo(x) = 0, o que determina que a energia do estado fundamental é zero (conforme ja

esperado), com funcdo de onda dada pela solugdo da equacgao diferencial de primeira ordem,

xypog+ ———=0. (26)
mow dx
Obtemos )
mawx
Wo(x) = No exp (— % ) , (27)
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em acordo com a eq. (20). Os autoestados superiores sdao obtidos pela aplicacao do operador de
levantamento a':
Wn = Nu(aD'o, E, =nhw, (n=0,1,2..). (28)

Assim, a redefinicdo do Hamiltoniano apenas faz um deslocamento nos niveis de energia,
E, - E, - tho.

O procedimento de fatoracdo da Hamiltoniana apresentado acima serd de suma importancia
nos capitulos que seguem, ja que a mecanica quantica supersimétrica € construida a partir de

uma generalizacdo desta técnica.

2.4 A Equacao de Dirac

A equacdo de Dirac € a versao relativistica da equagao de Schroedinger para particulas de
spin semi-inteiro. Inicialmente, obteremos a equagao de Dirac para uma particula livre, assim
como as suas solucdes em tal situagdo. Mais adiante neste trabalho, vamos estudar as diferentes
formas de introduzir interacoes e relacionéd-las com a MQ SUSI.

Na teoria relativistica, o tempo e as coordenadas espaciais devem ser tratados de forma
igual. A equacdo de Schroedinger apresenta derivadas de 1* ordem no tempo e de 2* ordem no
espaco. A equagdo de Klein-Gordon utiliza derivadas de 2% ordem na posi¢ao € no espaco, mas
ndo € eficiente para o tratamento de férmions. Dirac, por sua vez, propds uma equagao de 1?

ordem no tempo e no espaco. Usando a equagdo de energia relativistica:
pr=m’® = pup" = m>c?, (29)

com
p E
p- = _apx,pyapz s
C
temos

52 — I?|2 = mzcz = E2 = I?|2 C2 + m204.
C

Normalmente, para a constru¢do das equacdes, usamos os operadores £ — ih% e

p — —ihv. Na forma de quadrivetor, temos Pu = ihdy, sendo 0, = 8%, e x* = (ct, x,y,z). De

forma que
E 0 ho 0
0 . . .
= = — = — h— =]—— E = h—
pPo=p =7 Mox0 Tl ot
© 0 0
i =-p =ih— "= —ih—.
P p=t oxt =P o
Fatorando a equacao,
p?2—m?c® =0, (30)

€SCrevemos
(B pi +mc) (Y p —mc) =0, (€29)
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com “ e y* coeficientes a serem determinados, que ndo necessariamente comutam. Obtemos:

By pepa+me (v = B) px = m’c? = 0. (32)
Como o termo linear em p, deve se anular, temos yX = g*. Além disso, devemos ter

Yv'pepa=p'pa. (33)
Por simetria, podemos escrever:
K. A 1 kA A, K
YV'pepa =35 VY VY pepa

de forma que, para obtermos (33), devemos ter:

1
3 [v*v' +vY%*] pe = P,

ou
Yy vy = (v =20, (34)
com
0, kK # A
=31, k=1 = 0
-1, « =41 = 1,2,3
Da equagdo (34), temos: (70)2 =1le (yi)2 = —/. Em 4 dimensdes, a menor matriz com tais

propriedades € 4x4. Entdo, a equacdo de Dirac € matricial e, sua solu¢do, € um espinor  de 4
componentes.

Ha varias representacdes para as matrizes de Dirac y#. Uma delas € a padrdo (standard),

1 O ;
0_ i_
Y (() _1),7

que sao matrizes em blocos 2x2, sendo o as chamadas matrizes de Pauli,

0 1 0 —i 1 0
Ty = , Oy = , O, = ,
lioo) i oo T lo -1

que respeitam a relagdo ciclica: o0, = io.

com
0 o

o 0

b

Dadas as relagdes entre as matrizes vy de Dirac, ficamos com

(Y'pu—me)y =0 (35)

ou
(ihy" 8, — mc) ¥ (x) =0 (36)
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que € a equacdo de Dirac para uma particula livre. Na notacio das matrizes em blocos, escrevemos

0 espinor como

; (37)

com

o= (’J’l)
‘/'2) . (38)

Para obtermos a soluc¢do da equagdo de Dirac para uma particula livre, devemos considerar

o caso de ¢ independente da posicao, tal que: g—f = % = %—‘/Z’ = 0. A equagdo de Dirac toma a

forma hoou
M o0V _
lCY o1 mcy (39)
ou 5
1 0)\[%
in 7| =me* ¥ (40)
O —1 E X
da qual obtemos
. 8()0 2 —im(rzt
lhE =mc o= @(t)=¢0)e = 4D
5 imczt
—ih—X —mcz/\/ = x({)=x(0)e 7 . 42)

or

4 1 z : —iEr
2 ¢ a energia de repouso da particula, vemos que ¢ varia com e 7 , enquanto y

Sabendo que mc
) iEt e . . . ~ .

varia com e # . Isso indicaria uma energia negativa para y, mas a interpretacio correta € de que

¢ representa a particula, e y, a sua antiparticula, ambas com energia positiva.

Temos, entdo, a parte fatores de normalizagao,

1 0
—ime2 | O —ime2 | 1
Yr=e 7 0; Yo=e 7 ol’
0 0
0 0
ime2t | O ime2 | O
Yz=e 1; Ya=e ol
0 1

Consideremos agora o caso em que ¥ depende da posicao. Suponhamos uma solugdo de

onda plana:
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Y (7.t) = aet =P D y(E,p). (43)

Na notacdo de quadrivetores, sendo x* = (ct,x,y,z) € p* = (%,px,py,pz), temos

E -

pex=phe,=p°xo+pxi=p°x’ —px'==ct—p-F=Et-p-F, (44)
c
de forma que
Y(T0) =y (x) = a e Pu(p). (45)
Na equacdo de Dirac (34), temos
(y*pu —mc)u(p)a e it = 0, (46)

da qual obtemos a equacao de Dirac no espaco dos momentos,

(y*pu —mc) u(p) = 0. 47)

Facamos agora a substitui¢do das matrizes de Dirac na equacdo matricial acima. Temos

E[1 0 0 & E 5.5
u — 0 N . = _ —n. = ¢ 48
Y Pu=YPo=Y P = 0 _1) p 5 0) (ﬁ_& _%) (48)
c
mc O
mcl:( ) (49)
0 mc

tal que a equacgdo de Dirac se torna

E - -
(wa R )(”1) - (0) (50)
po  —Z-—mc|\uy 0
a partir da qual obtemos o sistema
(%—mc)ul —(p-)u =0
‘< £ . (51)
(p-o)u; — (?+mc)u2:O
Resolvendo o sistema, substituimos
(55 (52)
up = S O)u
25 E+me P !
na primeira equagdo para obtermos
2
C = -
= (5 3) (53)
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Sendo

1, i=J
gi0; = / , (54)
IEjkOk, LF#]

podemos escrever 0707 = 0;; + ig;j«0. Desta forma, escrevemos
N Siiti =2 55
(P-3)" = pipj [6i +ieijeo| = 1P +igijc pip o« (55)

Como p; comuta com p;, temos que o segundo termo € nulo e que (p - &)* = |p|*. Entdo:

=12
1p|” c?

Uy=———m—m—u
E?2 —m2c4

1s (56)

0 que se mostra consistente com a equagdo para a energia da particula livre relativistica,
E? = |p)* ¢* + m2c*. Voltando em (52), usando

.o 01+ O—i+ 1 0 &7
O = X
Pro=y o)™\ o) P lo 41
_ Pz px_ipy (58)
Px tipy —P:
obtemos
=——| P Ty, (59)
E+mc* \p,+ip, —p;

Por outro lado, temos também:

c SN c p px—ip
up = 2 (p . 0')”2 = 2 Z. ) Y uz. (60)
E —mc E —mc” \p,+ip, -P:

A partir das relacdes obtidas entre os espinores de duas componentes, consideramos

quatro situacdes, abaixo exibidas:

1 c Dz
U = S Uy = ————— , 61
1 (0) > E+mc? (px+ipy) b
0 v — I
wp=| | = up= —S(PXTPY] (62)
1 E +mc? —p

1 c Pz
Uy = S =— , 63
2 (0) Y"E “me2 (px +ipy) (63)
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0 c Px —1ip
Uy = S =— Y

64
1 E —mc? -p; 64

A equacdo da energia relativistica nos fornece duas solucdes:
E = +m2c* + || 2. (65)

Nas situacdes acima, as duas primeiras equagdes exigem E > 0, pois, em caso de |p |2 =0,
teremos E = + m?c?, de forma que a solucdo negativa nos levaria a um denominador nulo. As
duas ultimas equagdes, por outro lado, exigem E < 0, pelo mesmo motivo. As duas primeiras
solugdes sao de particulas com spin J_r%. As duas dltimas sdo solugdes de antiparticulas com spin

1
iz.
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3 Mecanica Quantica Supersimétrica

A partir do momento em que a comunidade cientifica voltou sua aten¢do para a Mecanica
Quantica supersimétrica, ficou evidente que este campo de estudos era interessante por si mesmo.
Além de servir como um modelo para testar métodos de teorias de campos, constatou-se que a
MQ SUSI traz novas luzes sobre o método de fatoracdo de Infeld e Hull, que foi a primeira forma
de categorizar os problemas de potenciais soluciondveis analiticamente. Para os potenciais ndo
exatamente soluciondveis, a MQ SUSI permite a obtencao de novos e poderosos métodos de
aproximacao.

Uma questao de interesse na mecanica quantica € o método da fatoracdo para se obter
solugdes, no qual a Hamiltoniana pode ser reescrita como um produto de dois fatores, usualmente
chamados de operadores de criagdo e aniquilacdo (ou elevacdo e abaixamento) (JUNKER; ROY,
1998). Desta forma, o método evitaria a necessidade de solucdo direta da equacao de Schroedinger,
de segunda ordem, e levaria a uma equagao diferencial de primeira ordem. A MQ SUSI esta
intimamente relacionada ao método de fatoracdo. Na verdade, trata-se de técnicas equivalentes
no processo de gerar novos potenciais soluciondveis a partir de um inicial. O exemplo cldssico do
método da fatoracdo € o do oscilador harmdnico quantico, cuja solugdo foi descrita no capitulo
anterior, no qual os operadores de posi¢do e de momento sdo escritos como combinag¢do linear de
novos operadores, em fun¢do dos quais a Hamiltoniana apresenta uma forma muito simples. Tais
operadores apresentam as propriedades muito peculiares de nos levarem a estados com energias
imediatamente superiores ou inferiores no espectro e, por isso, sio chamados de operadores de
criacdo e aniquilacdo, respectivamente.

Schroedinger introduziu o método de fatoragdo pela primeira vez para resolver o pro-
blema do d4tomo de hidrogénio algebricamente. A generalizacdo desse método foi realizada
posteriormente por Infeld e Hull, resultando em seis formas de fatoragdo. Vale ressaltar que os
métodos de MQ SUSI e de fatoragado resultam da ideia de Ricatti, que € usar a equivaléncia entre
a solucdo da equacao de Ricatti e uma associada equacgdo diferencial linear de ordem 2. Neste
trabalho, serd considerado um método variacional que utiliza a hierarquia de Hamiltonianos

relacionados por MQ SUSI e fatoracao.

3.1 Fatoracdo Geral de um Hamiltoniano

A MQ SUSI € introduzida através da fatoracao geral de um Hamiltoniano. Considerando

um Hamiltoniano quantico de uma tnica particula,

n? d
H=-——+Vi(x),
amae t 1
podemos considerar que, a principio, todos os estados ligados e as propriedades de espalhamento

podem ser calculados.
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Partimos de uma funcio de onda no estado fundamental, ¥o(x), que ndo possui nés e
tende a zero em x — +co. Uma vez que se conheca a fungdo de onda do estado fundamental,
entdo se conhece o potencial (a menos de uma constante). Podemos também escolher a energia
do estado fundamental, E(l), de H; como zero. Assim, a equagdo de Schroedinger independente

do tempo para a funcio de onda do estado fundamental ¢ (x) é dada por

1 d*y
5= Vi) =0, (66)
de forma que
P YW
Vi (X) = % (ﬁo(x) . (67)

A equacido acima permite a determinagdo do potencial V; (x) uma vez que se tenha o conhecimento
da fungdo de onda no estado fundamental do sistema.

Para se fatorar o Hamiltoniano, a exemplo do problema do oscilador harmdnico, escreve-se

H =A"A (68)

e procura-se W(x), tal que

__h d o d
A= gt WO AT = - W), (69)

A partir dessas defini¢cdes, pode-se determinar V;(x) também por meio da chamada equacdo de
Riccati,
h
Vi) = Wx) - ——=W'(x). (70)
V2m
Com a equacgdo de Schroedinger independente do tempo para o estado fundamental, Hjyo =

AT Ay = 0, W(x), o chamado o superpotencial na MQ SUSI pode ser determinado:

RS
Vam $o()

W(x) =- (71)

O préximo passo para a construcdo da supersimetria € a definicdo do Hamiltoniano
parceiro H, = AAT, obtido pela inversio na ordem do produto dos operadores A ¢ A". Apé6s

alguma dlgebra, concluimos que a H, corresponde a um novo potencial V;(x),

n? d?
H2 = —%@ + V2()C), (72)
com 5
Va(x) = W2 (x) + —W'(x). (73)

V2m

Vi(x) e V2(x) s@o conhecidos como potenciais parceiros supersimétricos.
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E fécil mostrar que as autoenergias, as funcdes de onda e as matrizes S de H; e H»
estdo relacionados (SUKUMAR, 1985). Os autovalores de H| e H; sdo definidos nao negativos

(E,(,l’z) > 0). Assim, com n > 0, a equagdo de Schroedinger para H; € escrita

HiyV = ATy = EDy Y, (74)

0 que implica
H (ApiV) = aaTay” = BV (ay)"). (75)

Analogamente, a equagdo de Schrodinger para H, € dada por

Hyy? = AATyY = EPy?, (76)

tal que
Hy (ATy?) = aTaary D = BP (aTy?). (77)

A partir do fato de que E(()l) = 0 e das equacdes (75) e (77), verifica-se que os autovalores

e as autofungdes dos dois Hamiltonianos H; e H; se relacionam da seguinte maneira:

@ _ o) o) _

EQ =M, ED =, (78)
@ _ [0,

no= »En+1] A¢n+l’ (79)
0 _[-@172 .+, 0

i =|EP| T A, (80)

com (n=0,1,2,---).

As autofuncdes a esquerda das eqs. (79) e (80) sd@o normalizadas se as que estdo a direita
estdo também normalizadas. Vemos que o operador A(AT) converte uma autofuncio de H; (H>)
em uma autofungdo de H, (H;) de mesma energia, e destréi (cria) um né nas fungdes proprias
em que atuam. Como a funcio de onda do estado fundamental de H, € aniquilada pelo operador
A, esse estado ndo possui um parceiro SUSI. Desta forma, conhecendo-se todas as autofungdes
de H;, podem-se obter as funcdes proprias de H,, com o uso do operador A. Por outro lado,
usando AT, podemos reconstruir todas as fungdes préprias de H; daquelas de H,, exceto para o
estado fundamental. Isto € ilustrado na Figura (3), na qual sdo apresentados os niveis de energia
de dois potenciais parceiros supersimétricos e sio ilustradas as a¢des dos operadores A e AT. Os

niveis de energia sdo iguais, exceto pelo fato que V; tem um estado extra com energia zero.
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Figura 3 — Niveis de Energias de dois Potencias Parceiros Supersimétricos.

A
]‘:‘-f{] ) N I:l 2)
~J |
E,; ) . E}”
}-‘.]' ) —_— —_— ]{112:‘
1:',',1

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.2 Hierarquia de Hamiltonianas

Mostramos na secao anterior que, de posse do estado fundamental de uma Hamiltoniana
H;, determina-se, por meio da equagdo (71), o superpotencial (que aqui designaremos como
Wi (x)). A partir do superpotencial, determinam-se os operadores A; e Al que possibilitardo a
fatoracdo da Hamiltoniana H;. Consideremos agora o Hamiltoniano parceiro H,. Seu estado
fundamental pode ser obtido da aplicacdo do operador A no primeiro estado excitado de H;. De
maneira andloga ao que foi realizado com Hj, podemos usar o estado fundamental de H, para a
determinacao de um novo superpotencial W, e, consequentemente, de uma nova Hamiltoniana
Hs, parceira de H;. O processo pode, entdo, ser repetido para a obten¢ao de novas Hamiltonianas,
Hy, - H,.

Considerando-se que a Hamiltoniana original H; possui estados ligados, cada nova
Hamiltoniana obtida dentro dessa hierarquia possui um estado ligado a menos que a anterior. O
processo se encerra quando os estados ligados se extinguem. Assim, se temos um problema de
potencial exatamente solucionével para H, podem-se encontrar os autovalores e autovetores para
a inteira hierarquia de Hamiltonianas criadas pelas repetidas refatoracdes. De maneira inversa, se
os estados fundamentais para todas as Hamiltonianas do conjunto sdo conhecidos, podem-se

reconstruir as solugdes do problema original.

3.3 Espalhamento em Supersimetria

O estudo de espalhamentos desempenha um papel importante na modelagem atomica e
subatdmica. E por meio de experimentos de espalhamento que primeiro se entendeu a estrutura
dos dtomos. Em um experimento de espalhamento, um feixe de particulas ou radiacdo com
intensidade e direcao conhecidas € jogado contra uma estrutura que se deseja investigar. O feixe
defletido € detectado nos diferentes angulos e intensidades. A partir deste resultado, cria-se um
modelo de interagdo ou determina-se uma estrutura.

Aqui estudaremos, do ponto de vista de MQ SUSI, o espalhamento em uma dimensao,
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no qual as grandezas de interesse sdo as amplitudes de transmissao e reflexdo. As observacoes
devem ser realizadas muito distante das regides de interagdo: x — —oo e x — +co. Para essas
regioes, denotaremos os potenciais como V_ e V, . Particulas incidentes sdo descritas pela onda
plana ¢’**. Em x — —c0 :

Y_oo(x,e) ~ ™ 4 r(k)e ™, (81)

em que r(k)e™'** representa a parte refletida. Em x — +oo :

Vreo(,0) ~ 1(K)e ¥, (82)

na qual ¢(k’)e’** representa a parte transmitida. Nas expressoes acima, k e k” s0 momentos

assintoticos da particula, r(k) e #(k) sdo as chamadas amplitudes de reflexdo e transmissao,
respectivamente, ao passo que R = Ir(k)|? e T = |t(k)|* sdo os coeficientes de reflexdo e

transmissao. Em espalhamentos eldsticos, temos a conservacao da energia expressa por

E=k>+V_e = k? +V,eo. (83)

Em mecanica quantica supersimétrica, temos 0s potenciais parceiros

Vi=W>—W (84)

Vo= W2+ W (85)

Além disso, como os potenciais devem ser finitos em +oo, devemos ter

% |+0= 0, (86)
de forma que
Vie=Va, =W2 e Vi_=V,_ =W (87)
Para o potencial V}, temos

p D~ e® (e ™ eyl =1 (k) (88)

Para o potencial V;, por sua vez, escrevemos
1/19) ~ k¥ 4 rz(k)e_ikx e J(rz) = tz(k')eiklx. (89)
Importante observar nas equacdes acima que, como Vi; = Vo, e Vi_ = Vo, 0s momentos

assintéticos para os potenciais V| e V> sdo iguais:

k=vVE—-(W_)2 e K =+E- (W2 (90)
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Os autoestados dos Hamiltonianos parceiros, como ja vimos, se relacionam da seguinte
forma: J
Ay = Nyg®? = (d— + W(x)) y =Ny, 1)
X
e (1 d @) (1)
ATy =Ny = —E +W(x) | = Ny, 92)
com N; e N; constantes. Quando usamos tais relagdes nas formas assintéticas, obtemos:
d . . . .
(_ + W_) (elkx +7 e—lkx) =N, (elkx +7 e—lkx)

= (k+W.)e™ + r| (—ik+W_)e ™ =N, (eikx +7) e_ikx) (93)

dx
= (=ik+W.)e*™ + ry (ik+W.)e ™ =N, (eikx + 7y e_ikx) . (94)

(_i + W_) (eikx +7 e—ikx) =N, (eikx +7 e—ikx)

Da equacao (93), obtemos

Ni=ik+W_ e I’1(—ik+W_):N11’2
= I’](—ik + W_) = (ik + W_)Y‘Q
(ik+W_)
= = —— 0. 95
N Ckrw)? ©>)
Utilizando procedimento idéntico, podemos obter uma relagdo entre #; € tp, se utilizarmos a

regido x — oo:
_ (W, —ik)

= Wo—i%) . (96)

51

Vemos facilmente que |r1|*> = |r2|>. O mesmo ocorre para |t1|* e |t2|%, pois W2+ k"% =
W2 + k% = E. Observa-se, além disso, que r e r e também ¢ e ¢, apresentam os mesmos polos,
a excecdo de k = —iW_, que € polo apenas de r; e t] € que corresponde a energia de ponto zero
de Hy (se W_ < 0).

Pelo fato de a probabilidade de reflexdo ser a mesma para os potenciais Vi e V; , temos
uma situacao interessante. Se um dos potenciais € constante, entdo o outro obrigatoriamente
deverd transmitir o feixe incidente integralmente, ou seja, serd de reflexdao zero. Por exemplo,
consideremos o superpotencial

W(x) = A tanh ax, 97)

tal que
W2 = A% tanh? ax (98)
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(&
W’ = aAsech®ax. (99)
Usando
Vi=W?>-W, (100)
obtemos
Vi = A? tanh? ax — aAsechzax,
= A?(1 - sech®ax) — aAsech’ax,
= A% - A(A + 1)sech®ax. (101)
Por outro lado,
Vo= W2+ W, (102)
tal que
Vo = A? — A(A - a)sech®ax. (103)

Se A = a, temos V, = A2, que € um potencial constante. Consequentemente, de forma

surpreendente, o potencial V; = A2(1 — 2sech?Ax) é um potencial com transmissio integral. Em

relacdo a este resultado, faz-se necessdria uma observacao. Se reinserirmos o fator % na
m
~ o . _ ah
defin¢do dos potenciais, teremos A = Vo ©
242
ah
Vi=——|l1- 2sech®ax] . (104)
m

Tal dependéncia em 7 € importante para a caracteristica de nao reflexdo.

3.4 Potenciais Invariantes de Forma

Ha uma classe de superpotenciais, W(x,a), para os quais os potenciais parceiros, Vi (x,a)
e Va(x,a), obedecem a uma restricdo chamada de invariancia de forma. Para esta classe, nao é
necessdrio conhecer o espectro de uma Hamiltoniana para se determinar o da outra. Consideremos

que os potenciais parceiros obedecem a relacao,

VZ(x9a0) = Vl (X,al) + R(a0)9 (105)

sendo ap um conjunto de pardmetros, a; uma fungio de ag (a; = f(ap)) e R(ao) independente
de x. Nestas condic¢oes, dizemos que Vi (x,a¢) e V2(x,ap) sdo potenciais invariantes de forma
(PIFs), pois possuem a mesma dependéncia em x, apesar de diferirem na dependéncia nos
parametros. Usando a condi¢do de integrabilidade e a hierarquia dos Hamiltonianos, podemos

obter os autovalores e autofungdes de quaisquer PIFs para a SUSI ndo quebrada.
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Em termos dos Hamiltonianos, podemos escrever

Hz(x,ao) = H; (x,al) + R(ao). (106)

Por outro lado, definimos g(a;), tal que

Hy(x,a,) + g(ao) = Hi(x,a1) + g(ay), (107)

de forma que
R(ao) = g(a1) — g(ao). (108)

Se aplicarmos a equagdo (106) no autoestado de Hi(x,a;), z//,(f) (x,ap), obtemos

[Hi(x.a1) + R(ag) ]y (x,ar)
[ELY + R(ap)lwl” (x.a1). (109)

Ha(x,a0)¢s” (x,a1)

Assim, 1//,(11) (x,ap) € também autoestado de H,(x,aq) e, para todo x, temos

P (x,a0) = vV (x,a1),

E? (a0) = EY (a1) + g(a1) = g (ao). (110)
Consideremos, entdo, a supersimetria nao quebrada, tal que E(()l) (a;))=0@G=1,2,---,n)
i (vap) = Nexp{— / W(y,al-)dy} (111)

X0

€ normalizédvel. Desta forma, temos ainda as relagcdes entre autoenergias e autoestados devido a

supersimetria,

E\(a;) = E,ii)l(ai),
Pa) = [ED @) a4y (va),
v (va) = [EP(a)]2AT (xa)). (112)

A fim de se construirem todos os estados e autoenergias, devemos intercalar o uso das relagdes
de ivariancia de forma (110) e de supersimetria (112).
Tratemos primeiro da obtencao dos niveis de energia. Partimos do estado fundamental do

Hamiltoniano H;.

EY(a1) =0, (113)

IF — E(ao) = glar) - g(ao), (114)

SUSI —  E"(ap) = E{? (ag) = g(a1) - g(ao), (115)

IF — E\(ag) = EM(ar) +g(a) - g(ap), (116)
SUSI —  E{"(a) = E (ag) = E" (ar) + g(ar) — g(ao)

= g(az) — g(ay) +g(ar) — g(ao) = g(az) — g(ao). (117)
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Repetindo-se seguidamente o processo, obtém-se

EM (a) = g(ay) - g(ay). (118)

E importante notar que a,, se relaciona com a,_; da mesma forma que a; se relaciona com ay:

ar = f(ao) ean, = f(as-1).
A fim de se obterem os autoestados, iniciamos pelo estado fundamental do Hamiltoniano

H\, que pode ser obtido a partir do superpotencial:

D () ~ ¢ o WA (119)

Como exemplo, facamos a intercalac¢do das relagdes de supersimetria e invariancia de forma para

a obtencdo do autoestado de Hy, wgl) (x,a9):

SUSI — " (x,a0) ~ A (xa0)y> (x,a0), (120)
IF - ~A'(ra)y;” (var), (121)
SUSI —  ~ AT (x,a0)AT(x,an)yl? (x.a1), (122)

W (x,az)dx

IF —» ~ AT(x,ao)AT(x,al)l//(()l)(x,ag) ~ AT(x,ao)AT(x,al)e_/"O (123)

O procedimento acima utilizado pode ser aplicado para a obten¢do de todos os autoestados de H
e H,. E importante observar que podemos construir diversos pares de Hamiltonianos, H; (x,a;) e
Hj(x,a;), relacionados por supersimetria e invariancia de forma.

O problema geral de potenciais invariantes de forma ainda nao foi resolvido. Contudo,
eles se concentram em duas classes. A primeira classe, a qual nos restringiremos neste trabalho,
apresenta pardmetros que se relacionam por meio de translacdo: a; = ag + a. E notdvel que todos
os potencias analiticamente soluciondveis bem conhecidos encontrados nos livros de Mecanica
Quantica ndo relativistica pertencem a essa classe. Na segunda classe, os pardmetros apresentam

uma relagdo de escala: a; = gao.

3.4.1 Exemplo de Invariancia de Forma - O Potencial de Poschl-Teller

Podemos utilizar o potencial de Poschl-Teller para mostrar como a invariincia de forma
leva a solugdo exata. Considerando o superpotencial W(x) = —b cotx , com b > 0 e dominio

(0,7), os potenciais parceiros supersimétricos sao

dw

— =b(b - 1)cossec’x — b (124)
dx

Vi(x,b) = W2(x) —

dw
Vo(x,b) = W2(x) + o= b(b + 1)cossec’x — b, (125)
X

em que, por simplicidade, estamos usando 7 = 2m = 1.
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Notemos que o potencial V;(x,b), pode ser reescrito como

Vs (x,b) (b+1)[(b+1)=1]cossec’x — (b+ 1>+ (b +1)> = b?

Vi(x,b+ 1)+ (b+1)% = b (126)

Assim, os potencais Vi (x,b) e V,(x,b) sdo invariantes de forma, sendoag = bea; = ap+1 = b+1,
com g(b) = b>.

Um caso especial do potencial de Poschl-Teller muito interessante ocorre quando esco-
lhemos » = 1. Quando substituimos b = 1, obtemos V,(x,1) = 2cossec2x — 1 e V) (x,1) = -1,
que representa um pogo de potencial infinitamente profundo na regido 0 < x < m. O estado
fundamental H(x,1) é dado por lp(()l)(x,l) ~ e [Weldr _ [ cotxdy | qop X, com autoenergia
correspondente 0. Usando-se as relacdes de invaridncia de forma e de supersimetria determinam-
se os estados excitados. A Figura 4 apresenta o grafico do potencial V,(x,b) para este caso

especial.
Figura 4 — Potencial V> (x,1) = 2cossec’x — 1.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

3.4.2 Outros Exemplos de Potenciais Invariantes de Forma com Parametros

Relacionados por Translagao

Abaixo sdo listados potenciais invariantes de forma cujos parametros se relacionam por

translacdo (a; = ag + ).

* Potencial Oscilador transladado:
W(x) = %wx -b
Vi(x,a0) = 0*(x — 2)2 - (%)
a=w € a;=w

Autovalores: E{" = nw
Varidvel: y =+/% (x _ ?;U_b)
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Fungdes de Onda: ¢, (y) = exp ( ) H,(y)

¢ Potencial Oscilador 3-D:
_ 1 =+
W(x) = ywr — =
Vi(x, ao) = a) r? + l(l+1) (l + %) w
apg = [l e a) = [+1
Autovalores: E, (1) _ 2nw

Variavel: y = lwrz

" (1+1)
Funcédo de Onda: ¥, (y)= y o exp ( ) L,* (y)

¢ Potencial de Coulomb :
P (52))
W(x) = 2(z+1)

r
(l+1) e4
Vl ('x’ao) - r + l r2 + 4(1+1)2

a():l e al—l+1

(1) e4 _ 64
Autovalores: E, TR

_ret
+1+1)

Fungdo de Onda: ¥, (y)= y'*lexp ( ) L2+ (y)

Variavel: y = CrFs))

* Potencial de Morse :
W(x)=A-Bexp(a—x)
Vi(x,a0) = A? + B? exp (—2ax) = 2B (A + %) exp (—ax)
a=A e aj=A—-«
Autovalores: E(l) =A% - (A -na)?
Variavel: y = 23 e g=A4A

a
Fungdo de Onda. Ya(y)= vy~ exp( y) L25-21(y)

* Potencial Scarf II (hiperbdlico):
W(x) = Atanh ax + Bsech ax
Vi(x,a0) = A2 + (B> — A2 - Aa) sech’ax + B (2A + @) sech ax tanh ax
ap=A e aj=A—-«
Autovalores: E\V = A2 — (A - na)?
Varidvel: y =sinhax,s = g,/l = g

Fungdo de Onda: y,(y) =i" (I +y?)~ 3 o-dtanly P(

id=s—1

)

* Potencial Rosen — Morse II (hiperbdlico):
W(x) = Atanhax + £, (B < A?)
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Vi(x,a0) = A2+ B — A (A + @) sech®ax + 2B tanh ax

ap=A e a;= A a

Autovalores: E\V = A2 — (A - na)2 - (Aff = B—z
el v — _ _ _A

Varidvel: y =tanhax,s==, 1= a2’ a= (S m

Fungio de Ondas () = (1 ¥ (143)% - PY(y)

* Potencial Eckart:
W(x)=-A coth ar +3,(B > A?)
Vi(x,a0) = A% + ZB cothar + A(A — @) cosech’ar
a=A e a = A +a

(D) 42 2_ _ B B
Autovalores: E, ' = A — (A + na) Ay T 22

T LA QB g4
Varidvel: y =cothar,s =g, 1= 25, a= 45

Func¢do de Onda: ¢, (y) = (y — 1)%3 (v + 1)%4 . p,(qs3’s4)(y)

* Potencial Scarf I (trigonométrico) :
W(x) = Atanax — B sec ax, (—%ﬂ <ax < %7‘1’)
Vi(x,a9) = —A% + (A + B> — Aa) sec® ax — B(2A — ) tan ax sec ax
ap=A e aj=A+a
Autovalores: E,(ll) = (A +na)? - A?
Variavel: y =sinar, s = 3, A= g

Funcédo de Onda: ¥, (y) = (1 - y)(é;zﬂ) (

(s—ﬂ—l s+A-1

P, 7 )(y)

* Potencial Poschl-Teller (hiperbdlico):
W(x) = Acothar — B cosech ar, (A < B)
Vi(x,a0) = A% + (A% + B? + Aa) cosech’ar — B(2A + a)coth ar cosech ar
a=A e a=A-«a
Autovalores: E,(,l) = A2 - (A -na)?
Varidvel: y =cosh ar, s = % /l =

Fung¢do de Onda: ¢, (y) = (y — 1) (y +1)” L) (m) P(

QIUJ

—5= —A—v—l

) )

¢ Potencial Rosen — Morse I (trigonométrico) :
W(x)=—-Acotax— =, (0<ax <m)
Vi(x,ap) = A(A — a)cossecZax +2Bcotax — A2+ 5
ail0=A e a=A+a

Autovalores: E\" = (A +na)? — A - (Af:a)z v
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.y, X . _A _ B _
Variavel: y =icot ax, s = o> A= 22 4= G

(s+n)

Fungdo de Onda: ¢, (y) = (y* - 1) 7 exp(aax) - )
Observa-se que as fungdes de onda para os potenciais oscilador transladado, oscilador
3-D, Coulomb e Morse apresentam polindmios de Hermite e Laguerre, e sdo casos especiais da
funcao hipergeométrica confluente, enquanto que para os demais exemplos temos os polindmios

de Jacobi, que sdo casos especiais da fungao hipergeométrica.

3.5 A Supersimetria e sua Quebra

Em mecanica quantica supersimétrica, os Hamiltonianos parceiros sdo dados por H; =
ATA e H, = AAT, em que AT e A sdo conjugados hermiteanos. Esta estrutura garante que as

autoenergias nunca serao negativas. Vejamos os valores esperados de H| e H»:

(@lH1lp) = ($IAAI9) = ((#lAT)(Al))
= [lAl®)II° (127)
e
(BlHalg) = ($lAAT|g) = (($|A)(AT|4))
= [lAT|g)IP. (128)
A fim de construirmos a édlgebra da mecanica quantica supersimétrica, definamos os
operadores
0 0 0 AT
Q A0 Q 0 0 (129)
de forma que
00" = | olg=|*4 0 (130)
[0 Aat o o
A equagdo que caracteriza um sistema supersimétrico €
00 =0Q'0"=0. (131)
O Hamiltoniano supersimétrico serd, entao, dado por
H 0
Hs={0.0"} =00"+0'0 = (132)
0 H»

Um resultado importante, que se pode facilmente verificar, é que Q> = (Q")? = 0.

Além disso, é trivial checar que [Q,Hs] = [QT, Hs] = 0. Quando um operador comuta com o
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Hamiltoniano, isto indica a presenca de uma simetria no sistema. Explicitamente, dada a equagdo
de autovalor,

Hsly) = Ely), (133)

temos, para Q e Q‘L comutantes com o Hamiltoniano,

HsQly) = QHs|y) = EQly) (134)

HsQ |y = Q" Hsly) = EQ"|y). (135)

Ou seja, a operagio de Q ou Q' no estado néo altera a sua energia. Tal simetria é a supersimetria
e Q e QT sdo os seus geradores. Por outro lado, a propriedade de que Q% = (Q")? = 0 implica
que a acdo duas vezes dos operadores em qualquer estado ndo gera nenhum estado novo. Isso se
deve ao fato de os geradores de supersimetria serem operadores fermionicos.

Consideremos agora os autoestados de H; e H», ,gl)(x) e w,(f_)l (x), respectivamente, e

definamos os estados

(1
0
Y L I o (136)
0 ¥, (x)
A atuagdo de Hy nestes dois estados nos fornece
oo ||l @] _ [Hw @] _ o[’ o
= =E, (137)
0 H 0 0 0
e ) i
H 0 0 0 0
1 EN Bl PRRREIN e il I B (138)
0 H »l//n_l(X) szn—l(x) »lyl’n_l(x)

Contudo, sabemos que E,(,l) = Er(i)l. Assim, ¥| e ¥, sdo autoestados degenerados de Hg. Além

disso, esses estados se relacionam por meio dos geradores Q e Q':

lﬁr(zl)(x) _ 0 0 Qp,(ll)(x) _ 0 ~ 0
Q[ 0 a0 [ 0 - Alﬁ;(zl)(x) - ‘ﬁiz—)1(x) ’ (139)
S I I S IS B P (O B (7€
¢ [@ﬂ(m 0 0 wff_)l(x) 0 o | (140)

Como os operadores Q e Q' ndo alteram a energia do estado, essas transformacdes
conectam dois estados com o mesmo autovalor de Hg. Assim, enquanto A e AT conectam
autoestados de dois Hamiltonianos diferentes, os operadores Q e Q" transformam um autoestado
de Hg em outro. Os operadores fermidnicos Q e Q, sempre que atuam em estados bosonicos, 0s
convertem em fermionicos e vice-versa. Chamamos os estados do tipo ¥; de bosonicos e, os

estados do tipo ¥,, de fermidnicos.
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3.5.1 Quebra de supersimetria

Discutiremos agora sistemas em que a supersimetria € quebrada. Nos casos em que
[0, Hs] # 0ou [QT,Hs] # 0, dizemos que a supersimetria € quebrada explicitamente. Contudo,
mesmo que os geradores comutem com o Hamiltoniano, pode ocorrer o que chamamos de quebra
espontanea de supersimetria (SUSI). Para que a supersimetria ndo seja espontaneamente quebrada,
o estado fundamental do sistema (vdcuo) deve ser Unico e invariante sob esta transformacgao de
simetria.

Um operador unitdrio que gera a transformacdo SUSI tem a forma
¢l(c0+edh), (141)
em que € € um parametro fermidnico e € € o seu complexo conjugado. Assim, para que a SUSI
nao seja quebrada, dado um valor arbitrario de €, devemos ter
/(<000 0) = |0), (142)

o que implica
0|0y=0 e Qf|0)y=0. (143)

Por outro lado, se o valor esperado de Hg € zero (supersimetria ndo quebrada), temos

(01(00" +070)|0)
({010)(Q10Y) + ({010")(Q0)) = 0, (144)

(0]H50)

o que sé pode ocorrer se Q|0) = Q7]0) = 0.
A fim de entendermos as implicagdes para o estado fundamental da supersimetria nao

quebrada, consideremos que o vicuo seja dado por

0 =1"]. (145)
¢2
tal que, para SUSI nao quebrada, temos
ATA 0
Pl o, (146)
0 AAT||¢

o que implica ATA¢; = 0e AAT¢, = 0. Temos, entdo, que

Ap1=0 e A'g,=0. (147)

Dado que (fazendo i = 2m = 1)

d d
A=—+Wk) e A'=——+W(), (148)
dx dx
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temos, para ¢1,

d
1 _ “W(x)dx = ¢ =Nje /W@ (149)

b1

sendo N| uma constante de normalizacdo. Da mesma forma, obtemos

¢y = Nyet/ Wdx, (150)

Tais relagdes mostram que ¢; ~ 1/¢,. Isso implica que apenas uma das duas fungdes é
normalizdvel, pois, se ¢ é normalizdvel, lim,_,o, ¢; = 0, 0 que implica limy_,o ¢o = 00. O
contrario funciona da mesma forma. A tnica maneira de termos um estado |0) normalizavel é
fixando ¢ ou ¢, identicamente nulos. Adotamos, entdo,

¢1

0) = : 151
=1, (151)

Sendo ¢ autoestado de H; = AT A com autovalor zero, a chamaremos de w(()l) (x), que serd dada
por x
w () = Nedo O (152)

Como ja observado, w(()l) (x) deve ser anular em x — +o0, a fim de que seja normalizavel. Isto
implica
+0o0
/ W(x")dx" = 0. (153)
X0

Para isso, o superpotencial W(x) deve ser positivo para x — co e negativo para x — —oo. Assim,
W (x) deve ter um nimero impar de zeros no eixo real, tal que w(()]) (x) seja normalizdvel e para
que exista um estado de energia nula para Hg. Uma funcio impar automaticamente satisfaz esta
condigdo. Por outro lado, se W (x) possuir um nimero par de zeros (ou nenhum), a supersimetria

€ quebrada espontaneamente.
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4 Pocos Quanticos em uma e duas Dimen-

soes

A solugdo da equacao de Schroedinger permite o estudo de uma particula confinada
em uma determinada regido do espago, os chamados poc¢os quanticos. Neste capitulo, serdo
estudados, do ponto de vista da MQ SUSI, o poco unidimensional infinito, o oscilador harmonico

e o0 poco retangular infinito em duas dimensoes.

4.1 Poco Unidimensional Infinito

Consideremos o poc¢o unidimensional, tal que a energia potencial sejanulaem 0 < x < L
e oo, parax < 0 oux > L. Tal energia potencial define o chamado po¢o unidimensional infinito

de largura L, representado na Figura (5).

Figura 5 — Poco unidimensional infinito de largura L.

v(x)

(1] L x

Fonte: Elaborada pelo autor.

Temos que as solugdes do poco infinito estdo confinadas no intervalo 0 < x < L. Tomando

a equacao de Schroedinger no intervalo 0 < x < L , para uma particula de massa m, temos

_m )
2m  dx?

= Ey(x), (154)

cujas solucdes normalizadas, considerando as condi¢des de contorno ¢ (0) = (L) = 0 sdo dadas

por
Ya(x) = \/% sen (kyx) =0, (155)

(n+1)m
L

quantico, identificando as diferentes solu¢des do problema. Como consequéncia, a energia,

com k, = ,n=0,1,2,---. Observamos que os valores de k sao um exemplo de nimero
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também quantizada, € dada por

_ (hky)?  R2r(n+1)?
2m 2mL?2

E, , com n=0,172,--- (156)

Temos um ndmero infinito de niveis discretos de energia, ndo degenerados, pois existe apenas
uma funcdo de onda para cada valor de energia. A Figura (6) apresenta os trés primeiro niveis de

energia para o sistema.

Figura 6 — Trés primeiros niveis de energia do poco de potencial infinito.

n=3 E, -9E,
n—12 E,=A4E,
n=1 B

0 L X

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.1.1 Parceiro Supersimétrico do Poco Infinito

Consideremos agora o po¢o unidimensional infinito sob a perspectiva da MQ SUSI.

Temos os Hamiltonianos

W d?
H=—-——+V 157
1= 737 1(x) (157)
c
h2 2
Hy = — — +V>(x). 158
2=—5 oot 2(x) (158)

Consideramos o potencial V| (x) como o do poco infinito. Para que a supersimetria seja exata, o
nivel de energia do estado fundamental para o Hamiltoniano H; deve ser nulo. Assim, Vi (x) sera
redefinido da seguinte forma: V| (x) = V(x) — Ey. Assim, os niveis de energia para o sistema

descrito por H; serdao dados por

, com n=0,12,---, (159)

sem que sejam alteradas as autofungdes correspondentes.
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Seguimos, entdo o procedimento ja anteriormente descrito. O superpotencial pode ser

obtido por meio da equacdo de Riccati,

AT
2m Yo(x)’

2
wlV = \/;sen (%) (161)

O superpotencial €, entdo, facilmente obtido, com a expressao

W(x) = (160)

com

o2 X
W(x) = L o8 (f) . (162)

Por sua vez, o potencial parceiro, V,(x), é obtido a partir da equagio

Va(x) = W2(x) + \/%W'(x), (163)

com o resultado -
fi
Va(x) = W; [2 cossec? (7;_)6) - 1] ) (164)

Trata-se de um potencial completamente diferente de V) (x), mas que, curiosamente, leva
) N - . Dy s
a0 mesmo espectro que o seu parceiro supersimétrico (com excecdo da energia Eé ) ), ja que

E,(lz) = E}il)l . Além disso, as autofun¢des do sistema descrito por H, podem ser obtidas facilmente

a partir dos estados 1,//,(ll) (x), por meio da aplicagdo do operador

h_d W(x) = o [i - zcotg (E)

A= ———+ , 165
\2m dx \2m ldx L (165)

ja que w,(f) = [Er(ll)l]‘l/ 2A¢V(LL)1. Os dois primeiros estados sdo exibidos abaixo:
b = 22| 2 sen? (E) (166)
0 3L L
e

b= 2 e (%) cen (22) , (167)

A Figura (7) exibe os potenciais parceiros supersimétricos € com seus primeiros autoestados e

correspondentes niveis de energia.
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Figura 7 — Potenciais Parceiros e seus autoestados

I N .
\/
| _/—\ ' /—\_ | _HM

=
=

Enarngy E
5
=

00 02 04 0B 08 10

*IT i

Fonte: Elaborada pelo autor.

4.2  Oscilador Harmodnico Quantico Supersimétrico

Um problema um pouco mais elaborado e interessante é o do oscilador harmdnico
supersimétrico. Nesta se¢do, por conveniéncia, trabalharemos com operadores adimensionais,

por meio das substitui¢des,

h
H — hwH, x — 2mwx e p — V2mhwp. (168)

O oscilador harmonico convencional é aqui chamado de bosonico, o qual tem Hamiltoniano da

forma | J
Hy, = p* + sz; p =i, (169)

em que a subtracdo de 1/2, para ajustar a energia do estado fundamental em zero, serd realizada

por meio da introducdo da parte fermidnica. O Hamiltoniano bosonico, entdo, € escrito como

o+ 1
H, :a'a+§, (170)

sendo a e a' os operadores de aniquilagio e criacio, respectivamente,

a:(§+ip) e a%:(g—ip), (171)

que satisfazem as relagdes de comutacao

[a,a']=1 e [aa] =[a",a’]=0. (172)

A atuacao do operador de aniquilacdo no estado fundamental nos fornece

al0) =0 — |0) ~ e, (173)
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com os demais autoestados sendo dados por

(ah)"

Vn!

Inp) = |0). (174)

Introduzimos também os operadores fermionicos P, de aniquilagio, e ', de criacio,

que obedecem as relacdes de anticomutagao

{(viwl=1 e {¥¥}=(0¥}=0. (175)

Os estados serdo representados como vetores de R?, cujas componentes correspondem

aos estados bosonico (primeiro elemento) e fermidnico (segundo elemento):

o
_ , (176)
’ (¢f)

Nesta base, os operadores fermidnicos sdo dados por

01
Y=o, = 177
o (0 0) (177)
c
0 0
=g = 1
o (1 0), (178)

com oy = % (O'x + iO'y) escrito em termos das matrizes de Pauli. E 1til obter também a relacao

de comutacao entre esses operadores, que € dada por

1 0
YY) =03 = . 179
[P.¥] = o (0 _1) (179)
De maneira andloga ao bosodnico, escrevemos o Hamiltoniano fermidnico,
.{. 1
Hy =W -1, (180)

tal que o Hamiltoniano SUSI, a soma dos dois, torna-se:

Hy=Hyl+Hy=a'al + ¥, (181)

em que / representa a matriz identidade 2 X 2. Os operadores de supersimetria (supercargas), Q
e O, sido definidos como produtos mistos de operadores de criacio e aniquilagido bosonicos e
fermidnicos, como a seguir:

0=a¥" e 0 =d"V. (182)
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A definicdo acima das supercargas nos permite escrever o Hamiltoniano SUSI como

2 x? 1
@*Z)" g, (183)

H;=0Q"+00 = (— 5

Como se pode facilmente verificar, o dltimo termo da equacao acima tem o efeito de cancelar
a energia de ponto zero do primeiro elemento da diagonal principal de Hy, composta pelos
Hamiltonianos parceiros H| e H>.

O estado do sistema pode ser representado no espaco de Fock pelo ket |n,n ). Como os
operadores de criac@o e aniquilagdo fermionicos obedecem relacdes de anticomutac¢do, o nimero
fermiodnico € zero ou um. Escolhe-se o estado fundamental de H; de forma que este nimero seja

zero. Se representarmos o operador do nimero fermionico por Ny, podemos escrever

1
Ny=3 {1-[v.¥}, (184)

cujos autovalores sdo 0 ou 1, conforme estabelecido pelo principio da exclusdo de Pauli. As
energias dos estados fermidnicos (em unidades de 7w) sdo dadas por

1 1
Er=n;-=|=+=, 185
f (”f 2) 5 (185)

0 que torna o espectro degenerado.
Os operadores de criac@o e aniquilagdo bosOnicos e fermidnicos e as supercargas atuam

no espago de Fock da seguinte maneira:

alnp,ng) = Inp — Ling); (186)
a'lnp.nyg) = |np + Ling); (187)
Ynp,ng) = [npng — 1); (188)
Ylnp,np) = |npng +1); (189)
Of\npnys) = |np + g — 1); (190)
€
Qlnp.ng) = |np — Lng +1). (191)

Sendo assim, a transformac¢do de um férmion em um bdson se d4 pela atuacdo da

supercarga Q7, ao passo que a supercarga Q transforma um béson em um férmion.
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4.3 Pocgo Retangular Infinito

Consideremos a extensdo do poco infinito para duas dimensdes, em que a regido de
energia potencial nula se restringe ao interior de um retangulo de lados L e L;. A particula de

massa m e energia E encontra-se confinada no pogo, esbo¢ado na Figura 8. Temos:

Figura 8 — Poco Retangular 2D
Y

Ly

L

0 L %

Fonte: Elaborada pelo autor.

0, para O<x<L; e O<y<lIy
Vi(x,y) = (192)

oo, para x <0, x>L;, y<0, y>1L

Em tal situagdo, em que V(x,y) = Vi (x) + V,(y) e E = E, + E, podemos fatorar a autofungio,
de forma que ¥/ (x,y) = ¥, (x),(y). A equagdo de Schroedinger independente do tempo em duas
dimensdes, escrita em coordenada retangulares, serd, entdo, dada por

P o(d &
[—% (@ + d_yz) + Vie(x) + Vy()’)] Y (X)y (y) = Er (X)ry(y) (193)
e pode ser submetida ao processo de separagdo de varidveis. Obtemos duas equacdes que sao

idénticas a do pocgo infinito unidimensional,

NG O (194)
2my(x) T 2myy(y)
cujas solucdes sao
ny+1)mx ny 222
U, (1) = \[F sin®E e By = R
; (195)

|2 . (ny+Dmy _(n +1)2h2 72
Wny()’) = \/;Sln}T’ ¢ E”y - yZmT
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em que, para simplificar, fizemos L = L| = L,. Temos, entdo, as autofuncoes

(2 . (e + Drx \/z _(ny+1)my
Unyeny (x,y) = (\/:sm—L ) ( Lsm—L ), (196)

correspondendo aos niveis de energia
2.2

nany = W[(nx +1)%+ (ny + 1)2]. (197)

Verificamos a existéncia de niveis de energia degenerados no sistema, jd que Ey ,, = Ep .

4.3.1 Pocgo Retangular 2D Supersimétrico

O estudo de problemas além de uma dimensdo necessita extensoes das defini¢des até
agora utilizadas. Primeiramente, o superpotencial serd uma grandeza vetorial, obtida a partir do

estado fundamental do Hamiltoniano H; por meio da relagao

n 1
V2m gl (x,y)

W= vyl 198
= Yoo (X.3)- (198)

Dado o estado fundamental do poco retangular (quadrado),

2
i) (xy) = = sin (”—Lx) sin ("Ty) , (199)
obtemos facilmente "
o T X\ ~ Ty\ -
W:———{ t(—) + t(—) } 200
2mLcochoL] (200)

— h - —
A=—V+W (201)
2m
c
G (202)
V2m .

O potencial V;(x,y) pode ser obtido por uma simples extensdo do caso unidimensional,

v e h - -
1(x,y) = [W| —\/Z_V - W, (203)
m

2.2 . . L, .
de forma que Vi(x,y) = —%, que é exatamente o deslocamento no potencial necessario

para que a energia do estado fundamental do sistema de Hamiltoniano H; seja nula. Por sua

vez, tal extensdo para o potencial parceiro ndo se aplica. Para entendermos por qué, vejamos
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primeiramente a defini¢io do Hamiltoniano H1, a partir dos operadores vetoriais de criagdo e

aniquilacao,
-, =
H=A" A (204)
A equacdo de autovalor para o sistema 1 fica
1 1 1
A Ay, = ES i, (205)

Contudo, quando aplicamos o operadorz_4) na equacao (205) para gerarmos os autoestados do

Hamiltoniano parceiro H,, obtemos como resultado um vetor,

A (AT Ky, =B, Ayl (206)

Assim, Veriﬁcamos que, por questdo de consisténcia, os autoestados de H; sdo vetores proporcio-
nais a A tﬁnxny e, consequentemente, o Hamiltoniano H; serd uma matriz dada por um produto

externo, tal que
(H)ij = AiA]. (207)

Uma outra questdo a esclarecer diz respeito ao abaixamento e elevacdo de indices. Deve-se notar
que os autoestados de H; sao definidos por dois indices, n, € ny. O estado 1_4)50,(,1% ¢ autofuncdo
de H, com a mesma energia E, ,, de tp(l) . Definimos o indice n = n, + n, para as autofungdes
e autoenergias de H,. Assim, no caso em que os lados do retangulo sdo iguais, Ly = Ly = L, os
autoestados de H, também serdo degenerados, incluindo o de menor energia, com n = 0. A fim
de diferenciar os estados degenerados, acrescentaremos um indice m.

Os autoestados e autoenergias dos Hamiltonianos parceiros H; e H», entdo, se relacionam

da seguinte forma:

70 _ I = o
n,m — ) n+l,m °
En+1
1 1 —> —>(2
lpr(H)l,m = AT ' l/’fz,m’
VE?
EX =Y, E"=o. (208)

Como exemplo, usamos os autoestados e autoenergias de H; (equacdes (196) e (197), respectiva-

mente),
(1) 2rx y (1) 3 nx\ . (2my
(x,y) = —sm T sin 7 e Yo (xy)= s1n T sin - | (209)
com
2.2
() _ p(ny _ 20m
Eyy =Ey = e (210)
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Com a nova notag¢do definida acima, chamamos lﬁ%) = 1/1511), ¢éi) = 111512) e Ef(l)) = Eéi) = E|.

A partir das relacdes (208), obtemos dois autoestados degenerados para H, com a mesma energia,

4 ~
VO -2 gin (Q) sin2 (@)l 211)

0.1 vV5L L L
e
—(2) 4 . (mx\ . 5 (7Y\~
Yos _E sin (f) sin (f)] (212)
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5 Pocos Quanticos Esfericamente Simétri-

COS

Neste capitulo, estudaremos problemas de Mecanica Quantica em trés dimensodes, com
simetria esférica, do ponto de vista da supersimetria. Veremos que hd um procedimento geral
que podera ser aplicado a todas as situagdes que respeitem esta condi¢ao. Faremos o estudo do

poco esférico infinito, do d&tomo de hidrogénio e estabeleceremos um procedimento geral.

5.1 Separagao de Variaveis e Obtencao do Potencial Efetivo

Os problemas a que nos dedicaremos neste capitulo sao aqueles em trés dimensdes, mas
que apresentam uma energia potencial com dependéncia apenas radial, V = V(r). O operador
Laplaciano em coordenadas esféricas € dado por

2
Vzw(r,9,¢):{li(26)+ ! i(sin9£)+ ! 6—}¢(r,9,¢), (213)

re—=
r20r\ Oor] r2sin@ 06 r2sin? 9 0?2

em que as varidveis r, 6 e ¢, ilustradas na Figura 9, se relacionam com as retangulares pelas

expressoes
x = rsinfcos e,
y = rsinfsing e
z = rcosé. (214)

Considerando um potencial radial, com a finalidade de solucionar a equagao de Sch-
roedinger, podemos proceder a separagdo de variaveis, ¥ 1, (r,0,¢) = Ry (r)Y;,(6,¢), em que
0s Y, (6,¢) sdo os chamados harmonicos esféricos. As fungdes angulares serdo as mesmas
para todas as situagdes em que o problema € esfericamente simétrico. Nos interessaremos, aqui,
pelas solugdes das equacdes radiais, que poderdo ser tratadas com as ferramentas utilizadas em
problemas unidimensionais.

A equacdo radial serd dada por

1(1 + 1)i?
2ur?

W d ( 5dRy
2ur? dr

r —) + [V(r) +

] Ry = En Ry, (215)
dr

cujas solucdes podem ser, por exemplo, fungdes de Bessel esféricas, no caso de um potencial
nulo. Contudo, neste capitulo, adotaremos um procedimento diferente para identificar as solugdes.
Primeiramente, fazemos a substitui¢ao R,; = u,;/r, de forma a obter

7 d? I(I+ )R>

l——— +V(r)+ 22

2 dr2 ] Up = Epjiiny, (216)
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Figura 9 — Coordenadas esféricas.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

que possui a forma da equacdo de Schroedinger em uma dimensao com potencial efetivo,

I(1+ 1)n?

Vi(r) =V(r) + % (217)

ur

5.2 Poco Esférico Infinito
O poco de potencial esférico infinito € definido pela energia potencial,

0, r<a
V(r)= : (218)

(o] r>a

2

Assim, para o interior do pogo, r < a, escrevemos, novamente considerando a energia em
. 2
unidades de %,
ur

Up] = €njUp]. (219)

4> L+
dr? r2

E importante notar que este problema ndo admite solu¢@o de energia zero. Isto ocorre porque os
estados obtidos em tal condi¢@o ndo respeitam a condi¢do de contorno de se anularem em r = a.
Consideremos, entdo, um valor de n arbitrario e comecemos por [ = 0. Temos uma equagao

diferencial simples, dada por
—u!y = kZguno, (220)

. 2 . .~ ~
com kio = €,0 (em unidades de #). Considerando a condi¢@o de contorno de que as autofungdes

se anulem em r = a, permanecem apenas as solucdes

uno = sin(kyor), (221)
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com ko = 77, e nas quais desconsideramos os fatores de normalizagdo. Os niveis de energia

para [ = 0 serdo entdo dados por

n’n?

€0 = —>5—

. n=1,23, (222)
a

Uma forma interessante de construir o superpotencial, lembrando-nos de que H 1(1) =

le — W] € a procura por ¢ € ¢, tais que

[+
Wi(r) = L2 (223)
r
nos forneca
[(l+1
H(r) = % (224)
r
Uma das possibilidades é
[+1
Wi(r) = ——, (225)
r
que implica os operadores de criagdo e aniquilacao,
d [1+1 d [1+1
Al=—— -~ Aj=— - 226
! dr r ° AT r (226)
respectivamente. Por outro lado, o potencial parceiro, Vl(z) = le + W/, € escrito como
I+1)(1+2
yo o DU+ v, (227)

! 2

E importante que entendamos a forma de atuacdo dos operadores A; e AIT. Primeiramente,
na formulacdo que estamos apresentando nesta secdo, para cada valor de /, temos um superpoten-
cial, dois potenciais parceiros e os correspondentes operadores de aniquilacdo e criacdo. Tais
operadores atuam dentro dos subespacos com um / definido, interconectando autoestados de
H 1(1) e H 1(2), abaixando e levantando em uma unidade, respectivamente, o indice n. Contudo, a
relacdo Hl(z) = Hl(l) permite que se construam os estados e as energias para todos os valores de /.

+1
Vejamos, entdo, a aplicacio

Alui}) =u®? (228)

n—1,0°

relacdo ja discutida nos capitulos anteriores, na qual desprezamos fatores de normalizacao.

@ ¢ 5 2 _ g

Como U,y € autofungdo de H,” = H, |,
4,0

n—1,1 n—1,1+1"

temos, a menos do fator de normalizagdo, que

Da mesma forma,

o2 _ (D
Aty = Uy 1y (229)
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2 _ (1
nl-1" un,l ’

ja introduzido nas secdes e capitulos anteriores. Primeiramente, chamamos de a;,; a enésima raiz

com u pelos mesmos motivos. Quanto as energias, seguimos 0 mesmo procedimento

da funcdo esférica de Bessel de ordem [, de forma que, para a = 1 e em unidades de #%/(2u),
temos a relacdo de autovalor
HYu') = a2 ') (230)

nl*

. sac D _ @, () _ (2
Em seguida, usamos as relacoes €1l = €nl €€l = €n

correspondentes aos demais estados.

para obtermos os niveis de energia

Apenas como ilustragdo, calculemos dois estados a partir de u,o = sin(k,,r). Escrevemos

Up-1,1

d 1
AO”n,O = (— - ;) sin(knor)

dr
1
= kyocos(knor) — = sin(kp,r). (231)
r
Em seguida, podemos determinar
d 2 1
Up22 = AlUpy-11= (— - —) [kno cos(k,or) — = sin(ky,r)
dr r r
_ knO 3 2 .
= ———cos(k,or) + = — ki, sin(ky,r). (232)
r r ’

Na proxima secao, estudaremos uma aplicacdo mais interessante da Mecanica Quantica

Supersimétrica com simetria esférica.

5.3 Atomo de Hidrogénio

O problema do atomo de hidrogénio, quando se considera o referencial do centro de
massa, se reduz ao caso dos potenciais com simetria esférica (no caso, o potencial de Coulomb)
(MARKOVICH; BIAMONTE; KOURI, 2011). Ap6s a manipula¢do na equacao radial, usando

un(r) =rR, ;(r), obtemos o potencial efetivo,

[(1+1) 1 033)

Vir) = —3 =

em que estamos considerando o caso da energia em unidades de 7%/(2ue?), sendo u a massa

reduzida do sistema e e a carga do elétron. O Hamiltoniano de Coulomb é, entdo, dado por,

2
& 10+ 1 o34)

H=--2 1
dr? r2 r

Definimos o Hamiltoniano de energia do estado fundamental nula como

HY = H - &, (235)
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em que € é a energia do estado fundamental do 4tomo de hidrogénio em unidades de %2/ (2ue*).
Sendo

I(1+1 1
vD(r) = a+ny _1_ € =W>-W, (236)
7'2 r
escrevemos l
+
Wir)y =122 4 (237)
r
€ encontramos I+ 1 1
+
W, = - 238
R ) 238)
© 1
= 239
O 12 (259)
Determinamos, também, o Hamiltoniano parceiro,
2 2
) d ) , d (I+D(+2) 1 1
H =——+Wr+W=or— — 240
! darz T a2 r2 roo4(l+1)? (240)
Assim, temos | |
H? =H! + (241)

U4+ 1) 4422

A relag@o acima nos permite trabalhar com apenas um conjunto de fung¢des, u,;(r), que sdo

autoestados dos trés Hamiltonianos, H;, Hl(l) e Hl(z). Além disso, € importante notar que
() (1
u® =

nl — un,l+1 =

facilmente obter os niveis de energia do d&tomo de hidrogénio pela simples soma de €.

un+1. Finalmente, a partir das autoenergias do Hamiltoniano H m, podemos

A partir do superpotencial, escrevemos, respectivamente, os operadores de aniquilacdo e

criagdo,
d 1+1 1 s od 1+1 1

A= — + = —— + .
P I - r 20+

(242)

Diferentemente do que ocorreu no caso do poco esférico infinito, temos agora um estado
fundamental de energia nula para cada valor de / (TANGERMAN; TJON, 1993). Assim, o
operador A; aniquila tal estado, de forma que temos uma equagao diferencial simples para a sua

obtencgao,
d [+1 1

- = 24
dr r +2(l+1) o1 =0, (243)

Aoy =

cuja solugdo, desprezando-se fatores de normalizagao € dada por

ugy = r'*le 2, (244)

Estados de energias superiores podem agora ser facilmente obtidos por meio das relacdes

obtidas na se¢do anterior,

_ 7T —
Ung = AjUn-10+1 € Uni = Aj-1Uns1 -1, (245)
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que podem ser usadas recursivamente. Como exemplo, calculemos

d 2 1
____+_

¥
uro=Aup =
1 dr r 4

(Fe78) = rei (5 - 4). (246)

Todos os outros estados podem ser construidos, como

w20 = A Alug o (247)

Uil = A0u3’0 = AOASAIA;”(U‘ (248)

Vejamos, agora, como obter todos os niveis de energia. O estado ug 1 € o estado

fundamental do Hamiltoniano H 1(2), com energia, de acordo com a Equagao (241),

o {1 1 }
EOJ‘4{(1+1)2 (+2)?]" (249)

Contudo, sendo H 1(2) e H 1(1) parceiros supersimétricos, tal energia € autovalor também de H 1(1),

e

|/ » correspondente aos estados

Uiy = Ajug 1. (250)

Por outro lado, u1; também € auto estado do Hamiltoniano de Coulomb, mas com energia dada

por
GV 1
€1, = El,l — €y = —m. (251)
A repeticdo do procedimento nos leva ao resultado
! (252)
€l =——""T—.
! d(n+1+1)32

Identificando o niimero quintico principal como v = n + [ + 1 e recobrando o fator 2ue* /A2,

obtemos, para os niveis de energia do 4tomo de hidrogénio,

4
e

v

Um comentdrio importante ao fim deste capitulo diz respeito a uma particularidade dos
problemas do poco esférico infinito e do potencial de Coulomb. Trata-se de casos particulares de
potenciais invariantes de forma. Dizemos que o par de potenciais parceiros € invariante de forma

se eles sao similares na forma e diferem apenas nos parametros envolvidos. Mais precisamente, se
VP (xia) = VI (x: f(@) + R(@), (254)
em que a é um conjunto de parimetros e R(«) é independente de x, dizemos que V() e V() sio

invariantes de forma. Este € justamente o caso dos potenciais estudados neste capitulo, nos quais

o parametro envolvido € /.
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6 A MQ SUSI e a Teoria de Dirac

A Mecanica Quantica Supersimétrica pode também ser aplicada na solu¢@o de problemas
relativisticos e que sdo descritos por meio da equagdo de Dirac. Nesta se¢do, primeiramente
estudamos o caso simples de um problema com apenas uma dimensao espacial e, em seguida,

investigamos o caso mais complexo de sistemas tridimensionais com simetria esférica.

6.1 A Supersimetria e a Equacdo de Dirac

Iniciamos pelo Lagrangeano de Dirac em 1 + 1 dimensdes (1 temporal e 1 espacial), no

qual o campo fermidnico ndo massivo estd acoplado a um potencial escalar:
L =iy o — g, (255)
emque u =0, 1 ey =y+y’. O campo ¢(x), escalar, apresenta Lagrangeano dado por

1
Ly = 7 0y ¢ 0" ¢ -V(9). (256)
Do Lagrangeano .Z obtém-se a equagdo de Dirac com interagao,
iy o — ¢y =0, (257)
e fazemos a separagio da parte espacial escrevendo ¥ (x,t) = e '“y(x):
.00 .1 0
1Y) 2 (0,0) + iy =g () = g (xr) = 0
ot ox
- 00 - —iwt .1 —iwt 0 —iwt
= iy (iw)e ™ (x) +iy e i (x) = ge Y (x) =0
.1 0
= Yooy (x) + iy -y (x) = g0 (x) = 0. (258)

Em 2 dimensdes, uma representacao possivel para as matrizes y € dada por

. 01 o fioo 059)
=0, = c =10, = .
O VI S [

Y1 (x)
Y2 (x)

0 | fun) (-1 0\ (T _[ov1) _,
w 0f\wa) |0 1/\%2] gy,

Escrevendo ¢ (x) = ( ) na equagao (258), obtemos
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-0y
= (.Ul/lz 4 & _ ¢'701 -0
wyr o (1)

d
= + —
- [% Dl = wir 260)
[52 + ¢ly2 = wy
Na equacdo acima, identificamos
A—6+¢5 e AT=—"1+¢ (261)
- Ox S ox 7
de forma que temos:
Ay = wyr
(262)
Aty = wi
Aplicando AT em Ay, encontramos
ATAy =wATy, = ATAy, = 0y (263)
Por outro lado, aplicando A em ATwz, encontramos
AATY, = wAY, = AATY, = 0. (264)

Comparando as equacdes (263) e (264) com o formalismo da MQ SUSI, notamos que hd uma
relacdo de supersimetria, com ¢(x) fazendo o papel de superpotencial W (x) do formalismo de
Schroedinger, com ¥ e i, sendo as autofungdes dos Hamiltonianos H; = ATA e H, = AAT,
respectivamente. Os potenciais podem ser facilmente encontrados por meio das ja conhecidas

relacoes
Vi(x) =W? -W’

Va(x) = W2+ W
Os espectros de H e H, sdo iguais (degenerados), com exce¢do do estado fundamental
de H; que possui energia nula, desde que ¢ — =+co possuam sinal trocado com ¢(x — +o0) > 0
e ¢(x — —o0) < 0. Podemos concluir que, para potencial invariante de forma, existe um
problema solivel analiticamente de Dirac, cujo potencial ¢(x) é o superpotencial de problema

de Schroedinger.
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6.2 A Supersimetria e a Equacdo de Dirac em 3D+1

6.2.1 Hamiltoniano de Dirac

A equacdo de Dirac para uma particula livre em 3+1 dimensdes € dada por
(ihy"8, —me)y =0 (265)
Abrindo a equacdo em componentes, obtemos

1 .
lihyo—ﬁ +ily' i — mc] ¥ =0. (266)
c ot

Usando y° = B, g2 = I, @ = 8y e multiplicando pela esquerda por Sc, encontramos

P .
[iha +ifica' di — ﬁmc2] ¥ =0. (267)

Lembrando que H = ih% e p = —ihv, encontramos, para a particula livre,
Hy = (co? P+ ﬁch) v. (268)

Para o caso com intera¢@o, somamos o potencial V(7) a direita:

Hy = |ca . 7+ Bmc? + V(A vs v =y (7). (269)

. . - - _IEt
Em seguida, separamos a parte espacial, escrevendo (7,t) = ¢ (r)e e

[c@ .+ Bmc* + V(F)| w(F) = Ey (7). (270)

em que (ca@ . p) é o termo cinético.

6.2.2 Separacao de Varidveis na Equagao de Dirac para Potenciais Esferica-

mente Simétricos

A equagdo (270) faz uso das matrizes

a=(0 %) ¢ p=' ° (271)
o o o -1

(5 5
o= . (272)

Definimos também a matriz
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O tinico termo dependente da parte angular no nosso Hamiltoniano é o cinético (ca. p), que
serd trabalhado em termos de decomposi¢des e propriedades de matrizes de Pauli. Primeiramente,
escrevemos o operador para momento linear em sua representacao no espaco das coordenadas,

p= —ihV. Entdo, fazemos a seguinte decomposicao,

V=7#F#-V)-Fx(FxV), (273)
e a representacdo do operador momento angular orbital,
L = —ifr(F x V), (274)

para obter

#xL, (275)

0 i
V=Ff— - —
r@r hr

em que foi utilizada a expressao para o gradiente em coordenadas esféricas. Assim, temos

- - a - =g
a~p:—ihaf~f6———a/~f><L. (276)

Ainda precisamos manipular o segundo termo da equagdo acima. O momento angular

orbital, em um problema esfericamente simétrico, é ortogonal a 7, de formaque 7- L =0e

ic-FxL=(c-7)5-L). (277)
. - . 0 1 .
Uma possivel representacdo parays é ys = — (I Assim,
} 0o I1\(0 & F o) - 078)
a = - = — = -0,
75 1 ol\la o 0 &

de forma que, multiplicando a equagdo (277) a esquerda por iys5, obtemos:

G-FxL=-i(@ 7)(F-L) (279)

e, portanto,
- - g = A a ] - A S 4
a.p:_lha.r—+£(a-r).(0'-L) (280)
or r

O segundo termo acima pode ser colocado de forma mais adequada. Para isso, definimos o

operador K, tal que

h
K*=J%+ b (281)
em que todos os termos sdo matrizes 4 X 4. Seja ¢ autoestado de J2. Assim:

o i 5 .1
K2 = |jG+ D0+l =7+ )+ 7 | 1y
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2
= K%y = ( i+ %) 2y (282)
ou 1
Ky =+ (] + E) = —«khy, (283)

com —k==(j+ %) Por outro lado, a partir da definicio de K2, podemos mostrar que
K?>=L*+ho - L+71 (284)
Além disso, em funcdo de as componentes do momento angular orbital ndo comutarem entre si,

tem-se
L*=G-L)?*+ho- L, (285)

que, substituida na equacdo 284, nos fornece

K>=(G-L)*+2n5 - L +1*
= K= (3—~Z+h)2 (286)

em que 3% = I foi inserido por conveniéncia. Escolhemos K = ,8[3' L+ 7] e obtemos

o-L=pK-h, (287)

de forma que

- - - 0 ) -
a~p=—iha~f—+£(a~f)(ﬁk—h) (283)
or r

Definindo a, = @ - #, ficamos com

0 h K
ca-p=-ica, |hi—+—— 'B—] (289)
or r r
Além disso, usamos —a = ysc;r e 0, = -7 para escrever
e 0 h K
ca.p =icyso, [h— + - - 'B—] (290)
or r r
e, entdo, obter a equacao de Dirac na forma
0 h K
{icysﬁ'r [ha— S BK + Bmc? + V(r)} v (7) = Ey (7). (291)
ror r

Notemos que, até 0 momento, estamos utilizando matrizes 4 X 4 em blocos. Contudo,

faremos a decomposicao da equacao de Dirac em equagdes escritas em termos de matrizes 2 X 2.
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Os espinores de 4 componentes v (7) serdo escritos em fungéo de espinores de duas componentes

xe (P), que sdo autoestados das versoes 2 x 2 de J2, J, e K. Particularmente, temos:

k! = —khxy, (292)

em que a matriz k, 2 X 2, é definida a partir da relagcdo

k=[F 0 (293)
Mo —k/’

Para entendermos a atuacdo de «a, em tais estados, primeiramente observamos que o, =

A

o - 7 anticomuta com k (embora a verifica¢do seja simples, é um pouco longa). Assim:
ko—r)(/r(nj = _O'rk)(;nj = _‘Tr(_hk)/\/:”
=k (O’r)(,’?j) = —hk (O‘r)(,:nj) . (294)

Desta forma, devemos ter oy xy’ = —x_4,jaqu ky.’ = —khy,'. A fim de que voltemos 2

equacao de Dirac, escrevemos o espinor de 4 componentes na forma,

(M xe’ (7)
W (F) = (295)

. mj
i fie(r)x=i (7)
Na matriz do Hamiltoniano, o tinico termo nao diagonal € o primeiro,

0 h_k
8 n ﬁK]:_ic( 0 oy [ad + 1 - K] 296)

o [hZ + 18- £ 0 ’

icys0y [ha— + - - —] Y =ic , (297)
r .
hlg+ 7+ 5 xe

oy ~ m; m; m; m;
na qual foram utilizadas as relagdes o, xy_; = —x,’ € O X’ = —X_4
Juntando-se todos os termos da equacao de Dirac, os chamados espinores angulares de
. mj mj . . . ~ ~
spin, y, "’ € x_r, cancelam-se, assim como os fatores de i. Ficamos, entdo com duas equacdes

acopladas dependentes apenas da varidvel radialna qual fizemos 7 = ¢ = 1 e omitimos o indice «:

(g5 )+ m+ V() - E) g(r) =0
(298)

[d%+%+f]g(r)+(—m+V(r) -E)f(r)=0
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O primeiro passo para a solu¢do do sistema de equacdes sao as substituicdes f = %F e

g= %G, na equacao (298), que nos levam a
G'(r)+3G(r) = (a1 = V(r)s)F(r) =0
(299)

b

F'(r) = 2F(r) = (a2 + V(r))G(r) = 0;

emque @y =m+ E e ap = m — E. Estamos interessados no caso de um dtomo com um elétron,

paraoqual V(r)= —%, com 7y = Ze?. Obtemos, na forma matricial,
G
rl

0
a (300)

a O

G
F

Gl
F/

1|k -y
r'y—K

Para o desacoplamento das equacdes, para a aplicacdo dos métodos da MQ SUSI, precisamos

diagonalizar a matriz
M= (" _7) (301)
Y —K
G B 0 «a
Escrevendo V = e a= , temos:
%)

’ 1 —

Vit MV =aV. (302)

r
A diagonalizacdo se dard obtendo-se a equagdo matricial
S D
V'+-DV =aV, (303)
r
em que
~ G -1 -1 =~ -1 =
V= P =PV, D=P "MP e a=P aP, (304)
com
+
p:(" ’ 7); 5= K2 =2 (305)
Y K+
Obtém-se o novo sistema desacoplado,
G\ 1 0 1 E  Ex+ G
J 1(s _1 Y K +ms al (306)
F'| r\0o —-s|] s\-Ex+ms —yE F

no qual fazemos ainda a substituicdo de varidveis p/E, para escrevermos

{ AF = (% -%) )G -

A1G=—(p+



Capitulo 6. A MQ SUSI e a Teoria de Dirac 66

em que usamos a defini¢ao

A= 4 _ s + Y
dp P s
(308)
—_d s LY
AT = —@ — '% + r
Aplicando-se A" na primeira equagdo e A na segunda, obtemos
2 2 2 2
aF= (") (S o)
AAF_(s2 EZ)F ou H1F—(S2 EZ)F (309)
© 2 2 2 2
o LAY O L P
AA G_(s2 EZ)F ou H2G—(s2 EZ)G. (310)

Notamos, entdo, que chegamos a um problema de Mecanica Quantica Supersimétrica. A

partir das defini¢Ges (308), € facil identificar o superpotencial, dado por

W) =-24+72. G11)
p S
Os potenciais parceiros,
Vi=W> =W e Va=W>+W, (312)
sdo também facilmente obtidos:
-1 2
1:s(s2 )—ZZ+7—2 (313)
Y P p
© 2
+1
VZ:S(S2 )—2Z+7—2. 314)
Y P p

Temos, entdo, um caso de invariancia de forma, ja que

s(s+1 2 2
Vilpos+ 1y = SEED 2V 7 (315)
P p s
© 1 1
Vo (p,s,y)=Vi(p,s+1,y) = 2(—— ) (316)
2(p,s7) = Vi(p ) =r|2 Gr 1)

O parametro a ser utilizado nesta relagdo de potenciais invariantes de forma € s. Além disso,
— — —42 (1 - 1

temos ap=s e a;=s+1,R(ag) =y (S2 Gl

potenciais invariantes de forma, temos E,gl) = g(an) — g(ap) de forma que

1 1 1 1
Epsz +_}W%3_ ) (317)

(s+n)? s s (s +n)?

), g(ag) = —S% e a, = s+ n. Do estudo de
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Contudo, € importante notar que E ,(Ll) ¢ autoenergia de H{, que ndo é o Hamiltoniano de Dirac.
Podemos obter as autoenergias do Hamiltoniano de Dirac, E;,, por meio da equacao

2 2
mi=|5-Z|F.
s> E?

Assim, temos
2
EV =L _T (318)

de forma que
E,= ——. (319)

72
V 1+ (s+n)2
(1 _ gD

. 1) - : <~
Os valores de energia E,g ) 30 0s mesmos para H», tais que E, ai1- A excecdo € o estado

fundamental de Hi, de energia nula e tal que

AF =0 (320)
ﬁ[i_&rz Fy=0 321)
do p s
= Fy=p'e ™, (322)

a menos de uma constante de normalizagao.
Os demais estados podem ser construidos pelas relacdes de invariancia de forma e SUSI.
Dados H; e H»>, com autoestados 1//(1) e 1//(2), respectivamente, € parametros a,, temos, a

menos de constantes,

vV (x,a0) = A' (x.ao)y” (x.ap)  (SUSD (323)

wéz) (x,a0) = wél) (x,a1) (Invaridncia de forma). (324)
No nosso caso, temos F' = /() e G = . Os parametros sio ag=s e a, = s +n, com

Ag=— -+

~d sy
“dp p s

De forma que

Go(p.s) = Folp,s+1)
= e, (325)
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por invariancia de forma.

Por SUSY, temos:

Fi(p.s) = A] Go(p.s)
_ [_i _S LY ey (326)
do p =
Por invariancia de forma,
Gi(p.s) = Fi(p,s+1)
= AL_] G~O(p’ s+ 1)
= Al Fo(p,s+2). (327)
Por SUSY,
F~2(p’s) = A-:GNI(p,S)
= AlA! | Fo(p, s +2). (328)
Repetindo-se o procedimento , temos:
- 7
Fu(p,s) = ATAT AT, (p”" e <s+n>) . (329)

As fungdes G,(p,s) podem ser obtidas por meio da relagdo de invaridncia de forma,

Gu(p,s+n)=Fy(p,s+n+1). (330)

Por fim, deve-se retornar as fungdes originais f;(r) e g,(r), usando p = Er, além de:

G = G (331)
Fl=P\E
€
f=3F
(332)

oo
Il
N =
Q
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7 O Poco Circular Infinito

Neste capitulo, fazemos um estudo mais aprofundado de um problema bastante interessante:
o do pogo circular infinito. Trata-se de um problema em duas dimensdes ndo trivial que possibilita
a andlise de diversos detalhes adicionais. Primeiramente, apresentamos o problema do ponto de
vista da Mecanica Quantica tradicional. Em seguida, aplicamos os conceitos da MQ SUSI para
estudar o potencial parceiro. Por fim, investigamos como o sistema se comporta sob a acdo de

um campo magnético uniforme perpendicular ao plano do poco.

7.1 Pocgo Circular

A Mecéanica Quantica supersimétrica tem aplicacdes muito interessantes em problemas
que envolvem simetrias (SUN; DONG, 2010). Este € o caso do pocgo circular infinito (ROBINETT,
2003), que apresenta simetria radial em duas dimensdes. O sistema de coordenadas polares é
adequado para o tratamento do problema. A Figura 10 apresenta um esbogo dos limites de tal
poco de raio L. Um ponto no interior da regido pode ser localizado pelas coordenadas (r,6), que

se relacionam com as retangulares da seguinte forma:

x =rcosf
. (333)
y=rsinf
ou
r2=x2+y%  tand = 2. (334)
X
Para a energia potencial,
0O, r<VL
V(r)= , (335)
co , r>1L
a equacao de Schroedinger independente do tempo em coordenadas polares é dada por
”(o> 14 1 8
— =t -—+=—= ,0) = Ey(r,0). 336
2u (8r2+r0r+r2892)w(r )= Ey(r.6) (536)
Mais uma vez, aplicamos o procedimento de separacdo de varidveis, escrevendo
¥ (r.0) = R(r)0(0), (337)
e obtendo as duas equacdes diferenciais,
d’®
= -m’® (338)

do?
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Figura 10 — Pogo Circular Infinito
y

L
y
C
L&
B}

X
Fonte: Elaborada pelo autor.
¢ 2 2
d“R 1dR m
AN PSS ) 339
dr? rdr ( r2 ) (339)

com k? = 2uE /h?. Para a equacdo angular, obtemos uma solugdo simples dada por

O(8) = ——eim®. (340)

\V2r
cuja condi¢ao de contorno, ®(8) = (6 + 2x), nos impde m = 0,+1,+2, - - -. Quanto a parte
radial, trata-se da equagdo de Bessel cilindrica, com solugdes J,, (kr) e Ny, (kr). As solugdes
Ny, (kr) divergem para r — 0 e, portanto sao descartadas. Ficamos com as fungdes de Bessel
Jm(kr) de ordem m, que devem respeitar a condi¢do de contorno J,,, (kL) = 0. Chamamos ,,, a
enésima raiz da funcao de Bessel de ordem m. Assim, k,;, = Bun/L, de forma que as energias

quantizadas para o poco circular serdo dadas por

ﬁZ hZ
Epp = = 341
Os primeiros valores para os niveis de energia sao dados por
n? n’
Eo1 =5,78——, Epn ~=3047——,
2ulL? 2uL?
n? n?
Ey1 = 14,68 ——, E;p=4922——. (342)
2ul? 2uL?

7.1.1 O Poco Circular e a Supersimetria

O tratamento do poco infinito circular pode ser realizado de uma maneira muito elegante

usando os procedimentos da Mecanica Quantica Supersimétrica. Primeiramente, considerando a
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equacdo radial (339), fazemos a substituicdo R(r) = u(r)/+/r para obtermos

W d?> R (4m*-1)
-t mn = Emn mn ) 343
TSI Y Umn(T) Un(T) (343)

que se reduz a uma equagao de Schroedinger unidimensional com potencial efetivo

n? (4m? -1
Vi (r) = —w. (344)
8u r
Para um determinado valor de m, a energia do estado fundamental € dada por
n* B2,
Epn = ——=, 345

de forma que, para cada valor de m, este valor serd subtraido do correspondente Hamiltoniano
. o . fn
H,,, a fim de que e energia de ponto zero do Hamiltoniano H,§1) seja nula. Além disso, para
N 2 . . ~ o .
simplificar, os fatores ;’—’u serdo ignorados. Posteriormente, eles poderao ser reinseridos por meio

de uma andlise dimensional. A fim de melhorar a notacdo, definimos o novo indice p = n — 1, tal

que p =0,1,2,---. A partir de agora, o segundo indice sempre se referird a p. Ficamos com a
equacgao
> (4m*-1)
Cdr? + 472 - 5510 Ump () = EmpUmp (1), (346)

em que 6,y = ﬁ% €mp = Emp — 6%10 e na qual identificamos

(4m? - 1)
V) = O (347)
Por sua vez, o superpotencial serd dado por
Uy
Wy (r) =—-———, (348)
Um0

emqueu = %umo(r), a partir do qual obtemos os operadores

d d
Ap=—+Wu(r) e Al =——+W,(r). (349)
dr dr

Os Hamiltonianos e potenciais parceiros se relacionam com os operadores e o superpotencial,

respectivamente, da seguinte forma:

HY = Al A, HP = A, AT (350)

viD=w2_w' . VvP=w2+w. (351)
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Chamamos a atencao para o fato de termos um par de potenciais parceiros para cada
valor de m. Para iniciar o procedimento, precisamos do estado fundamental, que € a solucdo da

Equacao (346) para €, = 0, dada por

Umo(r) = \/;Jm (6mor). (352)

Além disso, serdo necessdrias algumas relacOes entre as fungdes de Bessel cilindricas e as suas

derivadas em relagdo a r,

Jms1(ar) = %Jm (ar)=J,(ar) e Jpu_i(ar) = %Jm(ar) +J,,(ar), (353)

e outras que delas podem ser obtidas. O superpotencial, entdo, € facilmente encontrado,

1 ) (Omor)
W, =— - e
m(r) 7 m0 Jm (5m0r)

(354)
e pode ser utilizado para a obtengdo dos potenciais parceiros. O potencial V,;l), ja explicitado
anteriormente, € facilmente recuperado com o auxilio das relagdes (353). O seu parceiro

supersimétrico, por outro lado, pode ser obtido a partir de (vide equacdo (351))

V) =V () +2W, (r). (355)
Encontramos 3 7 |
DN _ m [ g
Vm (l") = E+E (Jm'i‘;.]m), (356)

em que todas as fungdes de Bessel sdo calculadas em d,,or. O grifico da Figura 11, mostra o
potencial parceiro V,E?)(r) para m = 0, com o raio do pogo L = 1. Por sua vez, a Figura 12
apresenta o superpotencial para m = (. Nota-se que as condi¢des para supersimetria nao quebrada
sdo respeitadas, como, por exemplo, possuir um nimero impar de zeros no dominio sob estudo.

Os niveis de energia em unidades de n*/ (2u), com L = 1, serdo dados por

1 2 1
€np =By = Brg € €mp=Emay (357)

Os autoestados correspondentes poderdo ser obtidos pelas sucessivas aplicacdes dos operadores

Ap e A,Tn nas autofungdes de H,(nz) e H,(,,I), respectivamente.
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Figura 11 — Potencial VO(Z)(r) para L = 1.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 12 — Superpotencial param =0e L = 1.

S5
T

Fonte: Elaborada pelo autor.

7.1.2 O Potencial Circular com Fluxo Magnético pelo Centro

E interessante estudar a influéncia de um fluxo magnético pelo centro do potencial circular
na supersimetria quantica. Consideremos uma linha de fluxo perpendicular ao plano. Como
B=VxAeA, =0, temos:

he a
Ap=——, (358)
er
sendo a adimensional e parametrizando a intensidade do fluxo magnético.
O efeito da interacado eletromagética pode ser obtido pelo deslocamento no momento

linear,
N - € - e
P p-SA=(prpe—S4,). (359)
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de forma que teremos, para efeito de determinacdo do Hamiltoniano,

1 0 0
= —h2= -
p r or ( 8r) (360)
© 2
e 2 1] .0
(p(p - EA<'0) = r_2 (—lh% - ha) . (361)
Sendo L, = —ihai, temos:
e
p:_r
- (L. -ha)*, (r<L). (362)

2u 2u 2,ur2

Assim, o efeito do fluxo € substituir, nas solugdes, m porm —a € —m por a — m.
Retornando a equagdo radial (343),
W d?> R (4m? - 1)

na qual se identifica o potencial efetivo,

fazemos a substituicdo m — m — «. Ficamos, entdo, com o novo potencial

h2 (m?* = 2ma + o _Z)

(363)

2,u r

Um caso interessante se dd quando admitimos um fluxo fracionério, tal que a = %, que,

em consequéncia, nos dard um potencial efetivo

mm=1) 1)] (364)

Un(r)=— l 5
2u r

O quantum de fluxo magnético € uma quantidade fisica ja conhecida. A quantizacdo
do fluxo aparece no contexto da fisica do estado sélido, nas teorias da supercondutividade
(TINKHAM, 2004) e do efeito Hall quantico fraciondrio (JAIN, 2007). Em certas configuracdes,
solenoides carregando um semifluxon podem ser usados como barreiras topoldgicas de energia
para sistemas quanticos com carga. Este fendmeno pode ser interpretado como consequéncia do
efeito Aharonov-Bohm (PAIVA et al., 2019). Ainda na drea da supercondutividade, a quantizagdo
do fluxo magnético semi-inteiro ocorre em anéis mesoscépicos de filmes finos supercondutores
de beta-Bi2Pd, e se manifesta como uma mudanca de fase na oscilacao quéntica da temperatura
critica (LI et al., 2019).



Capitulo 7. O Pogo Circular Infinito 75

Nesse caso especial de @ = %, a equacao do potencial circular quantico se transforma
na equacao do potencial esférico de Bessel, como mostramos a seguir. Quando a equacao de
Helmbholtz é separada em coordenadas esféricas, a equagdo radial tem a forma

d’R _ dR
rP—— +2r— + [k*r* = n(n+1)| R=0, (365)

dr dr
em que o parametro k vem da equagao original de Helmholtz. Pelo comportamento da funcao de
angulo polar (equagdes de Legendre), a constante de separacdo deve ter esta forma, com n um
inteiro ndo negativo. A equagdo (365) tem a virtude de ser autoadjunta, mas claramente ndo € a

equacao diferencial ordinédria de Bessel. No entanto, se substituirmos

Z(r)
(kr)z’

R(r) = (366)

a equacao (365) torna-se

Z=0, (367)

que € a equacdo de Bessel, tal que Z é uma funcdo de Bessel de ordem n+ %, e deve ser comparada
com a equacao (339) com a substitui¢do m — m + % Devido a importancia da simetria esférica,

a combinagdo (366) ocorre frequentemente em problemas de fisica. Essa € a funcdo esférica de

ja(x) = \/gJ,H% (). (368)

Nas equacdes acima, as solugdes y, foram descartadas pela descontinuidade na origem. Em

Bessel, definida pela equagao:

particular, para n = 0, podemos obter solu¢des supersimétricas V| e V, a partir da solucdo
analitica do estado fundamental jj = mlﬂ (o superpotencial serd dado por % e podemos obter
supersimetria no potencial com fluxo).

Neste ponto, € interessante notar que a mesma solugdo pela equacgao esférica de Bessel
é obtida por (ROBINETT, 2003), ao inserir uma “parede” refletora de 0 a R no eixo x do
potencial circular quantico, coforme a figura 13. A possivel interpretacao fisica deste fendmeno

estd sob nossa investigacao.
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Figura 13 — Potencial circular com barreira refletora.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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8 Discussao e Conclusoes

Neste trabalho, verificamos, por meio do estudo de métodos de fatoracdo de Infeld e Hull,
que consistem no método apresentado mais tarde por Erwin Schroedinger, podemos encontrar
0s potenciais e seus respectivos parceiros supersimétricos de forma mais eficiente e simples. A
grande contribuicdo de Schroedinger na Mecanica Quantica foi fundamental para chegar ao que
hoje temos de respostas adquiridas relativas a esses estudos. Schroedinger propde uma solugao de
equacoes diferenciais de segunda ordem através de uma fatoracdo em duas equagdes de primeira
ordem, elaborando, assim, um método muito eficaz.

Estudamos alguns potenciais através de aspectos da Mecéanica Quantica Supersimétrica.
Aspectos esses que vao desde os conceitos iniciais até uma estrutura mais bem elaborada, seja
pelos ajustes de varidveis (parametros), seja pela separacao de varidveis ou até mesmo por
métodos mais abrangentes, tais como: invariancia de forma; a dlgebra que se aplica e as respectivas
relacdes de comutacio e anticomutagdo; relagdes de reflexdo e transmissdo; além da parte radial
dadas pelas equagdes de Bessel. Fixamo-nos na apresentacdo dos diversos procedimentos da
Mecanica Quantica Supersimétrica e na sua aplicagc@o na solucdo alternativa de problemas bem
conhecidos de Mecanica Quantica. Verificamos como sdo construidas solu¢gdes de forma elegante
para problemas que se apresentam, muitas vezes, intrincados em sua formulacdo matemadtica
convencional. Os estudos do dtomo de hidrogénio, do potencial de Poschl-Teller e da equacdo de
Dirac foram trabalhados como exemplos na aplicacao da supersimetria.

Vimos que, na maioria dos potenciais aqui estudados, suas interpretacdes nao sdo tao
simples. Ao explorarmos alguns campos da MQ SUSI, vimos que as aplica¢des de alguns métodos
especificos auxiliam muito na obtengdo de potenciais parceiros supersimétricos. Dentre eles
podemos citar os estudos feitos pela fatoracdo de Hamiltonianos, matrizes de Pauli, e polindmios
de Hermite, Laguerre e Jacobi. Esses estudos ddo suporte ao entendimento e uma direcao a
seguir nos cdlculos em busca de potenciais parceiros supersimétricos, utilizando como base a
equacgdo de Schroedinger. Deparamo-nos com situacdes em que encontrar solu¢des exatas para os
sistemas estudados e para aqueles que por razdes de alta complexidade de solubilidade (equacdes
diferenciais de segunda ordem) permanecem em aberto.

Destacamos nesse trabalho uma discussd@o em torno de um potencial de poco infinito
circular, que nos permitiu fazer uma pequena contribuicio nessa drea de estudo, com a apresentagao
do seu potencial parceiro supersimétrico. Em funcdo de suas caracteristicas de simetria, especial
atencdo foi dada a equacgdo radial. Por meio de algumas substitui¢des, recaimos em uma equagado
unidimensional de Schroedinger, a partir da qual fizemos diversas andlises de consisténcia:
na forma dos potenciais parceiros; nas propriedades do superpotencial; na supersimetria nao
quebrada. Foi também realizada uma anélise do caso do sistema sob a influéncia de um fluxo
magnético ortogonal ao plano circular. Sob determinadas condig¢des, verificou-se uma redugdo

ao problema de Bessel esférico, muito mais simples.
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Por fim, deixamos claro que o objetivo deste trabalho nao € o de esgotar o assunto em
questdo, mas sim, o de sugerir e contribuir para os estudos que se seguem e em uma direcao no

aprofundamento dos estudos realizados.
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