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Resumo

Neste trabalho serão estudados dois modelos, o primeiro é a equação diferencial
estocástica de Ito com um potencial de interação polinomial não linear como um
possível modelo para o mercado �nanceiro. A equação não linear de Langevin tam-
bém foi proposta como modelo para �utuações e colisões no mercado de ações, onde
esta equação é baseada na identi�cação de diferentes processos que in�uenciam a
demanda e a oferta. Em geral dessa forma, a difusão de Itô tem sido muito utili-
zada como modelo bioeconômico com �utuações estocásticas. O segundo modelo é a
Equação de Langevin do Vetor Girante, que pode ser usado para descrever o compor-
tamento de um sistema de partículas rotativas com vetor girante, em um ambiente
ruidoso com ruído branco estocástico, que se relaciona com o incremento de Wiener.
Esse modelo pode representar um mercado �nanceiro sob condições extremas (míni-
mas e máximas) no processo, onde os preços tendem a ir para diferentes pontos �xos
ou atratores. Será investigado o comportamento de distribuição da cauda longa das
volatilidades para esses modelos e será aplicado o método da Análise de Flutuação
destendenciada DFA (Detrended Fluctuation Analysis) às séries temporais obtidas.

Palavras-chave: Equação diferencial estocástica, DFA, distribuição da cauda
longa.
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Abstract

In this work two models will be studied, the �rst is the stochastic di�erential
equation of Ito with a potential for nonlinear polynomial interaction as a possible
model for the �nancial market. Langevin's nonlinear equation was also proposed as
a model for �uctuations and collisions in the stock market, where this equation is
based on the identi�cation of di�erent processes that in�uence demand and supply.
In general, In this way, ItÃ� di�usion has been widely used as a bioeconomic model
with stochastic �uctuations. The second model is the Langevin Equation of the
Rotating Vector, which can be used to describe the behavior of a rotating particle
system with rotating vector, in a noisy environment with stochastic white noise,
which relates to the Wiener increment. This model can represent a �nancial market
under extreme conditions (minimum and maximum) in the process, where prices
tend to go to di�erent �xed or attractive points. The long-tail distribution behavior
of volatilities will be investigated for these models and the Detrended Fluctuation
Analysis (DFA) method will be applied to the time series obtained.

Keywords: Stochastic di�erential equation, DFA, long tail distribution
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Capítulo 1

Introdução

A dinâmica dos preços do mercado �nanceiro foi estudada há algumas décadas
por Black e Scholes com sua famosa equação para a dinâmica dos preços do mercado
europeu [4]. Nas últimas décadas, houve uma grande quantidade de dados sobre este
assunto [5]. A modelagem do mercado acionário deve simular a estrutura do mer-
cado, o mecanismo de negociação e dinâmica de preços. Mike e Farmer [6] criaram
um modelo comportamental empírico ( o modelo MF ) para simular o dinâmica de
formação de preços das ações. Na sequência, Gu e Zhou [7] modi�caram o modelo
MF incorporando memória longa [8].

Em geral, os sistemas socioeconômicos são sistemas nos quais os eventos extremos
ocorrem com mais frequência e exibem comportamentos complexos [9] [10]. Eles
tem sido um excelente campo para a aplicação de conceitos e métodos matemáticos
na física teórica para lidar com sistemas complexos [11]. Um modelo importante
para o mercado �nanceiro é o modelo Ising bidimensional e suas extensões [12] [13].
Podemos considerar o preço si em um mercado como variável estocástica.

A "magnetização"do modelo Ising, M = 1/N
N∑
i=1

si(t), pode ser interpretado

como o retorno r(t) e seu módulo como a volatilidade. O estudo da série temporal de
volatilidade não é apenas crucial para revelar o sublinhado mecanismo da dinâmica
dos mercados �nanceiros, mas também é útil para os investidores porque pode ajudá-
los a estimar o risco e otimizar o portfólio [14]. Além disso, é bem sabido que as séries
temporais �nanceiras parecem imprevisíveis e seus valores futuros são essencialmente
impossíveis de prever [5]. As equações diferenciais estocásticas também são muitas
empregadas no o mercado �nanceiro [13]. Além disso, um conjunto de equações
diferenciais lineares também foi usado como um novo modelo de mercado onde cada
variável corresponde a um único agente [14].

Outra coisa importante relacionada às �nanças é a observação de leis de escala
nos mercados �nanceiros, que é o comportamento generalizado da lei de potência
exibido por grandes mudanças de preços. Isso é corroborado por praticamente todos
os tipos de dados e mercados �nanceiros [15] [16]. A quantidade de interesse é a
relativa mudança de preço ou retorno. A análise estatística dos retornos diários
indica fortes evidências de comportamento hiperbólico das caudas da distribuição,
sabendo que a distribuição de retornos é dado como r(t) ≈ S(t) = ln(X(t+∆t))−
ln(X(t)) [5] e a distribuição de probabilidades cumulativas da cauda longa obedece
a uma lei cúbica inversa P (|r|) ≈ |r|−λ , onde λ ≈ 3 é o expoente da cauda. A
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1.0 2

volatilidade é de�nida como o módulo do retorno, g = |r(t)| [9].
Neste trabalho serão estudados dois modelos, sendo um deles uma equação di-

ferencial estocástica de Ito como um possível modelo para o mercado �nanceiro. A
equação não-linear de Langevin também foi proposta como modelo para �utuações
e colisões no mercado de ações onde esta equação é baseada na identi�cação de
diferentes processos que in�uenciam a demanda e a oferta [17]. O segundo modelo
é a Equação de Langevin do Vetor Girante, que pode ser usado para descrever a
comportamento de um sistema de partículas rotativas com vetor girante, em um
ambiente ruidoso com ruido branco estocástico, que se relaciona com o incremento
de Wiener. Assim esse modelo pode representar um mercado �nanceiro sob condi-
ções extremas (mínimas e máximas)no processo, onde os preços tendem a ir para
diferentes pontos �xos ou atratores.

Pretende-se estudar esses modelos e veri�car se eles são consistentes com fatos
estilizados obedecidos pelos mercados e, portanto, se os modelos são adequados para
os mercados �nanceiros.

A sequência do trabalho dá-se da seguinte forma: no capítulo 2 apresenta-se uma
introdução sobre distribuição de lei de potência, escala, série temporal, aleatoriedade
e mercados �nanceiros que foram os conceitos necessários para o desenvolvimento
dessa pesquisa. No capítulo 3 foi apresentado alguns tópicos de dinâmica estocástica.
No capítulo 4 foi feito uma análise estatística em alguns tópicos que foram relevantes
para esse trabalho. Seguimos no capítulo 5 com uma breve revisão sobre mercado
�nanceiro. Nos capítulos 6 e 7, foram apresentados os dois modelos que foram
usados nesse trabalho, bem como os resultados obtidos. E por �m no capítulo 8
apresenta-se as considerações �nais.



Capítulo 2

Distribuição de lei de potência,

escala, série temporal, aleatoriedade

e mercados �nanceiros

Eventos como terremotos, tempestades, tsunamis, ruptura de materiais de pon-
tes e quebra de bolsas de valores ocorrem corriqueiramente ao redor do mundo e o
desenvolvimento de ferramentas que possam prever esses eventos é algo de grande
interesse por parte da comunidade cientí�ca. Há muito tempo os físicos vêm utili-
zando ferramentas oriundas da mecânica estatística e da física teórica para modelar
sistemas complexos, mas as aplicações no mercado �nanceiro são mais recentes, di-
ferentemente dos economistas e dos matemáticos os quais possuem longa tradição
nos estudos �nanceiros [5].

Desde a década de 1970, tem-se observado uma série de mudanças no mundo
�nanceiro. Com destaque para o ano 1973, que deu início a uma importante trans-
formação nesse sistema, via uni�cação dos mercados �nanceiros, em escala global,
e da inauguração das negociações de compra e venda de ações vinte e quatro horas
por dia.

Nessa mesma época, Black-Scholes [4] publicaram o primeiro artigo que apre-
sentava um modelo matemático do mercado �nanceiro, no qual o preço do ativo
�nanceiro está inserido em um processo estocástico.

Já na década de 1980, uma segunda revolução foi iniciada, agora com a introdu-
ção do comércio eletrônico de ativos �nanceiros, onde o eixo central passou a ser a
análise e interpretação de séries temporais �nanceiras (STF). Entre as características
presentes nas séries temporais �nanceiras estão a volatilidade e não-estacionariedade
[5].

A expressão econofísica surge com Mantegna e Stanley [18] em um congresso
ocorrido em 1995, em Kalkuta, também é cunhado o termo. Essa expressão é um
neologismo utilizado para o ramo da física dos sistemas complexos que procura fazer
um levantamento completo das propriedades estatísticas dos mercados �nanceiros,
usando o imenso volume de dados agora disponíveis e a metodologia de trabalho da
física estatística [19].

Entretanto, antes do surgimento do termo econofísica, Mandelbroat [19] mostrou
que o preço do algodão durante meio século se encaixava na distribuição no formato
de lei de potência. Mandelbroat percebeu que distribuições normais não conseguiam

3



2.0 4

explicar as elevadas �utuações do preço do algodão, sendo que uma distribuição no
formato de lei de potência se ajustava melhor aos dados. A lei de potência ou lei
de Pareto foi originalmente estudada pelo economista Vilfredo Pareto que estava
interessado na distribuição de renda na Itália em 1906. Ao invés de perguntar qual
seria a enésima maior renda, ele perguntou quantas pessoas teriam uma renda maior
do que x. Com isso, Pareto de�niu sua distribuição da seguinte forma:

P [X > x] ≈ (m/x)−k, (2.1)

onde m representa o menor salário, m > 0, k > 0, x ≥ m, k é um índice de
desigualdade, e quanto menor for este, mais desigual é a distribuição de renda. Essa
expressão atesta que há muitos milionários e poucas pessoas modestas.

No caso de uma lei de potência a informação relevante não é quantas pessoas
possuem salário maior do que x. Mas quantas pessoas recebem exatamente x. Neste
contexto, a função de distribuição de probabilidade associada -FDP, associada com
a FDA dada por Pareto.

P [X = x] ≈ x−(k+1) = x−α (2.2)

Observe que no expoente da distribuição em lei de potência, a = k + 1 , k é o
parâmetro da distribuição de Pareto. De acordo com Gleria et al [20]:A lei de Pareto
é uma lei de potência clássica. Graças a isso, algumas vezes as distribuições de Levy
são chamadas de Pareto-Levy. Nos anos 2000, a econofísica amplia rapidamente
sua abordagem e passa a estudar vários fenômenos que ocorrem não somente nos
mercados �nanceiros, mas na economia em geral, suas aplicações vão desde o uso
de análise fractal das distribuições dos retornos até modelos baseados em agentes
evolucionários [21].



Capítulo 3

Dinâmica Estocástica

Um processo estocástico é uma família de variáveis aleatórias indexadas por ele-
mentos t pertencentes a determinado intervalo temporal. Intuitivamente, se uma
variável aleatória é um número real que varia aleatoriamente, um processo esto-
cástico é uma função temporal que varia aleatoriamente. De forma simpli�cada,
podemos dizer que processos estocásticos são processos aleatórios que dependem do
tempo [22].

3.1 Passeio Aleatório

Depois de muitas horas passadas num bar, um bêbado resolve voltar para casa.
Só que ele não se lembra onde mora e começa a andar aleatoriamente pela cidade, a
cada esquina, ele escolhe uma das quatro possíveis direções, sem preferência, e anda
até o próximo quarteirão. No caminho, ele tenta calcular a probabilidade de passar
em frente à sua casa. Intuitivamente, a ideia deste processo é descrever a trajetória
de uma partícula que se move em apenas uma dimensão por meio de �passos alea-
tórios�, com probabilidade P de avançar a próxima posição e probabilidade 1− p de
retroceder a posição anterior.

Figura 3.1: Um corpo C imerso, sujeito aos choques das moléculas que compõem o
líquido [1].

Consideremos um corpo C imerso em um líquido e suponhamos que a densidade
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de D seja igual à densidade do líquido, o que faz com que ele não afunde.
Do ponto de vista macroscópico, o líquido está em equilíbrio termodinâmico, em

repouso, com pressão e temperatura �xa. Do ponto de vista microscópico, ele é
composto de moléculas, cujas posições e velocidades mudam constantemente com o
tempo. Portanto, o objeto está sob in�uência constante dos choques das moléculas
contra a sua superfície, o que pode lhe comunicar alguma energia cinética.

Por um lado, se C for de tamanho muito maior do que o tamanho das moléculas,
então os choques são uniformes na superfície do objeto: na média, eles se compensam
e o corpo não ganha energia cinética. Por outro lado, se C for microscópico, porém
mais pesado do que as moléculas, então, durante cada intervalo de tempo, a média
dos choques não se compensa uniformemente na superfície e ele ganha um impulso.
Já que as mudanças na escala molecular são muito mais rápidas do que o movimento
do objeto, pode-se supor que o impulso ganho pelo objeto a cada instante é aleatório
em direção e intensidade. Esse movimento aleatório foi observado pela primeira vez
em 1826 pelo botânico Robert Brown, que observou partículas de pólen suspensas
em um líquido. As partículas eram de massa bem maior do que as moléculas do
líquido, mas leves o su�ciente para sentir os choques [1].

O precursor destes modelos matemáticos foi o professor de francês, de nome Louis
Bachelier (1870-1946), que estudou o passeio aleatório como modelo de comporta-
mento dos mercados. Bachelier indicou corretamente que o passeio aleatório pode
transformar-se em movimento browniano. Basta, para isso, considerar momentos
cada vez mais curtos. Vistos de um Helicóptero, o bêbado comporta-se como os
grãos de pólen de Brown.

Os trabalhos de Bachelier remontam a 1900, antecedendo assim os de Einstein,
mas �caram muito tempo esquecidos. O próprio estudo do passeio aleatório também
teve os seus movimentos desordenados [23].

Apesar da importância das ideias apresentadas por Bachelier, que sustentam,
direta ou indiretamente, todas as �grandes� teorias da Moderna Administração Fi-
nanceira, elas apenas tornaram-se conhecidas do grande público acadêmico a partir
da década de 1950. Período este que coincide com um dos principais estudos da
citada corrente, que ainda hoje tem seus conceitos propagados de forma dominante.

Esse primeiro estudo aplicado é atribuído às pesquisas de Harry Max Markowitz.
Em sua tese de doutorado em economia, Markowitz propôs um modelo de diversi-
�cação de ações, a partir do binômio risco-retorno, traduzida pelas medidas média
e variância. A distribuição Gaussiana e o comportamento aleatório das ações, é
pressuposto básico e essencial para a teoria de diversi�cação [24].

3.2 Passeio Aleatório Unidimensional

Considere uma partícula se movendo ao longo de uma reta, partindo da origem.
A cada intervalo de tempo τ , ela salta uma distância h para a direita com proba-
bilidade p e uma distância h para a esquerda com probabilidade q = 1 − p. Para
descrever o movimento da partícula, introduzimos variáveis aleatórias independentes
σ1, σ2, σ3, ... que tomam os valores +1 ou −1 conforme o salto seja para a direita
ou para a esquerda, respectivamente. A variável σj indica se no j - ésimo instante a
partícula deve saltar para a direita ou para a esquerda e, portanto, ela toma o valor
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+1 com probabilidade p e o valor −1 com probabilidade q. A posição da partícula
no instante t = nτ será x = hm onde m = σ1 + σ2 + ...+ σn.

A média e variância de σj são dadas por

a = ⟨σj⟩ = p− q (3.1)

e

b =
〈
σ2

j

〉
− ⟨σj⟩2 = 1− (p− q)2 = 4pq, (3.2)

respectivamente. A função característica g(k) da variável σj é

g(k) =
〈
eikσj

〉
= peik + qeik. (3.3)

Para obter a probabilidade Pn(m) de a partícula estar a m passos da origem após
n intervalos de tempo, determinamos primeiro a correspondente função característica

Fazendo a expansão binomial

Gn =
n∑

l=0

(
n

l

)
plqn−leik(2l−n) (3.4)

e comparando com a de�nição de Gn(k), dada por

Gn(k) =
n∑

m=−n

Pn(m)eikm, (3.5)

onde m toma os valores −n,−n+ 2, . . . , n− 2, e n, vemos que

Pn(m) =
n!(

n+m
2

)
!
(
n−m
2

)
!
p(n+m)/2q(n−m)/2 (3.6)

Para fazer a comparação acima é conveniente, primeiro, trocar de variável, no
somatório, passando de ? para m = 2l − n. A média e a variância de m são dadas
por

⟨m⟩ = na = n(p− q) (3.7)

〈
m2
〉
− ⟨m⟩2 = nb = 4npq. (3.8)

Se desejarmos obter a distribuição de probabilidades para n ≥ 1 , basta utilizar
o teorema central do limite já que as variáveis σ1, σ2, σ3, ... são independentes.
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Pn(m) =
1√
2πnb

exp

{
−(m− na)2

2nb

}
, (3.9)

válido para n ≥ 1. A densidade de probabilidade ρ(x, t) = Pn(m)/h da variável
x no instante t é dada por

P (x, t) =
1√
2πDt

exp

{
−(x− ct)2

2Dt

}
, (3.10)

c =
ha

τ
=

h(p− q)

τ
(3.11)

e

D =
h2b

τ
=

h24pq

τ
. (3.12)

Obtemos ainda os resultados:

⟨x⟩ = ct (3.13)

e

〈
x2
〉
− ⟨x⟩2 = Dt, (3.14)

que permitem dizer que c é a velocidade média da partícula e D o coe�ciente de
difusão.

que permitem dizer que c é a velocidade média da partícula e D o coe�ciente de
difusão. Vamos considerar em seguida um passeio aleatório unidimensional genérico.
Suponha que a cada intervalo de tempo τ uma partícula se desloca de um valor
xj da posição onde se encontra. Supondo que ela parta da origem, a posição da
partícula no instante t = τn será x = x1 + x2 + · · ·+ xn. Seja P (xj) a densidade de
probabilidade de xj e seja g(k) a correspondente função característica, isto é,

g(k) =
〈
eikxj

〉
=

∫
P (xj)e

ikxjdxj. (3.15)

G(k) = [g(k)]n . (3.16)

Para obter a densidade de probabilidades da variável x para n grande, utilizamos
a mesma técnica utilizada para a demonstração do teorema central do limite. Essa
técnica equivale a expandir a função característica g(k) em cumulantes até segunda
ordem, isto é,
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g(k) = eiAk−Bk2/2 (3.17)

desde que a média A e a variância B de xj existam. Portanto,

G(k) = einAk−nBk2/2 (3.18)

e lembrando que t = nτ e de�nindo c = A/τ e D = B/τ , temos

G(k) = eictk−Dtk2/2 (3.19)

de modo que a densidade de probabilidade ρ(x, t) de x será

ρ(x, t) =
1√
2πDt

exp−(x− ct)2

2Dt
(3.20)

É interessante notar que a densidade de probabilidade ρ(x, t) para o problema
do passeio aleatório unidimensional satisfaz a seguinte equação diferencial:

∂ρ

∂t
= −c

∂ρ

∂x
+

D

2

∂2ρ

∂x2
(3.21)

Essa é uma equação de difusão, com arrastamento, e é um caso particular das
equações de Fokker-Planck. Os resultados 3.20 podem ser mais bem entendidos se
examinarmos um sistema composto por um conjunto de muitas partículas que exe-
cutam passeios aleatórios independentes. A densidade de partículas é proporcional
à densidade de probabilidades ρ dada acima. Assim, se imaginamos que no instante
inicial todas elas se encontram na origem, depois de algum tempo elas estarão es-
palhadas de acordo com a distribuição acima. Para tempos longos, a densidade de
partículas será uma gaussiana centrada em x = ct e com largura ∆ =

√
Dt.

3.3 Passeio Aleatório Bidimensional

Vamos considerar agora o caso de uma partícula se movimentando num espaço
bidimensional. O caso de três ou mais dimensões pode ser tratado de modo se-
melhante. A cada intervalo de tempo τ , a partícula se desloca da posição an-
terior para uma nova posição. No j-ésimo intervalo de tempo denotamos o des-
locamento por rj = (xj, yj). Supondo que no instante inicial a partícula esteja
no origem do sistema de coordenadas, a posição da partícula no instante t = nτ
será r = r1 + r2 + · · · + rn. As variáveis r1, r2, · · · , rn são pois consideradas variá-
veis aleatórias independentes, ou melhor, vetores aleatórios independentes, com um
determinada distribuição de probabilidades P (rj) = P (xj, yj). A correspondente
função característica g(k) = g(k1, k2) será dada por
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g(k) = ⟨exp {ik.rj}⟩ = ⟨exp {i(k1xj + k2yj)}⟩ (3.22)

ou ainda por

g(k) =

∫ ∫
ei.k.rjP (rj)dxjdyj. (3.23)

Notar que xj e yj podem não ser independentes. A função característica G(k)
correspondente ao vetor r = (x, y) é dada por

G(k) =
〈
eik.r

〉
=
〈
eik.(r1+r2+···+rn)

〉
=
〈
eik.rj

〉n
= [g(k)]n . (3.24)

Para obter a densidade de probabilidades do vetor aleatório r utilizamos a mesma
técnica usada para demonstrar o teorema central do limite. Essa técnica equivale a
usar a expansão de g(k) em cumulantes até ordem k2, isto é,

g(k) = exp

{
i(a1k1 + a2k2)−

1

2
(b11k

2
1 + b12k1k2 + b22k

2
2)

}
, (3.25)

onde

a1 = ⟨xj⟩ e a2 = ⟨yj⟩ (3.26)

são os cumulante de primeira ordem e

b11 =
〈
x2
j

〉
− ⟨xj⟩2 , (3.27)

b12 = ⟨xjyj⟩ − ⟨xj⟩ ⟨yj⟩ (3.28)

b12 = ⟨xjyj⟩ − ⟨xj⟩ ⟨yj⟩ (3.29)

b22 =
〈
y2j
〉
− ⟨yj⟩2 (3.30)

são os cumulantes de segunda ordem. Assim, para t = nτ grande temos

G(k) = exp
{
in(a1k1 + a2k2)−

n

2
(b11k

2
1 + 2b12k1k2 + b22k

2
2)
}

(3.31)
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A densidade de probabilidade Pn(r) = Pn(x, y) do vetor aleatório r = (x, y) é
obtida por

Pn(r) =
1

(2π)2

∫ ∫
e−ik−rG(k)dk1dk2 (3.32)

e será uma gaussiana bidimensional dada por

Pn(x, y) =
1

(2π
√
n2D

× exp

{
− 1

2nD

[
b22(x− na1)

2 + 2b12(x− na1)(y − na2) + b11(y − a2)
2
]}

(3.33)

onde D = b11b22 − b212
Exemplo. Suponha que a cada intervalo de tempo τ a partícula se desloque uma

distância h na direção x ou na direção y com igual probabilidade. Nesse caso

Pn(xj, yj) =
1

4
δ(xj − h)δ(yj) +

1

4
δ(xj + h)δ(yj) +

1

4
δ(xj)δ(yj − h) +

1

4
δ(xj)δ(yj − h)

(3.34)

A função característica correspondente será

g(k1k2) =
〈
e(k1xj+k2yj)

〉
=

1

4
(eihk1 + e−ihk1 + eihk2 + e−ihk2) (3.35)

ou

g(k1k2) =
1

2
(coshk1 + coshk2) (3.36)

Para obter resultados válidos para n grande, utilizamos a expansão em cumu-
lantes até ordem k2, dada por

g(k1k2) = exp

{
1

4
h2(k

2
1 + k2

2)

}
(3.37)

Portanto

G(k1k2) = exp

{
−1

4
nh2(k

2
1 + k2

2)

}
(3.38)

de modo que, tomando a anti-transformada de Fourier,

Pn(x, y) =
1

πnh2

exp

{
−x2 + y2

nh2

}
(3.39)
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De�nindo o coe�ciente de difusão D = h2/(2π), então a densidade de probabili-
dade ρ(x, y, t) de x e y no instante t é dada por

ρ(x, y, t) =
1

2πDt
exp

{
−x2 + y2

2Dt

}
(3.40)

É facil ver que
〈
x2
〉
=
〈
y2
〉
= Dt e portanto =

〈
r2
〉
=
〈
x2 + y2

〉
= 2Dt.

Exemplo 2. Suponha que a cada intervalo de tempo τ a partícula se desloque uma
distância �xa h em qualquer direção. Então, usando coordenadas polares, temos:

P (rj)drjdθj =
1

2π
δ(rj − h)drjdθj. (3.41)

A função característica correspondente é dada por

g(k) = ⟨exp {i(k1xj + k2yj)}⟩ = ⟨exp {i(k1rj cos θj + k2rj sin θj)}⟩ (3.42)

ou

g(k) =
1

2π

∫ 2π

0

exp {ih(k1 cos θj + k2 sin θj)} dθj. (3.43)

De�nindo k e ϕ de modo que k1 = k cosϕ e k2 = k sinϕ sejam as componentes
cartesianas de k, então

g(k) =
1

2π

∫ 2π

0

exp {ihk cos(θj − ϕ)} dθj =
1

2π

∫ 2π

0

exp {ihk cos θj} dθj (3.44)

e portanto g(k) só depende do módulo k =
√

k2
1 + k2

2. A integral é a função de
Bessel J0(hk). Entretanto, para obter o comportamento da densidade de probabi-
lidade para n grande, necessitamos somente dos cumulantes de primeira e segunda
ordem. Nesse caso temos a1 = a2 = 0,

b11 =
〈
x2
j

〉
=

∫ ∞

0

∫ 2π

0

r2 cos2 θjP (rj)drjdθj =
1

2
h2, (3.45)

b12 = 0 e b22 = b11. Logo

g(k) = exp

{
−h2

4
(k2

1 + k2
2)

}
(3.46)

de modo que novamente obtemos a mesma distribuição de probabilidades do
exemplo anterior.
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3.4 Movimento Browniano

Existem diversos fenômenos biológicos, físicos, entre outros, baseados na ale-
atoriedade. Um exemplo clássico, de fundamental importância, em que podemos
perceber a aleatoriedade está relacionado com o movimento dos preços de ativos e
índices �nanceiros. Apesar disso, este não é o único exemplo em que temos signi�-
cantes �utuações aleatórias. Por exemplo, em biologia, temos equações diferenciais
que representam interações entre predadores e presas. Tais modelos, geralmente,
são escritos utilizando modelos de equações diferenciais ordinárias. Entretanto, tais
populações vivem em ambientes sujeitos a eventos aleatórios que não estão previs-
tos nestas equações. A partir do teorema central do limite, assumimos que estas
in�uências aleatórias dos processos são acumuladas de forma a tornarem-se uma
distribuição normal. Neste sentido, um dos principais processos estocásticos é o
movimento Browniano.

Figura 3.2: - A �gura publicada por Jean Perrin, mostra a trajetória de uma partí-
cula executando movimento browniano. O movimento é extremamente irregular (a
trajetória praticamente não apresenta tangentes), sendo mais ativo para tempera-
turas mais altas ou em �uidos menos viscosos. Observando-se uma mesma amostra
por aproximadamente 20 anos concluiu-se que o movimento nunca cessa. [2]

O movimento Browniano é um processo estocástico nomeado após o botânico
Robert Brown observar em 1826 o movimento aleatório do pólen em seu micros-
cópio. Inicialmente, ele imaginou que o pólen estivesse vivo e, por isso, estaria se
movimentando [25]. Experimentos de laboratório mostraram que o movimento �ca
mais intenso quando se reduz a viscosidade do meio ou o tamanho das partículas
brownianas, e também quando se eleva a temperatura da solução. Muitas causas
possíveis foram aos poucos sendo eliminadas, tais como: atrações ou repulsões entre
as partículas suspensas, ações capilares ou higrométricas, bolhas temporárias de ar,
correntes de conveção no interior da solução, gradientes de temperatura ou algum
tipo de perturbação mecânica, além de outros tipos de instabilidades no �uido. So-
mente a partir de 1860 começou a tomar forma o ponto de vista moderno de que o
�zigue-zague� das partículas brownianas poderia ser devido ás colisões com as mo-
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léculas do �uido. Veri�cou-se que suas trajetórias não apresentavam tangentes (ou
seja, as curvas não seriam diferenciáveis), e também que o movimento randômico
aparentemente nunca cessava. No entanto, a verdadeira causa do fenômeno perma-
neceu um mistério até 1905, quando �nalmente foi elucidado por Einstein no seu
artigo de 1905 [2].

3.5 Ruído branco

Um processo de ruído branco é de�nido como aquele que gera dados que parecem
ser IID (Observações que parecem ser independentes e identicamente distribuídas).
Recebe esse nome do fato de que nenhuma frequência ou padrão especí�co domina
uma análise espectral de observações semelhante à luz branca, ou o ruído da estática
emitida por um rádio AM que não está sintonizado em uma estação. O modelo para
um processo de ruído branco é

Wt = µ+ ϵt, (3.47)

onde µ é uma constante, e ϵt é uma sequência de variáveis aleatórias não correlaci-
onadas distribuídas identicamente com média zero e variância �nita para t = 1, ..., T .
A distribuição de probabilidade de ϵt não é necessariamente normal, mas se for o pro-
cesso é chamado de ruído branco gaussiano nomeado após o matemático do século
XVIII, Carl F. Gauss, que estudou as propriedades da distribuição normal [26].

É claro que na natureza não existe ruido rigorosamente branco, pois todo PE
tem um tempo de correlação �nito. Existem, entretanto, circunstâncias em que o
tempo de correlação de um PE é tão curto, na escala de tempo de interesse, que
tratá-lo como ruido branco é uma boa aproximação. Consideremos, por exemplo,
uma partícula coloidal num líquido. Esta partícula executará um movimento alea-
tório, chamado � movimento Browniano�, em consequência dos incessantes choques
ocorrem simultaneamente (ou quase), aplicando na partícula um impulso cuja in-
tensidade e direção variam em tempos menores que nano-segundos, ou seja, muitas
ordens de grandeza menores que as escalas de tempo de observação do movimento
da partícula [3].

3.6 Processo de Wiener

Relacionado ao ruido branco ξ(t) e de grande importância em cálculo estocástico,
é o �Processo de Wiener� W (t), que pode ser de�nido por

W (t) =

∫ t

0

ξ(t′)dt′. (3.48)

Algumas propriedades importantes W (t) seguem facilmente de sua de�nição:

1. ⟨W (t)⟩ = 0, que segue imediatamente de ⟨ξ(t)⟩ = 0;
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2. ⟨W(t)W(t')⟩ = min(t, t′), que se demonstra facilmente, usando a de�nição de
W (t) a função de correlação de ξ(t);

3. W (t) é um PE Markoviano, Gaussiano, pois sendo integral de um PE cujo
tempo de correlação é zero, sua Markovianidade é imediata e sua Gaussiani-
dade segue do teorema central de limite; tendo média zero e variância σ2 = t,
como segue da propriedade 2 acima, sua distribuição de probabilidade é, por-
tanto,

Pw(w, t) =
1√
2πt

exp
−w2

2t
(3.49)

3.7 Equação de Langevin

A equação de Langevin foi derivada em 1908 por Paul Langevin para estudar o
movimento Brawniano e a difusão molecular como um método alternativo ao pro-
posto por Einstein em 1905. A equação de Langevin de 1908 foi o primeiro exem-
plo de uma equação diferencial estocástica, mas uma base matemática adequada
para resolve-la não esteve disponível até 40 anos mais tarde quando Ito formulou
seu conceito para equações diferenciais estocásticas. A dinâmica de Langevin é a
possibilidade mais simples na presença de �utuações estocásticas. Há um número
crescente de aplicações contemporâneas, em vários problemas de física, química ou
biologia, em que as �utuações desempenham papel relevante [27].

Supondo que o movimento browniano seja produzido pelas colisões das pequenas
partículas com as moléculas do �uido, podemos escrever a equação de Langevin

m
dv⃗

dt
= F⃗ − αv⃗ + F⃗a(t), (3.50)

onde v⃗ é a velocidade de uma partícula de massa m, F⃗ é uma força externa, α
é a velocidade de atrito viscoso e F⃗a(t) é uma força aleatória (ou estocástica) que
representa o bombardeamento incessante das moléculas do �uído. Vamos supor que
F⃗a(t) seja independente da velocidade e que tenha uma variação muito rápida com
o tempo (em relação às variações da partícula). Para simpli�car a notação, vamos
considerar uma situação unidimensional, com força externa nula (a generalização
para três dimensões é imediata). Nesse caso, a equação de Langevin adquire a
forma

m
dv

dt
= −αv + Fa(t), (3.51)

(i) Valor médio da força

A média amostral da força devido as colisões com as moléculas do meio deve ser
nula, visto que, a probabilidade de passos para direita é igual a probabilidade
de passos para esquerda.
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⟨Fα(t)⟩ = 0 (3.52)

(ii) Correlação temporal

Para descrever a segunda propriedade, consideremos uma partícula imersa no
líquido. Esta partícula é submetida a incessantes choques, adquirindo um
impulso que varia aleatoriamente em módulo e direção característicos de um
movimento browniano. Para uma escala de tempo de observação muito maior
do que o tempo médio entre duas colisões consecutivas, as observações da
partícula nos instantes t e t′ podem ser consideradas independentes, ou seja,
descorrelacionadas. Portanto, para colisões em tempos distintos t e t′, podemos
escrever a função de correlação na forma

⟨Fα(t)Fα(t
′)⟩ = Bδ(t− t′) (3.53)

onde B é uma constante indicando a independência das colisões.
Desta forma a equação 3.51 junto com as propriedades 3.52 e 3.53 constitui a

denominada equação de Langevin. Dividindo a Equação por α, pode-se de�nir uma
escala de tempo dependente da viscosidade de�nida por γ =

α

m
. Sendo assim, a

equação de Langevin pode ser escrita na forma

dv

dt
= −γv + ζ ′(t) (3.54)

onde ζ ′(t) =
Fα

m
é a variável aleatória denominada ruido que varia em relação

ao tempo de observação, sendo responsável pelo caráter estocástico da Equação
3.54,que possui as seguintes propriedades:

⟨ζ ′(t)⟩ = 0 (3.55)

⟨ζ ′(t)ζ ′(t′)⟩ = Γ′δ(t− t′) (3.56)

onde Γ′ =
B

m2
.

Suponha que um sistema seja descrito por um conjunto deN variáveis x1, x2, x3, ..., xN .
A equação do movimento para esse sistema é dada pelo conjunto de equações

dxi

dt
= fi(x1, x2, ..., xN) + ζi(t) (3.57)

para i = 1, 2, ..., N , onde as variáveis estocásticas ζ1(t), ζ2(t), ..., ζN(t) possuem
as seguintes propriedades



3.7 EL 17

⟨F (t)⟩ = 0 (3.58)

⟨F (t)F (t′)⟩ = Bδ(t− t′) (3.59)

As equações de Langevin 3.57 constituem, em geral, um conjunto acoplado de
equações. O caso mais simples de um conjunto acoplado ocorre quando as funções
fi são lineares, isto é, quando

fi =
N∑
j=1

Aijxj (3.60)

Nesse caso as equações de Langevin são dadas por

d

dt
xi =

N∑
j=1

Aijxj + ζi (3.61)

e podem ser escritas na forma matricial

d

dt
x = Ax+ ζ (3.62)

onde x e ζ são matrizes colunas com elementos xi e ζi, respectivamente, e A é a
matriz quadrada, N×N , cujos elementos são Aij. Para resolver a equação matricial
3.62 determinamos, inicialmente, a matriz M que diagonaliza a matriz A (caso ela
seja diagonalizável), isto é, determinamos M tal que

MAM−1 = Λ, (3.63)

onde Λ é a matriz diagonal cujos elementos Λi são os autovalores de A. Em
seguida, construímos a matriz R(t) cujos elementos são

Rij(t) =
∑
k

Mike
−Λkt(M−1)kj, (3.64)

ou seja,

R = MD(t)M−1, (3.65)

onde D(t) é a matriz diagonal cujos elementos são Dk(t) = e−Λkt. Derivando
ambos os membros de 3.64 com relação ao tempo, obtemos
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d

dt
R(t) = MΛD(t)M−1 (3.66)

Mas, tendo em vista que MΛ = AM , o lado direito dessa equação se torna igual
a AR(t), de modo que

d

dt
R(t) = AR(t) (3.67)

A solução geral da equação 3.62 se obtém com a ajuda de R(t). Para a condição
inicial x(0) = x0, a solução é dada por

x(t) = R(t)x0 +

∫ t

0

R(t− t′)ζ(t′)dt′ (3.68)

que pode ser veri�cada por substituição direta em 3.62, usando a propriedade
3.67 e levando em conta que R(0) = I onde I é a matriz identidade [28].

3.8 Cálculo de Itô

Para um bom entendimento do conceito de integral estocástica é necessário enten-
der primeiro o conceito de convergência em média quadrática. Seja X1, X2, . . . , Xn

uma sequência de variáveis aleatórias. Se dissermos que esta sequência converge
quando n tende a in�nito, para a variável aleatória X, não estamos sendo claros.
Como Xn convergir para X. Há, na teoria de variáveis aleatórias, muitas de�ni-
ções alternativas de convergência, como se pode encontrar, por exemplo, no livro do
Gardiner [13]. Interessa-nos, para o cálculo estocástico, a convergência em média
quadrática: Dizemos que Xn converge em média quadrática para X se

lim
n→∞

〈
(Xn −X)2

〉
= 0 (3.69)

Dizemos, então que o limite em média quadrática de Xn é X, o que representamos
por

ms− lim
n→∞

Xn = X (3.70)

Consideremos, em especial, situações em que as variáveis aleatórias da sequência
são funções de processo estocásticos, isto é, Xn = Xn(t) e X = X(t). Neste caso a
média indicada na equação 3.69 é uma média sobre realizações do PE,

〈
(Xn(t)−X(t))2

〉
=

1

N

N∑
R=1

(xn,R(t)− xR(t))
2 (3.71)
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onde xn,R(t) é o valor que adquire a função xn na realização R de X, no instante t.
Como cada termo da equação 3.71 é positivo ou nulo, para que

〈
(Xn(t)−X(t))2

〉
seja nulo, realizações para as quais xn,R(t) ̸= xR(t), se houver, devem ser tão raras
que sua contribuição para a média é nula. É claro que se os Xn forem variáveis não
aleatórias, o limite em média quadráticas coincide com o limite usual do cálculo.

Seja G(X(t), t) uma função do PE X(t) e, possivelmente, função explícita de
t. Por sua vez, X(t) depende de W (t), no sentido de que cada realização de W (t)
corresponde uma realização de X(t). Geralmente, nas situações de interesse, X(t)
é solução de valor de X(t) só é in�uenciado pelos valores de W (t0) como ruído. O
valor de X(t) só é in�uenciado pelos valores de de W (t′), com t′ ≤ t, ou seja, X(t)
e as variações de W (t′) em tempos posteriores a t são variáveis aleatórias indepen-
dentes. Esta propriedade se expressa em cálculo estocástico pela quali�cação �não
antecipadora� para a variável X(t). De�ni-se a Integral de Ito de G(X(t), t),de t0
a t, por

∫ t

t0

G(X(t′), t′) • dW (t′) = ms− lim
∆→0

N∑
n=0

G(X(tn, tn)∆W (tn) (3.72)

onde

N = (t− t0)/∆t

tn = t0 + n∆t

∆W (tn) = W (tn+1)−W (tn) (3.73)

O símbolo •dW (t′) é usado na Equação 3.72 para indicar que a integral é a de
Ito. Na próxima seção veremos a integral de Stratonovich, que tem uma de�nição
diferente da de Ito. Algumas propriedades notáveis das integrais de Ito devem ser
mencionadas:

1. As regras de integração são, geralmente, diferentes das regras de integração do
cálculo usual; por exemplo,

∫ t

t0

W (t′) • dW (t′) =
1

2

[
W (t)2 −W (t0)

2 − (t− t0)
]

(3.74)

2. Integrais de potência inteiras de W(t) também têm solução conhecida:

∫ t

t0

W (t′) • dW (t′) =
1

n+ 1

[
W (t)n+1 −W (t0)

n+1
]
− n

2

∫ t

t0

W (t′)n−1dt′,

(3.75)

onde a última integral, à direita, é uma usual integral de Riemann.
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3. A média sobre realizações de qualquer integral de Ito é nula,

〈∫ t

t0

G(X(t′), t′) • dW (t′) = 0

〉
(3.76)

Com efeito, nas equações 3.72 e 3.73 está claro que X(tn) só depende dos
valores assumidos por W entre t0 e tn enquanto que ∆W (tn) é a variação
de W no intervalo posterior a tn, e portanto, independente da X(tn); logo,
a média do produto é o produto das médias e como ⟨∆W (tn)⟩ = 0 segue a
Equação 3.76.

4. Integrais de Ito cujas medidas de integração são potências do incremento de
Wiener:

A Integral de Ito também pode ser de�nida com qualquer potência de dW
como medida de integração,

∫ t

t0

G(X(t′), t′) • (dW (t′))m = ms− lim
∆→0

N∑
n=0

G(X(tn, tn)∆W (tn)
m (3.77)

Pode se demonstrar que

∫ t

t0

G(X(t′), t′) • (dW (t′))2 =

∫ t

t0

G(X(t′), t′)dt′ (3.78)

∫ t

t0

G(X(t′), t′) • (dW (t′))m = 0 para m > 2. (3.79)

Além disso,

∫ t

t0

G(X(t′), t′) • dW (t′)dt = 0 para m > 2. (3.80)

Como (dW (t))m só é usada em integrais, pode-se escrever, por simplicidade,
as seguintes relações diferenciais de Ito:

(dW (t))2

dW (t)dt = 0

(dW (t))m = 0, para m > 2. (3.81)
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3.8.1 Diferencial de Ito

Consideremos uma função �bem comportada� de t e de W , F (t) ≡ F (W (t); t)
ou seja, F depende de t através de W (t), podendo também depender explicita-
mente de t. Embora W (t) depende de t de forma �não diferenciável�, estamos
supondo que F depende de W de forma diferenciável (por ex. F = Wm). A
diferencial de F é obtida por expansão de Taylor até ordem dt1 = dt,

dF (t) ≡ F (t+ dt)− F (t) =
∂F

∂W
dW (t) +

∂F

∂t
dt+

1

2

∂2F

∂W 2
(dW (t))2 . . . (3.82)

ou seja,

∂F

∂W
dW (t) +

(
∂F

∂t
+

1

2

∂2F

∂W 2

)
dt, (3.83)

3.8.2 Equação Diferencial Estocástica de Ito

Vamos considerar a equação de Langevin na forma integrada,

∆X(t) ≡ X(t+∆t)−X(t) =

∫ t+∆t

t

A(X(t′), t′)dt′ +

∫ t+∆t

t

B(X(t′), t′)ξ(t′)dt′.

(3.84)

Já vimos que, no limite ∆t → dt, A(X(t′), t′) pode ser substituído por A((t), t)
no integrando da primeira integral acima. O mesmo procedimento não pode ser
empregado na integral, por causa do fator ξ(t′) que torna qualquer ponto do in-
tegrando descorrelacionado de qualquer outro ponto. Para esclarecer melhor este
ponto vamos supor que em vez de substituirmos B(X(t′), t′) por B(X(t), t) fazemos
a substituição

B(X(t′), t′) ⇒ B

(
X(t) +X(t+∆t)

2
, t

)
(3.85)

ou seja, tomamos como argumento de B a média entre os valores de X no início e
no �m do intervalo de integração, o que certamente corresponde a uma aproximação
melhor para a integral. Neste caso

∆X(t) = A(X(t), t)∆t+B

(
X(t) +

1

2
∆X(t), t

)
∆W (t), (3.86)

pois

X(t+∆t) = X(t) + ∆X(t)
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∫ t+∆t

t

ξ(t′)dt′ = ∆W (t).

Iterando a Equação 3.86 em ∆X, isto é, substituindo o ∆X que aparece no argu-
mento de B pelo valor de ∆X dado pela própria Equação 3.86 e expandindo de B
em série de Taylor segue

∆X(t) = A(X(t), t)∆t+B(X(t), t)∆W (t)

+
1

2

∂B

∂X
[A(X(t), t)∆t+B(X(t), t)∆W (t) + . . .] ∆W (t) + . . .

Tomando agora o limite in�nitesimal, ∆t → dt, ∆X → dX, ∆W → dW e despre-
zando os termos de ordem maior que dt1, vem

dX(t) = A(X(t), t)dt+B(X(t), t) • dW (t) +
1

2

∂B

∂X
B(X(t), t)(dW (t))2, (3.87)

ou seja

dX(t) = A(1)(X(t), t)dt+B(X(t), t) • dW (t), (3.88)

onde de�nimos

A(1)(X(t), t) +
1

2

∂B

∂X
B(X(t), t) (3.89)

e usamos a Equação 3.81. A Equação 3.88 se chama � Equação Diferencial Estocás-
tica de Ito (EDE-Ito)�. Ela corresponde à forma usual de se substituir a equação
de Langevin com ruído branco, não muito bem de�nida matematicamente, por uma
equação diferencial bem de�nida, em cálculo de Ito. Por isso ela também é conhecida
por � Equação de Ito-Langevin�.

3.9 Cálculo de Stratonovich

A principal diferença entre os cálculos de Ito e de Stratonovich decorre das dife-
rentes de�nições de integral estocástica. A integral de Stratonovich de uma função
G(X(t′), t′) é de�nida por

∫ t

t0

G(X(t′), t′)dW (t′) = ms− lim
∆t→0

N∑
n=0

G

(
X(tn) +X(tn+1)

2
, tn

)
∆W (tn) (3.90)

Note que o argumento de B é a média aritmética entre valores de X no início e
�m do intervalo [tn, tn+1].
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Quando X(t) pode ser escrito explicitamente como função de W (t) as regras de
integração são as mesmas que as das integrais de Riemann (cálculo usual).

∫ t

t0

W (t′)dW (t′) =
1

2

[
W (t)2 −W (tt0)

2
]
. (3.91)

O cálculo de Stratonovich foi construído como o limite branco (i.e., limite para
tempo de correlação indo a zero) de processo estocástico com ruído colorido (i.e.,
ruído com tempo de correlação �nito). Por isso quando os físicos escrevem uma
equação de langevin para um sistema de Natureza, o ruído branco é usado neste
sentido, ou seja, como o tempo de correlação do ruído é muito pequeno na escala
de tempo característica do fenômeno que se quer descrever, ele é modelado por
ruído branco. Baseado nisto se vê que, ressalvadas as exceções, uma equação de
Langevin da Física deve ser interpretada no sentido de Stratonovich. Devemos
enfatizar, entretanto, que o cálculo de Ito tem seus próprios méritos. Em primeiro
lugar, ele está assentado sobre bases matemáticas mais sólidas e transparentes que o
cálculo de Stratonovich. Por isso várias da propriedades de cálculo de Stratonovich
são obtidas a partir do cálculo de Ito, fazendo-se as modi�cações apropriadas. E
também deve-se levar em consideração que a programação numérica das soluções de
equações estocásticas é muito mais simples com o cálculo de Ito, motivo pelo qual
a ampla maioria dos pesquisadores utiliza-o em vez de Stratonovich nos casos de
ruído multiplicativo.

3.9.1 Equação Diferencial Estocástica de Stratonovich

Voltemos a Equação 3.86. No limite ∆t → 0, ou seja, fazendo as substituições
∆t → dt, ∆X → dX e ∆W → dW , já se tem uma equação diferencial estocástica
de Stratonovich. Entretanto, não é usual escrever uma equação diferencial tendo
diferenciais como argumentos de funções. Por isso usa-se o procedimento equivalente
de escrever a equação diferencial simplesmente na forma

dX(t) = A(X(t), t)dt+B(X(t), t)dW (t), (3.92)

�cado entendido que a integração desta equação deve ser feita segundo a integral de
Stratonovich. As equações 3.88 e 3.92 são equivalentes, no sentido de que a primeira
integrada por Ito e a segunda por Stratonoich devem resultar na mesma solução,
ou seja, gerar as mesmas realizações XR(t). Semelhante, se tivermos uma equação
diferencial estocástica de Ito na forma

dX(t) = A(X(t), t)dt+B(X(t), t) • dW (t), (3.93)

então a seguinte equação de Statonovich,

dX(t) = A(X(t), t)− 1

2

∂B

∂X
B(X(t), t)dt+B(X(t), t)dW (t), (3.94)
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lhe é equivalente.
Consideremos o Vetor Girante apresentado no capítulo 7. As correspondentes

equações estocásticas de Stratonovich, como podemos veri�car, são:

dX(t) = −ω0Y (t)dt− βY (t)dW (t)

dY (t) = ω0X(t)dt− βX(t)dW (t), (3.95)

ou em notação de diferenças �nitas,

∆Xj = −ω0Y j∆t− β

(
Yj +

1

2
∆Yj

)
∆Wj

∆Yj = ω0Xj∆t+ β

(
Xj +

1

2
∆Xj

)
∆Wj. (3.96)

Melhora-se a qualidade da solução numérica substituindo-se, nos termos que mul-

tiplicam ∆t,Xj por Xj +
1

2
∆XjeYj por yj +

1

2
∆Yj. Em vez das Equações 3.96

escrevemos, portanto,

∆Xj = −ω0

(
Y j +

1

2
∆Yj

)
∆t− β

(
Yj +

1

2
∆Yj

)
∆Wj

∆Xj = ω0

(
Xj +

1

2
∆Xj

)
∆t+ β

(
Xj +

1

2
∆Xj

)
∆Wj. (3.97)

No capítulo 7, foi realizado um estudo sobre o Vetor Girante, observarmos que
a versão de Stratonovich a convergência para o resultado exato, quando ∆t → 0 é
muito mais rápida que a versão de Ito, isto é, ∆t precisa ser muito menor na versão
de Ito que na de Stratonovich para se ter o mesmo grau de precisão. Isto representa
uma importante vantagem do cálculo de Stratonovich sobre Ito para integração
numérica. Cabe então a pergunta, por que a ampla maioria dos trabalhos reportados
na literatura sobre simulação numérica de equações de Langevin usam a versão de
Ito? A resposta é simples: porque é muito mais fácil programar a integração por Ito
que por Stratonovich. No caso do Vetor Girante foi possível isolar ∆X na equação
discretizada de Stratonovich, por procedimento algébrico, e por isso foi mais simples
programar a integração numérica. Em geral, em problemas menos triviais, esse
procedimento não é possível. Com efeito, a forma geral, discretizada, de uma EDE
de Stratonovich é

∆X(t) = A

(
X(t) +

∆X(t)

2

)
∆t+B

(
X(t) +

∆X(t)

2

)
∆W (t), (3.98)

onde X e A são,em geral, vetores de n componentes, B é uma matriz n x m e ∆W
é um vetor de m componentes.

Não existe, ao que sabemos, algoritmo geral para resolver a Equação 3.98. Os
seguintes procedimentos funcionam bem em certos casos:
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� Explicitar, algebricamente o vetor∆X. Isto só funciona em caso especialmente
simples.

� Uma solução tipo Runge-Kutta de segunda ordem: Calcula-se a primeira apro-
ximação para ∆X usando apenas X(t) nos argumentos de A e B; a seguir
usa-se o ∆X assim calculado nos argumentos de A e B, obtendo-se ∆X em
segunda ordem em ∆W . O resultado deste procedimento tende a ser seme-
lhante ao cálculo de Ito.

� Continua-se o procedimento descrito no item b substituindo ∆X assim obtido
novamente nos argumentos de A e B, e assim sucessivamente, até que se
obtenha convergência, ou seja, até que o novo ∆X seja tão próximo do anterior
como se estabeleceu a priori. O critério de precisão pode ser, por exemplo,

∑n
i=1(∆Xi −∆Xa

i )
2∑n

i=1(∆Xi)2
≤ ϵ, (3.99)

onde ∆Xa
i é o ∆Xi anterior ϵ é escolhido convenientemente.

3.10 Equação de Fokker Planck

As variáveis dinâmicas, ou observáveis, de um sistema físico de muitos corpos
(sistema termodinâmico), correspondem a média sobre os possíveis micro-estados
do sistema. No caso de processos estocásticos, as referidas médias são sobre as
realizações. Conhecendo-se as equações que governam os processos estocásticos, é
possível simular as realizações e calcular as médias desejadas. Uma maneira alter-
nativa consiste em encontrar uma equação para distribuição de probabilidade do
processo, em função do tempo, e calcular as médias desejadas integrando sobre o
espaço das variáveis do sistema, tendo a distribuição de probabilidade como peso.

Ao sistema de equações diferenciais estocásticas, existe associada uma equação
diferencial a derivadas parciais para distribuição de probabilidade das variáveis que
se chama Equação de Fokker-Planck. Consideremos inicialmente o caso unidimen-
sional. Seja X(t) um processo estocástico de Ito:

dX(t) = A(X, t)dt+B(X, t) • dW (t) (3.100)

A correspondente equação de Fokker-Planck para distribuição de probabilidade
PX(x, t), que passaremos a denotar, por simplicidade, por P (x, t), é

∂P (x, t)

∂t
=

∂ [K(x, t)P (x, t)]

∂x
+

1

2

∂2 [D(x, t)P (x, t)]

∂2
(3.101)

onde

K(x, t) = −A(x, t) (3.102)
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D(x, t) = B2(x, t) (3.103)

Para que a solução da Equação 3.101 seja a mesma distribuição de x(t) como
gerada por uma simulação da equação diferencial estocástica, Equação 3.100, a
condição inicial P (x, 0) deve ser igual à distribuição inicial de valores de X usada na
simulação. Em particular, para uma simulação de realizações a partir deX(0) = x0 a
condição inicial da Equação 3.101 é P (x, 0) = δ(x−x0). Neste caso a distribuição de
probabilidade, solução da equação de Fokker-Planck, é denotada por T (x, t|x0, 0),
isto é,

T (x, t|x0, 0) = P (x, t)quandoP (x, 0) = δ(x− x0) (3.104)

e é chamada de probabilidade de transição de x0 em t = 0 para x em t.
Portanto, a equação de Fokker-Planck correspondente tem a mesma forma da

Equação 3.101 mas com coe�cientes dados por

K(x, t) = −A(x, t)− 1

2

∂B

∂X
B(X(t), t), (3.105)

D(x, t) = B2(x, t). (3.106)

É claro que se a EDE for de ruído aditivo, ou seja, B independente de X, então
não há diferença entre as versões de Ito e de Stratonovich.

Os coe�cientes K e D da equação de Fokker-Planck são conhecidos como � coe-
�ciente que deriva� (drift) e de �difusão�, respectivamente [28].



Capítulo 4

Análise Estatística

4.1 Volatilidade

A volatilidade é uma medida da �utuação média do mercado dentro de um dado
intervalo de tempo. Desta forma representa uma variável importante para análise
econômica, pois quanti�ca o risco de um artigo �nanceiro e está relacionada com a
quantidade de informação disponível no mercado num dado intervalo de tempo [4].

Prever a volatilidade de ativo de modo preciso é a chave para um bom sistema
de gerenciamento de risco. Muitos sistemas de gerenciamento de risco possuem em
seu âmago a necessidade dessas previsões [29].

A volatilidade nos indica se o preço de um ativo está variando pouco ou muito,
ou seja, ela é uma medida da incerteza quanto às variações de preço. Os períodos
em que a variabilidade dos preços está muito alta são aqueles que possibilitam os
maiores lucros ou, também, as maiores perdas, isto é, são aqueles em que o risco
é maior. Já quando a volatilidade é baixa, o risco é menor. A relação é óbvia
e, naturalmente, um investidor somente assumiria uma posição de alto risco caso
houvesse a possibilidade de um grande retorno.

Dados �nanceiros apresentam certas características peculiares, podemos ver por
exemplo, Taylor (2008) [30] e Pagan (1996) [31]. Este é o caso dos retornos de ativos
�nanceiros que podem se de�nidos por yt = logxt − logxt−1 onde xt é o preço do
ativo no instante t. Os principais fatos estilizados (características) encontradas na
literatura são os seguintes:

a) os retornos não são autocorrelacionados;

b) os quadrados dos retornos são autocorrelacionados, com uma pequena autocor-
relação de primeira ordem e uma subsequente queda bastante lenta;

c) existem agrupamentos com diferentes níveis de volatilidade;

d) a distribuição não-condicional dos retornos possui caudas pesadas em relação à
distribuição normal;

e) para alguns tipos de retornos, a volatilidade reage de maneira diferenciada se os
preços estão aumentando ou declinando. Sabe-se que as subidas são lentas e
as quedas são abruptas, mostrando que neste último caso deveríamos ter uma
volatilidade maior.

27
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Essas características guardam algumas relações entre si, dando origem a con-
clusões semelhantes. Por exemplo, se os retornos tivessem distribuição nor-
mal, a característica a inviabilizaria a b, pois a não-correlação para variáveis
gaussianas implica independência de quaisquer função disjuntas dessas variá-
veis. Do mesmo modo, a característica d inviabiliza a distribuição normal.
De fato, a autocorrelação dos quadrados dos retornos tem forte relação com
as distribuições com caudas pesadas, pois quando surgem valores extremos,
quer positivos ou negativos, devido à autocorrelação haverá tendência a que
os próximos quadrados também sejam extremos, originando um agrupamento
de valores extremos e, portanto, caudas pesadas.

De forma análoga, as características b e c estão intimamente relacionadas.
Quando os quadrados dos retornos são aucorrelacionados, é de se esperar que
os valores grandes, em módulo, serão seguidos por valores também grandes,
enquanto valores pequenos estarão próximos de valores pequenos, causando
assim os agrupamentos de volatilidade [32].

4.2 Autocorrelação Temporal

A série temporal dos retornos de um ativo denotada por {rt}Tt=1 é uma coleção
de variáveis aleatórias coletadas ao longo do tempo (de�nição de processo estocás-
tico). A modelagem econométrica de séries temporais univariadas tem como objetivo
capturar a relação linear entre rt e informações disponíveis antes de t.

Desta forma, os valores históricos de rt podem ser úteis para modelar o seu
comportamento ao longo do tempo. Neste caso, a correlação entre os retornos tem
um papel importante. Chamamos tais correlações de autocorrelação e esta é uma
ferramenta básica para estudar uma série temporal estacionária [33].

ρx,y =
COV (x, y)√
V ar(x)V ar(y)

=
E [(x− µx)(y − µy)]√
E(x− µx)2E(y − µy)2

(4.1)

onde µx e µy são as média de x e y, respectivamente.
Algumas propriedades:

(i) −1 ≤ ρx,y ≤ 1

(ii) ρx,y = ρy,x

(iii) ρx,y = 0 quando as duas variáveis não são correlacionada

4.3 Expoente de Hurst

Harold E. Hurst (1880 - 1978) foi um hidrólogo que passou parte de sua vida
dedicando-se a descrição dos problemas relacionados aos reservatórios de água do rio
Nilo. Seu problema estava fundamentado na otimização dos �uxos de água do rio
Nilo, de modo que a represa não transbordasse nem �casse muito vazia. No decorrer
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de seus estudos Hurst percebeu que as vazões e enchentes do rio Nilo caracterizavam-
se como um processo estocástico. Com objetivo de descrever os problemas de dimen-
sionamento das represas foi proposto por Hurst, a análise estatística R/S , descrita
em detalhes no livro Long-Term Storage: An Experimental Study [34].

A estatística R/S consistia na mensuração dos volumes máximos e mínimos do
reservatório (amplitude) e no cálculo do desvio-padrão dos �uxos de água em um
período de tempo, de modo que R/S seria a razão entre o amplitude e o desvio
padrão das vazões de água, que é um valor adimensional. Hust, ao realizar essa
estatística para diversos períodos de tempo, através desse modelo, constatou que a
estatística R/S apresentava uma função de relação com o número de observações do
cálculo, inclusive para outros fenômenos naturais [34].

Hurst testou a hipótese de que o regime de chuvas seguia um tal processo e
criou assim uma nova estatística, o expoente de Hurst (H), que distinguia uma
série aleatória de uma não-aleatória, mesmo que a série aleatória não seguisse uma
distribuição de probabilidades que tendesse para uma média central. Hurst descobriu
que a maioria dos fenômenos naturais, tais como o �uxo dos rios, o regime das chuvas
e a temperatura, seguiam um passeio ao acaso, ou seja, uma tendência com ruído.
A força da tendência e o nível do ruído poderiam ser mensurados pelo valor da
estatística H [24].

Para aplicação do modelo em séries temporais �nanceiras, apresenta-se a seguir,
os passos sugeridos por Peters (1994).

1o - Calcula-se o retorno logaritmo da série �nanceira.

Ni = ln

(
Mit

Mit−1

)
(4.2)

Mit representa o preço da ação i ao �nal do período t e Mit−1 representa o preço
da ação i no início do período t.

2o - Particiona-se a série �nanceira em frações temporais e calcula-se a média de
cada conjunto de dados.

ea =

((
1

n

) n∑
k=1

Nk,a

)
(4.3)

ea é o valor médio do log retorno do ativo �nanceiro e n = número de elementos
por partição.

3o - Calcular o desvio acumulado de cada série particionada.

Xk,a =
k∑

j=1

(Ni,a − ea) (4.4)

Em cada retorno de uma série particionada Ia possui um grupo de retornos do
ativo, representado por k = 1, 2, 3, ..., n e Xk,a representa os desvios acumulados em
relação a ea.

4o - Veri�car quais são os pontos máximos e mínimos do conjunto Ia. Seguido
da diferença entre eles.
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RIa = max(Xk,a)−min(Xk,a), para 1 ≤ k ≤ n.

5o - Calcula-se o desvio-padrão de cada partição.

SI,a =

((
1

N

) n∑
k=1

(Ni,a − ea)
2

) 1
2

(4.5)

E SI,a é o desvio padrão de cada partição.

6o - A série A valores RIa é normalizada dividindo estes valores de amplitude
pelos correspondentes desvios padrões SIa . A média destes valores padronizados
mantém a relação entre H e n.(

R

S

)
n

=

(
1

A

) A∑
a=1

(
RIa

SIa

)
(4.6)

7o - Para concluir o processo de mensuração do expoente de Hurst, calcula-se uma

regressão linear simples, atribuindo como variável dependente ln

(
R

Sn

)
e variável

independente ln(n). Os passos de 1 a 6 devem ser repetidos várias vezes, mas com
tamanhos de partições diferentes, até que haja um número su�ciente de dados para
calcular a regressão e que a série tenha sido calculada numa ordem decrescente de
partições, até o momento em que toda a série limite-se a duas partições apenas.

ln

(
R

S

)
n

= ln a+ b ln(n) (4.7)

Os valores do expoente de Hurst estão entre 0 e 1. Um valor de H = 0.5 indica
que a série se comporta como um caminhante aleatório (uma série temporal Brow-
niana). Num caminhante aleatória não há correlação entre qualquer elemento e um
elemento futuro. Para 0.5 < H ≤ 1, temos um comportamento de persistência (ou
seja, uma autocorrelação positiva). Se há um aumento do passo de tempo ti−1 a
ti , provavelmente haverá um aumento de ti para ti+1. O mesmo é verdade para
decrescimentos, onde um decrescimento tenderá a seguir um decrescimento. Para
0 ≤ H < 0.5 , a série temporal apresenta comportamento de antipersistência (auto-
correlação negativa). Aqui um aumento tenderá a ser seguido por um decrescimento,
ou um decrescimento tenderá por um aumento [35].

4.4 Detrended Fluctuation Analysis - DFA

O método DFA (Detrended Fluctuation Analysis) foi proposto por Peng et al.
em 1994 com o objetivo de detectar correlações de longo alcance em sequência de
DNA. Consiste em um método de análise de escala utilizado para estimar expoentes
que caracterizam as correlações de longo alcance, além de possuir a vantagem em
relação a métodos como análise de autocorrelação, razões de variância e decomposi-
ções espectrais de permitir a identi�cação de auto semelhança em séries temporais
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não estacionárias.

A análise de �utuação convencional, tal como a análise R/S de Hurst, não pode
ser usada com con�abilidade para estudar dados não estacionários. Como vantagem
o método DFA permite a detecção de correlações de longo alcance em sinais ruido-
sos com as tendências polinomiais embutidas, que podem mascarar as verdadeiras
correlações nas �utuações de um sinal [36].

4.4.1 Passo 1

Inicialmente de�ne-se a série integrada Y (i), a partir da série temporal original
conforme Equação 4.8 :

Y (i) =
N∑
i=1

xi − ⟨x⟩, (4.8)

Onde ⟨x⟩ é valor médio de xi .

4.4.2 Passo 2

A série integrada será dividida em intervalos de igual amplitude n denominados
�janela� ou �box�. Para cada intervalo é feito um ajuste linear que representa a
tendência local Yn(i), em que Yn(i) = an + bnu(i), ou seja, os coe�cientes são
calculados para cada um dos intervalos.

4.4.3 Passo 3

Subtrai-se a tendência local da série integrada. Então calcula-se a raiz quadrática
média, isto é, a função de �utuação F (n), conforme a equação 4.9

F (n) =

√√√√ 1

N

N∑
i=1

[y(i)− yn(i)]2 (4.9)

Por �m, veri�camos se a função F (n) comporta-se como uma lei de potência, do
tipo F (n) ≈ nα em que α é o expoente de correlação de longo alcance, esta relação
pode ser linearizada em um grá�co logF (n)× log(n) e é representada por uma reta
cuja inclinação α representa o expoente procurado.

4.5 Lei cúbica inversa da distribuição de probabili-
dade acumulada para a volatilidade

Vários fenômenos naturais seguem comportamentos descritos por leis de potên-
cia. Elas são descritas por expressões do tipo Y = αXk, em que α é uma constante
de proporcionalidade e k é o expoente da escala. Em mercados �nanceiros diversos,
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leis de potência também têm sido observadas através da distribuição acumulada da
volatilidade, medida da �utuação média do mercado �nanceiro, a qual se relaci-
ona diretamente à quantidade de informação disponível sobre o mercado �nanceiro.
Através dela, se pode quanti�car o risco de um ativo, sendo assim uma variável
muito importante ao se analisar um determinado mercado ou ativo. A volatilidade
pode ser determinada através do módulo do retorno [5].

Para se observar o comportamento de uma distribuição, de�ne-se a distribuição
acumulada da variável g(t), na qual

g(t) =

∣∣∣∣s(t)σ
∣∣∣∣ (4.10)

e σ é o desvio padrão da série obtida através do modelo.

A distribuição de probabilidade acumulada F (g) segue uma lei de potência de
potência de comportamento assintótico, de�nida por:

F (g) ∼ g−γ (4.11)

O expoente γ pode ser estimado aplicando-se o logaritmo comum aos dois termos
da lei acima, onde obtém-se:

γ =
logF (g)

logg
(4.12)

Séries temporais de mercados �nanceiros, ações de empresas, cotação de moedas
e índices como o S&P 500, entre outros, apresentam um padrão de comportamento
semelhante, o qual mostra o valor γ ≈ 3 [37], [5]. Tal observação é adotada como
um fato estilizado das séries temporais �nanceiras.



Capítulo 5

Tópicos Sobre Mercados Financeiros

O mercado de ações está em evidência, e há cada vez mais investidores interessa-
dos nele. O potencial do mercado para ganhos generosos e seu caráter lúdico, tem se
tornado mais atraente com o recente advento da internet, repercutindo no jogador
que há em nós. Seu poder punitivo e seu imprevisível temperamento faz com que
investidores temerosos olhem para ele às vezes com admiração, particularmente em
momentos de queda. Histórias de pânico e suicídios após tais eventos tornaram-se
parte do folclore do mercado. A riqueza dos padrões as exibições do mercado de
ações podem atrair os investidores a esperar 'bater o mercado' usando a estratégia
de hedge (estratégia de investimentos que tem o objetivo de proteger o valor de um
ativo). No entanto, o mercado de ações não é um 'cassino' de jogadores brinca-
lhões ou tolos. É, antes de mais nada, o veículo das trocas �uidas que permitem o
funcionamento e�ciente do sistema capitalista, mercados livres e competitivos [38].

5.1 Bolsa de Valores

As primeiras bolsas com características modernas surgiram com o desenvolvi-
mento do comércio, em meados do século XV, e sua expansão no século XVI. Em
decorrência da intensi�cação das atividades comerciais, cresceu o número de corpo-
rações de comerciantes, mercadores e banqueiros que, assim, criaram as primeiras
instituições onde se encontravam para efetuar suas transações. Mas foi em Bruges,
na Bélgica, que, em 1487, a palavra bolsa alcançou seu sentido comercial e �nan-
ceiro, quando mercadores e comerciantes reuniam-se, a �m de realizar negócios, na
casa do senhor Van der Burse, cujo brasão era ornamentado com o desenho de três
bolsas. Mais tarde, em 1561, surgem as bolsas de Antuérpia e Amsterdam e, em
1595, as de Lyon, Bordéus e Marselha. A bolsa de Londres, Royal Exchange, foi
criada na segunda metade do século XVI e, em Paris, a primeira bolsa surgiu em
1639. Assim, com o decorrer do tempo, todos os centros comerciais e industriais
foram criando suas bolsas.

Tudo começa quando uma empresa decide lançar ações ao público. Isso se chama
abrir o capital. Essa iniciativa atrai novos acionistas que injetam dinheiro na em-
presa. Em caso de lucro, bom para todos. Se houver prejuízo, as perdas também são
divididas proporcionalmente. Mas para participar das apostas na bolsa, a compa-
nhia precisa primeiro credenciar-se em uma corretora de valores. Essas instituições

33
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estão por trás de todas as negociações, fazendo as transações para quem quer investir
em ações e mantendo a bolsa �nanceiramente [39].

Bolsas de valores são mercados organizados, em que operações de compra e de
venda de ações e de títulos são realizadas a partir de um conjunto de regras. Para
terem suas ações negociadas em bolsas de valores, as empresas precisam cumprir uma
série de exigências que tornam mais transparentes as suas situações �nanceiras e as
formas como se relacionam com seus acionistas. As operações com ações em bolsas de
valores são realizadas por sociedades corretoras. Pessoas físicas ou jurídicas, fundos
de investimento e outras instituições �nanceiras operam através das corretoras.

Algumas vezes, mais de um tipo de ação poderá estar disponível para uma dada
empresa. Podem diferir em direitos de voto ou dividendos. Por exemplo, as ações
preferenciais diferem das ações ordinárias na medida em que têm direito a um di-
videndo �xo que deve ser pago primeiro se a empresa pagar dividendo. As ações
preferenciais também têm precedência sobre as ações ordinárias no caso de a em-
presa ser liquidada. Por outro lado, as ações ordinárias podem receber um montante
ilimitado de dividendos e têm direito de voto.

Uma empresa que obtém lucro pode optar em reinvestir o lucro (construir infra-
estrutura, comprar outras empresas etc.) ou devolver o lucro aos seus proprietários
na forma de pagamento de dividendos. As empresas que pagam dividendos o fazem
regularmente, a frequência varia de país para país (por exemplo, trimestralmente nos
EUA, anualmente na Itália). Como os acionistas de uma empresa de capital aberto
mudam constantemente, existe um mecanismo para determinar quem receberá o
próximo dividendo, o vendedor ou o comprador. Daí temos a data ex-dividendo:
nesta data, a ação é negociada sem direito ao dividendo. Em outras palavras, nessa
data ou após essa data, o novo comprador não tem direito ao próximo dividendo,
e quem possuía a ação na noite anterior à data do ex-dividendo tem direito ao
dividendo.

5.1.1 Índice de Bolsa de Valores

O primeiro índice de ações foi desenvolvido em 1884 nos Estados Unidos - Charles
Dow começou a contar a variação média no valor de 12 grandes empresas industriais
mercado. No ano de 1916, o índice Dow Jones foi atualizado incluindo 20 ações e
em 1928 foi novamente atualizado para 30 ações. Essa regra permanece até os dias
atuais, mesmo com o passar dos anos e mudanças na composição do índice.

Os índices de ações re�etem os movimentos de preços dos mercados de ações. Eles
são calculados e publicados pelas bolsas de valores (por exemplo, NYSE, Euronext),
indicadores �nanceiros (por exemplo, Dow Jones, McGraw Hill (S&P), Financial
Times), ou bancos de investimento (por exemplo, Morgan Stanley). Eles servem
como benchmarks para os gestores de portfólio. O S&P 500 é um índice que mede o
desempenho de 500 das maiores empresas americanas de capital aberto. Juntas, elas
representam cerca de 80% do capital social por capitalização de mercado. Trata-se
de um índice amplo que inclui setores econômicos como tecnologia da informação,
saúde e consumo discricionário, bem como, grandes empresas nos setores �nanceiro,
energético, industrial e de bens de consumo duráveis. Além disso, o S&P 500 é um
dos indicadores mais antigos e con�áveis, fazendo a análise de como as empresas
estão se saindo na economia dos EUA, mostrando o retorno médio do investimento
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quando os investidores alocam capital em uma das empresas da lista.
A maioria dos índices de ações são médias de preços ponderadas pela capitaliza-

ção de mercado, que representa o valor total de mercado de uma empresa, dado pelo
preço atual das ações multiplicado pelo número de ações em circulação (ou seja, o
número de ações necessárias para possuir 100% da empresa). O valor de tal índice
é dado por:

I(t) = C

N∑
i=1

nixi(t) (5.1)

onde ni representa o número de ações e xi o preço atual da ação i. A constante
C é escolhida de forma que o índice seja igual a um determinado valor de referência
(digamos 100) em uma determinada data.

5.1.2 As quedas do mercado de ações

As quedas do mercado de ações são eventos �nanceiros importantes, que fascinam
acadêmicos e pro�ssionais. De acordo com a visão de mundo acadêmica de que os
mercados são e�cientes, apenas a revelação de uma informação dramática pode
causar um crash, mas, na realidade, mesmo as análises post-mortem mais completas
são tipicamente inconclusivas sobre o que essa informação poderia ter sido. Para
comerciantes e investidores, o medo de um crash é uma fonte perpétua de estresse,
e o início do evento em si sempre arruína a vida de alguns deles. A maioria das
abordagens para explicar as falhas busca por possíveis mecanismos ou efeitos que
operam em escalas de tempo muito curtas (horas, dias ou semanas no máximo).

A existência de mercados �nanceiros e especulativos remonta a Florença do século
XIV, porém a primeira bolsa de valores moderna se estabeleceu em outra parte da
Europa, em Amsterdã, no começo do século XVII, local também da primeira grande
bolha �nanceira de que se têm registro, a Tulipomania [40]. A especulação foi de
Novembro de 1636 até Fevereiro de 1637. Como é de costume entre os apostadores, a
con�ança começou alta, todos ganhavam. Um mesmo bulbo era vendido e revendido
inúmeras vezes. Muitos �caram ricos de repente e todos imaginavam que isso duraria
para sempre. Pessoas venderam todas suas propriedades a preços abaixo do mercado
para entrar na mania das Tulipas, porém, assim como começou, a histeria terminou
subitamente. Tulipas que antes valiam milhares de �orins, agora são negociadas por
menos de um décimo do que antes fora comum. Quase quatrocentos anos depois,
ninguém sabe ao certo o que começou nem que informação estourou a bolha e o
mesmo é verdade para as especulações modernas, nas quais mesmo análises post-
mortem são inconclusivas em relação ao que causou o crash. Para comerciantes e
investidores, o medo de um crash é uma fonte perpétua de estresse, e o início do
evento em si sempre arruína a vida de alguns deles [38].

A Figura 5.1 mostra o índice de preços das tulipas durante o período de 1636-
1937.
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Figura 5.1: Índice de preços das tulipas durante o período de 1636-1937. [1].

A população, mesmo em sua menor escória, embarcou no comércio de tulipas.
Muitos indivíduos �caram ricos de repente. Uma isca dourada pendurada tentadora-
mente diante do povo, e, um após o outro, eles correram para os mercados de tulipas,
como moscas ao redor de um pote de mel. Todos imaginavam que a paixão pelas
tulipas duraria para sempre, e que os ricos de todas as partes do mundo enviariam
para a Holanda e pagariam o preço que fosse pedido por elas. As riquezas da Eu-
ropa seriam concentradas nas margens do Zuyder Zee, e a pobreza banida do clima
favorecido da Holanda. Nobres, cidadãos, fazendeiros, mecânicos, marinheiros, la-
caios, servas, até mesmo limpa-chaminés e velhas costureiras, que se envolviam com
tulipas.

Pesquisar e analisar o comportamento dos preços dos ativos �nanceiros perma-
nece um anseio em diversos estudos. A pioneira análise de Markowitz [41] desen-
cadeou uma linha de pensamento que propunha a mensuração do risco de ativos
a partir do retorno esperado e sua variância. A difícil aplicabilidade inerente ao
cálculo das covariâncias entre os ativos individuais motivou Sharpe (1964), Lintner
(1965) e Mossin (1966) a desenvolverem o Capital Asset Pricing Model (CAPM) que
relaciona o retorno esperado de um ativo ao seu risco não diversi�cável e ao retorno
do ativo livre de risco.

As empresas que possuem ações negociadas em bolsas de valores são in�uenciadas
por fatores internos e externos que, por sua vez, in�uenciam nas oscilações dos preços
de seus papéis (ações). Para a compreensão dessas oscilações e como elas in�uenciam
no valor das ações negociadas nas bolsas de valores, são utilizados alguns tipos de
análises. Existem dois tipos principais de análises que são realizados por operadores
pro�ssionais com a intenção de tomar decisões mais precisas no mercado �nanceiro:
a Análise Fundamentalista (AF ) e a Análise Técnica (AT ) [42]. Um operador pode
preferir um ou outro tipo de análise, de acordo com seu estilo [43].

Os adeptos da Análise Fundamentalista, acompanham dados �nanceiros da com-
panhia, do setor e da economia para encontrar empresas subavaliadas pelo mercado.
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Na Análise Técnica, por sua vez, os operadores baseiam-se em grá�cos e dados his-
tóricos e acreditam que os fundamentos das empresas já estão preci�cados no valor
das ações e que como mudanças no valor das ações se dão por tendências do mer-
cado, as quais seguem certos padrões que se repetem, por isso busca-se interpretar
e prever esses padrões,trabalhando com probabilidades [44] [42].

5.2 Criptomoedas

As criptomoedas são ativos digitais que possuem a mesma função que o dinheiro.
Ou seja, elas podem ser utilizadas para realizar compras, trocas, transferências,
acumular capital e muito mais, semelhante ao que moedas convencionais fazem.
Porém, diferente de moedas como o dólar e o real, que são emitidas em papel-
moeda, as criptomoedas existem somente no ambiente virtual. Isso limita a sua
utilização às negociações realizadas pela internet entre pessoas e companhias que
aceitam esses ativos como meio de pagamento.

As chamadas moedas virtuais, dentre as quais o exemplo mais conhecido é a
bitcoin, são uma forma de transferir recursos �nanceiros entre pessoas pela internet.
Essas moedas são desenvolvidas em um protocolo de informática chamado block-
chain, uma tecnologia que permite a transferência de dados de maneira segura e,
teoricamente, inviolável. A grande inovação da blockchain consiste em dispensar in-
termediários: os indivíduos têm a alternativa de fazer transações parte a parte, sem
a necessidade de ninguém para validar ou assegurar a legitimidade dessas transa-
ções. Por consequência, quando há a transferência de recursos �nanceiros por meio
de bitcoin, não há um banco para validar essa operação.

Além de dispensar o intermediário para validar suas operações, as moedas virtu-
ais não têm uma característica que tradicionalmente é atribuída às moedas: cripto-
moedas não têm curso legal em nenhum país. Por consequência, seu valor liberatório
de obrigações não é assegurado por nenhuma autoridade estatal. E é exatamente
em virtude da falta de curso legal que muitos autores vêm defendendo que moedas
virtuais não podem ser consideradas moedas.

Contudo, a análise de operações que vêm sendo feitas com bitcoin permite con-
cluir que seus usuários empregam as moedas virtuais como se moedas fossem. Há
diversos estabelecimentos comerciais que aceitam pagamento em bitcoin e uma par-
cela substancial dos usuários realiza operações de compra e venda de bitcoin como
forma de se bene�ciar das �utuações cambiais que ocorrem entre a moeda virtual e
a moeda de curso forçado em seu país. Em outras palavras, esses usuários realizam
operações de câmbio em bitcoin. [45]



Capítulo 6

Equação Diferencial Estocástica

Não-Linear Como Modelo Para a

Dinâmica De Preços

6.1 Poço Duplo com Ruido Aditivo

dX = (αX −X3)dt+ βdW (t) (6.1)

Para interpretar esta equação, Consideremos uma partícula em um poço de po-
tencial com dois mínimos, em presença de ruido aditivo, como mostra a �gura 6.1.

Figura 6.1: Potencial tipo poço duplo [3]

O potencial da �gura, chamado de "poço duplo", tem a seguinte forma:

V (x) = αx4 − bx2 (6.2)

A força derivada a este potencial é:

F = −dV

dx
= −4αx3 + 2bx (6.3)
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Considerando ainda uma força dissipativa −γẋ e uma força de ruido βξ(t) a
equação de movimento �ca

mẌ = −γẋ− 4αX3 + 2bX + βξ(t) (6.4)

No limite em que o termo de inércia é desprezível (m ≈ 0) e escolhendo γ = 1;
4 α = 1 e 2b = α obtemos a equação 6.1 [3].

Nesse trabalho será estudado o modelo para o potencial ϕ6 que é de�nido como

dX(t) =
[
αX(t)− σ(X(t))3 − δ(X(t))5

]
dt+ β(X(t), t)dW (t) (6.5)

onde W (t) é um processo Wiener. A equação 6.5 pode ser usado para des-
crever o comportamento de um partícula sob ação de um potencial ϕ6 dado por
V (x) = Ax6 + Bx4 + Cx2, onde A, B e C são constantes. Além disso, temos
uma força dissipativa −γx, e um ruído estocástico ξ(t). Consequentemente, temos
δ = 6A/γ, σ = 4B/γ e α = −2C/γ. Podemos considerar insigni�cante o limite do
termo inercial (m ≈ 0). Esse modelo pode representar um mercado �nanceiro em
diferentes condições extremas no processo, em que o preço tende a ir para diferentes
máximos e mínimos locais no potencial. O caso de δ e σ = 0 foi apresentado em
[46] nomeado como o modelo Bouchaud-Cont Langevin para o mercado de ações
�utuações e falha [47].

Figura 6.2: Série temporal gerada pelo modelo 6.5 com ruido aditivo, os parâmetros
usados foram: t = 100; β = 1 e α = 1.
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Figura 6.3: Evolução no tempo de retorno r(t) ≈ S(t) = ln(X(t+∆t))− ln(X(t)),
os intervalos de tempo utilizados na simulação são ∆t = 0, 01

A série temporal de preços oscila rapidamente em um intervalo conforme o es-
perado. O intervalo de tempo usado na simulação é ∆t = 0, 01 e t percorrendo as
unidades escolhidas (digamos segundos ou minutos, dias ou anos).

Em geral, existem duas maneiras de estudar o comportamento dos preços, como
preços de títulos derivativos usando a simulação de Monte Carlo para gerar os ca-
minhos (os passos) do título subjacente ou resolver numericamente as equações di-
ferenciais estocásticas. As soluções de equações diferenciais estocásticas em geral,
têm a propriedade Markoviana e se relacionam entre si [48].

O método estatísticos DFA foi aplicado as séries temporais geradas pelo modelo
6.5. Para realizar uma análise DFA, quatro passo devem ser seguidos, como foi
apresentado no capítulo 4.
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Figura 6.4: Série integrada Y (i)

A Figura 6.4 apresenta o per�l associado a série considerada anteriormente, cal-
culado pela diferença entre a série temporal e sua média. Esse procedimento permite
eliminar o grande número de oscilações e assim obter uma série estacionária, por-
tanto, apropriada para aplicar o método.

A Figura6.5 mostra o ajunte linear usando o método dos mínimos quadrados. A
série foi dividida em 10 janelas.

Figura 6.5: Ajunte Linear pelo Método dos Mínimos Quadrados. A série foi dividida
em 10 janelas.
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Figura 6.6: Função de Flutuação com 10 janelas.

A Figura 6.6 mostra o comportamento da memória longa do modelo usando o
método de análise de �utuações destendenciadas (DFA). O expoente de correlação
obtido foi α ≈ 0,76. O expoente α é o parâmetro que quanti�ca o tipo de correlação,
lembrando que α ∈ (0,5; 1) pode-se inferir que a série apresenta persistência.

Figura 6.7: Log Log do ajuste dos quadrados mínimos da lei da potência, que varia
como P (|r(t)|) ∼ |r(t)|γ para a distribuição de cauda longa. Foi obtido o expoente
γ = -3,2508
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A Figura 6.7 mostra o comportamento da distribuição de cauda longa para a dis-
tribuição acumulada P (> |r|) das volatilidades |r(t)|, que é conhecido por obedecer
à lei da potência: P (|r(t)|) ∼ |r(t)|γ, onde γ é o índice da cauda, com γ ∼ 3 [49] [50]
[50] [51]. Foi obtido o expoente da curva ajustada como γ ≈ 3, 2508. O valor está
próximo de 3,0 da curva ajustada para distribuição de cauda longa. Portanto, um
valor próximo de 3 para a distribuição cumulativa, que é conhecida por obedecer à
inversa da lei cúbica.
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6.2 Conclusões

Propomos um modelo não linear estocástico de Itô como modelo para a dinâ-
mica de preços e mostramos que ele reproduz o comportamento da lei de potência
frequentemente observado nos mercados �nanceiros. Calculamos o índice de Hurst
para o modelo e veri�camos o comportamento da distribuição de cauda longa do
volatilidades que devem obedecer a uma lei cúbica inversa.

Nossos resultados mostram que o modelo satisfaz os conhecidos fatos estilizados
ou regularidades estatísticas dos retornos e volatilidades �nanceiras. Assim, foi
observado que o modelo é adequado para os mercados �nanceiros. No entanto, a lei
de potência é uma lei empírica e, em geral, não podemos conhecer o comportamento
exato do mercado.

Obtivemos o comportamento da série temporal para a dinâmica de preços X(t)
e investigado o comportamento de distribuição da cauda longa das volatilidades.
Além disso, determinamos o índice de Hurst para este modelo que é usado como
uma medida de memória de longo prazo das séries temporais.

Foi aplicado o método da Análise de Flutuação destendenciada DFA (Detrended
Fluctuation Analysis) as séries temporais obtidas para estudar a memória de longo
alcance do sistema, obtendo o expoente α ≈ 0,76. O expoente α é o parâmetro que
quanti�ca o tipo de correlação, lembrando que α ∈ (0, 5; 1) pode-se inferir que a
série apresenta persistência.

Foi obtido o expoente da curva ajustada como γ ≈ 3, 2508. O valor está próximo
de 3,0 da curva ajustada para distribuição de cauda longa. Portanto, um valor
próximo de 3 para a distribuição cumulativa, que é conhecida por obedecer à inversa
da lei cúbica.



Capítulo 7

Dinâmica Estocástica Bidimensional

como Modelo para a Evolução

Temporal do Mercado Financeiro

7.1 Equação de Langevin do Vetor Girante

Consideremos uma grandeza vetorial µ, em duas dimensões, com módulo cons-
tante e direção que varia no tempo, sob a ação de um torque com componente
estocástica. Um exemplo pode ser o momento magnético de uma partícula super-
paramagnética com alta anisotropia uniaxial, de maneira que µ �que con�nado ao
plano x x y, em presença de um campo magnético H0 paralelo ao eixo de simetria
(eixo z). Pondo, por simplicidade, |µ| = 1, podemos escrever

µ = (X(t), Y (t)) (7.1)

com

X(t) = cosΦ(t)

Y (t) = senΦ(t) (7.2)

onde a fase Φ(t) obedece a seguinte equação diferencial estocástica de ruido aditivo:

Φ(t) = ω0t+ βdW (t) (7.3)

No caso do µ ser o momento magnético, mencionado acima, a equação 7.3 pode
ser interpretada como rotação causada por um torque sistemático devido ao campo
H0, que resulta na frequência angular w0 = γH0 ,sendo γ o fator giro-magnético, e
um torque estocástico tipo ruido branco, de intensidade β, causado pelas vibrações
térmicas da rede cristalina (fónons). A equação 7.3, por ser de ruido aditivo, pode
ser integrada trivialmente. Escolhendo como condição inicial ϕ(0) = 0 segue

Φ(t) = ω0dt+ βW (t), (7.4)

45



7.1 VG 46

e consequentemente,

X(t) = cos(ω0dt+ βW (t))

Y (t) = sen(ω0dt+ βW (t)) (7.5)

Usando a regra de diferenciação de Ito,

dF (t) =
∂F

∂W
dW (t) +

(
∂F

∂t
+

1

2

∂2F

∂W 2

)
dt, (7.6)

no par de variáveis (X,Y) dado pela equação 7.5 obtém-se o seguinte sistema de
equações de Ito-Langevin:

dX(t) =

(
−ω0Y (t)− β2

2
X(t)

)
dt− βY (t).dW (t)

dY (t) =

(
ω0X(t)− β2

2
Y (t)

)
dt+ βX(t).dW (t) (7.7)

Onde W (t) é o processo de Wiener ou movimento browniano. A equação acima
é um exemplo particular de um random walk. Não se pode resolvê-lo para fornecer
um caminho determinístico para o preço das ações, mas pode fornecer informações
interessantes e importantes relativas ao comportamento de X e Y em um sentido
probabilístico. Além disso, pode ser usado para descrever a comportamento de
um sistema de partículas rotativas com vetor girante µ⃗ = (cosϕ(t)), senϕ(t)), onde
considera-se cada partícula em rotação como ϕ(t) = αdt+ βW (t), em um ambiente
ruidoso com ruido branco estocástico ζ(t), que se relaciona com o incremento de

Wiener como∆W (t) = W (t+∆t)−W (t), onde W(t) =
∫ t

t0

ζ(t′)dt′. Além dissoW (t)

é um processo markoviano com distribuição normal. Assim, o modelo acima pode
representar um mercado �nanceiro sob condições extremas (mínimas e máximas) no
processo, onde os preços tendem a ir para diferentes pontos �xos ou atratores.

Foi resolvido numericamente o conjunto de equações acima, considerando o
termo βW (t), um incremento de Wiener, como um ruído branco aditivo de lar-
gura σ =

√
∆t, onde βdW (t) ≈

√
dtβRG. RG é um gerador de números aleatório

de media zero, variância σ2 = 1, e portanto uma distribuição gaussiana.

A �gura 7.1 mostra a solução do conjunto de equações diferenciais estocásticas
acopladas dada pela Equação 7.7 para o caso de ausência e presença de ruído branco,
respectivamente. Para β = 0 e na ausência de ruído estocástico, o sistema é um
sistema dinâmico simples, reduzindo-o a um oscilador harmônico simples: dx/dt =
−y, dy/dt = x. A adição de termos de ruído branco no sistema afeta as propriedades
de rotação do modelo, afetando a periodicidade do modelo. Assim, o parâmetro de
acoplamento estocástico β força a tendência de um comportamento idiossincrático
ser governado pela amplitude do termo ruído. Portanto, o valor de β determina uma
batalha ou competição entre ordem e desordem no sistema e, eventualmente, deve
re�etir a estrutura de um mercado com tais anomalias.
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Figura 7.1: Solução exata (X, Y ) do conjunto de equações diferenciais estocásticas
acopladas gerada pela equação Eq. 7.7 para β = 0 (linha azul) sem termo de
ruído e para β ̸= 0 (linha vermelha) caso com termo de ruído branco (Xi, Y i). Os
parâmetros usados foram: t = 100; w = 10; β = 1, a condição inicial foi X(0) = 1
e Y (0) = 0.

Figura 7.2: Evolução no tempo de retorno r(t) ≈ S(t) = ln(X(t+∆t))− ln(X(t)).
O grá�co mostra o comportamento dinâmico do retorno da série temporal r(t).

A �gura 7.2 mostra a série temporal de preços oscilando rapidamente dentro
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de um intervalo conforme o esperado. O intervalo de tempo usado na simulação é
∆t = 0, 01.

O método estatístico DFA foi aplicado as séries temporais geradas pelo conjunto
de equações diferenciais estocásticas acopladas dada pela Equação 7.7. Lembrando
que para realizar uma análise DFA, quatro passo devem ser seguidos, como foi
apresentado no capítulo 4.

Calcula-se a série integrada conforme mostrado na �gura 7.3, a partir da série
temporal original.

Figura 7.3: Série integrada

A Figura7.4 mostra o ajunte linear usando o método dos mínimos quadrados. A
série foi dividida em 10 janelas.
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Figura 7.4: Ajunte Linear pelo Método dos Mínimos Quadrados, a série foi dividida
em 10 janelas.

Figura 7.5: Função de Flutuação: Grá�co de Log-Log usando o método DFA para
log (F (n)) x log(n) para as séries temporais de retornos. O expoente de correlação
encontrado foi α ≈ 0,36.

A �gura 7.5 mostra o comportamento da memória de longa do modelo. O expo-
ente de correlação obtido foi α ≈0,36. O expoente α é o parâmetro que quanti�ca o
tipo de correlação, lembrando que α ∈ (0;0,5) pode-se inferir que a série apresenta
anti-persistência.
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Figura 7.6: Densidade de probabilidade das volatilidades P (|r(t)|) e |r(t)|. Foi
obtido o expoente da lei de potência para cauda longa como γ = 2,25.

A �gura 7.6 mostra o comportamento da cauda longa para a distribuição acumu-
lada P (> |r|) das volatilidades |r(t)|, que é conhecido por obedecer à lei da potência:
P (|r(t)|) ∼ |r(t)|γ, onde γ é o índice da cauda, com γ ∼ 3 [49] [50]. Foi obtido o
expoente da curva ajustada como γ ≈ 2, 25.
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7.2 Conclusões

Estudamos o modelo dinâmico de preços acoplados no mercado �nanceiro com
base no conjunto de equações diferenciais estocásticas acopladas onde assumimos
a existência de duas ações. Interpretamos as variáveis no modelo na Equação 7.7
como os preços do título-ativo no tempo t . Analisamos fatos estilizados do mercado
�nanceiro como memória de longo alcance do modelo e veri�camos o comportamento
da distribuição de densidade de probabilidade de cauda longa dos retornos que deve
obedecer a uma lei de potência. Nossos resultados mostram que o modelo deve
satisfazer a fatos estilizados ou regularidades estatísticas aumentando a força dos
parâmetros α e β na Equação 7.7. Esta lei de potência se aplica quase universalmente
a todos os mercados (para escalas de tempo su�cientemente curtas), incluindo Forex,
commodities e, recentemente, até mesmo criptomoedas [52].

Também determinamos o índice de Hurst que é usado como medida de auto-
correlações da série temporal. O valor dentro da faixa obtida para o expoente de
Hurst pelo método DFA dos retornos indica um comportamento não estacionário e
ilimitado para a série temporal.

Foi aplicado o método da Análise de Flutuação destendenciada DFA (Detrended
Fluctuation Analysis) as séries temporais obtidas para estudar a memória de longo
alcance do sistema, obtendo o expoente α ≈ 0,36. O expoente α é o parâmetro que
quanti�ca o tipo de correlação, lembrando que α ∈ (0;0,5) pode-se inferir que a série
apresenta anti-persistência.

Foi obtido o expoente da curva ajustada como γ ≈ 2, 25. Para γ > 2, esse
resultado também está de acordo com a conclusão de que o segundo momento da
mudança de preço é �nito [50] [51].
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Cosiderações Finais

Em síntese, neste trabalho foram estudados dois modelos, o primeiro é a equação
diferencial estocástica de Ito com um potencial de interação polinomial não linear
(Poço Duplo) como um possível modelo para o mercado �nanceiro. O segundo
modelo é a Equação de Langevin do Vetor Girante, que pode ser usado para descrever
a comportamento de um sistema de partículas rotativas com vetor girante, em um
ambiente ruidoso com ruido branco estocástico, que se relaciona com o incremento
de Wiener.

Uma das tarefas mais importantes em �nanças é a compreensão e previsão dos
preços dos ativos. Uma das formas encontradas para compreender o comporta-
mento do preço de um ativo é a observação das suas oscilações ao longo do tempo,
entendendo quais são suas características. Vários estudos foram desenvolvidos e mui-
tos fatos estilizados foram detectados nos retornos das séries temporais �nanceiras,
como: estacionariedade, não normalidade e caudas mais pesadas.

Nesse trabalho o retorno foi obtida por r(t) ≈ S(t) = ln(X(t+∆t))− ln(X(t)),
esta é uma das variáveis mais importantes no estudo de mercados �nanceiros e a
sua distribuição tem grande impacto nos preços de ativos [53]. Os intervalos de
tempo utilizados na simulação são ∆t = 0, 01, esses intervalos de tempo podem
ser considerados como dias, horas, minutos, etc. A partir do retorno, foi obtida a
volatilidade, dada por |r(t)|. A série temporal obtida oscilou rapidamente dentro de
uma faixa, assim como observado em mercados �nanceiros reais, como o S&P500.

Atualmente existem muitos métodos empregando modelos matemáticos com o
objetivo de descrever a dinâmica dos preços (buscando evidências gerais), mas são
poucos os modelos adequados para situações reais. Além disso, existem muitos tipos
de ativos nos mercados �nanceiros, como ações, futuros e outras ferramentas �nan-
ceiras, cada um com um comportamento diferente. Nossos resultados mostraram
que os dois modelos satisfazem as regularidades estatísticas dos retornos e volatili-
dades �nanceiras, com isso foi possível observar que ambos são adequados para os
mercados �nanceiros.
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8.1 Trabalhos futuros

Construir um modelo empírico para modelar alguns índices S&P500. Ou mesmo
testar o poder das equações estocásticas e ver se ela se enquadraria a algum índice.
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