Centro Federal de Educacao Tecnoldgica de Minas

@ Geralis
CEFET-MG Universidade Federal de Sdo Joao del-Rei //}:&

Programa de Pés-graduacao em Engenharia Elétrica

Aplicacao do LRPIM na Solucao Numérica de

Problemas Eletromagnéticos

Marcio Vinicius Fraga Santos Andrade

Belo Horizonte, Agosto de 2023



Marcio Vinicius Fraga Santos Andrade

Aplicacao do LRPIM na Solucao Numérica de Problemas

Eletromagnéticos

Dissertagao submetida a banca examinadora
designada pelo Programa de Poés-graduacao
em Engenharia Elétrica do Centro Federal de
Educagao Tecnolégica de Minas Gerais, como
parte dos requisitos necessarios a obtencao
do grau de mestre em Engenharia Elétrica.

Centro Federal de Educacao Tecnolégica de Minas Gerais

Orientador: Prof?. Dra. Ursula do Carmo Resende

Belo Horizonte

Agosto de 2023



Andrade, Marcio Vinicius Fraga Santos
AS554a Aplicacao do LRPIM na solugdo numérica de problemas eletromagnéticos
/ Marcio Vinicius Fraga Santos Andrade. — 2023.
73 f.: il., grafs, tabs., fotos.

Dissertacdo de mestrado apresentada ao Programa de P6s-Graduagao em
Engenharia Elétrica em associagdo ampla entre a UFSJ e o CEFET-MG.

Orientadora: Ursula do Carmo Resende.

Banca examinadora: Ursula do Carmo Resende, Marcio Matias Afonso e
Alfred Gimpel Moreira.

Dissertacdo (mestrado) — Centro Federal de Educacao Tecnologica de
Minas Gerais.

1. Eletromagnetismo — Teses. 2. Espalhamento (Fisica) — Teses.
3. Autovalores — Teses. 4. Método sem malha (Analise numérica) — Teses.
5. Campos vetoriais — Teses. 6. Analise numérica — Teses. 7. Interpolagdo —
Teses. 1. Resende, Ursula do Carmo. II. Centro Federal de Educacio
Tecnologica de Minas Gerais. III. Universidade Federal de Sao Jodo del-Rei.
IV. Titulo.

CDD 621.34

Elaboragdo da ficha catalografica pela bibliotecaria Jane Marangon Duarte, CRB 62 1592 /
Cefet/MG



Marcio Vinicius Fraga Santos Andrade

Aplicacao do LRPIM na Solucao Numérica de Problemas
Eletromagnéticos

Dissertagdao submetida a banca examinadora
designada pelo Programa de Poés-graduacao
em Engenharia Elétrica do Centro Federal de
Educagao Tecnolégica de Minas Gerais, como
parte dos requisitos necessarios a obtencao
do grau de mestre em Engenharia Elétrica.

Trabalho aprovado. Belo Horizonte, 16 de agosto de 2023:

Prof?. Dra. Ursula do Carmo Resende
(Orientadora)
Centro Federal de Educacao Tecnolédgica de
Minas Gerais

Prof. Dr. Marcio Matias Afonso
Centro Federal de Educacao Tecnoldgica de
Minas Gerais

Prof. Dr. Alfred Gimpel Moreira
Pinto
Faculdade Pitagoras

Belo Horizonte
Agosto de 2023



A meus pais, Elton e Mariza, ao meu irmao, Paulo e a minha namorada, Letycia

minhas velas que o vento e a tempestade nao consequiram apagar.



Agradecimentos

Agradeco a Deus por me dar vida e forca para encarar os desafios de cabeca
erguida. Agradeco aos meus pais, Elton e Mariza, por serem o "farol na tempestade'e nao
deixarem que eu me perca em meio aos caminhos da vida. Agradeco ao meu irmao, Paulo
Marcio, por seus conselhos e amizade infindavel. Agradeco também a minha namorada,
Letycia, por me acompanhar nessa jornada com o seu amor e paciéncia nos momentos
dificeis.

Agradeco & Professora Ursula do Carmo Resende, por suas fundamentais contri-

bui¢oes como orientadora e conselheira, resultando neste trabalho.

Por fim, agradeco ao CEFET-MG pela oportunidade de aprimorar os meus
conhecimentos, e a FAPEMIG, por garantir o apoio financeiro necessario a minha dedicacao

plena neste trabalho intelectual.



“Thoroughly conscious

tgnorance is the prelude to every
real advance in science.”

James Clerk Maxwell



Resumo

A solucao de problemas eletromagnéticos em engenharia, usualmente, se da pelo calculo
de campos eletromagnéticos, obtidos a partir da modelagem matematica desses problemas.
Esse processo de modelagem, por sua vez, frequentemente se reduz a solucao de uma ou
mais equacoes diferenciais. Apesar de serem bastante conhecidas e estudadas, tais equagoes
sao, em geral, de dificil solugdo ou mesmo insoliveis por meio de técnicas analiticas,
sendo necessario o uso de técnicas computacionais para a producao de solugdes numéricas.
Os métodos sem malha constituem uma classe de métodos numéricos para a solugao de
problemas de valor de contorno (PVCs) descritos por equagoes diferenciais cuja principal
caracteristica é a auséncia de malhas para a decomposicao do dominio de analise em
elementos ou células. Isso permite resolver problemas geometricamente mais complexos,
evitando distor¢oes na solugao numérica resultantes da decomposicao do dominio, ou
mesmo os casos onde tal distor¢ao se deve ao fato da solu¢do numérica variar muito
rapidamente ao longo dominio. Todavia, verifica-se na literatura que a maior parte das
aplicacoes dos métodos sem malha se da sobre problemas envolvendo o calculo de grandezas
escalares. Neste trabalho, o foco principal é a aplicagdo dos métodos sem malha na solucgao
de PVCs vetoriais, utilizando o método local de interpolagao radial de ponto (LRPIM).
Tais problemas sao descritos por meio da equacao de onda vetorial em uma formulagao
mista, onde a condi¢ao livre de divergéncia é implementada como uma equacao secundaria
e um multiplicador de Lagrange é utilizado para tornar o sistema matematicamente
bem-posto. Para estender o LRPIM a PVCs vetoriais e garantir a imposicao adequada
das condicoes de fronteira essenciais, propoe-se a construcao de uma base vetorial nodal
cuja fungdo é acomodar as caracteristicas vetoriais dos problemas apresentados enquanto
possibilita a aplicacado das aproximacoes numéricas propostas pelo LRPIM. O método
em si é validado e tem o seu desempenho avaliado, a partir da apresentacao e posterior
solucao de dois conjuntos de problemas: primeiramente, alguns problemas escalares sao
utilizados para avaliar as principais caracteristicas do LRPIM enquanto método sem
malha. Partindo-se das analises feitas sobre essas implementacoes, um segundo conjunto
de problemas vetoriais é apresentado e seus resultados utilizados tanto para validar a
formulacao mista como modelo matemético quanto para avaliar o desempenho do LRPIM
frente a esse tipo de PVC. Apds a andlise dos resultados, constatou-se que o LRPIM foi
capaz de oferecer solugoes precisas e com boa convergéncia para os dois tipos de problemas,
tendo a formulagao mista e a base vetorial nodal se mostrado particularmente eficazes na

modelagem e solucao numérica de PVCs vetoriais.

Palavras-chaves: Eletromagnetismo, autovalores, espalhamento eletromagnético, proble-

mas vetoriais, métodos sem malha, analise numérica, RPIM.



Abstract

The solution of electromagnetic problems in engineering, is usually done through the
calculation of the electromagnetic fields obtained from the mathematical modeling of
those problems. This process, in turn, is often reduced to the solution of one or more
differential equations. Although they are plenty known and studied, such equations
are, in general, of difficult solution or even impossible to solve via analytic approaches,
demanding the use of computational methods to provide numerical solutions. The meshfree
methods constitute a class of numerical techniques for the solutions of boundary value
problems (BVPs) described by differential equations, and whose main characteristic is
the absence of meshes for the domain decomposition in elements or cells. That allows the
solution of more geometrically complex problems, avoiding distortions in the numerical
solutions provoked by domain decomposition, or even situations where this distortion is
caused by the variation of the solution throughout the domain. However, it is verified
in literature that most applications of meshfree methods are made to solve problems
involving scalar quantities. In this work, the main focus is the application of meshfree
methods in the solution of vector BVPs, using the meshless local radial point interpolation
method (LRPIM). Such problems are described by the vector wave equation in a mixed
formulation, where the divergence-free constraint is implemented as a secondary equation
and a Lagrange multiplier is utilized to make the problems mathematically well-posed.
To extend the LRPIM to vector BVPs and assure the adequate imposition of essential
boundary conditions, the construction of a nodal vector basis is proposed, whose function
is to accommodate the vector characteristics of the problems presented, while enables the
application of the LRPIM’s numerical approximations. The method itself is validated and
has its performance evaluated through the proposition and subsequent solution of two sets
of problems: first, some scalar problems are used to evaluate the main characteristics of
the LRPIM as a meshfree method. Following the analysis made over the results of these
implementations, a second set of vector problems is presented and their results used to
both validate the mixed formulation as a mathematical model, and to assess the LRPIM’s
performance for this kind of BVP. After the assessment of the numerical results, it was
verified that the LRPIM was able to provide accurate solutions with good convergence for
the two kinds of problems, with the mixed formulation and the nodal vector basis being

specially effective in the modeling and numerical solution of vector BVPs.

Keywords: Electromagnetism, Eigenvalues, FEM, Meshfree Methods, Numerical Analysis,
LRPIM, Vector Problems, Wave Scattering.
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1 Introducao

1.1 Contextualizacao

No estudo do Eletromagnetismo, muitos fendémenos sao modelados como problemas
de valor de contorno (PVC) envolvendo o célculo dos potenciais e dos campos associados a
radiagoes eletromagnéticas (JR; BUCK, 2013). De maneira geral, tais problemas envolvem
nao-linearidades ou geometrias sofisticadas, inviabilizando a producao de solugoes analiticas.
Para esses casos, recorre-se ao uso de técnicas computacionais (BURDEN; FAIRES, 2001).
Esse tipo de abordagem pode ser visto em problemas envolvendo aterramentos elétricos
(OLIVEIRA, 2016), espalhamento eletromagnético (LOPES; RESENDE; GONCALVES,
2017), anélise de antenas (SOARES; MESQUITA; MOREIRA, 2012), entre outras.

Nesse contexto, a solugao numérica de problemas eletromagnéticos, usualmente, se
da por técnicas como o método dos momentos (MOM) (GIBSON, 2007), o método dos
elementos finitos (FEM) (JIN, 2015) ou o método de diferengas finitas no dominio do tempo
(FDTD) (INAN; MARSHALL, 2011). Todas essas técnicas possuem uma caracteristica
em comum: a discretizagao do dominio de andlise em uma malha composta por entes
geométricos (segmentos de reta, poligonos, poliedros,...), sendo por isso denominados
métodos "baseados em malha"( do inglés, mesh-based). Entretanto, problemas nos quais a
geometria do dominio possui alta complexidade ou se modifica ao longo do tempo apresen-
tam algumas dificuldades nesse processo de discretizacao. No primeiro caso, costuma-se
recorrer ao refinamento local da malha para contornar distor¢oes na geometria discretizada,
enquanto no segundo, uma nova malha deve ser construida a cada nova iteragao temporal.
Ambas metodologias resultam eventualmente em altos custos computacionais (LOPES,
2015).

Para contornar esses obstaculos, surge o conceito de método "sem malha'(do
inglés, meshless ou mesh-free), cuja discretizagdo se dd em torno apenas de um conjunto
finito de pontos distribuidos sobre regiao de andlise (denominados nés) (LIU, 2009). Os
primeiros métodos sem malha surgiram nos anos 1970 com o método da hidrodinamica
de particula suavizada (SPH) (GINGOLD; MONAGHAN, 1977). Posteriormente, na
década de 1990, novas técnicas surgiram a partir de uma modificacdo do FEM, resultando
no método dos elementos difusos (DEM) (NAYROLES; TOUZOT; VILLON, 1992), no
método livre de elementos de Galerkin (EFG) (BELYTSCHKO; LU; GU, 1994) e no
método sem malha local de Petrov-Galerkin (MLPG) (ATLURI; KIM; CHO, 1999). Estes
ultimos, em particular, se baseiam na técnica de minimos quadrados méveis (MLS) para
gerar aproximagoes locais a partir de subconjuntos de nés dentro do dominio discreto.

Outra categoria de técnica meshless, usa fung¢des polinomiais (LIU; GU, 2001) ou radiais
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(WANG; LIU, 2002) como o método de interpolagao para gerar suas aproximagoes locais,
caracterizando os métodos de interpolacao de ponto (PIM). Uma breve cronologia desse
desenvolvimento pode ser visto na Figura 1 onde sdo mostrados alguns métodos sem malha

além dos ja citados.

Figura 1 — Linha do tempo com o desenvolvimento das principais técnicas numéricas

meshless.
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Fonte: Adaptado de (LOURO, 2014).

Neste trabalho, investiga-se a solugao de problemas eletromagnéticos escalares e
vetoriais por meio do método local de interpolagao radial de pontos (LRPIM). Tal escolha
se justifica pelo fato do LRPIM seguir uma abordagem hibrida para as aproximacoes
locais, envolvendo funcoes radiais e polinomiais, resultando em uma formulacdo numérica
cuja estrutura torna mais simples a imposicao das condi¢oes de fronteira. Além disso, sua
formulacao se baseia em integracoes realizadas nos dominios locais onde se constroem as
aproximacoes, contrastando com a integracao em todo a regiao de analise, presente em
outros métodos como o EFG e o DEM (WU; LIU, 2003).

Os métodos sem malha, de modo semelhante ao FEM, surgiram primeiramente em
problemas nas areas de mecanica dos fluidos e anélise de deformagdes em sélidos. Porém, o
seu uso em problemas de eletromagnetismo tem se tornado mais difundido com o passar do
tempo (Como exemplo, pode-se citar (OLIVEIRA, 2016), (BARROSO, 2018), (RESENDE;
COPPOLI; AFONSO, 2015), (LOURO, 2014) e (ROSA, 2015)). Constata-se porém, que a
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maior parte das trabalhos publicados trata do calculo de grandezas escalares, havendo
relativamente poucos estudos na literatura cientifica em que tais métodos sao utilizados em
problemas vetoriais. Como exemplo deste tipo de trabalho, pode-se mencionar (YANG et
al., 2014), onde uma versao global do LRPIM ¢ utilizada na solucao direta das equagoes de
Maxwell, ou (YANG; SU; CHEN, 2019), em que a mesma técnica é aplicada na solugao da
equagao de onda vetorial, ambas abordagens sendo dadas no dominio do tempo, enquanto
(NICOMEDES et al., 2017) constitui um dos poucos estudos envolvendo problemas no
dominio da frequéncia. A proposta deste estudo é fornecer resultados que corroborem a
eficacia do LRPIM tanto como um método sem malha em si, quanto na sua aplicacao em

problemas vetoriais.

1.2 Objetivos

O objetivo principal deste estudo é avaliar o desempenho do LRPIM em proble-
mas eletromagnéticos vetoriais expressos no dominio da frequéncia. Para tal, uma série
de problemas escalares intermediarios serao apresentados com o objetivo de avaliar as
caracteristicas do método em si, sobretudo os seus parametros de ajuste. Além disso, uma
comparacao com o EFG também ¢ feita, tendo em vista o desempenho do LRPIM frente
a outros métodos do mesmo tipo. Uma vez feita essa investigagdo, os problemas vetoriais
sao entao apresentados e resolvidos utilizando o LRPIM, utilizando as conclusoes obtidas

nas analises dos problemas intermediarios.

Em sintese, as tarefas realizadas neste estudo sao:

e Descricao matematica do LRPIM;

o Aplicacao em problemas intermediarios;

« Validagao do método por meio desses problemas;

o Modelagem eletromagnética de problemas vetoriais;
o Aplicacdo do LRPIM nesses problemas;

o Ana&lise dos resultados e conclusoes.

1.3 Metodologia

O desenvolvimento deste estudo se da em trés etapas. Primeiramente, uma revisao
bibliografica sobre os métodos sem malha com foco no LRPIM. Em particular, os aspectos
matematicos envolvidos na implementacao desse tipo de método e o contexto histérico em

que se insere tal abordagem dentro do campo da andlise numérica. Posteriormente, uma
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segunda revisao bibliogréfica é feita sobre o cdlculo de campos eletromagnéticos, sobretudo
sua descrigdo mateméatica visando ao estabelecimento de PVCs. Ao fim dessas etapas,
parte-se para a apresentagao dos problemas vetoriais e sua posterior solu¢ao computacional
via LRPIM. Os resultados obtidos ao fim dessa etapa sao entao analisados com o objetivo

de avaliar o desempenho do método em termos de sua convergéncia e estabilidade.

1.4 Organizacdo Textual

Os temas apresentados no presente texto estao organizados na seguinte estrutura

de cinco capitulos:

O capitulo 1 apresenta uma introducao acerca deste estudo, bem como a sua

motivacao, seus objetivos e a sua organizacao textual.

O capitulo 2 faz uma breve revisdo acerca de problemas de valor de contorno e dos

métodos sem malha, tratando dos principais conceitos que envolvem esses dois temas.

O capitulo 3 apresenta a descricdo do LRPIM propriamente dito, enfatizando as
suas caracteristicas como método sem malha. Neste capitulo, também sao apresentados
alguns problemas-exemplo com a finalidade de validar o método e analisar alguns de seus

parametros.

O capitulo 4 trata da solucao numérica de problemas envolvendo a propagacao
de ondas eletromagnéticas. Nesse capitulo, a abordagem se da a partir das equagoes de
Maxwell, resultando no estabelecimento dos PVCs associados a este tipo de fenomeno. Este
capitulo visa ressaltar as principais caracteristicas e particularidades desse tipo de PVC.
Apés essa andlise, um novo problema-exemplo é apresentado cujo objetivo é novamente

avaliar as capacidades do LRPIM, inclusive com uma comparacao entre este e uma variante
do EFG.

No capitulo 5, sao apresentados os problemas vetoriais a serem resolvidos pelo
LRPIM. As principais ferramentas necessarias a implementacao do método sdao propostos
e analisados, sendo tais andlises seguidas pelas implementacoes numéricas dos problemas
propostos. Os resultados obtidos sdo entao analisados, tendo em vista as capacidades de
solugdo do LRPIM vetorial e do modelo matematico utilizado no estabelecimento dos
PVCs.

O capitulo 6 contém as principais conclusoes deste trabalho, além de uma sintese
dos conceitos tratados ao longo do texto e uma discussao sobre as possibilidades de

trabalhos futuros.



2 Problemas de Valor de contorno e Métodos

sem Malha

Antes de tratar do LRPIM, é preciso que alguns conceitos acerca dos problemas
de valor de contorno, bem como a sua solucao por meio dos métodos sem malha sejam
discutidos. Tais conceitos sao comuns a muitos métodos sem malha, sendo o objetivo de
sua apresentacao tornar mais claro o modo como o LRPIM se estrutura na resolucao dos

problemas apresentados neste trabalho.

2.1 Problemas de Valor de Contorno

O LRPIM, assim como os outros métodos numéricos utilizados neste estudo, sao
aplicados em problemas de valor de contorno, envolvendo campos eletromagnéticos estaticos
ou harménicos no tempo. Tais problemas sdo, por sua vez, definidos em um dominio Q C R?
(d a dimensao do espago onde o PVC é estabelecido) limitado por uma fronteira I". A
Figura 2 ilustra um exemplo desse tipo de dominio, onde d =2, Q = O, UQ, UT, UT, UT,
e N é um vetor unitario perpendicular a fronteira I' = I', UT; em qualquer ponto desta e

que aponta para fora do dominio.

Figura 2 — Dominio bidimensional relacionado a um PVC em Q C R%

Fonte: O Autor (2021).

Sobre €, estabelece-se um conjunto de equacdes integro-diferenciais obtidas a partir
da modelagem matemética do problema e cuja solugdo pode ser uma fung¢ao do tipo u(Z)

ou um campo vetorial do tipo A(Z), caracterizando o problema como escalar ou vetorial
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respectivamente. Na fronteira I', algumas condigoes sdo pré-estabelecidas, de modo que a
solucdo do problema seja tinica (POLYCARPOU, 2005).

Para um dado PVC definido em Q na Figura 2, podem-se estabelecer trés tipos de

condicoes de fronteira.

« Condicdes de Dirichlet: E informado o valor da solu¢do em um contorno. Por exemplo,
u(gjv y) = fl(zv y)vv(xv y) € Fua

e Condigoes de Neumann: E informada a derivada direcional normal da solug¢ao em

um contorno. Por exemplo, D,u(x,y) := Vu(z,y) -1 = fo(z,y),Y(z,y) € T'y;

o Condigoes de Robin: Trata-se de uma combinac¢ao das condi¢oes de Dirichlet e

Neumann, representada por f3(z,y)Dnu(z,y) + fa(z,y)u(z,y) = f5(7,y);

sendo fi(z,y), comi=1,--- 5 fungoes escalares arbitrarias.

Além disso, em casos onde ha alguma descontinuidade na descricao do material que
preenche 0, este é dividido em subdominios, representados por € e €, e separados pela
fronteira I'., onde uma condigdo de interface é estabelecida. Nesta, alguma informagao

sobre u(z,y) é informada em T'...

2.2 Formulacoes Forte e Fraca

A resolucao de um PVC por meio de uma técnica numérica, segue duas abordagens
principais: direta e indireta. Na abordagem direta, as aproximagoes se dao sobre as equagoes
diferenciais que regem o problema e estas, sao resolvidas pela discretizacao do problema em
sua estrutura original. J& na abordagem indireta, as equagoes diferenciais sao manipuladas
algebricamente para resultar, via de regra, em uma ou mais equacoes integrais, sendo a

solugdo numérica é determinada a partir dessa nova formulacao.

Na abordagem direta, qualquer solucao do PVC deve satisfazer as equagoes que o
descrevem, em todos os pontos da regido Q := QUI. Exigéncia esta, que condiciona a solucao
aproximada aos critérios de diferenciabilidade estabelecidos pela propria equagao. Por

causa dessa caracteristica, tal representacao é denominada formulagao forte do problema.

Uma vez que as aproximacoes numéricas apresentam dificuldades em atender essa
condicao, os métodos diretos sao mais inclinados a problemas de instabilidade numérica.
Por outro lado, na abordagem indireta, as equacoes sao apresentadas de tal modo que,
uma solu¢ao do PVC deve ser vélida em um sentido global (isto é, em relagao a todo o
dominio Q) (LIU, 2009). Esse tipo de abordagem, por fazer uso de equagoes integrais,

¢é bastante adequada para solugoes numéricas, uma vez que os principais algoritmos de



Capitulo 2. Problemas de Valor de contorno e Métodos sem Malha 7

integracao sao caracterizados por sua boa estabilidade e convergéncia (BURDEN; FAIRES,
2001).

2.3 O Método dos Residuos Ponderados

Todos os problemas apresentados e resolvidos neste trabalho se baseiam na formu-
lacao fraca dos respectivos PVCs. Esta, por sua vez, pode ser obtida por meio de varias

abordagens, sendo essas separadas em dois tipos principais:

o Abordagem fisica: Nesta abordagem, a formulagao fraca é obtida fazendo-se uso da
teoria fisica na qual se baseia a modelagem do PVC. Nesse caso, leis de conservagao
podem ser aplicadas diretamente (por exemplo, o teorema de Poynting (JR; BUCK,
2013) do eletromagnetismo) ou podem ser obtidas a partir da formulacao forte e da
tecnologia do calculo de variagdes (GELFAND; FOMIN, 1963).

o Abordagem matematica: Nesta abordagem, aplica-se sobre a formulagao forte um
conjunto de técnicas conhecido como método dos residuos ponderados. Para essas
técnicas, assume-se que haja uma funcao que solucione um dado PVC de maneira
aproximada. Por se tratar de uma solucao aproximada, sua aplicagao sobre a for-
mulagao forte resulta em uma funcdo R(Z) # 0 denominada residuo. Logo, esse
residuo é multiplicado por uma func¢ao de teste e integrada sobre um dominio de
quadratura 0, C Q. A exigéncia de nulidade dessa integral resulta em um conjunto de

equagoes (lineares, nao-lineares ou diferenciais ordindrias) que podem ser resolvidas
numericamente por métodos conhecidos (SADIKU, 2000), (LI; MULAY, 2013).

A abordagem fisica é mais restrita, porém sua compreensao se da no contexto da
teoria utilizada na modelagem dos problemas, o que permite a obtencao da formula fraca,

evitando a necessidade de algum conhecimento mais especifico.

Por outro lado, a abordagem matematica é mais geral, podendo ser aplicada em
problemas de natureza puramente abstrata. Tal abordagem todavia, exige uma compreensao
mais ampla sobre os seus aspectos tedricos, o que torna a sua aplicacao relativamente
mais complexa. Neste trabalho, optou-se por seguir essa metodologia para a obtencao das

férmulas fracas associadas a cada PVC apresentado.

2.4 Dominios de Suporte e Funcoes de Forma

Conforme mencionado no capitulo 1, os métodos sem malha se aplicam sobre
dominios representados por uma nuvem de pontos ¥y, I = 1,2,..., N denominados nés.

Associado a cada ndé, um subconjunto €2; denominado dominio de suporte é estabelecido
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conforme estd ilustrado na Figura 3, e o conjunto de nds englobados por essa regiao de
suporte (denominados nés de suporte) constitui a base para se construir as aproximagoes

numeéricas dos métodos sem malha.

Figura 3 — Dominio de suporte em um problema bidimensional
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Fonte: O Autor (2021).

Cabe ressaltar o fato de nao haver uma regra especifica para a geometria de €27,
podendo esta ser uma curva (ou superficie) fechada arbitraria. Exige-se porém, que tais
regioes sejam capazes de cobrir todo o dominio €, isto é, Q = Q; U--- U Q. Tal exigéncia,
constitui uma condigao suficiente para que o problema numérico esteja bem-posto. Tais

fatos sao exemplificados nas Figuras 4a e 4b respectivamente.

25

* Nés do dominio
Dominio de suporte
Fronteira

Dominio dos Suportes 2

Eixoy

-1 05 o 05 1 15 2 25 3 35 4
Eixo x

(b)

Figura 4 — a) Dominios de suporte podem apresentar diferentes formatos. Fonte: Adaptado
de (LIU, 2009).
b) Dominios de suporte devem ser capazes de cobrir o dominio do PVC. Fonte:
O autor (2021).

Seja entao um PVC escalar cuja solugao exata seja uma fungao u(Z). Nos métodos

baseados na formulacao fraca, uma solug¢ao aproximada para o problema, representada
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por u(F) é definida por:

u"(7) = i or(Z)u(zy), (2.1)

I €Sy
em que Sy é o conjunto formado pelos ns ndés de suporte englobados por €2; (ver Figura
3). O coeficiente u(Z;) corresponde ao valore da solu¢ao u(Z) em um dado né de suporte,
enquanto ¢ () representa uma fungao de forma, também associada a este né (LIU; GU,
2005).

Cada n6 em 2 possui uma fungao de forma associada a si (RESENDE et al., 2019) e
o modo como se da sua construcao ¢ uma das principais caracteristicas individuais de cada
método sem malha. Além disso, independente do processo utilizado para estabelecé-las, as

fungdes de forma idealmente possuir algumas propriedades gerais (LI; MULAY, 2013):

o Dominio compacto: As fungoes de forma devem ser definidas de tal modo que
o1(%) £ 0, VZ € Q; e ¢;(Z) = 0 caso contrario. Desse modo, as aproximagoes locais
feitas sobre os diversos dominios de suporte pouco interferem entre si, evitando

comprometer a qualidade dos resultados do método sem malha.

« Particdo da unidade:
Y o) =1 (2.2)
I €Sy
Essa propriedade garante que a aproximacgao representada por (2.1) seja suficiente-

mente suave ao longo de €2;.

o Reprodutibilidade linear:
Ns
Y @)z =7 (2.3)
I €Sy
Essa carateristica garante que as fungoes de forma possam aproximar de modo

satisfatério solugoes que apresentem comportamento linear em (2;

e Delta de Kronecker:
1, se l =J

0, se ]l #J (24)

¢1(7y) = {

Essa propriedade permite a imposicao direta de algumas condi¢oes de contorno do
PVC. No entanto, apesar de desejavel, tal caracteristica nao é imprescindivel (por
exemplo, o MLS, utilizado no EFG é um método de aproximagao que nao possui tal
propriedade (BELYTSCHKO; LU; GU, 1994)), podendo-se recorrer a outras formas

de se impor tais condi¢ées em um dado problema.

Todas essas propriedades tornam as fung¢oes de forma, um dos principais fatores na

garantia de resultados satisfatorios para os métodos sem malha, apresentando boas taxas
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de convergéncia e estabilidade numérica. Além disso, cabe ressaltar que mesmo o FEM
pode ser analisado dentro desse contexto, sendo suas fungoes de forma construidas por
meio de interpolagoes polinomiais criadas a partir dos nés que compoem cada elemento
(JIN, 2015; OZGUN; KUZUOGLU, 2018).

2.5 Consideracées Sobre os Métodos sem Malha

Ao fim deste capitulo, os principais conceitos acerca dos métodos sem malha foram
introduzidos, a partir de uma abordagem mais generalista. Tais conceitos, por sua vez, se
verificam no estabelecimento de varios métodos indiretos (mesmo os baseados em malha),
constituindo assim, os fundamentos para a sua aplicacao em PVCs. Nos proximos capitulos,
esses mesmos conceitos ressurgirao, porém no contexto do LRPIM, onde uma andlise mais
detalhada permitira estabelecer as principais vantagens e limitagoes do método no que diz

respeitos a solucao dos problemas investigados ao longo deste estudo.
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3 O Método Local de Interpolacao Radial de

Pontos

Os conceitos apresentados no capitulo 2, comuns aos métodos sem malha indiretos,
sao utilizados no estabelecimento do LRPIM, a ser feito neste capitulo. A abordagem
utilizada para tal, consiste na proposicao e posterior resolu¢ao de um PVC, onde cada

etapa de implementacdo do método ¢é analisada detalhadamente para o LRPIM.

Em suma, o processo de implementacao do LRPIM seguira as seguintes etapas:

e Apresentagao do PVC composto por uma equagio diferencial (formulagao forte) e as

condigoes de contorno;
o Criacao de suportes locais para cada n6 do dominio discreto associado a €2;

o Aproximagao da solu¢do em cada dominio de suporte por meio da técnica de

interpolacao por fungoes de base radial;

» Estabelecimento da formulagao fraca do PVC por meio do método dos residuos

ponderados;

» Aplicacao dessa aproximagao na formulacao fraca, convertendo-a em um sistema de

equagoes lineares cuja incégnita seja a fungao u(Z) em cada no;

o Aplicacao das condi¢oes de contorno junto ao sistema linear para sua solucao.

Ao fim dessas etapas, os resultados da implementacao numérica sdo apresentados e

posteriormente avaliados, tendo em vista as propriedades numéricas do LRPIM.

3.1 Problema de Valor de Contorno em Duas Dimensoes

Considera-se a regiao Q := {(z,y) e R?|0 <z <7, 0 <y < 7/2}, conforme dis-

posto na Figura 5 e sob a qual se estabelece-se o PVC:

Viu(z,y) = 8215;2’3’) + 62?);,3}) = —cos(xz+y)—cos(z—y)
u(z,0) = cosz, u(zr,7/2) =0, 0 <z <m, (3.1)

u(0,y) = cosy, u(m,y) = —cosy, 0 <y <71/2.

A escolha desse problema se da pelo fato de uma solucao analitica, dada por

u(z,y) = cosxcosy, estar disponivel, sendo ela utilizada como base nas avaliagoes de
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desempenho do LRPIM. Além disso, em cada uma das arestas de (2, as condic¢oes de
fronteira sao tais que os nds correspondentes aos vértices podem ser incluidos no processo
de discretizacdo do dominio. Sobre esses nds, qualquer uma das condi¢oes de fronteira

associadas as arestas adjacentes podem ser aplicadas, resultando no mesmo valor numérico.

Figura 5 — Regido bidimensional onde se estabelece o PVC definido por (3.1).

w(z,m/2) =0

u(0,y) = cosy u(m,y) = —cosy

u(z,0) = cosz

Fonte: O autor (2021).

3.2 Discretizacdao do Dominio e Construcdo dos Suportes

A primeira etapa de construgdo do LRPIM concerne a discretizagdo do dominio de

analise em um conjunto de nés @y, I =1,2,--- , N, conforme esta mostrado na Figura 6.

Figura 6 — Dominio Q2 do PVC (3.1) representado por 1409 nés distribuidos irregularmente.
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Fonte: O autor (2021).

O processo de distribuicao desses nés pode ser “parcialmente arbitraria", com os

pontos colocados sem muita regularidade, enquanto se busca um preenchimento amplo de

Q.
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Apos esse processo de discretizagao, faz-se a busca dos ng nds mais proximos de 7'y,
sendo estes utilizados na composigdo do conjunto S; em (2.1). O dominio de suporte Q2 é
entao formado por um circulo cujo centro seja ¥ e o raio seja a distancia entre o centro e
noé pertencente a Sy que esteja mais afastado de ;. Um exemplo dessa construcao pode

ser visto na Figura 3 do capitulo 2.

Tal abordagem, apesar de sua simplicidade e do maior controle sobre o tamanho
de Q; (feito por meio de n,), ndo é a tnica possivel. Outras maneiras de escolher os
nos do suporte podem ser feitas, por exemplo, estipulando primeiramente o raio de €2; e
escolhendo os nds interiores a essa regiao para formar S; (WU; LIU, 2003). Além disso,
pode-se também recorrer aos esquemas-T (LIU, 2009; LIMA, 2016), onde os nés sao
conectados para formar uma malha, e essas conexoes sao utilizadas como critério de busca
para os nos de suporte. Todavia, é importante frisar que essa estrutura é utilizada apenas
na construcao dos dominios de suporte, nao sendo aplicadas na formulacdo de método sem

malha propriamente dito.

3.3 Aproximacao por Funcoes Radiais e Polinomiais

Considera-se uma funcio u(7) : Q@ — C, em que Q C R? e d é a dimensdo
do problema. Tal funcao é representada por um conjunto de nds r; e seus respectivos
valores nodais uy, I = 1,--+ , N. Pode-se construir uma interpolacao de u(Z) por meio da

combinacao linear:

n m

u(Z) = u"(%) = > Bi(Z)a; + > P;(Z)by, (3.2)
i=1 j=1
sendo a; e b; os coeficientes de interpolagao a serem determinados. Na forma matricial,
tem-se:
u"(#) = B(Z)a + P'(Z)b (3.3)
onde:
B'(Z) = [B1(Z), B2(), - Bu(2)] (3.4)
P(7) = [P1(Z), Po(), - P(@)], (3.5)
a' =lay, a0, ,a,, (3.6)
e
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Nessas matrizes e em (3.2), B;(Z) é uma funcao de base radial (RBF) e P;(Z),
uma fungao polinomial (PF), sendo m < n (WU; LIU, 2003; LIU; GU, 2001). As RBFs
sao fungoes definidas por B;(Z) := B;(r;), em que r; é uma varidvel radial, representada
pela distancia entre o ponto # e o n6 7;. Em um problema onde d = 2, tem-se r; =
\/(x — ;)% + (v — v;)? (FASSHAUER, 2007). Ha diversos tipos de RBFs disponiveis, sendo

algumas delas apresentadas na Tabela 1, onde C', ¢ e 17 sao parametros de forma que podem

ser ajustados para cada problema.

Tabela 1 — Exemplos de fungoes de base radial.

Nome da Funcao  Expressao
Multiquédrica (ri + C*)~

Logaritimica rlogr;
. _ 2
Gaussiana e O
: 7
Spline de placa fina T

Fonte:(SHU; DING; YEO, 2003; WU; LIU, 2003)

E importante observar que a escolha da RBF utilizada na aproximacio pode afetar
significativamente a qualidade dos resultados, uma vez que o comportamento de cada
funcao é ditado tanto pela sua formulacdo quanto pelos seus respectivos parametros de

forma.

Por outro lado, as PFs sao monomios utilizados para a construcao de uma base
polinomial em R¢ de ordem m, garantindo assim, que a funcdo interpolante uh(f) possa
reproduzir com exatiddao qualquer funcdo polinomial em R?. Em duas dimensées, por

exemplo, essa base é formada por P!(x,y) = [1,z,y, 2%, vy, y%, -]

O processo de interpolagao se dé pela aplicagao de (3.2) sobre todos os pares

(Zr,ur). Assim, tem-se:

U]:ZBz(f[)al—i-ZP](f])b], 121,2, ,N (38)
=1 j=1

Para garantir que haja solu¢ao Unica para os coeficientes a; e b;, as seguintes
restrigoes também sdo impostas(SHU; DING; YEO, 2003):

> Pi(T)a; =0, j=1,2,--- ,m. (3.9)

Assim, o conjunto de equagdes formado por (3.8) e (3.9) resulta em um sistema

gl e

linear cuja forma matricial é dada por:

B, Py
P, 0
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sendo
[Bi(%))  Bs(i)) B, (i)
I 1)
_Bl(fn) By(7y) By (%,)
(P(Z)  Pai)) P,.()
P, = Pl(: 2 P2<: 2 ng 2 (3.12)
Pi(T,)  Po(T) P..(Z,)
u® = [ug, ug, -+, Uy . (3.13)

obtendo-se assim, os coeficientes de interpolacao.

Apesar de se tratar de uma técnica utilizada para aproximar fungoes, o processo
descrito nesta secao é adaptado para construir as aproximagoes do LRPIM. Tal adaptacao
se baseia no fato de que, em um PVC, os valores nodais representados por (3.13) nao sao

conhecidos a priori. Assim, partindo-se do sistema (3.10), tem-se que:

{b} :G_l{o} (3.14)

(3.15)

onde

P, 0
Substituindo-se (3.14) em (3.3), chega-se em:

} — B(, (3.16)

Gik + Y Pi(T)Grsjp, (3.17)

com Gy e G4, sendo respectivamente os elementos (i, k) e (n + j,k) da matriz G™'.
Essas fungoes de forma possuem todas as propriedades expressas na sec¢ao 2.4 (LIU; GU,

2001; LIU; GU, 2005) e, além disso, tém suas derivadas parciais facilmente calculadas.
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Como exemplo, as derivadas parciais de [-ésima ordem em z e y sao dadas respectivamente

por:

" O'B, m 8ZP
orl Z O (2) Gik +Z n+j,/<; (3.18)

O'B; (% m 31
L v+ 3 T G (3.19)

No LRPIM, essa técnica é aplicada na formulacao fraca do PVC, com os nés de
suporte sendo escolhidos para gerar as aproximacoes. Deve-se ressaltar, no entanto, que as
PFs, apesar de, influenciarem diretamente na compatibilidade do método (sua capacidade
de prover solugdes que possuam algum comportamento polinomial) e no condicionamento
da matriz G, nao sao essenciais para a implementacao numérica, podendo-se recorrer

apenas as RBFs no processo de interpolagao (como pode ser visto em (WU; LIU, 2003)).

Tratando-se do condicionamento em particular, tal caracteristica esta diretamente
relacionada a capacidade de u"(¥) aproximar u(Z) adequadamente, o que por sua vez,
depende da inversao de G. Uma vez que By ¢é simétrica e definida positiva, a matriz G
também o serd, mesmo com a ampliacao resultante do uso das PFs. Logo, a existéncia
de G™! estd garantida. Todavia, a inclusao dos termos polinomiais, apesar de dificultar
o célculo da matriza inversa (por resultar em uma matriz quadrada de ordem ng + m e
com uma regiao contendo elementos nulos), amplia a variedade de fungbes que podem
ser aproximadas, o que afeta diretamente a qualidade do processo de interpolagao (e do
LRPIM como um todo)(WANG; LIU, 2002; LIU; GU, 2005; FASSHAUER, 2007).

3.4 Formulacao Fraca do PVC

Seja u”(Z) uma solugdo aproximada do PVC (3.1). Considera-se também a equacao

de Poisson:

V2u(Z) =V - Vu(7) = g(7) (3.20)
em que ¢(¥) é uma funcado denominada fungao fonte.

O método dos residuos ponderados é aplicado em (3.20) pela substituicio u"(7),
resultando na funcio residuo R(Z) = V - Vu'"(Z) — g(Z) # 0. Em seguida, tal funcio ¢
multiplicada por uma funcao de teste w(Z), e esse produto é integrado sobre um dominio

Q, C Q. A exigéncia de que essa integral se anule implica (SADIKU, 2000):

wRAN = | w(V-Vu" —g)dQ2 =0

Qyq Qyq
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:/ (V- Vul)dQ = /Q(wg)dQ (3.21)

Considera-se entdo, a identidade vetorial V- (fA) = Vf-A+ f(V-A), onde f e A

sdo respectivamente uma funcdo e um campo vetorial. Fazendo f = w e A = Vu”, tem-se

que:
V- (wVu") = Vw - Vu" + w(V - Vu')

= V- (wVu") = Vw - Vu" = w(V - Vul). (3.22)

Substitui-se entdo (3.22) em (3.21), resultando em:

/Q V- (wVu)dQ — /Q (Vw - Vu)dQ) = /Q (wg)dQ
= /Q V- (wVut)dQ — /Q (Vs - Vi) dQ = /Q (wg)dQ2 (3.23)
Por fim, aplica-se sobre o primeiro termo de (3.23) o teorema da divergéncia, o que
resulta em:

/Q (Vuw - Vuh)dQ—/F (wVu") - Adl = —/ (wg)dQ

q q q

3 / (Vw - Vu)dQ — [ wDyuldl = — / (wg)dSY, (3.24)
Qq Fq Qq

A equacao (3.24) corresponde a formulagao fraca associada a equagao diferencial

do PVC (3.1), utilizada pelo LRPIM como ponto de partida para solugao do problema. Para

uma compreensao completa acerca dessa formulacao, ainda é necessaria uma descri¢ao

mais detalhada da funcdo de teste w e do dominio de integracao €2, (bem como, sua

fronteira I'y).

A formulacao fraca no LRPIM segue o principio de Petrov-Galerkin, utilizado
também no método MLPG (ATLURI; KIM; CHO, 1999). Essa metodologia estabelece
que as fungoes de forma ¢ (%) e de teste w;(¥) pertengam a diferentes espagos, sendo
escolhida de tal modo que todas as condi¢oes de contorno associadas ao PVC sejam
incorporadas, garantindo assim a existéncia e unicidade de solugao para o problema. Para
PVCs descritos pela equacao de Poisson, estabelece-se que as fungoes de teste sejam
elementos de Hy(Q) = {wl(f)|w1(f) € HY(Q), w;(¥) =0,VT € Fu}, um espaco de Hilbert

de funcgoes integraveis, em que estas sao nulas nas fronteiras onde estiverem estabelecidas
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condigoes de contorno de Dirichlet (LIMA, 2016), (ROSA, 2015). Nas implementagoes
feitas neste estudo, a fungao de teste utilizada é a spline de quarta ordem (WU; LIU,

2003):

3 4
O(i) -3() Zi;w (3.25)

w0r() = {1—6(;;0)2+8

em que 77 := || — Z;|| é a varidvel radial definida para as RBFs.

A escolha de €, constitui outra caracteristica do LRPIM comum ao MLPG. Nesse
método, todas as integrais da formulacao fraca sao avaliadas em um subdominio local,
centrado em Z; e limitado por . Essa regido, chamada dominio de quadratura, torna mais
eficiente a execugao do LRPIM frente aos métodos sem malha globais (como o EFG), uma
vez que o desempenho dos algoritmos de integracao numérica esta fortemente atrelado ao
tamanho da regiao de integragao (LIU; GU, 2005).

Até este ponto, trés tipos de subdominios foram estabelecidos para o LRPIM:

e O dominio de suporte €2; representado pela menor regiao circular que engloba os n,

nos de suporte associados a 'y;

e O dominio de teste €),; regido circular centrada em #; e de raio r,, onde a fungao

wr(Z) nao se anula;

« O dominio de quadratura 2,; regido centrada em Z; sobre o qual se avalia a formulacao

fraca.

Todas essas regides tém suas proprias caracteristicas construtivas, exigindo-se
apenas 2, U €),. Todavia, uma estratégia recomendada (e utilizada ao longo de todo este
estudo) consiste em fazer {2 = Q,, = Q,, 0 que implica um modo mais simples e eficaz
de se implementar o LRPIM (WU; LIU, 2003),(LIU; GU, 2005). H& que se ressaltar no
entanto, que este tinico “subdominio geral'ainda deve ser limitado pelo dominio 2, em que
se estabelece o PVC. Assim, na prética, 2, serd dado pela intersecao de €, (estabelecido

como igual a Q) e Q, conforme estd ilustrado na Figura 7.

A escolha acerca dos subdominios, aliada ao fato da funcao de teste pertencer ao
espaco Hy(Q), faz com que a integral de fronteira em (3.24) seja calculada apenas nos
contornos I'; onde se estabelecam condi¢oes de Neumann ou mistas. Uma vez que estes nao
se fazem presentes no PVC (3.1), tem-se que a formulagao fraca (3.24) pode ser reduzida

para:

/Q (Vw- V) = - / (wg)dSY. (3.26)
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Figura 7 — Principais subdominios presentes na implementagao do LRPIM.

""""" Dominio da fingdo de teste {1y, — Dominic de quadratura nq

—*= Dominio da Suporte §1r o Nos do dominio

Fonte: Adaptado de (LIU; GU, 2005)

3.5 Implementacao Numérica do LRPIM

Uma vez os principais mecanismos do LRPIM foram estabelecidos, parte-se para
a solucdo numérica do PVC (3.1). Primeiramente, considera-se a funcao de teste spline,
em (3.25), e a interpolagdo por RBFs (equagoes (3.16) e (3.17)), tendo em vista a formula
geral (2.1) repetida a seguir:

i €Sy
Ambas sdo substituidas em (3.26). Assim, tem-se:

/quwl-v(fj ¢u) dQ:—/quIng,

i €Sy

= [ Vur- (Z quiui) a2 =~ [ wigde,

i €Sy

:>/Qq (i prV(biui) dQ:—/quzng,

1 €Sy

i €Sy
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O resultado (3.28) consiste em conjunto de equagoes lineares, cada uma associada a

um né ;. Logo, estabelece-se entao um sistema de equagoes lineares cuja forma matricial

¢é dada por:
Au=c (3.29)
em que:
Ap = / (V- V) dQ, (3.30)
cr = —/ (wrg)dS2 (3.31)
Qq
e o
Uy
U2
u=|"|. (3.32)
Uur
un

Por fim, o fato das fung¢oes de forma do LRPIM apresentarem a propriedade do
delta de Kronecker, permite que se faca a imposicao direta das condi¢ées de contorno de
Dirichlet, fornecendo uma solugéo tnica para (3.29). Para demonstar esse fato, considera-se
uma condicao de Dirichlet dada por u(Z) = f(¥), VZ € I'. Aplicando (3.27) nessa condigao

tem-se:

i €Sy
Assim, fica demonstrado que as condi¢oes de Dirichlet podem ser incorporadas ao
problema numérico pela substituigao, em (3.29), das equagdes que envolvem os nds do

contorno pela expressdo u; = f(Z;) cuja forma matricial é (LI; MULAY, 2013):

[0,0,---,1,---  0]u= f(Z)). (3.34)

Além disso, cabe notar que (3.33) continua valida, ndo sé para os nés em I', podendo
ser estendida para todos os nés do dominio. Nesse caso, f(¥) representa a fungiao que
soluciona o PVC e, por consequéncia, os coeficientes u; sao os valores dessa solu¢ao no
respectivo né Z;. Portanto, a matriz (3.32) corresponde a solu¢do numérica do sistema em

todos os nds do dominio de analise.
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3.6 Resultados

Dispondo agora da completa descricaio do LRPIM, este é aplicado na solugao do
PVC (3.1), utilizando o pacote computacional MATLAB®. Os resultados obtidos sio entdo
comprados em relagao a solugdo analitica disponivel, sendo a convergéncia destes avaliada

por meio de trés parametros:

e O erro-RMS:

N
ERMS = J Z Uy — U’I (335)

e O erro maximo:
Ernaw = max {|u; — uj|} (3.36)

e O erro médio:
1 N
med - N Z ur — U,ﬂ (337)

onde uy e u} sdo respectivamente os valores numérico e analitico de u(Z), avaliados em 7.

Como primeiro experimento, considera-se um dominio formado por 1409 nés
distribuidos irregularmente sobre €2, conforme a Figura 6. Além disso, para as aproximagoes
locais, utiliza-se n, = 7 nés de suporte, sob os quais se aplica uma combinacao de RBFs
gaussianas (com parametros de forma C' = 0, 8) com a base polinomial linear P = [1, z, y].

Os resultados desse experimento estao dispostos nas Figuras 8a a 10.

1
1.5 B

08 |
08 !
04 E
02 .

0
\ -0,2 \ .
0.5 04 X .
-0.6 L
-0.8 B
-1 -

05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3

eixo x €iXo X

(a) (b)

eixo y
eixo y

Figura 8 — Curvas de Contorno para as solugoes (a) analitica e (b) numérica do PVC (3.1).
Fonte: O Autor (2021).
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Figura 9 — Superficies geradas para as solugoes (a) analitica e (b) numérica do PVC (3.1).
Fonte: O Autor (2021).

Figura 10 — Superficie gerada para o erro absoluto E(Z) = |u"(Z) — u(7)|.

0,0035

%1073

0,003
4.

0,0025
0,002

0,0015

0,001

0,0005

2

eixo x

Fonte: O Autor (2021).

Observa-se, a partir das Figuras 8a a 10, que o LRPIM ¢ capaz de prover resultados
satisfatorios para a solugdo do PVC (3.1). Tal fato é corroborado pelas informacoes da
Tabela 2, onde estao dispostos os valores dos parametros de anélise e o tempo de execucao
do algoritmo em segundos. O processo de avaliacdo do tempo nao segue um protocolo
rigoroso de teste, estando disposto na Tabela 2 apenas para demonstrar que os resultados

foram obtidos em um tempo razoavel, garantindo a viabilidade pratica do LRPIM.
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Tabela 2 — Parametros de convergéncia resultantes da implementacao do LRPIM sobre o
PVC (3.1).

Parametro Valor
Erns 0, 00062657
Eoax 0,00377100
Eea 0,00033446
t(s) 9,607911
Fonte: O Autor (2021).

Observa-se, a partir das informacgoes expressas na Tabela 2 que o LRPIM apresenta
uma boa convergéncia de um modo geral, dados os baixos valores de Egryrs € Epeq. O
mesmo comportamento se verifica pontualmente a partir do valor de E,,,,. Além disso, o

algoritmo em si levou pouco tempo para ser completamente executado

Uma vez constatada a capacidade do LRPIM de resolver um problema numerica-
mente, ¢ preciso avaliar o seu comportamento mediante o ajustes dos principais parametros
associados ao método, tais como o niimero de nés em €2 ou o parameros de forma C' das
RBFs. Tais caracteristicas sao avaliadas e os respectivos resultados analisados nas proximas

subsecoes.

3.6.1 Numero de Nos

Conforme mencionado no capitulo 2, os métodos sem malha se baseiam em um
conjunto de nés distribuidos sobre o dominio 2 do problema. Naturalmente, a quantidade
N de noés pode afetar a qualidade dos resultados, uma vez que esse valor afeta diretamente
a ordem do sistemas linear global (3.29). Para verificar como se da essa caracteristica no
LRPIM, considera-se uma sequéncia de testes envolvendo a resolugdo do PVC (3.1) nas
mesmas condi¢oes do primeiro experimento (ns = 7, RBFs gaussianas com C' = 0,8 e base
polinomial linear), mas com diferentes conjuntos de N nés distribuidos irregularmente. Os

resultados dessa sequéncia estao dispostos na Tabela 3.

Tabela 3 — Resultados da implementacao do LRPIM sobre o PVC (3.1) para diferentes
valores de N distribuidos irregularmente.

N ERMS Emax Emed t(S)
101 0,00728270 0,0383390 0,00341490 1,929407
369  0,00098614 0,0057475 0,00051842  2,554133
1409 0,00062657 0,0037710 0,00033446 9,607911

5505 0,00036989 0,0024918 0,00020207 42, 340382
Fonte: O Autor (2021).

Observa-se pelos resultados apresentados na Tabela 3, que o aumento do niimero de

nos presentes no dominio discretizado leva a uma reducao nos valores de todos os parametros
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de avaliacao. Tal comportamento demonstra que as solugdes via LRPIM do PVC em
questao possuem relativa estabilidade, haja visto que uma maior quantidade de nés torna o
dominio Q melhor caracterizado e isso, a principio, deveria levar a solucdes numéricas mais
préximas dos valores esperados. Além disso, nesse experimento em particular, o tempo
de execugao t do método (em segundos) foi incorporado a Tabela 3. O objetivo dessa
coluna consiste apenas em atestar que o tempo de execugao tende a aumentar a medida
que a quantidade de nés também se eleva. Entretanto, deve-se ressaltar novamente que
essa estimativa nao foi realizada em um ambiente computacional padronizado, estando
sujeita a eventuais interferéncias devidas a execucao de tarefas rotineiras do computador.
Essa correlacao entre a acuracia dos resultados e o tempo de processamento se repetiu
em todos os experimentos realizados neste estudo, sobretudo naqueles onde a alteracao
no respectivo pardmetro do LRPIM implicar um aumento na quantidade de operacoes

matematicas a serem executadas.

3.6.2 Distribuicao dos Nos

Outra caracteristica importante apresentada pelos nés em métodos sem malha
diz respeito ao modo como estes se distribuem sobre ). Essa relacio se d4 pelo fato do
LRPIM utilizar a interpolagao por RBFs como técnica de aproximagao local e esta, por
sua vez, estar fortemente ligada a posigao dos nés (FASSHAUER, 2007). Para verificar
esse comportamento, faz-se uma sequéncia de testes em que o PVC (3.1) é resolvido nas
mesmas condigdes do experimento anterior (ns = 7, RBFs gaussianas com C' = 0,8 e base
polinomial linear), porém com os N nés distribuidos regularmente, conforme a Figura 11.

Os resultados, por sua vez, estao dispostos na Tabela 4.

Figura 11 — Domfnio 2 do PVC (3.1) representado por 1250 nés distribuidos regularmente.
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Fonte: O Autor (2021).
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Tabela 4 — Resultados da implementacao do LRPIM sobre o PVC (3.1) para diferentes
valores de N distribuidos regularmente.

N ERMS’ Emax Emed
96 (16 x 6) 0,00120630 0,00234620 0,00084634
360 (24 x 15)  0,00079645 0,00225890 0,00056817
1250 (50 x 25)  0,00070223 0,00238370 0,00047417
5473 (148 x 37) 0,00013478 0,00033985 0,00009955
Fonte: O Autor (2021).

Observa-se, pela comparacao entre os valores das Tabelas 3 e 4, que a distribuicao
regular de nos fornece resultados de um modo geral melhores que a distribuicao irregular
de nos. Tal comportamento é constatado pelo fato de que os valores de N sao ligeiramente
menores na Tabela 4, porém seus resultados sao, em geral, melhores que os apresentados na
Tabela 3. Essa aparente contradi¢do em face do experimento anterior permite estabelecer
que, de fato, uma escolha adequada sobre a distribuicdo dos nés pode gerar melhores
resultados no LRPIM.

3.6.3 Nbés de Suporte

Na secao 3.3, mostrou-se que uma das principais etapas de implementagao do
LRPIM ¢ a aproximacao dos valores nodais em um dominio de suporte por meio de fungoes
de forma. Estas, por sua vez, sao construidas por meio da interpolacao por RBFs e PFs.
Nesse contexto, dois parametros exercem influéncia direta no desempenho do LRPIM: o

numero ng de nés de suporte e o parametro de forma C' das RBFs.

Outro aspecto importante se da pelo fato do valor de ny, nao sé estabelecer a
quantidade de nos utilizados na aproximacao, mas também o tamanho do dominio de
quadratura €2, sobre o qual se avaliam as integrais de formulagao fraca (3.26). Para avaliar
os efeitos que n, tem sobre o LRPIM, faz-se uma sequéncia de testes envolvendo a resolucgao
do PVC (3.1) em condigoes semelhantes ao primeiro experimento (1409 nés distribuidos
irregularmente, RBFs gaussianas com C' = 0,8 e base polinomial linear) com diferentes

quantidades de nos de suporte. Os resultados desse experimento estao dispostos na Tabela
5.
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Tabela 5 — Resultados da implementacao do LRPIM sobre o PVC (3.1) para diferentes

valores de n.

N ERMS Emax Emed K'(A)

6 0,00037648 0,0032042 0,00030419 2092,4635
7 0,00062657 0,0037710 0,00033446 1032, 5265
8 0,00316050 0,0124330 0,00211780 529, 2817
9 0,00366160 0,0180970 0,00234490 1936,2966
10 0,00419360 0,0196130 0,00272650 1000, 7505
11 0,00746990 0,2147800 0,00285040 990, 1267
12 0,00493290 0,0213940 0,00317710 1340,1026
13 0,00523030 0,0274560 0,00333190 1863.1471

Fonte: O Autor (2021).

Nota-se, a partir das informagoes na Tabela 5, que os menores valores de ng
produzem os melhores resultados para o LRPIM. Verificou-se também, ao longo desse
experimento, que valores de n, fora do intervalo descrito pela Tabela 5 provocam problemas
de instabilidade no LRPIM, possivelmente pelo mal condicionamento da matriz G, conforme
mencionado na secao 3.3 e que, por sua vez, impacta diretamente nos coeficientes do
sistema linear global Au = c. Esse efeito do condicionamento pode ser verificado pela
coluna da Tabela 5 (uma particularidade desse experimento), em que estao dispostos
os valores do nimero de condigdo x(A) da matriz de coeficientes A do sistema linear
global. As escolhas de ng de fato implicam uma variagdo ampla nos valores de k(A),
enquanto esses valores se mantém superiores a 500. Tal comportamento caracteriza o
LRPIM como um método que esté sujeito a instabilidades (BURDEN; FAIRES, 2001),
sendo estas decorrentes do ajuste no valor de ng. Fica demonstrada entao, a importancia
dos experimentos e das andlises feitas neste capitulo acerca dos parametros do LRPIM e

seus impactos sobre a solucdo numérica propriamente dita.

3.6.4 Parametro de Forma

O segundo parametro relacionado a aproximacgao por RBFs que interfere no LRPIM
é o parametro de forma C'. A importancia dessa andlise se da pelo fato de, nesse caso,
realizar-se uma alteracao na estrutura das RBFs, ou seja, nas fungoes de base do processo
de interpolagao. Em particular, nas implementagoes envolvendo o PVC (3.1) (e em todas
as simulagoes realizadas neste estudo), a fungdo gaussiana B;(Z) = e~C? foi escolhida
para a construcao das fungoes de forma, uma vez que esta possui apenas um parametro de
forma em comparacao as outras RBFs presentes na Tabela 1. Novamente, um experimento
é realizado envolvendo uma série de testes em que o (3.1) é resolvido em condiges
semelhantes as do primeiro experimento (1409 nés distribuidos irregularmente, RBFs
gaussianas com e base polinomial linear), mas modificando-se o valor de C' e verificando a

sua influéncia no LRPIM. Os resultados desse experimento estao dispostos na Tabela 6.
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Tabela 6 — Resultados da implementacao do LRPIM sobre o PVC (3.1) para diferentes
valores do parametro de forma C.

C ERMS Emax Emed
0,2 0,00064214 0,0037746 0,00036158
0,4 0,00063675 0,0037734 0,00035242
0,6 0,00063156 0,0037722 0,00034337

0,8 0,00062657 0,0037710 0,00033446
1,0 0,00062178 0,0037698 0,00032586
1,2 0,00061720 0,0037686 0,00031811
1,4 0,00061283 0,0037674 0,00031121

Fonte: O Autor (2021).

As informagoes da Tabela 6 demonstram que um aumento no parametro de forma
implica uma melhora nos resultados do LRPIM. Entretanto, essa melhora é pouco signifi-
cativa para essa faixa de valores, de modo que, nao ha como estabelecer um valor étimo
para C'. De fato, verifica-se a existéncia de técnicas para estimar o parametro de forma,
levando-se em consideragao o espagamento entre os nés (LIU; GU, 2001; WU; LIU, 2003;
SHU; DING; YEO, 2003), mas tais abordagens nao levam em consideragdo a maneira como
os nos se distribuem, a RBF escolhida na aproximacao ou a quantidade de nés de suporte,
sendo que essa caracteristicas também podem influenciar no valor mais adequado para C'.
Uma vez que nao ha um método rigoroso de obtencao dos pardmetros de forma (LIU; GU,
2005), os valores utilizados neste trabalho sao escolhidos levando-se em consideragao os
resultados obtidos em outros trabalhos, como (SILVA et al., 2017) e (LIU; GU, 2001) ou

manualmente, apos algumas simulacoes de teste.

3.6.5 Integracao Numeérica

Na secao 3.5, mostrou-se como o LRPIM leva ao estabelecimento do sistema linear
(3.29), cujos coeficientes sdo expressos por integrais definidas sobre um dominio ©, (e
ocasionalmente o seu contorno I'y). Assim, torna-se um importante fator para o desempenho
do método, o modo como essas integrais sao avaliadas numericamente. Alguns textos
sugerem a criacao de uma malha local composta por elementos triangulares, semelhante a
que é utilizada no FEM(LIU, 2009), todavia essa abordagem poderia levar a conclusao de

que o LRPIM nao é “verdadeiramente sem malha'".

Outra metodologia utilizada no célculo dos coeficientes se baseia no fato de que
as integrais sdo, em geral, avaliadas numericamente por meio da quadratura de Gauss-
Legendre. Essa abordagem (utilizada nas implementagoes deste trabalho), consiste em
dividir o dominio de integracao em células, sob as quais se avaliam as integrais da formulagao
fraca. Dentro de cada célula, o algoritmo de quadratura avalia o valor do integrando em

posicoes especificas denominadas pontos de Gauss para compor uma soma ponderada.
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Os resultados individuais sao entao somados para gerar o valor total das integrais. Para
melhorar a precisdo do procedimento, usa-se a estratégia de desconsiderar no algoritmo de
quadratura os pontos de gauss exteriores ao dominio de integragao (LI; MULAY, 2013;
LIU; GU, 2005). Um exemplo de como se da esse processo pode ser visto na Figura 12,
onde a mesma técnica é aplicada para o calculo da area compreendida por um circulo de
raio unitario.

Figura 12 — Esquema representativo da quadratura de Gauss-Legendre com decomposigao

do dominio em células cartesianas.

Circulo
% Pontos de Gauss | |

Eixoy

XX K X X X X X X XX X X X X XX XX X

0 02 04 06 0B 1
Eixo x

Fonte: O Autor (2021).

Na Figura 12, observa-se que, de fato, o calculo de integrais por decomposicao em
células retangulares leva a um erro de aproximacao inerente ao processo, haja visto que as
células e o dominio possuem formas diferentes. Uma maneira de reduzir esse erro consiste
em aplicar sobre as integrais uma mudanga de variaveis para coordenadas polares, sendo o

dominio decomposto em células no formato de setores circulares, conforme a Figura 13.

Figura 13 — Esquema representativo da quadratura de Gauss-Legendre com decomposi¢ao
do dominio em células polares.

Circulo
% Pontos de Gauss | |

Eixo y

Fonte: O Autor (2021).
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A comparagao entre as Figuras 12 e 13 confirma o fato de que uma mudanca de
variaveis pode até mesmo eliminar o erro associado a decomposicao em células, uma vez

que nenhum ponto de Gauss precisa ser desconsiderado no algoritmo de quadratura.

Conforme explicado anteriormente, o dominio de quadratura no LRPIM ¢ definido
como a intersegdo entre o dominio de quadratura 2, (assumido como sendo igual ao
dominio de teste ,) e o dominio € do problema. Como essa intersecio se d4 entre uma
regiao circular e outra; retangular, o modo como se da a decomposi¢ao em células para as

integrais do sistema (3.29) constitui um aspecto importante na avaliagdo dos resultados
gerados pelo LRPIM.

Para avaliar essa caracteristica, faz-se um experimento composto por uma série
de teses envolvendo a resolu¢ao do PVC (3.1) (1409 nés distribuidos irregularmente, com
ns = 7, RBFs gaussianas com C' = 0, 8 e base polinomial linear) variando-se a quantidade
de células na decomposi¢ao nos dois esquemas de decomposicao apresentados anteriormente.
Os resultados desses testes estao dispostos na Tabela 7, em que Ng é o niimero de células
de integracao, e rf e xy representam respectivamente os esquemas de decomposicao em

células polares e retangulares.

Tabela 7 — Resultados da implementacao do LRPIM sobre o PVC (3.1) para diferentes
esquemas de integragdo numeérica.

Ne Eras(x107%) Emax(x107%) Epea(x107%)
ré xy rf xy rf xy
4(2 x 2) 4,7121 11,5720 32,792 116,110 2,0001 5,2002
9(3 x 3) 6,3963 8,0190 35,316 34,880 3,6297 4,7789

16(4 x 4) 6,4022 6,5695 43,727 61,667 3,3511 3,2525
25(5 x 5) 6,0784 6,1363 38,878 34,427 3,2328 3,2977
36(6 x 6) 6,2657 6,4359 37,710 36,817 3,3446 3,4718
49(7 x 7) 6,1399 6,1296 39,025 35,716 3,2728 3,3020
64(8 x 8) 6,1506 6,9127 36,697 47,620 3,3085 3,6167

81(9 x 9) 6,1064 5,8255 37,346 34,773 3,2896 3,1078
100(10 x 10) 6,1463 6,2375 37,989 42,955 3,2964 3,3339
Fonte: O Autor (2021).

Observa-se na Tabela 7 que, de um modo geral, a decomposicao em células polares
fornece melhores resultados para o LRPIM que a decomposicao em células retangulares.
Entretanto, nota-se que para valores de N superiores a 49, o aumento da quantidade
de células implica uma redugao pouco substancial nos erros para os dois esquemas, ao
passo que esse mesmo aumento naturalmente torna o algoritmo de integragdo mais custoso
computacionalmente. Ha de se atentar ainda para o fato de que o dominio de quadratura

em si poderia ser retangular, o que favoreceria a distribui¢ao em células do mesmo formato.

Ainda no contexto da integracao numérica, outro aspecto importante da decom-

posicao é a quantidade de pontos de Gauss em cada célula. Tal quantidade é também
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chamada de ordem da quadratura e se da ao longo de cada dimensao da integral.

A avaliacao dos efeito que a ordem da quadratura tem sobre o LRPIM é feita por
meio de duas séries de testes, envolvendo os dois tipos de decomposicao.Nesses testes,
as principais condigbes do primeiro experimento sao mantidas (1409 nés distribuidos
irregularmente, com n, = 7, RBFs gaussianas com C' = 0,8 e base polinomial linear),

enquanto o numero de pontos de Gauss em cada célula é alterado. Os resultados desse

experimento podem ser vistos nas Tabelas 8 e 9.

Tabela 8 — Resultados da implementagao do LRPIM sobre o PVC (3.1) para diferentes

ordens de quadratura (decomposi¢ao em células retangulares).

Ordem (pontos de Gauss) N,

Erms

Emax

Emed

4(2 x 2)
9(3 x 3)
16(4 x 4)
25(5 x 5)

4(2 x 2)

0, 02988600
0,00046205
0,00055150
0,00064322

0, 05833200
0,00219040
0,00099036
0,00594920

0, 02466100
0,00029547
0,00046216
0,00025943

4(2 x 2)
9(3 x 3)
16(4 x 4)
25(5 x b)

9(3 x 3)

0,00181030
0,00115490
0,00084179
0,00057542

0,00383710
0,01059100
0,00439670
0,00363270

0,00141000
0,00064098
0,00044884
0.00057542

42 % 2)
9(3 x 3)
16(4 x 4)
25(5 x 5)

16(4 x 4)

0,01157200
0,00080190
0, 00065695
0,00061363

0,0116110
0, 0034880
0,0061667
0,0034427

0, 00052002
0,00047789
0,00032525
0,00032977

Fonte: O Autor (2021).

Tabela 9 — Resultados da implementagao do LRPIM sobre o PVC (3.1) para diferentes

ordens de quadratura (decomposigao em células polares).

Ordem (pontos de Gauss) N,

Erms

Emax

Emed

42 % 2)
9(3 x 3)
16(4 x 4)
25(5 x 5)

4(2 % 2)

0,00072221
0,00081432
0,00086297
0,00054533

0,0014998
0,0045592
0, 0069586
0,0027576

0,00057678
0,00050531
0,00047106
0,00032291

4(2 x 2)
9(3 x 3)
16(4 x 4)
25(5 x 5)

9(3 x 3)

0,00152400
0,00052817
0,00059379
0.00065386

0,0075525
0,0034250
0,0032841
0.0042010

0, 00088500
0, 00029226
0,00032593
0.00035273

42 % 2)
9(3 x 3)
16(4 x 4)
25(5 x 5)

16(4 x 4)

0,00047121
0,00063963
0,00064022
0,00060784

0,00327920
0,00353160
0,00437270
0, 00388780

0, 00020001
0,00036297
0,00033511
0,00032328

Fonte: O Autor (2021).
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Observa-se que, de modo geral, ambas as abordagens de decomposi¢ao fornecem
resultados semelhantes, com o aumento da ordem de quadratura e o aumento do niimero
de células favorecendo uma melhor convergéncia no LRPIM. No entanto, hé casos em
que esse comportamento nao se verifica. Por exemplo, a quadratura de ordem 2 x 2 com
células retangulares apresenta resultados ligeiramente melhores que o mesmo procedimento
feito com células polares. Isso se da pelo fato de que ha poucos pontos de Gauss nas
células, o que pode prejudicar o a precisao da quadratura durante o processo de eliminacao
dos pontos que estiverem fora do dominio de integracao. Por outro lado, é importante
reforcar que o custo computacional do algoritmo de quadratura de Gauss-Legendre esta
diretamente atrelado a quantidade de pontos de Gauss, de modo que, uma quadratura
de ordem mais baixa (2 X 2 ou 3 x 3), pode gerar resultados mais rapidamente, mas com

uma convergéncia semelhante.

E importante mencionar também que, os resultados para a quadratura de ordem
16 (4 x 4 pontos de Gauss) nas Tabelas 8 e 9 sao idénticos aos que se observam na Tabela
7. Isso se deve ao fato de que, em todos os experimentos deste trabalho, optou-se por
realizar a quadratura de Gauss-Legendre com esse arranjo de células e pontos de Gauss.
Tal escolha se baseia no fato de que quantidades mais elevadas de pontos nao resultam
em aumentos significativos na convergéncia do algoritmo de integragao (FILHO, 2007).
Garante-se assim, que o processo de integracao pouco interfira na avaliacao dos resultados

acerca dos outros parametros de ajuste apresentados nesta segao.

3.7 Conclusoes

Em um método sem malha, o fato do dominio ser representado por um conjunto
de nés sem uma conexao explicita implica o emprego de uma série de metodologias,
resultando no estabelecimento de um conjunto de parametros que devem ser ajustados
nas implementacoes computacionais. Tal caracteristica se verifica no LRPIM, sendo o foco

principal da secao 3.6 deste capitulo.

Uma vez realizados os experimentos sobre convergéncia, constatou-se que o LRPIM
de fato é um método eficaz para a solucao de PVCs envolvendo a equagao de Poisson sob
condic¢oes de Dirichlet. Essa eficacia se verifica no fato de que mudangas nos parametros
de ajuste do método exerceram uma influéncia relativamente baixa na ordem de grandeza

dos erros apresentados nas Tabelas 2 a 9, dando ao LRPIM uma certa estabilidade.

E importante ressaltar que os temas tratados neste capitulo e as analises feitas
sobre os resultados numéricos, formam uma base de informagoes que nortearao as proximas
aplicacoes do LRPIM, lidando com problemas mais sofisticados, e que serdao apresentadas

e discutidas nos proximos capitulos.
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4 Espalhamento Eletromagnético

Uma vez que o LRPIM foi devidamente apresentado enquanto ferramenta para
a solucao de PVCs envolvendo equagoes diferenciais, parte-se neste capitulo para a
aplicagao desse método em um problema classico da engenharia elétrica: o espalhamento
eletromagnético provocado por um cilindro infinito. As condi¢bes em que tal problema
se estabelece permite sua modelagem que envolva o cdlculo de uma grandeza escalar,
entretanto o PVC estabelecido necessita da aplicacao de condigoes de fronteira especificas
para a obtencao de uma solucdo unica. Além disso, o desempenho do LRPIM é mais
uma vez avaliado neste capitulo, mas em comparacao a outro método sem malha: uma
variante do EFG, denominada “método livre de elementos de Galerkin interpolante"(IEFG),

cujas fungoes de forma possuem as mesmas capacidades de incorporagao de condigoes de
fronteira do LRPIM.

O processo de aplicagao se dard por uma série de etapas, de modo semelhante ao

que ocorreu no capitulo 3. Tais etapas estao listadas a seguir:

o Descricao do espalhamento eletromagnético como um fendémeno fisico, bem como a

sua compreensao em problemas de engenharia;

» Estabelecimento do PVC associado ao problema descrito pela 6tica do espalhamento

eletromagnético;

e Solugao numérica do PVC por meio do LRPIM, seguindo a metodologia de imple-

mentacao apresentada no capitulo 3.

o Avaliagao dos resultados gerados, com foco na convergéncia e estabilidade do LRPIM

e comparacao com o EFG.

4.1 O Espalhamento Eletromagnético

No estudo do eletromagnetismo classico, considera-se a propagacao de ondas
eletromagnéticas em meios ilimitados ou, no caso dos problemas envolvendo refracao, em
meios semi-infinitos separados por superficies planas(JR; BUCK, 2013). Entretanto, essas
analises se baseiam em modelos idealizados, estabelecidos primeiramente com o objetivo
de evitar as complexidades inerentes ao comportamento das ondas eletromagnéticas. Uma
analise mais fidedigna do comportamento das ondas deve levar em conta o fato de que
sua propagacao se da, principalmente, na presenca de objetos, especialmente em regices
préoximas as fontes de energia ou receptores. Nesse contexto, a propagacao de ondas ¢é

melhor representada por meio do espalhamento eletromagnético (BALANIS, 1989).
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A modelagem de problemas envolvendo o espalhamento parte da concepc¢ao de
que os campos elétrico Ee magnético H , em uma dada regido de interesse, podem ser
representados pela superposicao de duas componentes. A primeira, denominada campo
incidente, se refere aos campos produzidos por uma ou mais fontes na auséncia de quaisquer
objetos (nesse contexto, denominados espalhadores) e a segunda, denominada campo
espalhado, representa os campos associados exclusivamente a presenca do espalhador,
conforme esté disposto na Figura 14 (KUNZ; LUEBBERS, 1993).

Figura 14 — Espalhamento eletromagnético provocado por um objeto suficientemente afas-
tado da fonte.

Onda Espalhada

(B8
E—
Espalhador

Onda incidente /
(EH}
Fonte: O Autor (2021).

Assim, tem-se que:

E=FE +Es
{ e (4.1)

H=H'+H®
onde <E , H > correspondem respectivamente as intensidades totais dos campos elétrico e
magnético resultantes da superposicao, <Es, H S> sao as intensidades dos campos espalhados

e <E’, H z> sao as intensidades dos campos incidentes. Os problemas de espalhamento

lidam com o calculo dos campos espalhados ou totais, conhecendo-se os campos incidentes.

O calculo computacional de campos em problemas de eletromagnéticos se da pela
aplicacao das equagoes de Maxwell em uma regiao finita que envolva os espalhadores e as
fontes. As equacgoes podem entao ser diretamente resolvidas como um sistema de equagoes
diferenciais de primeira ordem, envolvendo o calculo simultaneo de <E , H > (abordagem
utilizada no FDTD (INAN; MARSHALL, 2011) e até em alguns métodos sem malha
(YANG et al., 2014), (YANG; SU; CHEN, 2019)). Outra abordagem, a ser adotada ao
longo deste estudo, consiste em acoplar parte das equacoes de Maxwell, estabelecendo
assim uma equagao diferencial de segunda ordem que pode ser resolvida como um PVC,

de modo andalogo ao que foi feito no capitulo 3.

4.2 Modelagem Matematica do PVC do Espalhamento

Considera-se entao, uma regiao do espaco, contendo um meio linear, isotropico

e homogéneo, livre de cargas e cuja permeabilidade magnética relativa, permissividade
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elétrica relativa e condutividade elétrica sdo respectivamente pu,., €. € 0. Sobre essa regiao,

valem as quatro equagoes de Maxwell no dominio da frequéncia harmonica:

V-E=0 (4.2)
V-H=0 (4.3)
V x E = —jwpH (4.4)
V x H=0E + jweE (4.5)

Aplicando o rotacional sobre os dois lados de (4.4), tem-se:

V x (Vxﬁ) = —jwi (Vxﬁ) (4.6)
Em seguida, substitui-se (4.5) no lado direito de (4.6), resultando em:

—

V x (V X E) = —jwp (0 + jwe) B (4.7)

AV (VX E) = ke E =0, (4.8)

em que kg = w,/logo € a constante de propagacao do espago livre, com py e €y representado
respectivamente a permeabilidade magnética e a permissividade elétrica do espago livre.

Por fim, tem-se que €,. = &, — j(0/weg) é a permissividade elétrica relativa complexa.

A equagao (4.8) é denominada equag¢io de onda vetorial. Pode-se, a partir dela,
realizar o calculo computacional da intensidade de campo elétrico por meio de um PVC

cuja formado por:

, (4.9)

VXV xE—kpeE=0
V-E=0

Cabe observar que a equagao (4.3) nao foi incluida no sistema, pois o escopo
deste é o cdlculo isolado de . Nessa situacao, o campo H é calculado posteriormente,

substituindo-se a solugdo encontrada em (4.4).

Tradicionalmente, a solugdo numérica de um PVC definido por (4.9) por meio do
FEM parte do estabelecimento de uma formulacao fraca associada diretamente a equacao

de onda vetorial, utilizando para isso o conceito de aresta, uma técnica de aproximacao
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cujas fungoes de forma sdo campos vetoriais que naturalmente solucionam a equagao (4.2)
(nesse contexto, denominada condi¢ao livre de divergéncia) (JIN, 2015). Para métodos
sem malha, essa abordagem também pode ser empregada, por exemplo, em (LIMA, 2016),
onde a aproximacao por RBFs do LRPIM ¢ utilizada. Entretanto, por se tratar de um
método baseado em integracoes globais (mais custosas do ponto de vista computacional) e
cuja implementacao difere muito do que se faz em problemas escalares, tal metodologia

nao foi seguida.

Neste trabalho, optou-se pela estratégia apresentada por Nicomedes et al. em
(NICOMEDES, 2015) e (NICOMEDES et al., 2017), na qual a equagdo de onda é
modificada, visando ao desacoplamento das componentes do campo E na formulacao
fraca. Primeiramente, aplica-se sobre a equacao de onda, em (4.9), a identidade vetorial

V x (V x ff) =V(V- ff) — V24, com A sendo um campo vetorial qualquer. Assim, tem-se:
V(V-E) = VE - ke =0

= V2E + ke B~V (V- E) =0 (4.10)

A equacao (4.10) constitui outra forma da equacao de onda vetorial. Um campo E
que satisfaga as equagoes de Maxwell deve satisfazer tanto (4.10) quanto a condigao livre

de divergéncia. Assim, tem-se o seguinte conjunto de equagoes:

B} (4.11)

V2E + K3 pencE — V (V- E) =0
V-E=0

Em (4.11), observa-se que ha d varidveis a serem obtidas (as componentes do
campo elétrico E) enquanto ha d 4+ 1 equacgoes diferenciais, de modo que o PVC nao esta
matematicamente bem-posto. Para contornar este obstaculo, define-se o multiplicador de

Lagrange p .=V - E na equacao de onda, o que resulta em:

(4.12)

V2E + kg,uramﬁ —Vp=0
V-E=0

Tem-se entao um conjunto de equagoes diferenciais que, no sistema de coordenadas

cartesianas, fica estabelecido por:

V2E, + Kpirerc By — 22 =0
V2E, + ke By — G2 =0
V2E, + kpirerc B, — 82 =0

OE, OE, OE, __
Oz + Oy + 0z 0

(4.13)
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Nesse sistema, as componentes do campo elétrico estao desacopladas. Tal estrutu-
racao do problema tem sua origem na mecanica dos fluidos, onde se aplicam as equacoes
de Navier-Stokes combinadas & equagao da continuidade para um fluido newtoniano em
regime estacionario (GIRAULT; RAVIART, 2012; GERHART; HOCHSTEIN; GERHART,
2020). Nesse contexto, p representa a pressao sobre o fluido. Em contrapartida, no eletro-
magnetismo, trata-se apenas de um valor matematico incluido para que se estabelega um
PVC que apresente solu¢ao tnica. Em conjunto com as condig¢oes de contorno adequadas
para a regiao de analise, o sistema de equagoes (4.12) permite o célculo do campo elétrico

em problemas envolvendo radiagoes, como o espalhamento, por exemplo.

E importante atentar para o fato de que a segunda equacdo de (4.12) nao foi
substituida diretamente na primeira. O motivo de isso nao ser feito vem da propria
aproximagao proposta no LRPIM. Sua estrutura nao permite garantir que as fungoes de
forma estabelecam um campo que satisfaca a condi¢ao de divergéncia nula. A segunda
equacdo em (4.12) se apresenta como uma maneira de forgar tal condi¢do e garantir uma

solucao numérica que satisfaca as equagoes de Maxwell.

4.3 Estudo de Caso: Espalhamento por um Cilindro Condutor

A formulagao mista apresentada em (4.12) e (4.13) pode ser aplicada em qualquer
problema no eletromagnetismo. Nesta sessao, tal fato é ilustrado pela modelagem e posterior

solugdo de um problema classico envolvendo o espalhamento eletromagnético.

Considera-se um cilindro de raio a = 0,5\, onde \ representa o comprimento
de onda de Ei, composto de um material condutor elétrico perfeito (CEP) em meio ao
espago-livre e assumido infinito ao longo de seu eixo de revolucao (definido neste problema
como o eixo-z do sistema de coordenadas, conforme a Figura 15). Este objeto, por sua vez,
¢ irradiado por uma onda plana T M, cujo campo elétrico é dado por Ei = Epe %072 em

que Fy é a magnitude do campo incidente e j = v/—1 é a unidade imaginaria.

Deseja-se avaliar a magnitude do campo elétrico total E na regidao Q := QU UT,
exterior ao cilindro, mas pela fronteira circular de raio p = A. Tendo em vista a orientacao
do campo incidente e a geometria do espalhador proposto, observa-se que, apés a interagao
entre eles, o campo elétrico espalhado (e, por consequéncia, o campo total) fica restrito
ao plano-ry, caracterizando-se assim, um problema bidimensional, onde o campo elétrico
total é representado apenas a componente E,. Considerando-se a formulagao mista, tem-se

entao:

V2E, + k2E, — 22 =0 _
{ +8E0 0 0z , em (. (4.14)
(922 =

Além disso, essa mesma estruturacdo do problema torna os campos elétricos invari-
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Figura 15 — Espalhamento T'M, provocado por um cilindro CEP.

yL
E = Ege %3 s
e

E—

/)

Ty

Fonte: O Autor (2023).

antes em relagdo a z. Assim, a condigdo livre de divergéncia, OF,/0z = 0 é naturalmente
atendida e, por conseguinte, é eliminada do sistema (4.14) junto com o multiplicador de
Lagrange. Tem-se entao que o PVC do espalhamento T'M, sera governado apenas pela

equacgao diferencial de Helmholtz:

V2E. + kKlE, =0, em €, (4.15)
e suas respectivas condigoes de fronteira para 'y e I's.

Dispondo da equagao que governa o PVC do espalhamento, segue-se para a aplicagdo
do método dos residuos ponderados sobre (4.15) para se obter a formulacao fraca do
problema em questao. Assim, tem-se:

/Q wr (VEE! + IZE) d = 0, (4.16)

em que w; € Hy(), é uma funcio de teste associada a cadané I =1,2,--- N, e E" ¢
a aproximacao para o campo total F,, propostas no contexto do LRPIM. Novamente, a
identidade V - (fA) = Vf- A+ f(V - A) ¢ aplicada, desta vez com f = w; e A = VE",
resultando em:

V- (w;VE" - Vw; - VE" = w;(V - VE") (4.17)

De posse da equacao (4.17), sua aplicagdo sobre (4.16) implica:

/Q wr (V- VE! + k2E") d = 0,

N /Q [V (w,VE!) = Vuy - VE! dQ + K3 /Q wiEMQ = 0 (4.18)

q
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Aplica-se entdo o teorema da divergéncia sobre o primeiro termo de (4.18), resultado

e111:

J

= / w;D, Bl — / Vow; - VE'Q + k2 / wE"dQ = 0
Fq Qq Qq

wi (VE" . f)dl — / Vw; - VE'Q + k2 / w EhdQ = 0
Qq Qq

q

: /Q (Vs VE! = KwiBY] 2 — [ wiD BT =0 (4.19)
q q

A equagao (4.19), combinada com as condig¢oes de contorno, corresponde a for-
mulacao fraca do PVC de espalhamento T'M, provocado por um cilindro CEP. Um fato
importante a ser observado, tanto em (4.19) quanto em (3.24), diz respeito a uma das
principais caracteristicas das formulagoes fracas: a possibilidade de expressar as equacoes
que governam um dado PVC, de modo que, quaisquer solugdes (numéricas ou analiticas)
sejam diferenciaveis de primeira ordem, ao passo que a formulacao forte exige que uma
solucao seja diferenciavel de segunda ordem. Esse fato, combinado a estabilidade dos
algoritmos de integracao, confere aos métodos indiretos, como o FEM e os métodos sem
malha, convergéncia e estabilidade (LIU, 2009).

4.4 A condicao Absorvente de Bayliss-Turkel

Um problema que surge da implementacao computacional de problemas de espalha-
mento ¢ que estes sao naturalmente definidos em um dominio aberto: o espago R? (d = 2
ou d = 3). Todavia, uma solugao numérica s pode ser estabelecida quando se tem uma
regido fechada €. Faz-se necessério entdo que, uma vez definido o dominio de anélise, este
seja truncado e uma condi¢ao de contorno especial seja aplicada na fronteira externa (I'y
na Figura 15). Esse tipo de condigdo visa simular a descrigao original do problema ao
mesmo tempo em que garante a existéncia de uma solu¢ao numérica tnica e estavel para
o PVC (ROSA, 2015). E importante ressaltar que, do ponto de vista do eletromagnetismo,
condigoes desse tipo sdo expressoes matematicas cuja fungao é fazer a fronteira externa se
comportar idealmente como um material capaz de absorver toda a radiacao que o atinja,
evitando o surgimento de reflexoes indesejadas provocadas pelo campo espalhado (LOPES,
2015).

Para truncar o dominio de analise, Sommerfeld estabeleceu um tipo geral condigao

de contorno absorvente (ABC) (SCHOT, 1992) para problemas eletromagnéticos. Em duas
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dimensoes, tal condi¢do é expressa por

. ou
lim /p (8,0 + Jkou> =0, (4.20)
em que u(p, ¢) é uma func¢ao que soluciona a equacao de Helmholtz e (p, ¢) sdo as varidveis

do sistema de coordenadas cilindricas.

Apesar de correta do ponto de vista tedrico, a condi¢ao absorvente de Sommerfeld,
em termos praticos, é de dificil aplicacdo. Mesmo um contorno muito afastado da superficie
do espalhador, ainda seria uma distancia finita, o que resultaria em imprecisdoes nos
resultados, ao passo que um afastamento muito grande gera um custo computacional alto

no processo de discretizagdo do dominio. (JIN, 2015).

Uma solugao para esse obstaculo tem origem no trabalho de Wilcox (WILCOX,
1956), que propds uma aproximagao assintética em série para campos distantes que
solucionam a equagao diferencial de Helmholtz. Essa técnica de aproximacao foi entao

expandida por Karp (KARP, 1961) para campos bidimensionais, sendo estabelecida por:

—jkop o0
u(p, §) = ; g > u"p(,fb), (4.21)
n=0

onde u,(¢) sao os coeficientes da expansao. A substituigdo de (4.21) no lado esquerdo

de (4.20) permite concluir que a expansao de Karp atende a condigdo de Sommerfeld,
podendo, em tese, ser utilizada como condigao de contorno para a equacao de Helmholtz,
em um problema aberto. Entretanto, tal aproximagao é da ordem O(1/p), cujo residuo a

torna pouco adequada para esse objetivo.

Tal questao foi avaliada por Bayliss e Turkel (BAYLISS; TURKEL, 1980), que
propuseram, a partir de (4.21), o estabelecimento de uma familia de operadores diferenciais
que reduzissem o efeito dos primeiros m termos da expansao. Esses operadores sao definidos

por:

(0 41— 3
B,,|ul = — 4+ jko+ — | u 4.22
=11 (55 + i+ 57 (1.22)

param=1,2,3,---.

Considerando-se o operador B; e aplicando-o sobre (4.21), tem-se:

Bululp. ) = 5 + (jk:o N ;p) ‘

= Buulp. )] = 3 (0 [ﬁp <p> ’ (ﬂ"% ' i) (6/)5?)]
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e~Ikor 2, (¢)(1 —n)
p2 = pn

=By [ulp, 9)] = (4.23)

Observa-se, a partir de (4.23), que o termo de ordem 1/p nao estd mais presente,
levando a uma nova série cuja ordem de grandeza seja O(1/p?). Essa nova expansao
também atende a condi¢do de Sommerfeld, porém apresenta residuos menores que os
da expansao de Karp. Esse fato, permite transformar B,, em uma familia de condi¢oes

de contorno para os problemas abertos envolvendo a equagao de Helmholtz (BAYLISS;
TURKEL, 1980), (PETERSON, 1988). Logo, define-se:

Blu] =0 (4.24)

como a condicao absorvente de Bayliss-Turkel de ordem m para equacao de Helmholtz

bidimensional.

Cabe observar que, as ABCs partem da suposigao de que u(p, ¢) representa um
campo que se propaga em dire¢ao a fronteira externa I's, onde o truncamento do problema
ocorre. No contexto do espalhamento T'M,, apenas o campo espalhado exibe tal compor-
tamento. Considerando o PVC descrito por (4.15), e utilizando a ABC de Bayliss-Turkel

de primeira ordem (m = 1) como condigao de fronteira, tem-se que:

OF* 2
=+ (jkg + ) ES=0 (4.25)
dp p

Aplicando-se entao, a decomposi¢ao dos campos (4.1) em (4.25), resultando em:

;p(Ez —E;’) + (jkzo+i> (E —Ei) =0

OE, OF! ‘ 2\ . , 2
008 () (e )
dp  Op P p
0E, OFE! _ 2 , . 2
= = Z+<]]€0+)Eé—<]ko+>Ez
ap dp p p
0F,
: — g —~E., 4.26
o v (4.26)
em que
OE! ,
= 22 4 yF" 4.27
1=, +7E; (4.27)
e

) (jko + Z) . (4.28)
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A equagao (4.26) se trata de uma condic¢ao de contorno de Robin. Sua aplicagao no
PVC do espalhamento se d4, a partir do fato ['s ser uma fronteira circular. Logo, 7 = p, o

que implica:

E
DLE. —VE. 7= VE. - p— 2L (4.29)
dp
em (4.26). A formulacao fraca (4.19) fica entao:
h 2 h 8Eg
/ [V, - VE! - Kw, B! do —/ w22 qr = 0
Qq Lg2 ap
= / [V, - VE! — KwE"] a0 - / wi (q—~E) dT = 0
Qq q2
3 / [V - VE! — KwE!] d2 + 4 / wEMT = / wqdT, (4.30)
Qq Fq? Fq2

onde I'j» representa a parcela da fronteira do dominio de quadratura que corresponde a

fronteira externa.

Uma vez que a ABC é incorporada naturalmente a formulagao fraca (sendo, por essa
razdo, denominada condi¢ao de fronteira natural), resta ainda estabelecer uma condigao
de contorno em I'y para que o PVC tenha solugao tnica. Tal fronteira é definida pelo
espalhador CEP, o que implica ndo haver campo em seu interior. Além disso, as condigoes
de fronteira do eletromagnetismo estabelecem que as componentes do campo elétrico
tangenciais a superficie de um material CEP sao nulas (JR; BUCK, 2013). No contexto
dos PVCs, tal fato é expresso por:

AxE=0, emT,, (4.31)

em que I', ¢ a fronteira delimitada pelo material CEP e 7 ¢ o mesmo vetor unitario definido

no capitulo 2, perpendicular a I',, .

Em particular, o PVC do espalhamento T'M, estabelece que n = p e E = E,z.

Assim, tem-se:

pXE:=0=E,(-¢)=0..E, =0, em [y, (4.32)

onde I'y; € a parte da fronteira do dominio de quadratura que corresponde a I';. Chega-se
entao, em uma condigdo de Dirichlet homogénea para o PVC do espalhamento provocado
pelo cilindro CEP. E importante ressaltar que, ao contrario da ABC, tal condi¢do nio é
incorporada diretamente a formulagao fraca, tendo que ser imposta separadamente (como

no problema-exemplo do capitulo 3). Tal caracteristica, aliada ao fato de sua imposi¢ao
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ser mandatoria para garantir a unicidade da solugao, faz expressoes como (4.32) serem

denominadas condigoes de contorno essenciais do PVC.

45 Solucao Numérica do Problema de Espalhamento

Dispondo da formulacao fraca e das condi¢oes de contorno apropriadas, o PVC do
espalhamento 7'M, se encontra completamente caracterizado. Parte-se entdao para préoxima
etapa no processo de implementacao numérica: a aplicacio do LRPIM na formulagao
fraca. Essa tarefa se d4 de modo completamente analogo ao que foi elaborado para o

problema-exemplo do capitulo 3.

Considera-se entao, um conjunto de N nés 7y, I = 1,2,--- N distribuidos sobre
o dominio €2, sendo a funcio de teste definida em (3.25), associada a cada um desses.

Aplicando a aproximacao por RBFs do LRPIM sobre E., tem-se:

El'= %" ¢,E7, (4.33)
JeST

em que F; sdo os valores de E, nos respectivos nos de suporte associados a ;. Substitui-se
entdo, (4.33) em (4.30), resultando em:

/ Vur V(S 6B~k [ S 6,85 || d
Qq JeST JeSy
ty / wy (Z ¢JE§> dr — / wyqdl
Fq2 JES] Lq2
LS ER { / (Ver - Vo, — Kwres) d2 + 4 / w,¢Jdr] . / wigdl,  (4.34)
JES; Q Iy Ty
para cada [ =1,2,--- , N. Estabelece-se novamente, um sistema de equacgoes lineares da
forma:
Ke =f, (4.35)
cujos coeficientes sao:
Ky = /Q (Vs - Vs — Kwids) dQ +~ /F wybdT (4.36)
q q2

fn= / wqdl’ (4.37)
Lq2
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e a solugao é o conjunto de valores nodais:

e= :2 . (4.38)

4.6 Resultados

Estando o PVC do espalhamento T'M, completamente modelado e a estrutura
resultante da aplicacao do LRPIM ao problema devidamente apresentada, parte-se para a
sua implementacio computacional, feita novamente por meio do pacote MATLAB®. Para
isso, um experimento é realizado com um conjunto de 1896 nés distribuidos irregularmente

sobre Q, conforme a Figura 16.

Figura 16 — Dominio © do PVC do espalhamento T'M, representado por 1896 nés distri-
buidos irregularmente.

Eixoy (m)

Fonte: O Autor (2023).

Assim como no problema-exemplo do capitulo 3, o LRPIM é implementado uti-
lizando a RBF gaussiana com o parametro de forma C' = 0,8, uma base polinomial
linear bidimensional P = [1, z,y] e um conjunto de ny = 7 nds de suporte no processo de
interpolacao. Em relacao as integrais, usa-se uma particao em 6 x 6 células polares onde
se executa a quadratura de Gauss-Legendre de ordem 4. Por fim, para o campo incidente,

tem-se Ey = 1V/m e frequéncia de oscilagdo f = 300M Hz. Como base de comparacao,
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usa-se a solugao analitica disponivel do PVC, sendo esta dada por (POLYCARPOU, 2005):

~ T (koa >
Bm By S 5 | uthop) — 2200 g | i, (4.39)

em que J,(v) e H?(z) sdo respectivamente a funcao de Bessel e a fungdo de Hankel do

segundo tipo, ambas de ordem n. Os resultados obtidos estao dispostos nas Figuras 17a a

P

08 06 04 02 0 02 04 06 08 08 06 04 02 0 02 04 06 08
Eixo x (m) Eixo x (m)

(a) (b)

Figura 17 — Curvas de contorno para as solugoes (a) Analitica e (b) Numérica do PVC de
Espalhamento. Fonte: O Autor (2023).

Eixoy {m)
=
3
IE_| (V/m}
Eixoy (m)

Figura 18 — Curva de contorno para o erro absoluto (%) = |E*(Z) — E.(Z)| no PVC do
espalhamento.

Eixoy (m)

08 06 04 02 0 02 04 06 08
Eixo x (m)

Fonte: O Autor (2023).

Observa-se novamente que o LRPIM produz bons resultados para o PVC do

espalhamento T'M, provocado pelo cilindro CEP. Essa constatagao é confirmada pelos
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dados da Tabela 10, onde estao dispostos os valores dos erros RMS, maximo e médio para

este experimento, além do tempo estimado de execugao em segundos.

Tabela 10 — Pardametros de convergéncia resultantes da implementacdo do LRPIM sobre o
PVC do espalhamento T'M.,.

Parametro Valor
Erys 0,034239
Fax 0,163050
Eeq 0,003741

t(s) 57.075762

Fonte: O Autor (2023).

Cabe ressaltar entretanto, que os valores da Tabela 10 sao inferiores aos obtidos no
problema-exemplo (Tabela 2). Isso é devido principalmente ao fato da ABC de Bayliss-
Turkel ser uma condi¢ao que reproduz de modo aproximado o comportamento do campo na
fronteira externa. Primeiramente, assume-se que a fronteira externa compreende uma regiao
de campo distante afastada do espalhador a ponto de minimizar as reflexdes resultantes da
interagao entre esta e o campo espalhado (BAYLISS; TURKEL, 1980). Além disso, apenas
o operador de primeira ordem foi utilizado na construgao da ABC. Um maior afastamento
da fronteira externa ou a utilizacdo de uma ABC de ordem superior, certamente seriam

capazes de produzir melhores resultados numéricos.

4.6.1 O LRPIM versus Outros Métodos

Uma questao a ser levantada sobre do LRPIM diz respeito ao seu desempenho frente
a outros métodos numéricos. Tal comparacao é importante, pois visa estabelecer o LRPIM

como uma alternativa viavel para a solucao de PVCs envolvendo campos eletromagnéticos.

Neste estudo, essa tarefa se da por meio de um experimento envolvendo o PVC do
espalhamento T'M, provocado pelo cilindro CEP. Nesse experimento, o mesmo problema
¢é resolvido numericamente, utilizando-se trés métodos distintos: o LRPIM, o FEM e o
IEFG. Este dltimo também é um método sem malha, mas que utiliza integragoes globais
(avaliadas ao longo do dominio Q) na formulacdo fraca. Além disso, suas fungoes de
forma sao construidas a partir da técnica MLS, utilizando uma fungao de teste singular
nesse processo. Essa funcao modifica as fungoes de forma resultantes, de modo que, estas
passam a exibir a propriedade do delta de Kronecker, permitindo a incorporagao direta das
condigoes de contorno essenciais no PVC (RESENDE et al., 2019), (RESENDE; COPPOLI,;
AFONSO, 2015).

Dessa forma, faz-se uma comparacao entre o LRPIM (nas mesmas condigoes da
avaliacao do teste de anterior) e dois tipos diferentes de métodos indiretos: um método

baseado em malha, e um outro método sem malha, mas que utiliza um processo de
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interpolacao diferente. Nesse experimento, trés simulagoes foram realizadas para cada
método, com diferentes quantidades de nés distribuidos irregularmente sobre €. Para
o IEFG em particular, as integrais sao avaliadas pela divisao do dominio em células
cartesianas, onde se aplica a quadratura de Gauss-Legendre de ordem 2, resultando em
10616 pontos de Gauss. Em cada simulagdo, os erros RMS, maximo e médio sao avaliados

e os resultados obtidos estao dispostos na Tabela 11.

Tabela 11 — Pardmetros de convergéncia resultantes da implementagao do PVC do espa-
lhamento T'M, utilizando métodos numéricos distintos.

Parametro FEM LRPIM IEFG

N=141 N=141 N =181
Ervs 0.054186  0.109455  0.425723
Elax 1.103727  0.399359  0.296572
Eeq 0.124308  0.131227  0.113251

N =504 N =504 N =508
Ervs 0.028402  0.037723  0.040053
Erax 0.980054  0.116877  0.150420
Eeq 0.096487  0.043664  0.048391

N =1896 N =1896 N = 1897
Erus 0.025952  0.034239  0.041222
Erax 0.958228  0.163048  0.239512
Ereq 0.096886  0.037405  0.062706

Fonte: O Autor (2023).

Observa-se, a partir das informagoes na Tabela 11, que o LRPIM e o FEM apresen-
tam boa convergéncia. Por se tratar de um PVC estabelecido em um dominio relativamente
simples, o processo de decomposicao em elementos consegue acomodar a geometria curva de
Q) sem gerar uma malha com distorcoes, garantindo resultados um pouco mais satisfatérios
no FEM. Todavia, o LRPIM conseguiu atingir valores com a mesma ordem de magnitude
a medida que o nimero total de nés aumenta, demonstrando as capacidades do LRPIM
de oferecer solu¢des numéricas com uma performance parecida com a do FEM, mas sem

recorrer a uma malha no processo de discretizacao.

Por outro lado, o LRPIM apresentou resultados relativamente melhores que o
IEFG, mesmo este se valendo de quantidades um pouco maiores de nés no processo de
discretizacao. Tal fato ilustra o quanto as caracteristicas do LRPIM, como a integracao
local e as propriedades (2.2) a (2.4) das fungoes de forma (consequéncia do processo de
interpolagao por RBFs), resultam em um método sem malha eficaz até mesmo em relagao

a outros da mesma classe.
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4.7 Conclusoes

Neste capitulo, o estudo sobre o LRPIM foi ampliado, tendo em vista sua aplicagao
em problemas mais complexidade. Para isso, apresentou-se um PVC de espalhamento
eletromagnético que, nao s6 envolve o cédlculo direto de campo elétrico, mas também
¢é estabelecido em uma regiao aberta. O truncamento dessa regiao se deu por meio da
ABC de Bayliss-Turkel de primeira ordem, tendo o LRPIM assimilado completamente o
modelagem do PVC com essa condicao de contorno especial incorporada a formulagao

fraca, apresentando assim, boa precisao e convergéncia.

Além disso, mostrou-se que o LRPIM é um método eficaz na producao de solugoes
numéricas por comparagao com outros métodos, gerando resultados semelhantes ao FEM
e ligeiramente superiores ao IEFG em termos quantitativos. Tais resultados corroboram a
escolha do LRPIM como método empregado na solugdo PVCs vetoriais a ser apresentada

no proximo capitulo deste estudo.
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5 O LRPIM em Problemas Vetoriais

Os resultados apresentados e as andlises feitas até agora, auxiliaram a consolidar o
LRPIM como método numérico a ser utilizado neste estudo. Todavia, foram resolvidos
apenas PVCs envolvendo grandezas escalares. Este capitulo, dedica-se exclusivamente a
resolucao de PVCs envolvendo campos eletromagnéticos vetoriais, sendo a formulacao

mista aplicada com pouca ou nenhuma modificacao em sua estrutura.

A solugao numérica de PVCs vetoriais utilizando métodos sem malha envolve uma
juncao de conceitos, sendo alguns ja apresentados e verificados nos capitulos anteriores,
como a modelagem de problemas eletromagnéticos por meio da formulacao mista e a
construcao de funcoes de forma utilizando a interpolagdo por RBFs combinadas com uma
base polinomial. Um novo conceito a ser introduzido neste capitulo é a base vetorial nodal,
e diz respeito ao modo como campos vetoriais sao descritos de acordo com a posicao de
um dado n6 no dominio de analise. Todos esses conceitos, nao so viabilizam a solucao dos
PVCs pelos métodos sem malha, mas também permitem que as analises feitas na solucao
de problemas escalares possam ser estendidas para os problemas vetoriais sem grandes

modificac¢oes.

A mesma abordagem realizada nos capitulos 3 e 4 é novamente aplicada na solugao
dos PVCs vetoriais por meio do LRPIM, com a apresentagao dos problemas, seguida pela
modelagem matematica utilizando a formulacao mista e, posteriormente, sua resolucao
numérica. Os resultados obtidos s@o entdo analisados e as devidas conclusoes acerca dessa

tarefa sao apresentadas.

5.1 Estudo de Caso: O Calculo de Autovalores em Problemas Ve-
toriais

Os problemas apresentados neste capitulo tratam da analise dos modos de propaga-
¢ao existentes no interior de um guia de onda e dos modos de oscilagao em uma cavidade,
ambos formados por estruturas ocas compostas de material CEP. Tais dispositivos, quanto
excitados por alguma radiacao, tém a presenca de campos eletromagnéticos em seu interior
condicionada ao meio material que os preenche, a geometria da estrutura que os compoe e
a frequéncia da excitacao (JR; BUCK, 2013). Em termos de modelagem matemaética, as
frequéncias associadas a uma cavidade ou guia de onda podem ser obtidas pelo estabeleci-
mento de um PVC envolvendo a aplicagao da equagao de onda, com condigbes de fronteira
homogéneas, sobre um dado dominio de analise. Nesse problema, no entanto, a solucao

nao se da pelo célculo direto dos campos elétrico ou magnético, mas sim pelo calculo dos
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autovalores associados a equagao de onda. (SADIKU, 2000).

5.1.1 Calculo de Autovalores em PVCs

Considera-se uma regiao do espaco-livre Q2 C R? (d = 2 ou d = 3), cujo interior
é representado por 2, e a fronteira I' é composta de um material CEP. Deseja-se obter
os autovalores k2 associados a equagio de onda. No contexto deste estudo, o PVC ¢é
estabelecido pela formula¢ao mista apresentada em (4.12):

2E+RE—-Vp=0
{V +VOE_, Zp , em §, (5.1)

enquanto a fronteira CEP do dominio implica a condigao de fronteira (4.31):
AxE=0, emI, (5.2)

ambos reescritos para os dominios associados ao problema em questao.

5.1.2 Formulacao Fraca Vetorial

A formulacao fraca do PVC descrito por (5.1) também ¢é obtida pela aplicagdo do mé-
todo dos residuos ponderados. Nesse caso, considera-se, para a equagao de onda, uma funcao
de teste vetorial W pertencente ao espaco Hy(curl, Q)% := {W € Hy(Q)d:ax W = 6}, em
Hy(Q)? representa o produto cartesiano de Hy(2) com ele mesmo, d vezes (NICOMEDES,
2015), (NICOMEDES et al., 2017). Tem-se, entao:

/Q W (V2E + KE — Vp)d2 =0 (5.3)

Novamente, a escolha de espago para a funcao de teste visa a garantia de existéncia
de solugoes para a formulagao fraca que atendam a condigao de fronteira (5.2). Algo comple-
tamente analogo ao que se fez nos capitulos 3 e 4 para os PVCs escalares. Considerando-se
o sistema de coordenadas cartesianas e d = 3, tem-se W = w,@ + wy Y + w,2.Logo, a

expansao parcial de (5.3) implica:

J

W (VE, + K, B)AQ + [ w,(V2E, + Kw,E,)d0
Qq

q

+/ w,(V2E, + k2w, E.)dS) — / (W-Vp)d2 =0 (5.4)
Qq Qq

Observa-se, em (5.4), que os trés primeiros termos constituem expressoes analogas
a (4.16) para as trés componentes do campo elétrico. Logo, pode-se estabelecer para cada

uma desses termos uma expressao andloga a (4.18). Tem-se entao, que:
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/ (w,DpE,) — /Q (Vi - VEQ — Kw, E,) dO
Fq q

+ /F (w0, D E,) — /Q (Vu, - VE,dQ — Kw,E,) dO

+ [ w.DuE) - |

q q

(V. - VE.AQ — Kw.E.) dQ + /Q q (W - Vp)da =0

= (W-Dnﬁ)dr—/ (W:E—kéW-E)dQ—/Q(W~Vp)d§2:0. (5.5)

Fq Qq q

Para completar a formulagao fraca, considera-se novamente a identidade vetorial
V- (fA)=Vf A+ f(V-A), com f=peA=W. Tem-se que:

W-Vp=V-((EW)—p(V-W). (5.6)

Substitui-se entao, (5.6) em (5.5) e aplica-se o teorema da divergéncia, o que

implica:

q q

/Q(VW:vE—kgVV-E)dQ—/ p(V-W)dQ—/F W-(VE-f - ph)dl =0. (5.7)

A equagao (5.7) representa a formulagao fraca associada a equagdo de onda em
(4.12). Todavia, resta aplicar o método dos residuos ponderados a condi¢ao livre de

divergéncia. Para tal, sendo w € Hy(§2) uma fungao de teste, tem-se:

/Q w (V- E)da =0, (5.8)

completando assim, a formulacao fraca para PVCs vetoriais expressos na formulagdo mista.

5.1.3 CondicGes de Fronteira para o Multiplicador de Lagrange

Assim como nos problemas escalares, a implementacao completa dos PVCs vetoriais
depende da formulagao fraca e das condigoes de fronteira adequadas para garantir a solucao
tnica e correta do problema. Entretanto, observa-se que o PVC formado por (5.7) e (5.8),
estd submetido apenas a condigao (5.2) para o campo elétrico, ndo havendo, a principio,
uma condic¢ao de fronteira especifica para o multiplicador de Lagrange p (NICOMEDES,
2015).

Entretanto, esse aparente obstéaculo pode ser contornado analisando-se melhor (5.5),
enquanto se leva em consideragao o fato de que p representa apenas uma funcao utilizada

para tornar o PVC matematicamente bem-posto, sem qualquer significado fisico.
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Para isso, observa-se primeiramente, em (5.7), a presenga da integral de contorno
qu W (VE -7 — pi)dl. Esse termo expressa, de certa maneira, o comportamento de E e

p na fronteira do dominio.

Levando isso em consideracao, e o fato de p nao possuir um significado fisico, pode-
se estabelecer que o multiplicador de Lagrange se comporta, de tal modo que, VE f= P
na fronteira I'. Essa expressao consiste em uma condi¢do de fronteira natural, a ser
incorporada diretamente em (5.7) pela anulacao da integral de contorno. A formulagao

fraca da equacao de onda fica entao:

/ (vW:vE—kSVV-E)dQ—/ p(V-W)da=o, (5.9)
Qq Qq
garantindo assim, que o PVC apresente solugao unica (NICOMEDES et al., 2017).

Verifica-se porém, que tal abordagem nao constitui o inico modo de se resolver
a questao das condigoes de contorno do multiplicador de Lagrange. Outra solugdo pode
ser estabelecida, ao se considerar (5.5). Nesse caso, a integral do contorno diz respeito
apenas ao campo elétrico. Como W se anula nas regioes onde se estabelecem condigoes de

Dirichlet, tem-se que frq W - D,EdI se anula, resultando em:

/Q(W:E—kgvf/.ﬁ)d9+/ﬂ(Vv.vp)dQ:o. (5.10)

Novamente, o fato de p ser uma func¢ao sem significado fisico permite estabelecer um
comportamento arbitrario para ela, na fronteira. Desta vez porém, uma vez que a condicao
de contorno nao pode ser incorporada diretamente pela formulagao fraca, estabelece-se
que p = 0, em I'. Tal expressao também garante que haja apenas uma solucao para
o PVC, mas isso ¢ feito a partir de uma condi¢cao de contorno essencial. Neste estudo,
ambas estratégias foram seguidas porém, verificou-se que os resultados das simulagoes
eram idénticos independente da abordagem utilizada. Logo, por simplicidade, optou-se
pela primeira estratégia, envolvendo a aplicacao da condig¢ao de contorno natural sobre
(5.7), resultando por fim, em (5.9).

5.2 A Base Vetorial Nodal

Tendo a formulacao fraca de PVCs vetoriais sido estabelecida, a préxima etapa
é a aplicagdo do LRPIM nas equagoes (5.9) e (5.8). Uma vez que a condicao livre de
divergéncia é imposta ao PVC como uma segunda equacao diferencial, poder-se-ia, em
tese, aplicar o processo de interpolacao por RBFs diretamente sobre as componentes E,,
E, e E, do campo elétrico, e o multiplicador de Lagrange p. Entretanto, tal estratégia
resulta em uma formulagdo numérica na qual a condigao de contorno homogénea (5.2) é

de dificil incorporagao.
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Para superar esse obstaculo, usa-se entao o conceito de base vetorial nodal (NICO-
MEDES, 2015), (NICOMEDES et al., 2017). Essa técnica consiste em estabelecer para
cada n6, em €2, uma base vetorial V := span{#,{,,%,}, onde cada vetor que a compoe é

estabelecido a partir de um processo de construgao baseado em dois casos:

o O né ¥ pertence ao interior {2 do dominio: Nesse caso, aplica-se a base vetorial do
sistema de coordenadas cartesianas. Logo, tem-se i = Z, t; = §J e {5 = 2, 0 que

implica V' = span{z, g, 2}.

o O nd ¥ pertence a fronteira I' do dominio: Nesse caso, 7 é o vetor unitario perpen-
dicular a fronteira (o mesmo utilizado para estabelecer (5.2)), t; = @/||@||, sendo

wW:=b— (b-n)h e bum vetor arbitrario nao paralelo a 7, e ty := 7 X t;.

O resultado desse processo é uma base ortonormal, onde os vetores t; e ty sao

tangenciais a fronteira [ para os nds presentes nesta, conforme ilustrado na Figura 19.

Figura 19 — Base vetorial nodal aplicada a um dominio tridimensional.

3.4 —_—1,

3.2

Eixo z

"
=

0.8

02 0 0.2
Eixo x

Fonte: O Autor (2023).

Uma vez que a base vetorial nodal estd estabelecida para €, esta pode ser utilizada
na descricao do campo elétrico, fazendo-se E = E.h+ Ent + Etng, em que F,, Ey e Eyp
sdo as componentes do campo nas direcoes de 71, 1 e 5 respectivamente. Aplicando essa

expressao em (5.2), tem-se que:

i x E = B, (7 x #) + En (A x 11) + Eg (i x f2) = Enty — Epfy =0 (5.11)
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Logo, a condicao de fronteira homogénea se reduz a fazer:
Etl = EtQ = O, em I'. (512)

Tal expressao é muito mais simples de ser incorporada numericamente, bastando para isso,
que as equagoes do PVC sejam descritas também em termos da base vetorial nodal. Além
disso, ao se estabelecer W = w(f + {1 + 13), com w € Hy(€), observa-se que 7 x W = 0.
Portanto, a funcio de teste proposta pertence ao espaco Hy(curl, ), garantindo que a

seja possivel estabelecer solugdbes numéricas para formulacao fraca do PVC vetorial.

Ainda sobre a base vetorial nodal, cabe ressaltar que o mesmo processo pode
ser facilmente adaptado para problemas bidimensionais. Neste, tal estrutura é formada
apenas por V = span{, f}, utilizando o mesmo processo de construcdo porém, com t = f;,
enquanto f» é descartado. Tem-se entéo, uma base ortonormal 2D analoga, conforme pode
ser visto na Figura 20, evidenciando inclusive o comportamento da base em fronteiras

curvas.

Figura 20 — Base vetorial nodal aplicada a um dominio bidimensional.

117 ]
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Fonte: O Autor (2023).

5.3 Solucao Numérica dos Problemas Vetoriais

Dispoe-se agora de todos os elementos necessarios para a solugdo numérica de
PVCs vetoriais. Considera-se entdao, um conjunto de nés ¥y, I = 1,--- , N, distribuidos
obre o dominio ). Em seguida, seleciona-se os ng nés mais préximos de ¥, resultando

em um conjunto de nos de suporte ¥y, J = 1,--- ,ng, a partir dos quais se estabelecem
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os dominios de suporte €27, de quadratura €2, e de teste €1, conforme apresentado no

capitulo 3.

Aplicando-se a base vetorial nodal sobre Q, o campo elétrico e a funcdo de teste
ficam descritos por E = E,f+ Eyty + Ejots e W = wr(f+ i+ fg) respectivamente, sendo

wy a funcao de teste spline de quarta ordem (3.25).

Observa-se que, apesar de garantir a incorporagao de condi¢oes de contorno es-
senciais, a base vetorial nodal e a formulacao fraca, composta por (5.9) e (5.8), estao
descritas em diferentes sistemas de coordenadas, o que torna as duas estruturas, a principio,
incompativeis. Essa aparente incompatibilidade, no entanto, é superada, tomando-se as

componentes de W e E nas direcoes x, y e z. Logo, tem-se, por exemplo:

E =FE- g:E( )+ Bty -9) + En(ty-9) (5.13)
E,=LE - 2=FE,(n-2) 4+ Euy(t,-2) + En(ty - 2)

para o campo elétrico. De posse dessas expressoes, o processo de interpolagao por RBFs
pode ser aplicado diretamente sobre as componentes E,,, Fy e Ejp, e o multiplicador de

Lagrange p, resultando em:

=>
S~—
+
e
%
<
o
=>
.

E, = Yhes, 60 |[Ej (g - 2) + EfM (i

Ey = s, &1 |E5(hy - §) + ES (En - §) + ER(

E. = s, 61 |E3(y - 2) + B (B - 2) + ER(igs -
p=3ls, QIps

onde E%, EY', E? e p; representam os valores nodais de E,, Ey, Ew e p, em um dado né

, (5.14)

Kl
I}
ISTINJY
N

[

de suporte Z;, enquanto 7y, tj; e to.

A construcao das equagoes numéricas do PVC é feita, primeiramente, a partir da

formulacao fraca (5.9), colocada aqui em sua forma parcialmente expandida:

/Q q (Vw, - VE, — Kw,E,) d + /Q q (Vuw, - VE, - Kuw,E,) d2

+ [ (V. VE. - Kw.E.)dQ — /

Qy Qq

p(V-W)dQ2=0 (5.15)

Uma vez que, tal formulacgao é valida para quaisquer funcoes de teste pertencentes

ao espaco Hy(crul, )3, Trés casos de especial interesse sdo considerados:

o Caso 1: Seja W = wrh;. Tem-se que:

wy =W -y = wmnj

. A — Yy
wy, =W -nr=wmj, (5.16)
w, =W -n; =wmj
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enquanto as aproximagoes do campo, em (5.14), podem ser simplificadas para:

E, =Y jts, 05 (EynG + ES'tS, + E7t5,)
Ey = ZT}SESI oy (Ef}n%} + E?flt%l + E?tgz)

n n,,z tl42 1212 17 (517)
E. = Yhes, 01 (Ejng + Ejth + Et5,)]
p=2"ts, Gaps
Substituindo-se (5.16) e (5.17) em (5.15), tems-se:
> [ (Vs Yoy — kwign)dQ [E(ning) + B (nft5,) + Ef(nits,)]
JEST q
4—}jLL(Vmu~V¢J—k&m¢ﬂdQ[E?Oﬁn%—%E?@ﬁﬂn—%E?Oﬁﬂﬁ}
JEST q

+ > /Q (Vwr - Vo — kjwré,)dQ [E}(nin3) + B (njt5,) + EF(njt5,)]

JEST
Ns
- Z pJ/

Jes; Qq

6w1 x 810[ y 8w1 2 B

S B / Yoy - Vo ,dQa; - fuy) + B / Vg - Ve dQ(ay - i)
JES] {2 Qq

+ E‘tjz/Q va . V¢Jd9(ﬁ] . Z?Jg) —pJ/Q (Vw[ . ﬁ])¢]d9

q

-y B /Q widdQA; - iy

JEST

+ B [ wiosdQi-in) + EF | wriésdQis 1), (5.18)

o Caso 2: Seja W = wily. Tem-se que:

Wy = W . 1?[1 = wﬂf‘fl
Wy = W . f]l = U)[tgjl s (519)

w, = W tn = w[tfl

Substituindo-se (5.19) e (5.17) em (5.15), chega-se a um resultado analogo ao caso 1:

Z E?}/ Vw[ . V¢Jd9(£[1 . ﬁj) + E(tjl/ le . ngJdQ(fH . fjl)
JeS; $q q

+ EEQ/Q le . VQdeQ(lf[l . tAJQ) —pj/ﬂ (VUJ} . i:[l)QSJdQ

q

=k Y Ef;/ﬂ widsdQUin - 1y)

JEST

+ B} [ wiosdin - in)+ B [ wi6,dQ(in i) (5:20)
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o Caso 3: Seja W = witrs. Tem-se que:

Wy = W . 7?]2 = wﬂf%
wy =W -ty = witYy (5.21)
w, = W . 1?]2 = w1t§2

Substituindo-se (5.21) e (5.17) em (5.15), chega-se novamente a um resultado analogo

ao caso 1:

S B / Vw; - Ve sdQ(in - iy) + B / V- Ve sdQin - in)
JeSy

E‘L?/Q le . vqudQ(i:jg . I?JQ) _pJ,/Q (VU)[ . E]Q)qudQ

q

= k‘2 Z En/ 'UJ[(ZSJdQ(tIQ TLJ)

JeST

+ Ef,l/Q wrg dQUtrs - t51) + EZZ/Q wigsdQirz - 1y2). (5.22)

Tendo apresentado as equagdes (5.18), (5.20) e (5.22), um quarto resultado pode
ser obtido, desta vez, aplicando-se as aproximagoes (5.17) na formulagao fraca da condigao

livre de divergéncia, reescrita aqui de forma expandida e utilizando a funcao de teste

spline:

0B, 0B, 0B\  _
/qul<a$ t ol 82>d9_0. (5.23)

substituindo-se, entao (5.17) em (5.23), chega-se em:

00, 09,4 00,
E" n® | dQ)
Jé /Qw1<8xn‘]+(9 5 ")
0
( t?l ¢J tZI + 0¢J til) dQ
¢s 0 00 T
+ E? /Q w; (a"tJ2 + a—y‘]t% + a‘]tH) dQ =0

Z EJ/ wy (Vs - hy)dQ+ EY /wa (V¢J'£}1)d9
JEST a

+ ESQ/Q wr <V¢J : 'EJQ) dQ) = 0, (524)

estabelecendo-se assim, a formulagao do problema numérico correspondente ao PVC (5.1).
Cabe observar que as condigoes de contorno (5.12) também sdo compativeis com essa

formulagao, podendo ser diretamente incorporadas.
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Os resultados (5.18), (5.20), (5.22) e (5.24) formam um conjunto de quatro equagoes
lineares para cada né ;. Escolhido um para de nés (¥, Z;), essas podem ser organizadas

em “blocos'cuja estrutura matricial é dada por:

All A12 A13 A14 E? Bll BlZ Bl3 O E}l
A21 A22 A23 A24 E? _ 2 B21 B22 B23 O E? (5 25)
A31 A32 A33 A34 E}Q 0 B31 ng ng O E}Q ’
Ap Ay Ags 0 br 0 0 0 0 Dr
em que:
Amn:/vaV¢JdQ(dmdn)y m,n = 1,23, (526>
Q
Apa = [ (Vg - )0sdQ, m=1,2,3, (5.27)
Qq
A = [ wi(V6, - a,)d2, n=1,2,3, (5.28)
an:/w,qudﬂ(am~an), mon=1,2,3, (5.29)
Q

e os vetores a,, e d, pertencem aos conjuntos A,, = {fs,ty,tre} e Ay = {fs,tn,tn},

com os elementos dispostos nessa ordem.

Uma vez aplicadas para todos os nés, juntamente as condigoes de contorno, as

quatro equagoes formam entao um problema de autovalor generalizado, dado por:

AE = I?B,E, (5.30)

sendo A, e B, as matrizes formadas pelos blocos (5.25), e

Lt
Bl
EP
b1
E=|: |, (5.31)
EY
o
B4
PN ]

os valores nodais de E e p, em todos os N noés do dominio. Sua solucao corresponde aos

autovalores k2 associados ao guia de onda ou cavidade definidos por €.
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5.4 Resultados

Partindo-se dos resultados apresentados na secao 5.3, segue-se para a solugao
numérica de alguns PVCs vetoriais utilizando o LRPIM com a formulacao mista. Tais
implementagoes, feitas no ambiente computacional MATLABO, visam a avaliagdo de
desempenho do LRPIM como técnica de aproximacao e a validacdo do processo de

modelagem resultante da combinacao da formulacao mista com a base vetorial nodal.

5.4.1 Guia de Onda Quadrado

Como primeiro experimento, considera-se um guia de onda de base quadrada e
lado L = m, composto por um material CEP e assumido infinito ao longo do eixo-z.
Em seu interior, ha apenas o espaco vazio percorrido por uma radiacao harmoénica T'E.,.
Deseja-se obter os modos de propagacgao associados a esse dispositivo, considerando o tipo
de excitacao proposta. Em termos de modelagem matematica, tal problema equivale ao

cdlculo dos autovalores kg associados & equagao de onda no interior do guia.

A simetria axial e as caracteristicas geométricas do dispositivo, permitem que se
estabelega um PVC vetorial bidimensional sobre o dominio Q := [0, 7] x [0, 71]. Este, por sua
vez, é descrito pela formulagdo mista (5.1) submetida a condigao de fronteira homogénea
(5.2). Para a aplicagdo do LRPIM sobre esse problema, considera-se um conjunto de nds

distribuidos regularmente sobre €, conforme exemplificado pela Figura 21.

Figura 21 — Dominio € do guia de onda quadrado com 1600 nés regularmente distribuidos.

nos

35 = fronteira

--------------------------------------
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Fonte: O autor (2023).

A avaliagao de performance do LRPIM se da pela realizacdo de uma sequéncia

de simulagoes, variando-se, de forma crescente, apenas a quantidade de nés N. Nessas
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simulagoes, o LRPIM ¢é executado ny = 7 nés de suporte. Além disso, usa-se a RBF
gaussiana, com o parametro de forma ajustado para C' = 0,01 e uma base polinomial
linear P = [1, z, y|, no processo de interpolagao. Por fim, no intuito de validar a formulagao
mista e também fornecer uma comparacao com outros métodos, uma ultima simulacao
¢é realizada, onde o PVC ¢ resolvido pelo FEM, com um conjunto de 3042 elementos
triangulares gerados a partir de uma distribuicao regular de 1600 nés. Os resultados

numeéricos obtidos no experimento estao dispostos na Tabela 12.

Tabela 12 — Autovalores k2 para o guia de onda quadrado

Modo Analitico N =400 N =900 N =1600 FEM
TEy; 1 1.0206 0.9735 1.0094 1.0000

TE,, 1 1.0672 1.0010  1.0175 1.0001
TEy, 2 1.9714 1.8549  1.9668 2.0020
TEo, 4 4.0173 3.9214  4.0024 4.0057
TEy 4 4.1454 4.0383  4.0591 4.0067
TEy, 5 4.8297 4.6903  4.9449 5.0093
TE;, 5 5.2850 4.8087  4.9637 5.0180
TEs, 8 7.9353 7.6375  7.9148 8.0467
TEs0 9 8.6708 8.9343  8.9975 9.0394

Fonte: O Autor (2023).

Observa-se, a partir das informagoes na Tabela 12, que o LRPIM, de fato, é eficaz
na geracao de solugdoes numéricas precisas, com uma boa convergéncia para os valores
analiticos, a medida que o valor N se eleva. Além disso, verifica-se que os resultados
obtidos pelo FEM também apresentam boa precisao, demonstrando que a formulagao
mista fornece um modelo adequado para a solugdo do PVC vetorial do guia de onda

quadrado.

Outro fato que deve ser ressaltado diz respeito da formulagdo mista propriamente
dita. A estrutura de blocos apresentada em (5.25) implica uma matriz B singular, haja
visto que esta possuird uma linha nula para cada né #;. Ao se aplicar as matrizes A
e B, o algoritmo de decomposicao QZ, utilizado para resolver o problema de autovalor
generalizado, retorna solugdes do tipo “k2 = occ'. Isso se deve ao fato de que cada linha
nula reduz o niimero de autovalores associados ao problema dado por (5.30). Essas solugdes
espurias sao consequéncia unicamente do algoritmo utilizado, nao tendo qualquer efeito
sobre a qualidade dos resultados e, por esse motivo, sao apenas descartadas como solugoes

triviais do problema.

5.4.2 Guia de Onda Circular

Como segundo experimento, objetiva-se avaliar o LRPIM e a formulagdo mista, em

um problema dado sobre uma geometria curva. Para isso, considera-se novamente um guia
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de onda infinito ao longo do eixo-z e excitado por uma onda T'E., porém com base circular
de raio @ = 1. Uma nova sequéncia de simulagoes ¢ realizada, com diferentes quantidades
de nés, para obter os autovalores associados a esse guia. Nessa implementacao, os N noés
sao distribuidos sobre o dominio  := {(z,y) € R? : 22 + y? < 1} em uma distribuigao

regular cilindrica, conforme mostrado na Figura 22.

Figura 22 — Dominio Q do guia de onda circular com 1591 nés regularmente distribuidos.
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Fonte: O autor (2023).

A RBF gaussiana com base polinomial, novamente é utilizada, mas o parametro
de forma ¢ ajustado para C' = 0,009, enquanto a quantidade de nés de suporte é ny, = 6.
Tais modificagoes sao feitas para garantir uma melhor precisao nos resultados. Além disso,
nesse experimento também se faz uma simulagao do PVC utilizando a formulacao mista
como modelo, mas com a solugdo numérica gerada pelo FEM, sendo as solugoes numéricas

comparadas com a solu¢ao analitica. Os resultados estao dispostos na Tabela 13.

Tabela 13 — Autovalores kZ para o guia de onda circular

Modo TE Analitico N =416 N =963 N =1591 FEM

TE; 3.3900  2.5456 2.5597  2.5619 2.5503
TEo 9.3281  7.7434 7.8861  7.8382 7.8265
TEo 14.6830  14.5920  14.6500 14.6490 14.7220
TE3; 17.6500 15.4140  15.3120 15.5860 15.5840
TE4 28.2760  27.2550  26.0350  26.1640 25.7520
TEq9 28.4250  28.1130  28.1800  28.1890 28.4930
TE9 449730 44.7690  44.2010 44.2650 45.1580
TEo2 49.2190 48.4820  49.0630 49.0810 49.6620
TE39 64.2450 62.1080  63.1850 63.3510 64.6400

Fonte: O Autor (2023).
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Verifica-se, a partir dos dados na Tabela 13, que o FEM e o LRPIM geram
resultados muito semelhantes, com este apresentando mais uma vez um comportamento
convergente, com o aumento de N. Entretanto, observa-se que, alguns autovalores nao
estdo muito proximos da referéncia. Isso esta relacionado, principalmente, as modificagoes
na distribuicao de nés, feitas para acomodar a geometria curva do problema. Tais ajustes
afetam de modo significativo a maneira como os nés estao distribuidos, em relagao ao
primeiro experimento. Além disso, a estrutura da base vetorial nodal e a escolha dos nos
de suporte também é afetada por essa modificacao, resultando nessas diferencas ocasionais
nos autovalores. Nao obstante, nota-se também que a maior parte dos autovalores se

aproximam da solu¢ao analitica.

5.4.3 Cavidade Cibica

Nos experimentos anteriores, os PVCs propostos envolviam apenas geometrias
bidimensionais, implicando uma simplificagdo nas equagoes (5.18), (5.20), (5.22) e (5.24).
Para avaliar o LRPIM em sua formulagdo mais geral, um terceiro experimento é realizado,
com o mesmo PVC de calculo de autovalores dado por (5.1) e (5.2), porém estabelecido

sobre um dominio tridimensional.

Considera-se entao, uma cavidade ciibica de lado L = m, composta de um material
CEP e vazia em seu interior, na qual se deseja avaliar os modos de onda estacionaria.
Nesse problema, a formulacio mista é aplicada sobre o domfnio € := [0, 7] x [0, 7] x [0, 7],
com um conjunto de nés distribuidos regularmente sobre essa regiao, conforme ilustrado

na Figura 23.

Figura 23 — Dominio Q da cavidade ctibica com 1331 nés regularmente distribuidos.
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Fonte: O Autor (2023).
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Nesse experimento em particular, apenas duas simulacoes sao realizadas utilizando
a formulacao mista na modelagem do problema: uma com o LRPIM, e a outra com o
FEM. Em ambas as simulagoes um conjunto de N = 1331 nos distribuidos regularmente
foram utilizados no processo de discretizagdo do dominio, o que implica, para o FEM, um
conjunto de 6000 elementos tetraédricos. Por outro lado, o LRPIM utiliza um conjunto de
ns = 7 noés de suporte interpolados por meio de uma RBF gaussiana combinada com a base
polinomial linear P = [1,z,y, z], e cujo pardmetro de forma foi ajustado para C' = 0, 2.
Ainda sobre o LRPIM, cabe observar que as integragoes, em um PVC tridimensional, se
dao sobre dominios de quadratura esféricos. Para resolver o problema da cavidade ctbica,
usa-se uma generalizacao da estratégia apresentada no capitulo 3 e aplicada nos problemas
bidimensionais. Faz-se uma divisao de €2, em 64 (4 x 4 x 4) células esféricas, onde se
executa a quadratura de Gauss-Legendre de ordem 9 (3 x 3 X 3) nas variaveis r, ¢ e 0,
enquanto os pontos de Gauss exteriores a €2 sao excluidos desse calculo. Os resultados

numéricos obtidos sao entao dispostos na Tabela 14 juntamente a solucao analitica do
PVC.

Tabela 14 — Autovalores k2 para a cavidade cibica

Modo Analitico LRPIM FEM
011 2 2.0440 2.0585

111 3 3.0467  3.1679
102 5 5.0146  5.3034
120 5t 5.1717  5.3181
121 6 6.0549  6.5666
211 6 6.0938  6.5751
003 9 8.5770  9.0004
030 9 9.1028  9.0501
300 9 9.3640  9.0760

As informacoes da Tabela 14 apresentam novamente uma boa precisao para o
LRPIM e o FEM, quando comparados aos valores analiticos, confirmando mais uma vez
a eficacia da modelagem proposta pela formulagao mista, na solugdo de PVCs vetoriais.
Ademais, verifica-se também que a estratégia de combinar a base vetorial nodal com
a técnica de aproximacao do LRPIM escalar para estender tal método a resolucao de
problemas vetoriais mais uma vez se provou eficiente. Cabe observar ainda que, neste
experimento especificamente, o LRPIM atingiu resultados ligeiramente mais precisos que

o FEM, reafirmando a qualidade do método sem malha.

5.5 Conclusoes

Ao fim deste capitulo, constatou-se que o LRPIM produz, de fato, solu¢oes numeéricas

para problemas vetoriais no eletromagnetismo, que apresentam boa precisao e convergéncia.
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Tais conclusoes se dao, a partir da andlise dos resultados obtidos nos trés experimentos
propostos, onde esse tipo de problema é estabelecido em diferentes geometrias e até mesmo,
em trés dimensoes. Entretanto, os mesmos resultados permitem observar que o LRPIM
vetorial também apresenta algumas limitacoes, tais como a sensibilidade ao modo como
os noés se dispoem sobre o dominio e a necessidade de se modificar o parametro de forma
e a quantidade de nés de suporte entre um experimento e outro. Apesar disso, de um
modo geral, atesta-se a capacidade do LRPIM e da formulacao mista para resolver PVCs

vetoriais numericamente.
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6 Consideracoes Finais e Trabalhos Futuros

Neste trabalho, realizou-se uma investigagao acerca do LRPIM e sua aplicabilidade
na solugao numérica de problemas eletromagnéticos vetoriais. Sendo um método sem malha,
alguns conceitos relacionados a essa classe de técnicas numéricas foram primeiramente

apresentados e analisados, tendo em vista sua posterior aplicacdo no entendimento do
LRPIM.

Apresentados esses conceitos, seguiu-se para a introducao do LRPIM propriamente
dito, onde os principais elementos que compdem a sua estrutura foram analisados. Essa
andlise, assim como as outras realizadas neste estudo, seguiu uma mesma metodologia:
Estabelece-se primeiramente um PVC, formado por uma ou mais equacoes diferenciais
e suas respectivas condi¢oes de contorno e, em seguida, faz-se uma discussao sobre o
processo de interpolagdo sem malha do LRPIM, em que um conjunto de nés de suporte
¢é selecionado para gerar uma solucao hipotética local do PVC. Esta, por sua vez, é
composta por uma combinacao linear de RBFs e fungoes polinomiais, utilizadas para
garantir reprodutibilidade polinomial a interpolacao. Nesse processo, estabelece-se um
conjunto de fungoes de forma cujas propriedades permitem a incorporagao direta das

condigoes de fronteira essenciais.

Uma vez estabelecido o processo de interpolacao, aplica-se sobre as equagoes que
compoem o PVC o método dos residuos ponderados. Neste procedimento, as equagoes
diferenciais sdo multiplicadas por uma funcao de teste compacta e integradas ao longo de
um dominio de quadratura. Como resultado, obtém-se a formulagao fraca do problema;
formada por uma ou mais equagoes integrais, e cuja solucao aproxima a do PVC, mas
pertence a um conjunto mais amplo de fung¢des. Assim, a solucao numérica do PVC é
viabilizada, sendo obtida por meio do processo de interpolacgao por RBFs do LRPIM,
aplicado a essa formulagao. Além disso, a formulacao fraca permite que condigoes de
contorno do tipo Neumann ou Robin possam ser incorporadas naturalmente. Juntas, a
formulacao fraca e a interpolacdo por RBFs geram um conjunto de equagoes lineares cuja
solugao equivale a do PVC de modo aproximado. Por fim, os dominios da fungao de teste
e de quadratura sdo definidos a partir da regiao do dominio que engloba os nés de suporte

utilizados em cada aproximacao local.

Com os principais conceitos a respeito do LRPIM apresentados, partiu-se para a
solugao de um problema-exemplo descrito pela equacao de Poisson, em um dominio retan-
gular bidimensional. Esse PVC possui soluc¢ao analitica e sua implementacao demonstrou
a capacidade do LRPIM de gerar uma solu¢ao numérica com boas precisao e convergéncia.

Este problema também foi utilizado para verificar como os principais parametros de ajuste



Capitulo 6. Consideragoes Finais e Trabalhos Futuros 65

do LRPIM afetam a solugdo numérica; formando-se, a partir dos resultados dessa analises,

uma base de referéncia para as implementagoes que se seguiram ao longo deste estudo.

Estando o LRPIM devidamente estabelecido e analisado, a préxima etapa deste
estudo visou a extensao dos resultados obtidos no problema-exemplo para problemas
abertos, além de constatar a aplicabilidade do método a problemas eletromagnéticos.
Para isso, um PVC envolvendo o espalhamento 7'M, provocado por um cilindro CEP foi
implementado no LRPIM, com os parametros ajustados segundo a referéncia criada pela

analise do problema-exemplo, obtendo-se novamente resultados numéricos satisfatorios.

O problema em si foi modelado a partir das equagoes de Maxwell, a partir das
quais se estabeleceu a formulacao mista como principal estrutura para a modelagem de
problemas eletromagnéticos, em geral. Nessa formulacao, a condigao livre de divergéncia é
disposta junto da equagao de onda, como uma equacao secundaria a ser resolvida. As duas
equacgoes sao entao acopladas, por meio da inclusao de um multiplicador de Lagrange na
equacao de onda, garantindo-se assim, que o problema seja matematicamente bem-posto.
Observa-se; no entanto, que no caso do especifico do espalhamento T' M., essa formulacao

se reduz a equagao diferencial de Helmholtz, caracterizando um PVC escalar.

Ainda no contexto do espalhamento, o PVC em si teve o seu dominio truncado,
por meio da condi¢ao absorvente de Bayliss-Turkel de primeira ordem; estabelecida a
partir da aplicagdo de um operador diferencial sobre uma expansao assintética do campo
elétrico espalhado distante. Desse processo, estabeleceu-se uma condicao de fronteira do
tipo Robin, que é naturalmente incorporada a formulacao fraca do PVC; garantindo-se

assim, que o problema tenha solugao tnica.

Depois de ter sua capacidade de resolver problemas escalares devidamente explorada,
partiu-se para o objetivo principal deste estudo: a resolugao de PVCs vetoriais com o
LRPIM. Para isso, considerou-se o problema do calculo dos modos associados a dois tipos
de guias de onda infinitos, um de base retangular e o outro; circular. Esse modos sao
dados pelos autovalores associados a equagao de onda, dada novamente na formulagao
mista; porém, desta vez, sem simplificagoes. A solugdo numérica dos PVCs vetoriais foi
estabelecida, a partir da implementacao de uma base vetorial nodal, cuja estrutura implica
que as condigcoes de fronteira essenciais possam ser incorporadas de modo andlogo ao
que se fez nos problemas escalares. Essa base vetorial, juntamente a condigao livre de
divergéncia, permitiu que as interpolacoes por RBFs sejam aplicadas diretamente sobre as
componentes escalares dos campos vetoriais em analise, estendendo-se, nao s6 o LRPIM,
mas qualquer outra técnica indireta, para problemas eletromagnéticos vetoriais modelados

pela formulacao mista.

Os PVCs foram resolvidos utilizando o LRPIM, e seus resultados foram comparados
com os obtidos por uma simulagao realizada no FEM, mas com a mesma modelo matematico.

Verificou-se assim, que o LRPIM também ¢é eficaz para a resolucao de problemas vetoriais
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em, e que a formulagdo mista constitui uma boa ferramenta para a modelagem desse
tipo de PVC. Por fim, o mesmo problema de autovalor foi proposto para uma cavidade
cubica, sendo novamente implementado com o LRPIM e o FEM. Os resultados obtidos
tiveram qualidade similar ao que se observou nos dois guias de onda. Tal fato, resultou
na constatacao de que o LRPIM, a formulacao mista e a base vetorial nodal descrevem
uma metodologia cuja estrutura é robusta o suficiente para a solu¢ao numérica de PVCs

vetoriais fechados, sejam eles dados em duas ou trés dimensoes.

6.1 Trabalhos Futuros

Apesar dos resultados obtidos e das conclusdes apresentas, verifica-se que algumas
questoes a respeito do LRPIM em problemas vetoriais continuam em aberto, sugerindo
assim novas frentes de pesquisa nesse tema. Entre os possiveis trabalhos futuros, pode-se

sugerir:

A aplicagdo do LRPIM em problemas vetoriais abertos com o desenvolvimento de
condigbes absorventes adequadas a formulagao mista (esse tema foi brevemente e

analisado neste estudo, sendo apresentado no apéndice A);

o A utilizacdo da formulacao mista e da base vetorial nodal com outros métodos

numéricos, sejam estes baseados em malha ou nao;

o O estabelecimento de uma formulacdo mista que utilize a base vetorial nodal, mas

que seja composta pela equagao de onda descrita em (4.8);

o A aplicagao do LRPIM com a formulagao mista em problemas eletromagnéticos mais
complexos. Por exemplo, em geometrias cujas malhas de elementos finitos sejam

mais propensas a distor¢ao, ou que envolvam diferentes tipos de materiais.
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APENDICE A — Formulacdo Mista em

Problemas Abertos

No capitulo 4, avaliou-se a capacidade do LRPIM de resolver numericamente
problemas abertos escalares, enquanto no capitulo 5, o mesmo método é aplicado a
solucao de problemas vetoriais fechados, sendo os PVCs, em ambos os casos, descritos
pela formulagao mista. Uma questao que decorre naturalmente dos conceitos apresentados
nesses capitulos diz respeito a possibilidade de se utilizar a formulagao mista e o LRPIM

para resolver PVCs vetoriais abertos.

Para avaliar essa possibilidade, considera-se novamente o problema do espalhamento
eletromagnético provocado por um cilindro CEP, apresentado no capitulo 4. Porém, desta
vez, assume-se que a radiagao incidente seja uma onda plana TE, cujo campo elétrico é

dado por E = Eye=%0%j  conforme ilustrado na Figura .

Figura 24 — Espalhamento T'E, provocado por um cilindro CEP.

yL’
E = Epe g s
_—>
—_—

_—

/)

Fonte: O Autor (2023).

A mudanca na polarizagdo do campo incidente implica que o campo elétrico total
tenha duas componentes. Caracteriza-se assim, um problema vetorial bidimensional, para
o qual se deseja obter E= E.(z,y)% + E,(z,y)9, no mesmo dominio € do problema de

espalhamento T'M,. Tem-se entao, a partir da formulagao mista:

2E+RE—-Vp=0
{V —;05 Zp , em €2, (A.1)

e a condigao de contorno para a fronteira definida pelo cilindro CEP:

AxE=0, emTy. (A.2)
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Conforme demonstrado no capitulo 5, a formulacgao fraca do PVC é estabelecida por
meio da aplicacdo do método dos residuos ponderados sobre as duas equagoes diferenciais
de (A.1), resulta em:

/Q w (V- E)da=0, (A.4)

com W e Hy(curl, )2 e w € Hy(Q) sendo as funcdes de teste associadas a (A.3) e (A.4)

respectivamente.

Por se tratar de um problema aberto, as condigoes de fronteira para E e p, em I’y
e I'y, possuem um papel significativo no estabelecimento da solu¢ao numérica para o PVC.
Diferentemente dos problemas de autovalor apresentados no capitulo 5, o pressuposto de
que VE - -f= pn nas fronteiras nao pode ser aplicado a este caso. Isso porque, apesar do
multiplicador de Lagrange nao ser afetado, tal escolha resulta na completa eliminagao da
integral de contorno em (A.3), perdendo-se assim o unico termo da formulagao fraca que

pode, de certo modo, representar o comportamento do campo elétrico na fronteira.

Esse aparente obstaculo pode, no entanto, ser superado, quando se considera a
formulacao fraca alternativa (5.10) da equagao de onda, obtida no capitulo 5 a partir de
(5.5) e do estabelecimento da condigdo de Dirichlet homogénea p = 0. Nesse caso, tal
condigao se estabelece para as duas fronteiras do PVC, enquanto ha apenas a condic¢ao de

Dirichlet (A.2) para o campo. Tem-se, entao:

J

que, juntamente a (A.4), e as condigoes de fronteira (A.2) e:

(W:E—kSW-E)dQ+/§2q (W-Vp)dQ—/F (W-D.E)dr =0,  (AS5)

q q2

p:O, em F1UF2, (Aﬁ)

formam a formulagao fraca PVC do espalhamento T'E,. Cabe ainda observar que (A.5) é
uma expressao andloga a (4.19), estabelecida no capitulo 4 para o PVC do espalhamento
TM,.

Uma vez estabelecida a formulacao fraca do PVC, ainda resta o problema do
truncamento do dominio €. Para que se faca essa andlise, considera-se a equacio (A.5)

com a integral de fronteira expandida:
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/Q (W:E—k(%W-E)dQJF/Qq(W-vp)dQ

q

—/F w (Do E,) dr—/F w(DE,)dl =0 (A7)

Ao se observar (A.7), poder-se-ia na hipé6tese de aplicacao direta da ABC de
Bayliss-Turkel de primeira ordem em D,FE, e D,E,, resultando em um truncamento
semelhante ao que foi realizado no PVC do espalhamento T'M,. Todavia, apds algumas
simulacoes, verifica-se que essa possibilidade nao produz resultados satisfatorios, com a
solucdo numérica apresentando erros da ordem de 107! em relacao a solucao analitica

deste problema, cuja expressao é dada, em coordenadas cilindricas, por (BALANIS, 1989):

H. 1n:+oo . J k‘p .
B ) = s 5 ni lhon) = AP o) 7 (4
n=—oo n 0
koHo "0 J! (kop : -
Bolp@) === 2 J [J' kop) — MH’@ (kom] e (A9)
n=-—00 n 0

onde Hy = Ey/n é a magnitude da intensidade de campo magnético associada a onda
incidente, com 1 = /uo/eo sendo a impedancia intrinseca do meio. Além disso, J),(kop) e
H?) (kop) sdo as derivadas das funcoes J,,(kop) e H? (kop) respectivamente, em relacio

ao argumento kop.

Tal comportamento é, de certa forma, esperado, uma vez que a ABC de Bayliss-
Turkel foi desenvolvida a partir da condi¢ao absorvente de Sommerfeld (BAYLISS; TUR-
KEL, 1980) e esta, por sua vez, foi pensada, tendo-se em vista a equagao de onda escalar em
duas e trés dimensoes (SCHOT, 1992). Apesar de haver trabalhos que tratam de condigoes
de fronteira para problemas abertos vetoriais como, por exemplo, (PETERSON, 1988) e
(WEBB; KANELLOPOULOS, 1989), estes se baseiam em uma extensao da condigdo de

Sommerfeld para a equacao de onda (4.8); sendo esta, dada por:

lim r [(V x E) x # = jkE] =0, (A.10)

r—00
onde r é a varidvel radial e 7 o vetor unitario na direcao radial, ambos definidos no sistema
de coordenadas esféricas. A condicao livre de divergéncia, por sua vez, é incorporada pela

aplicacao do FEM com elemento de aresta.

Conclui-se portanto, que o estabelecimento de condigoes de fronteira absorventes
para PVCs vetoriais abertos, modelados a partir da formulacao classica, constitui um

problema em aberto para este tipo de modelagem matematica.
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