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Resumo

Desigualdades matriciais lineares (LMI) sdo uma poderosa ferramenta na drea de anadlise
e sintese de sistemas de controle robusto. Este trabalho apresenta novas formulacbes
baseadas em desigualdades matriciais lineares para sintese de controle H, robusto por
realimentacdo de estados e por realimentacdo estatica de saida para sistemas lineares
invariantes no tempo discretos. O controle robusto por realimentacao de estados
geralmente é mais utilizado pelo fato do seu controlador ser mais eficiente que o
controle por realimentagdo de saida, sendo mais facil de obter formula¢des LMI para
sintese. Porém, nem sempre é possivel ter todas as varidveis de estados disponiveis para
implementagao dessa ag¢ao de controle. A sintese de controle robusto por
realimentacao estatica ou dinamica de saida é mais complicada de ser formulada como
problemas de otimizacdo convexos baseados em desigualdades matriciais lineares. Uma
estratégia para obter formulagbes para sintese de controladores por realimentacao
estdtica de saida é transformar uma formulacdo de sintese de controle por
realimentacdo de estados por meio de uma mudanca de varidveis. Essa mudanca de
variaveis requer a escolha de uma matriz. A escolha desta matriz afeta o desempenho
do controlador resultante ou até mesmo a existéncia de uma soluc¢ao factivel para o
problema. Desse modo é importante ter um método para determinacdo dessa matriz
gue resulte no controlador com desempenho otimizado. As fomula¢des propostas para
sintese de controle robusto por realimentacdo de estados incluem uma varidvel
matricial adicional, que permite que a funcdo de Lyapunov seja dependente de
parametros, além de dois parametros escalares que devem ser escolhidos pelo
projetista. E proposto neste trabalho aplicar otimizacdo evoluciondria para
determinacdo dos valores otimizados destes dois parametros, no caso de realimentacao
de estados, e desses dois parametros mais a matriz adicional da mudanca de variaveis,
no caso de realimentacdo estdtica de saida, para obter o sistema de controle H,,
robusto 6timo. As caracterizacdes propostas englobam formula¢Ges existentes na
literatura para valores especificos dos dois parametros escalares. S3o apresentados
estudos de caso para demonstrar a possibilidade de obter sistemas de controle com

melhor desempenho utilizando as formulagdes propostas.

Palavras-chave: Controle H, robusto, desigualdade matricial linear, controle por



realimentagao de estados, controle por realimentagao estatica de saida.



Abstract

Linear matrix inequalities (LMI) are a powerful tool in the field of analysis and synthesis
of robust control systems. This work presents new formulations based on linear matrix
inequalities for robust H,, control synthesis by state-feedback and static output-
feedback for discrete time-invariant linear systems. State-feedback robust control is
usually more widely applied because its controller is more efficient than the output-
feedback controller and it is easier to obtain LMI formulations for the synthesis.
However, it is not always possible to have all the state variables available for
implementation of this control action. The synthesis of robust control by static output-
feedback or dynamic output-feedback is more complicated to be formulated as convex
optimization problems based on linear matrix inequalities. One strategy for obtaining
formulations for static output-feedback control synthesis is to transform a state-
feedback control synthesis formulation through a change of variables. This change of
variables requires the choice of a matrix. The choice of this matrix affects the
performance of the resulting controller or even the existence of a feasible solution to
the problem. The proposed fomulations for robust state-feedback control synthesis
include an additional matrix variable, which allows the Lyapunov function to be
parameter dependent, as well as two scalar parameters that must be chosen by the
designer. This work proposes applying evolutionary optimization to determine the
optimized values of these two parameters, in the case of state-feedback control, and
of these two parameters plus the additional matrix of the variable change, in the case
of static output-feedback control, to obtain the optimal robust H,, control system. The
proposed characterizations encompass existing formulations in the literature for
specific values of the two scalar parameters. Case studies are presented to
demonstrate the possibility of achieving better control system perfomance by means

of the proposed formulations.

Keywords: Robust H,, control, linear matrix inequality, state-feedback control, output-

feedback control.



Lista de Tabelas

Tabela 2.1 — Valores maximos de p para o qual é obtida uma solu¢do com o > —10~12

para as diferentes formula¢des LMI para o estudo de caso 1.......ccccoeeevevieciininineeennenn. 44

Tabela 2.2 — Comparagdo entre os custos garantidos H,, das formula¢des LMI para o

estudo de caso 1 COM K = 1,3448 ... 45

Tabela 2.3 — Valores maximos de k para o qual é obtida uma solug¢do com o > —10~12

para as diferentes formula¢des LMI para o estudo de caso 2 .....ccccceeeeviiiiiiiieenecenennns 47

Tabela 2.4 — Comparacdo entre os custos garantidos H,, das formulacdes LMI para o

estudo de CasO 2 COM K = 1, 2480 ..uuuuiiie ettt r e e e e e r e e e 48

Tabela 3.1 — Comparacgao entre os custos garantidos H,, dos métodos de sintese para o

estudo de caso do controle de nivel do sistema de Quatro Tanques. ........cccccccvvveeennee. 64

Tabela 3.2— Comparacdo entre os custos garantidos H,, das formulacdes LMI para o

LI A0 Lo [o e [Worz Ko Ko = Io LX) 1 F= 1 1= TR 73



Lista de Figuras

Figura 2.1 — Diagrama de blocos do sistema de controle generalizado...............cccvveene 28

Figura 3.1 — Representacdo do modelo do sistema de Quatro Tanques (Johansson, 2000)

.......................................................................................................................................... 62
Figura 3.2 — Respostas temporais dos niveis nos tanques inferiores, para os quatro
vértices, para o controlador obtido pelo Teorema 3 (Agulhari et al.,2010) .................... 66
Figura 3.3 — Respostas temporais das tensées aplicadas nas bombas para os quatro
vértices, para o controlador obtido pelo Teorema 3 (Agulhari et al., 2010) ................... 66
Figura 3.4 — — Respostas temporais dos niveis nos tanques inferiores, para os quatro
vértices, para o controlador obtido pelo Teorema 4 (Chang et al., 2015)...........cccveeenns 67
Figura 3.5 — Respostas temporais das tensdes aplicadas nas bombas para os quatro
vértices, para o controlador obtido pelo Teorema 4 (Chang et al., 2015)...........ccceeee.ne 67
Figura 3.6 —— Respostas temporais dos niveis nos tanques inferiores, para os quatro
vértices, para o controlador obtido pelo Teorema 2.9 proposto no trabalho................. 68
Figura 3.7 — Respostas temporais das tensdes aplicadas nas bombas para os quatro
vértices, para o controlador obtido pelo Teorema 2.9 proposto no trabalho................. 68

Figura 3.8— Respostas temporais dos niveis nos tanques inferiores, para os quatro
vértices, para o controlador obtido pelo Teorema 4 (Chang et al., 2015) e o Teorema 2.9
NO Processo de QUALIO TANGUES ...evviiiei ittt s r e e e e e e s s snr e e e e e e e e eanns 69

Figura 3.9—Respostas temporais das tensdes aplicadas nas bombas em wu4, para os quatro
vértices, para o controlador obtido pelo Teorema 4 (Chang et al., 2015) e Teorema 2.9
proposto No processo de QUALIO TANQUES ........ccuuvieeiiieieeeiiiee e e srire e e s srer e e e e e e sareeeeens 70

Figura 3.10— Respostas temporais das tensdes aplicadas nas bombas em u,, para os
guatro vértices, para o controlador obtido pelo Teorema (4 Chang et al., 2015) e Teorema
2.9 proposto No processo de QUAtIO TANQUES.......iccceiiiiiiirieeeee et e e e e snarrreeeee e 70

Figura 3.11 — Respostas temporais das varidveis manipuladas com o controlador obtido
pelo Lema 8 (Chang et al., 2015), para os quatro vértices do estudo de caso da destilaria

.......................................................................................................................................... 74
Figura 3.12 — — Respostas temporais das variaveis de processo com o controlador obtido
pelo Lema 8 (Chang et al., 2015), para os quatro vértices do estudo de caso da destilaria

.......................................................................................................................................... 75

Figura 3.13 — Respostas temporais das varidveis manipuladas com o controlador obtido



pelo Teorema 2.9 proposto para os quatro vértices do estudo de caso da destilaria .... 76

Figura 3.14 — Respostas temporais das varidveis de processo com o controlador obtido
pelo Teorema 2.9 proposto, para os quatro vértices do estudo de caso da destilaria ... 76

Figura 3.15 — Comparativo entre as respostas temporais das varidveis manipuladas com
os controladores obtidos pelo Lema 8 (Chang et al., 2015) e pelo Teorema 2.9, para os
quatro vértices do estudo de caso da destilaria

Figura 3.16 — Comparativo entre as respostas temporais das varidveis de processo com
os controladores obtidos pelo Lema 8 (Chang et al., 2015) e pelo Teorema 2.9 proposto,
para os quatro vértices do estudo de caso da destilaria...........cccoeeeiiiiie i, 77



Lista de Abreviacoes

Abreviagao Significado
Desigualdade Matricial Bilinear
BMI
Bilinear Matrix Inequality
Lema Real Limitado
BRL
Bounded Real Lemma
Evolugdo Diferencial
DE Differential Evolution
M Desigualdade Matricial Linear Iterativa
M
Iterative Linear Matrix Inequality
Integral do Erro ao Quadrado
ISE Integral of Squared Error
Desigualdade Matricial Linear
LMI
Linear Matrix Inequality
Multiplas Entradas, Mdltiplas Saidas
MIMO Multiple-Input, Multiple-Output
Proporcional Integral Derivativo
PID
Proportional Integral Derivative
SISO Unica entrada, Unica saida
Single-input, single-output
SEDUMI Self- Dual - Minimization
~ _Defini
Spp Programacao Semi-Definida

Semidefinite-Programming



SDPT3

YALMIP

ZOH

Programacdo Semidefinida Quadratica Linear

Semidefinite- Quadractic- Linear Programming

Mais um interpretador LMI

Yet Another LMI Parser

Segurador de ordem zero

Zero-order hold



Lista de Simbolos

Simbolo Significado

Coeficiente da combinagdo convexa para modelo politdpico.

Fungdo de transferéncia relacionando o vetor de entradas exégenas, w, com

o vetor de saidas de desempenho, z.

Varidvel de otimizagao para cdlculo do custo garantido H..
Parametro escalar de ajuste ( Morais et al., 2013).
Parametros escalares de ajuste das LMIs propostas.
Conjunto simplex unitario.

Custo garantido H,.

Residuo que permite avaliar o atendimento das restricdes LMI, capaz de
atestar a factibilidade da solugao.

Espaco dos sinais absolutamente somaveis ao quadrado.

Norma H,, de sistemas.

Norma H, de sistemas.

Custo garantido calculado com determinada precisao.

Numero de geracgdes.

Variagdo percentual do custo garantido em relagao a melhor solugdo obtida.

Controlador.



Sumario

1

4

3 Y 4o o [T or- o 200N 20
1.1 Contextualizagdo € releVANCIa ........uuvevrrrrrurriiriiiiiiierirererrrererarerrrrr——————— 20
1 O 1 o 1= 4 Y/ o 1PN 24
1.3 Organizagao dO tEXEO ...uuiiiiiiiiee ittt 25

Controle H , robusto por realimentagao de estados......cc.ccceeevenerennrennnnee. 26
P28 R 1) 4 o To LU Lot~ To FOu PP UPPPPRP 26
2.2 Controle robusto por realimentacao de estados ........cccceceeeveeveeeeeeeeeeeenen. 31
2.3 Novas formulag¢des de cdlculo de Nnorma Hg..uvvuveeerrrrrinereiereeeieeeeeeeeeeeennn, 35
2.4 Novas formulag¢des de controle H, por realimentacao de estados........ 37

2.5 Novas formulag¢des de sintese de controle H, robusto por realimentacao
[0 L =TSy - Lo o 1P PPRRPRRRN 38

2.6 Determinacdao dos parametros de ajuste das formulagdes LMI por

(o] 1] 0 T2 [0t~ Lo DU U PPPRTPR 39
P2 A =25 (Vo o Je [l oF- [0 L3P P PPPPRRROP 41
2.7.1 EStudo de CasO L.....ccoiiiiiiiiiiiiieeiiiiieteee et e s 42

2.7.2 EStUdO d€ CASO 2....eiiiiiiiiiiiiiieee ettt 44

2.8  CoNSIderagies fiNQiS........uuuurriiiiiiiiiereeeeeeeeeeeeretr i rrrereeeeeeeeeeereerrersearaanaaas 46
Realimentacdo estatica de saida.......ccceereeeiireniiiienierieeneiieencertenceneeneerennnens 48

G 700 A 1Y 4 o To LU ToF- o TS URURURRRR 48
3.2 Determinacdo dos parametros de ajuste das formula¢des LMI por
(o] ] 4 TV Lot~ Lo J ORI 52

3.3 ESTUO 0@ CASOS..ciiiiiiiiiiiieieeeeiie ettt e e e seee e 54
3.3.1 Estudo de caso 3- Destilaria.....ccceccuveeeeeiiiiiiiiieieeeeieeee e 55

3.3.2 Estudo de caso 4- QuUatro TaNQUES......cceeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeececieenenns 66

3.4  Consideragies fiNaiS......coueeeiiiiiiiirireiirieeeee e e eeeeeeeeeeee e e 73

(000 3 o [V 13- 1o P 74



g R 0] o Vol [ Ty 0TI T = | PPNt 74

4.2 Propostas de trabalhos fUtUros ............eevevviiiiiiiiiiieiiiiiiieeeeereereeeeaenaa. 75
4.3 Publicagdes associadas a este trabalho.............evvvvvviviiiiiiieiiiiiiiiean, 75
FAY 01T o Lo [ ol NP 77

Referéncias Bibliograficas .......ccceveireeiiieiieniireiiieirreicrecreecreeeseeerenerennes 83



1 Introducao

1.1 Contextualizagao e relevancia

No projeto de sistemas de controle é importante considerar as incertezas do
modelo do sistema, o que requer o uso dos métodos de anadlise e sintese da teoria de
controle robusto. Na area de controle robusto, uma das possiveis formas para a
representacdo de sistemas incertos é o uso de modelo politépico. Modelos politépicos
sdo adequados para a utilizacdo de formulacdes de analise e sintese baseadas em
desigualdades matriciais lineares (LMI, do inglés Linear Matrix Inequality) (Boyd et al.,
1994). As formulacdes LMI sdo problemas de programacao semi-definida (SDP, do inglés
Semidefinite Programming), uma importante ferramenta matematica em que a funcao
objetivo é linear e as restricbes sdao LMlIs. Além disso, estas formula¢cGes podem ser
implementadas por programas interpretadores, conhecidos como parsers, como por
exemplo o YALMIP (do inglés Yet Another LMI Parser) (Lofberg, 2004). A fungao do parser
é disponibilizar comandos basicos para implementacdo das formulacdes LMI e realizar a
interface com os resolvedores de otimizacdo linear, ou solvers, tais como os solvers
gratuitos SeDuMi (Self-Dual-Minimization) (Sturm, 1999) ou SDPT3 (Semidefinite-Linear-
Quadractic-Programming) (Toh et al., 1999).

Atualmente a maioria dos controladores sdao implementados em formato digital
seja por microcontroladores, controladores légicos programdveis ou controladores
digitais multi-loop. Aplicar técnicas de sintese para sistemas continuos no tempo com o
objetivo de implementacdo na forma digital requer o uso de periodos de amostragem
muito menores que o necessario. Desse modo, é importante desenvolver técnicas de
sintese de controladores robustos para sistemas discretos no tempo que resultem em
resultados melhores que os métodos ja existentes.

Varios problemas da area de controle, comecando pelo teorema de estabilidade
de Lyapunov, passando pelas equacgdes de Riccati, dos anos 60, e pelo controle H,, nos
anos 80, podem ser colocados na forma de SDP (Boyd et al., 2004). Através da teoria de
estabilidade de Lyapunov é possivel obter formulacdes baseadas em LMI para analise
robusta tanto de estabilidade quanto de desempenho H, e H, para sistemas em tempo
continuo e no tempo discreto. Ao se considerar as matrizes do sistema em malha-
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fechada, em funcdo das matrizes do controlador que se deseja calcular, nas formulag¢des
LMI de andlise, aparece o produto das matrizes do controlador pela varidvel de Lyapunov
resultando em uma desigualdade matricial bilinear (BMI, do inglés Bilinear Matriz
Inequality). Por meio da mudanca de varidveis linearizante proposta em Bernussou et al.
(1989), é possivel transformar formulagdes LMI de andlise robusta em formulagées LMI
de sintese de controle robusto por realimentacdo de estados. As formulacdes LMI
baseadas no conceito de estabilidade quadrdtica, em que é utilizado uma varidvel de
Lyapunov constante para todo o dominio de incerteza, conduz a resultados
conservadores, especialmente quando o sistema é invariante no tempo. Em De Oliveira
et al. (1999), é apresentada uma nova formulacdo de andlise de estabilidade robusta
que inclui uma variavel adicional. Uma das vantagens dessa formula¢do é que, quando
aplicada para sintese, faz com que o calculo do controlador passe a depender dessa
varidvel adicional, ao invés da variavel de Lyapunov, ndo requerendo que essa variavel
seja simétrica e definida positiva. Além disso, como o cdlculo do controlador nao
depende da varidvel de Lyapunov, podem ser consideradas funcbes de Lyapunov
dependente de parametros. Essa estratégia foi posteriormente estendida para sintese
de controladores por realimentagao de estados com desempenho H, e H,,
denominadas formula¢Ges estendidas (De Oliveira et al., 2002). Em De Oliveira et al.
(2004) sao apresentadas novas formulagdes LMI para o cdlculo de custos garantidos H,
baseadas em func¢des de Lyapunov dependente de parametros, menos conservadoras
do que formulagdes ja existentes até aquele momento. Em Pipeleers et al. (2009) é
aplicado o lema da projecdo para mostrar uma abordagem geral de como que se obtém
as formulagdes estendidas estudadas até o momento em sistemas continuos e sistemas
discretos. Em Morais et al. (2013), é proposta uma nova formulacdo de sintese de
controle H,, robusto por realimentacdao de estados que inclui uma variavel escalar
adicional, que deve ser definida a priori pelo projetista, que inclui a formulacdo
estendida proposta em De Oliveira et al. (2002) como caso particular. De acordo com a
escolha desta varidvel escalar, é possivel obter melhor desempenho do que a
formulacdo estendida apresentada em De Oliveira et al. (2002). E necessaria uma forma
de determinacdo dessa varidvel escalar de modo a obter o controlador 6timo.

Na teoria de controle moderno, é mais atrativo projetar um controlador por

realimentagao de estados do que por realimentagao de saida uma vez que existem varias
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técnicas de sintese, como as mencionadas no paragrafo anterior, para atender a
diferentes objetivos, e o controlador resultante pode ser mais eficiente do que o
controlador por realimenta¢ao de saida uma vez que a a¢do de controle é baseada em
uma maior quantidade de informacdes (estados). Entretanto, existem casos em que ndo
se tem disponiveis todas as varidveis de estados para a realimentacdo, seja por
inviabilidade técnica ou por questdes de custo. Nesses casos, deve ser utilizado um
controlador por realimentacdo de saida. Desse modo, é interessante desenvolver
métodos de sintese de controle robusto por realimentacdo de saida, em especial o
controle por realimentacao estatica de saida. Vale lembrar que outros problemas, tais
como sintonia de controlador proporcional integral derivativo (PID, do inglés
Proportional Integral Derivative) (Lim e Lee, 2008) ou sintese de controlador por
realimentacdo dindmica de saida de qualquer ordem (Gahinet e Apkarian, 1994),
também podem ser obtidos através da sintese de controle por realimentacdo estatica
de saida. A simples mudanca de varidveis linearizante, utilizada no caso da sintese de
controladores por realimentacdo de estados, ndo pode ser aplicada para sintese por
realimentacao estdtica de saida. Existem diversos trabalhos que apresentam pesquisas
sobre as varias formas de sintese de realimentacao estatica de saida como Syrmos et al.
(1997) ou Sadabadi e Peaucelle (2016). Nesses trabalhos, sdo relacionadas diferentes
formas de sintese de controladores por realimentacdo estatica de saida. Uma delas é
resolver o problema BMI por meio de um método de desigualdade matricial linear
iterativa (ILMI, do inglés Interative Linear Matrix Inequality). No método ILMI, os
problemas ndo convexos sao solucionados através de algoritmos iterativos baseados em
dois passos, onde cada passo é um problema LMI. Porém, este método apresenta
algumas dificuldades, como a obtencdo de um valor inicial para iniciar as iteracGes, uma
vez que, estes valores interferem na convergéncia, o que pode tornar o algoritmo muito
lento. Em Mehdi et al. (2004) é proposta uma formula¢do LMI para sintese de controle
robusto estabilizante que requer o calculo prévio de um controlador por realimentacao
de estados. Baseado nessa ideia, formula¢cdes LMI de sintese de controle robusto por
realimentacdo estdtica de saida com desempenho H,, que inclui um controlador por
realimentacdo de estados, que pode ser fixo ou dependente de pardmetros, foram
desenvolvidas para tratar tanto sistemas discretos (Agulhari et al., 2010) quanto

sistemas continuos (Agulhari et al., 2012). Nessas formula¢des, o controlador por
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realimentacdo de estados, ou as matrizes utilizadas para seu calculo, afetam o
desempenho do controlador por realimentagdo estatica de saida resultante. Desse
modo, é necessario avaliar diferentes formas para obtencdo desse controlador por
realimentacdo de estados, que pode ser um controlador estabilizante somente ou com
desempenho 6timo ou sub-6timo (atende um determinado limitante do desempenho
sem otimiza-lo). Em Chang et al. (2015), sdo propostas diferentes formulagées LMI para
sintese de controle H, robusto com fun¢des de Lyapunov dependente de parametros,
sendo que algumas delas requer definir a priori uma ou duas varidveis escalares. A
escolha dessas varidveis escalares afetam o desempenho do controlador resultante,
sendo necessdria uma forma de determinacdo das mesmas para obtencdo do
controlador 6timo.

Além dos métodos mencionados no paragrafo anterior para sintese de controle
robusto por realimentacdo estatica de saida, é possivel aplicar uma mudanca de
variaveis para transformar formula¢gdes LMI para sintese de controle robusto por
realimentacdo de estados em formulagcdes LMI para sintese de controle robusto por
realimentacao estatica de saida (Rubio-Massegu et al., 2013). A mudanca de varidveis
proposta em Rubid-Massegu et al. (2013) apresenta uma varidvel matricial adicional que
deve ser fixada a priori. O valor dessa matriz afeta o desempenho do controlador
resultante e até mesmo a factibilidade do problema. No trabalho de Rubié-Massegu et
al. (2013), essa matriz é considerada nula. Em Palacios-Quifionero et al. (2014) é
apresentada uma forma de cdlculo dessa matriz adicional baseada na matriz de
Lyapunov utilizada para gerar um controlador por realimentagao de estados. Nesses dois
trabalhos, é considerada uma formulagao quadratica para a formulagao de sintese e a
mudanca de varidvel é baseada em uma variavel matricial simétrica, definida positiva e
bloco diagonal. Em Gopmandal e Ghosh (2021), essa mudanca de variaveis é estendida
para formulacdes com funcdo de Lyapunov dependente de parametros e a mudanca de
varidveis é modificada para considerar uma matriz ndo simétrica, bloco triangular, ao
invés da matriz bloco diagonal. Além disso, em Gopmandal e Ghosh (2021), é
apresentada uma forma de otimizar a matriz adicional que deve ser escolhida a priori,
usando a formula apresentada em Palacios-Quifionero et al. (2014), para diferentes
projetos do controlador sub-6timo por realimentacao de estados.

Considerando o que foi colocado nos paragrafos anteriores, é importante
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desenvolver métodos de sintese de controle robusto para sistemas lineares invariantes
no tempo, em tempo discreto, incertos, baseados em formulagdes LMI. A primeira
contribuicdo desse trabalho é propor novas formulagdes LMI para sintese de controle
H,, robusto por realimentacdo de estados que sejam mais eficientes que formulacdes
LMI ja existentes. Partindo do desenvolvimento apresentado em Morais et al. (2013),
serd considerado o lema da projecdo e a inclusdo de varidveis adicionais que devem ser
fixadas a priori, o que melhora o desempenho do sistema de controle mas complica o
procedimento de escolha dessas varidveis. A segunda contribuicdo é estender, para
sistemas discretos, a mudanca de varidveis proposta em Rubié-Massegu et al. (2013),
aprimorada em Gopmandal e Ghosh (2021), que permite transformar as formulagcbes
LMI propostas para sintese de controle robusto por realimentacdo de estados em
formulacbes LMI para sintese de controle robusto por realimentacdo estatica de saida.
A terceira contribuicdo é adaptar, para o caso de sistemas discretos, o método proposto
em Gongalves e Gongalves (2021) para obter por otimizagdo evoluciondria os
parametros de ajuste das formulacdes LMI e, no caso de realimentacdo estatica de saida,

a matriz existente na transformacao de variaveis.

1.2 Objetivos

O objetivo principal dessa dissertacdao de mestrado é desenvolver novas técnicas
de sintese de controle H{, robusto por realimentacdo de estados e realimentacdo de
saida, para sistema discretos no tempo, baseadas em formula¢des LMI e otimizacao

evolucionaria.

Os objetivos especificos que serdo buscados ao longo do desenvolvimento do trabalho,

sao:

* Propor novas formulagées LMI para controle H{, robusto por realimentacao
de estados para sistemas discretos incertos, com parametros de ajuste escalares que
devem ser fixados a priori, que inclui as formulacdes ja existentes como casos
particulares;

e Formular um problema de otimizacdo para determinacdo desses parametros

de ajuste escalares;
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e Adotar uma técnica de otimizagdao para determinar a mais adequada para
solucdo do problema de otimizagao;

e Comparar o método proposto de sintese de controle H, robusto por
realimentacdo de estados com outras técnicas existentes na literatura;

e Aplicar uma mudanga de varidveis que permite transformar as formulagdes LMI
para sintese de realimentacdo de estados desenvolvidas nesse trabalho em formulacdes
LMI para sintese de realimentacgao estatica de saida;

e Formular um problema de otimizacdo para determinacdo conjunta dos
parametros de ajuste escalares adicionais e da matriz adicional associada com a
mudanca de varidveis para o caso do controle por realimentacdo estatica de saida;

e Comparar o método proposto de sintese de controle H, robusto por

realimentacdo estatica de saida com outras técnicas existentes na literatura.

1.3 Organizagao do texto
A seguir, é apresentada a organizacdo da dissertacdo de mestrado descrevendo os
conteldos de cada capitulo.

No capitulo 2 s3ao apresentadas novas formula¢cdes LMI de sintese de controle
H, robusto por realimentacdo de estados para sistemas lineares invariantes no tempo
discretos. E apresentado o problema de otimizac3o para determinacdo dos parametros
de ajuste das formulacdes LMI. S3o realizados estudos de caso para avaliar as
formulagdes LMI propostas e a otimizag¢ao dos parametros de ajuste.

No capitulo 3, as novas formulagdes LMI para controle H, robusto por
realimentacdo de estados, apresentadas no capitulo anterior, sdo adaptadas para
realimentacdo estdtica de saida. E reproduzida a técnica de mudanca de varidveis
utilizada. O problema de otimizacdao é modificado para otimizar de forma conjunta os
parametros de ajuste das formulacdes LMI e a matriz da mudanca de varidveis. Sdo
realizados estudos de caso para comparar o método proposto de sintese com outros
métodos existentes na literatura.

O capitulo 4 finaliza com as conclusdes relativas aos estudos realizados,
consolidando o que foi desenvolvido ao longo dos capitulos anteriores, e apresenta

possibilidades de trabalhos futuros.
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2 Realimentacao de Estados

Este capitulo trata de formula¢cdes LMI para sintese de controle H, robusto por
realimentacdo de estados de sistemas lineares invariantes no tempo, em tempo
discreto. Serdo apresentadas algumas formulacdes existentes e serdo propostas novas
caracterizagOes LMI que incluem as existentes como casos particulares de acordo com a
escolha de dois parametros escalares de ajuste. Serd proposto um problema de
otimizacdo para a determinacdo 6tima desses dois parametros de ajuste. A solugao
desse problema serd realizada por um algoritmo de otimizacdo evolucionaria. Em
seguida, serdo apresentados estudos de casos para demonstrar a importancia das novas
caracterizagOes LMI e do uso de otimiza¢do para determinagdo de seus parametros de
ajuste. A motivacdo para desenvolver essas formulacdes serd a transformacdo das
mesmas em novas LMI para sintese de controle H, robusto por realimentagao estatica

de saida, como serad visto no préximo capitulo.

2.1 Introducao

A Figura 2.1 apresenta o diagrama de blocos de um sistema de controle
generalizado. O bloco do sistema a ser controlado, P, possui dois tipos de entradas: o
vetor de varidveis exdgenas, w € R™, que inclui os sinais de referéncia, perturbacdes e
ruidos de medicdo, e o vetor de varidveis manipuladas, u € R™, que sdo as entradas
calculadas pelo controlador, o bloco K. Existem também dois tipos de saidas: o vetor de
variaveis de desempenho ou controladas, z € R™z, que pode ser, por exemplo, o erro de
rastreamento, e o vetor de varidveis medidas, y € R™, que sdo utilizadas pelo
controlador para calcular a acdo de controle. Considerando sistemas lineares invariantes
no tempo, em tempo discreto, o bloco P pode ser modelado no espaco de estados como:

x(k +1) = Ax(k) + B,w(k) + Byu(k)

P(z) =1 z(k) = C;x(k) + Dpyw(k) + Dyu(k) , (2.1)
y(k) = Cyx(k) + Dy, w(k) + Dy, u(k)

sendo x(k) € R™ o vetor de estados no instante t = kh, parak = 0,1,2 ... e h o periodo

de amostragem.
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varidveis variaveis
, w
exégenas —> p »Z controladas
u > y
varidaveis variaveis
manipuladas medidas
K  je—

Figura 2.1 — Diagrama de blocos do sistema de controle generalizado.

O bloco do controlador, K, determina os valores das varidveis manipuladas a
partir das varidveis medidas de acordo com a agao de controle. No caso do controle por

realimentagdo de estados, y(k) = x(k), e a agdo de controle é dada por:

u(k) = Kx(k), (2.2)
sendo K a matriz de ganhos de dimensdo n, X n. O sistema em malha-fechada, T,,, (2),
que relaciona o vetor de varidveis exdgenas com o vetor de varidveis de desempenho é
dado por:

T, (2) = {x(k +1) =(A+ B,K)x(k) + BWW(k)- (2.3)
z(k) = (C; + Dz K)x(k) + Dy w(k)

O objetivo de projeto do sistema de controle é determinar o controlador, K, que
garante que o sistema em malha fechada seja estavel e apresente um bom desempenho.
O desempenho do sistema de controle pode ser determinado através de normas de

sinais e de sistemas. A norma ¢, de um vetor de sinais, ou desempenho (ISE, do inglés

Integral Squared Error), relacionada com a energia, é dada por:

Iw()lz = VR X wT (w(k), (2.4)
sendo h o periodo de amostragem. Quando a norma ¥, é limitada, isto €&, sinais de
energia limitada, o sinal é dito pertencer ao espaco de sinais absolutamente integraveis
ao quadrado, ,. A norma H,, do sistema Ty, relaciona o pior caso de ganho entre a
norma ¥, do vetor de varidveis exdgenas e a norma ¥, do vetor de varidveis de
desempenho:

ITplle = max 2z (2.5)

w E £,w#0 ||W||2.
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Minimizar ||T,, |l significa minimizar o efeito das varidveis exdgenas, com energia
limitada, sobre as varidveis de desempenho. No controle H,,, o objetivo é projetar o

controlador que minimiza a norma |[|T,,, (2) |-

Existem diferentes formas de se calcular a norma H,, de um sistema. A norma
H,, é o valor maximo de ganho da reposta em frequéncia de sistemas (SISO, do inglés
single-input, single-output) ou o maximo valor singular da resposta em frequéncia de
sistemas (MIMO, do inglés multiple-input, multiple-output). A norma H, pode ser
determinada por meio de problemas LMI. O lema a seguir apresenta a caracterizacao

LMI basica de norma H,.

Lema 2.1 (Morais et al.,, 2013) (Desempenho H, de sistemas discreto no tempo).
Considere o sistema H(z) = C(zI — A) 1B + D, A € R™™", as seguintes condi¢des sdo

equivalentes:

(i) |H(2)|lo <y e o sistema é estavel.

(i) Existe matriz simétrica definida positiva, W = WT > 0, W € R™™", tal que:

ATWA — W ATWB cT
B™WA B™WB —y?%l DT
C D -1

(iii) Existe matriz simétrica definida positiva, 7 = PT > 0, P € R™", tal que:

<0. (2.6)

APAT — P APCT B
CPAT CPCT —y?I D
BT pT -1

<0. (2.7)

A equivaléncia entre as condicdes (i) e (ii) pode ser estabelecida através do Teorema 2
(Lema de Kalman-Yakubovich-Popov) apresentado em Rantzer (2016), fazendo a matriz

livre:

T
T A

A equivaléncia entre as condicdes (ii) e (iii) € devido ao fato de que a norma do sistema
C(zl —A)'B+D é igual & norma do sistema dual, BT (zl — A7) 1cT + DT.

Substituindo u = y?2 nas Egs. (2.7) e (2.8) e minimizando u sujeito a restri¢do (2.6) ou
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(2.7), obtém-se o valor da norma H..

A vantagem da caracteriza¢do LMI para o calculo da norma é que é possivel
transformar a LMI de analise em uma formulacdo LMI de sintese. Para isso serd
necessario o uso do complemento de Schur. Pelo complemento de Schur, as seguintes
condi¢des para analise de estabilidade assintodtica de sistemas lineares discretos no

tempo sdo equivalentes:

(i) X>0 AXAT - X < 0.

(ii) [Xiﬂ ";l(X] < 0.

Por exemplo, aplicando o complemento de Schur na Eq. (2.7), trocando P porX e
substituindo as matrizes A, B, C e D pelas matrizes em malha-fechada, dadas pela Eq.

(2.3), resulta em:

—X AX +B,KX B, . 0 .
XAT + XKTBT —X 0 XC; +XK Dy )9
e 0 _J DI, <0. (2.9)
w
0 C,X + D,,KX Dy, 2

A formulacdo da Eq. (2.9) é uma BMI porque apresenta o produto de duas varidveis: KX.
Uma simples mudanga de variaveis transforma a formulagao BMI da Eq. (2.9) em uma
formulagdo LMI. Definindo Y = KX (Bernussou et al., 1989), u = y?, e substituindo na

Eq. (2.9), resulta na seguinte LMI:

-X AX+B,)Y B, 0
XAT + YTBT —X 0 XC+Y'Dh| _ o 510
Bl 0 -1 pp, |00
0 C,X+D,,Y D,y —ul

O problema de sintese de controle H, por realimentac¢do de estados pode ser formulado

como sendo:
min y
{ Xy (2.11)
sujeito a: X > 0 e Eq.(2.10).
O controlador que minimiza || T,,, (2) || € dado por K = YX~1.Como X > 0, é garantida

a existéncia da inversa de X. A desvantagem da formulacdo LMI da Eq. (2.10) é que a

variavel de Lyapunov, X, é utilizada no calculo do controlador. No caso de sistemas
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incertos, para a sintese de um controlador independente de parametros, a variavel de
Lyapunov também nao pode depender de parametros, o que torna o projeto mais
conservador. A solugdo para isso é introduzir uma varidvel adicional, que serd usada no
calculo do controlador, permitindo o uso de varidvel de Lyapunov dependente de
parametros. Além disso, a varidvel adicional, que substitui a varidvel de Lyapunov no
calculo do controlador, ndo precisa ser simétrica e definida positiva. Tais formulacdes
sao denominadas formulagdes estendidas (De Oliveira et al., 2002). Essas formulagdes
sdo extensdes da condicdo de estabilidade robusta apresentada em De Oliveira et al.
(1999).

Considere o sistema linear invariante no tempo discreto incerto descrito pelo modelo

politépico:

x(k + 1) = A(@)x(k), (2.12)

em que a matriz A (@) pertence ao politopo convexo definido como sendo:

A(a) = Zli]=1 aiAi, (213)
sendo A;,i = 1,...v, os vértices do politopo, a; o i-ésimo elemento do vetor @, e a €

Q, em que Q é o simplex unitario:

Q={a =[a; .. a,]T|la; = O,ViL,Y] ;P a; = 1}, (2.14)
A formulac¢do de analise de estabilidade robusta apresentada em De Oliveira et

al. (1999), que introduz uma variavel adicional G, é apresentada a seguir.

Teorema 2.1 (Teorema 2 De Oliveira et al. (1999)). O sistema incerto dado pela Eq. (2.12)
é robustamente estavel no dominio da incerteza definido pela Eqg. (2.13) se existirem
matrizes simétricas P; e uma matriz G, tal que:

P, A G

= 1,..,v. 2.1
Ga, G+¢G —p| 0=l (2.15)

A formulacdo (2.15) considera uma matriz de Lyapunov dependente de parametros:

P((Z) = ZIiJ=1 aiPi. (216)
A condicdo de analise de estabilidade robusta proposta por De Oliveira et al.
(1999) foi estendida para novas formulagées LMI para o célculo de norma H, e para

sintese de controle H, por realimentacdo de estado apresentadas nos Teoremas 2.2 e
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2.3.

Teorema 2.2 (Teorema 2 em De Oliveira et al. (2002)). Seja H(z) = C(zI — A)™'B + D,
a desigualdade ||H(2)||% < u é vélida se, e somente se, existir matriz G € R™ " e matriz

simétrica P = PT € R™™ tal que:

P AG B TO .
T T _ G C
G{ﬁ Gre =P 0 "5 >0 (2.17)
0 CG D —ul

é factivel.
Substituindo as matrizes A, B, C e D pelas matrizes em malha-fechada dadas

pela Eq. (2.3) na Eq. (2.17) e definindo X = G e Y = KX, resulta no seguinte teorema.

Teorema 2.3 (Teorema 6 em De Oliveira et al. (2002)). Existe um controlador na forma da

Eq. (2.2) tal que a desigualdade ||T,,, (2)113, < u ¢é atendida se, e somente se, a LMI:

P AX+B,Y B, 0
XTAT +Y™BI x4+xT—p 0o X'CJ+Y'D],
BT 0 Y DT >0. (2.18)
w zwW
0 CZX + Dqu DZW —l,[]

é factivel, sendo as matrizes X € R™" e Y € R™*™ e 3 matriz simétrica P € R™" as
variaveis,comK =YX 1. ComoX+X' >P>0-3X L.

A vantagem da formulacdo LMI estendida da Eq. (2.18) é que a variavel X ndo
precisa ser simétrica e, no caso de sistemas incertos, como sera visto na préxima sec¢ao,

a variavel de Lyapunov, P, pode ser dependente de parametros.

2.2 Controle H , robusto por realimentag¢ao de estados

Considere um sistema linear invariante no tempo incerto representado por um modelo

politdpico:

x(k+1) = A(a)x(k) + B, ()w(k) + B, (a)u(k)
P(Z, Of) = Z(k) = Cz(a)x(k) + Dzw(a)w(k) + Dzu(“)u(k) , (2-19)
v(k) = Cy(a)x(k) + Dyy, (@)w(k) + Dy (a)u(k)

sendo que as matrizes incertas sdo a combinac¢ao convexa dos vértices:
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A(CZ) Bw (a) Bu (a) Ai Bw,i Bu,i
Cz(a) Dyw (a) Dzu(a) = li7=1 a; Cz,i Dzw,i Dzu,i ) (2.20)
Cy (0() Dyw (a) Dyu (a) Cy,i

Dyw,i Dyu,i
sendo v o niumero de vértices do politopoe a € RY € Q.

A formulagao LMI dada pela Eq. (2.10) para o sistema incerto pode ser escrita como:

—X(a) * % X
T T T —X . .
M(a) = | X (@A (a;;r(z) (@)B] (a) O(a) : .
"0 C(@X(@) + Dy (@Y (@) Dp(@) —ul
<0,
(2.21)

sendo que os termos * sdo os termos que podem ser derivados por simetria.

Considerando a variavel de Lyapunov ndo sendo dependente de parametros, na forma:

X(a)=X->Y(a)=KX(a) =KX =Y, (2.22)

entdo a condicdo Eq. (2.20) pode ser substituida pelo conjunto de condicdes:

_X * * %
XAT + YTBT. -X
M; = ' T wt 0 _*[ I <0,i=1,..,v. (2.23)
Bw,i

0 Cz,iX+Dzu,iY Dzw,i —MI

Como

M(a) = X7, a;M;, (2.24)
entdo, se M; > 0ea; = 0, isso implica que M(a) > 0.

Se o conjunto de LMIs dado pela Eq. (2.23) for atendido, o sistema de controle é
guadraticamente estavel com o desempenho garantido para sistemas variantes no
tempo. No caso de sistemas lineares invariantes no tempo, usar variavel de Lyapunov
independente de parametros passa a ser uma exigéncia conservadora. A formulacdo LMI

dada pela Eg. (2.18) para o sistema incerto pode ser escrita como:

P(a) * * *
T AT TRT X+X"—-P(a
X4 (“;TJE’; Bu (@) 0 (@) 5 Y ]>o02)
a
"0 C,(@)X + D, (@)Y Dyy,(a) —ul

O problema de controle H, robusto por realimentacdo de estados pode ser colocado na
32



forma do seguinte teorema.

Teorema 2.4 (Teorema 10 em De Oliveira et al. (2002)). Existe uma lei de controle na

forma da Eq. (2.2) tal que vale a desigualdade ||T,,, (2, @)||% < u, para a € §, se as LMls:

P; AX+B,;Y B . 0
g w,i T AT —
XTAT+Y'BT, x+xT—p, 0o X'CLi+Y'Dy, 0
BT 0 —] DT ) >0,1=1,..,7,
w,i ZwW,1
0 CZ,iX + Dzu,iY DZW,i —‘u[
(2.26)

s3o factiveis, sendo as matrizes X € R™™ e Y € R™*™" e as matrizes simétricas P; = P]
€ R™™" i =1,..,v, as variaveis, com K = YX L.

A LMI dada pela Eq. (2.23) é um caso particular da LMI Eq. (2.26), sendo obtida
fazendo X = P; = P na Eq. (2.26). Além da variavel adicional que permite o uso da
variavel de Lyapunov dependente de parametros, podem ser obtidas solu¢cdes com
menores valores de ||T,, (2, @)|l, com formulacdes LMI que incluem pardmetros de

ajuste, como é o caso do teorema a seguir.

Teorema 2.5 (Teorema 1 em Morais et al. (2013)). Existe uma lei de controle na forma
dada pela Eq. (2.2) tal que vale a desigualdade ||T,,, (z, @)||% < u, para a € Q, se existem
matrizes W; = W! > 0,i = 1,..,v, X € R™",Y € R®™*" e um dado escalar § ER €

(—1,1), tal que:

§(AX + By Y +XTAT +YTB[) — P, * * *
XTAT + YTBL, — X p—X—XxT = .
<0,
§(CpiX + Dy iY) CoiX + DY —pl s
0 Bli  Dh I
I = 1, e, Ul (227)

O controlador é dado por K = YX~1. O parametro de ajuste ¢ afeta ndo somente o
desempenho resultante como a factibilidade do problema. E necessério otimizar o valor
de ¢ através de busca por discretizagdo do intervalo (—1,1) ou por métodos de otimizagdo
de uma variavel. O Teorema 2.4 (De Oliveira et al., 2002) é um caso particular do Teorema

2.5 (Morais et al., 2013), sendo obtido fazendo & = 0.
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A prova do Teorema 2.5 utiliza o Lema da Projecdo apresentado a seguir.

Lema 2.2 (Gahinet e Apkarian, 1994). Dadas uma matriz simétrica ¥ = W7 € R™*™ e
duas matrizes P e Q com dimens3ao de colunas igual a m, considere o problema de

determinar 0, de dimensdo compativel, tal que:

¥+ PTEQ + QTOP < 0. (2.28)
Seja NVp e Ny quaisquer matrizes que sejam o complemento ortogonal (colunas formam
uma base do espaco nulo) de P e Q, respectivamente, isto &, PNp = 0 e QN, = 0. Entdo
a Eq. (2.28) tem solugdo para O se, e somente se, as seguintes desigualdades de projecdo

com respeito a 0 sdo satisfeitas:

{J\@DT YN, < 0, 2.29)

NQTLPNQ <0.
Multiplicando a Eq. (2.27) por a; e somando parai =1, ..., v, o resultado (omitindo por

simplicidade a dependéncia de a) pode ser escrito como:

-w o 0 B, A+ BK
o w 0 o0 -1
o o -u p,|T|c,+D,k|XE 1 0 0
BY o DI, -I 0 (2.30)
&l
+ (’) XT[AT + KTBT —I CT+K"DI, 0]<0.
0
Considerando no Lema da Projecdo que:
-w o 0 B,
(0 w 0 o
B 0o DI, -—I
P=[AT+K"™BT -1 cI'+K"DI, 0]
I 0 0
T TRT T TNnT
Lo = [ATHKTBL CT 4 KTDL, 0 (2.32)
0 I 0
0 0 I
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I
Q=[¢ 1 0 0]->N= _g (2.33)

0 0

Pelo Teorema de Projecdo, a condi¢dao dada pela Eq. (2.27) corresponde as seguintes

0 0
I 0 0
I 0f
I

condigOes:
NAWN, =

(A+ B,K)X(A+ B,K)T — X (A+ B K)XCT B,
(C, + D,,K)X(A+B,K)T (C,+ D,,K)X(C,+ D,,K)T —y?I D,,|<0,

BY DI, -1
(2.34)

-1-¢)P 0 B,

Ny PN, = 0 —ul D,y | <O0. (2.35)

By, D, —I
sendo a primeira a versao dual do BRL (do inglés, Bounded Real Lema), Eq. (2.7), para o
sistema em malha-fechada, e a segunda requerendo que ¢ € (—1,1) considerando que

P(a) > 0.

2.3 Novas formulagdes de calculo de norma H

Neste trabalho usaremos o Lema da Projecdo, de forma semelhante a
apresentada no trabalho de Morais et al. (2013), mas acrescentando dois parametros de
ajuste de tal modo que os Teoremas 2.4 e 2.5 sejam condig¢dOes particulares do teorema
proposto de acordo com a escolha desses dois parametros. Inicialmente serdo

apresentados os teoremas de analise para posteriormente serem aplicados para sintese.

Teorema 2.6 (Norma H,). Considere o sistema H(z) =C(zI —A)"'B+D, A€

R™ " as seguintes condi¢bes sdo equivalentes:

(i) |H(2)||% < u e osistema é estavel.

(i) Existem uma matriz Z € R™ ", uma matriz simétrica definida positiva P = PT >
0,P € R™", e escalares B; € Re 8, € R, com % — % > 0, tais que a seguinte LMI seja
valida:
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B1(ATZT +ZA)—P B, ATZT —pZ B ZB CT

* P—pB,(Z + ZT) B.ZB 0 < 0. (2.36)
* * _.UI DT
* * * —]

(iii) Existem uma matriz X € R™", uma matriz simétrica definida positiva P = PT >

0,P € R™", e escalares B; € Re 8, € R, com pZ — B > 0, tais que a seguinte LMl seja

valida:

B1(AX + XTATY —P B, AX — B XT B, XTeT B

* P—B,(X+X") B,X"CT 0] . (2.37)
* * —ul D
* * * —1

Prova: A LMI (2.36) pode ser escrita como:

_P O O CT CAT
O P 0 0 -
0 0 —w or|t|gt| 2B Bl 0 0]
c o » -1l Lo
2.38
8.1 ( )
+ﬁ81 Z[A -1 B 0]<0.
0

Considerando no Lema da Projecao:

—P 0 0 CT
o P 0o o
Y=o o —u ol (2.39)
¢c 0 D I
I 0 0
P=lA -1 B 0l-M=|4 B 0 (0
0 0 I
Bl 0 0
Q=1[B Bl 0 0]->Ny= _gll (1) 8 (2.41)
0 0 I

Pelo Teorema de Projecdo, a condicdo (2.36) corresponde as seguintes condicdes:

—P 0 0 ¢€Tlfl 0 0

T

rone LA 00 P o ofla B o

Np ¥Np =10 B" 1 0 0 —u DTl|0 1 0
00 0 e o o —rllo o 1
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ATPA—-P  A'PB  CT
=| B"™PA  BTPB—u DT|<0O, (2.42)
C D —I
—P 0 o0 EeT[BA O O
N ﬁél gll (1) 8 0 P 0 0 ||-Bd 0 0
g "0 0 0 0 7 0 0 —ul DTl 0 I 0
¢ 0 D -1l o o 1l (243

—BPP+B,°P 0 ByCT
= 0 —-ul DT [<0O,
£,C D -

sendo a primeira a condi¢do do BRL Eq. (2.6), e a segunda condic¢do 2 — B2 > 0.
Considerando que P > 0 a LMI (2.37) é a versao dual da LMI (2.36), recuperando o BRL
dado em (2.7). Os parametros f3; e 5, sdo parametros de ajuste que dever ser fixados a

priori para que as condig¢des (2.36) e (2.37) se tornem LMls.

2.4 Novas formulagoes de controle H , por realimentagao de estados
A partir do Teorema 2.6 é possivel derivar as LMIs para controle Ho por realimentacdo

de estados.

Teorema 2.7 (Controle Ho por realimentacio de estados). Existe uma lei de controle na
forma (2.2) tal que a desigualdade ||Tzw(2)||% < u é atendida se existirem uma matriz
simétrica P = PT > 0, P € R¥" matrizes X € R¥™, Y € R™*" ¢ escalares f; € Re

B> € R, com BZ — B > 0, tais que:

My Bo(AX + ByY) — poX" Bi(XTC; +YTDz) By

* P—B(X +XT) B(XTC; +Y™Dz) 0|
* * —ul Dy, " (2.44)
* * * —1I

My, =p(AX +B,Y + XTAT + YTBT) — P.

seja verificada, nesse caso o controlador é dado por K = Yx L

Prova: Basta substituir as matrizes em malha-fechada do sistema de controle baseado
em realimentacdo de estados, Eqg. (2.3), na LMI (2.37) e fazer a mudanca de variaveis
Y = KX.

Para obter a formulacdo LMI de sintese a partir da LMI (2.36) é necessario realizar a

mesma transformacdo de congruéncia e mudancas de varidveis adotada em He et al.
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(2005).

Teorema 2.8 (Controle Ho por realimentacdo de estados). Existe uma lei de controle
na forma (2.2) tal que a desigualdade ||T;w(2)||% < u é atendida se existirem uma
matriz simétrica P = PT > 0, P € R™", matrizes X € R, Y € R™*" ¢ escalares

B1ER e B, ER, com Bz — BE > 0, tais que:

Aqq * * *
B2(AX + B, )= X" W —B(X +XT) *
. . <0,
B1Bw B,BY —ul (2.45)
|  ¢cx+D,Y 0 D, —I

Ay = By(AX + B,Y + XTAT + YTBT) — W,

seja verificada, nesse caso o controlador é dado por K = YX 1,

Prova: Defina X = Z77T, pré-multiplique a Eq. (2.39) por T3 e pés-multiplique por 73,

sendo

7’2:

X 0 0 0
0 X 0 0
0o 0 1 ol (2.46)

0 0 0 I
Substitua as matrizes A, B, C e D respectivamente pelas matrizes em malha-fechada
do sistema de controle baseado em realimentagdo de estados:A + By, By, C; + Dy, €
D,., Eq. (2.3), e faca as mudancas de variaveis W = XTPX e Y = KX. Em seguida a
prova segue conforme demonstrado para o teorema de andlise, onde obtém-se o BRL

(2.6) a partir de (2.36).

2.5 Novas formulagdes de sintese de controle H ., robusto por

realimentacgao de estados

Com bases nos Teoremas 2.6 e 2.7, utilizando a mesma metodologia dos Teoremas 2.4 ou
2.5, é possivel obter as formula¢des para controle H,, robusto por realimentacdo de

estados.

Teorema 2.9 (Controle H,, robusto por realimentagdo de estados). Existe uma lei de

controle robusta na forma (2.2) tal que a desigualdade ||T,,,(2)||% < u é atendida para
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V a € () se existem matrizes simétricas P; = Pl-T >0,P, € R"™",i=1,..,v, matrizes X €

R™™, Y € R™*", e escalares 5; € Re 8, € R, com 2 — fZ > 0, tais que:

Ily4 ,Bz(AiX + Bu,iy) — X" ﬁl(XTCzT,i + YTDzTu,i) By,

. P; = B (X + XT) Bo(XTCL+Y™DL) 0 |
* * —,LLI Dzw,i
* * * -1 J

My, =B1(AiX + By, Y +XTAT +Y™BL ) —-P, i=1,..,v.
(2.47)
seja verificada, nesse caso o controlador é dado por K = YX 1.
As LMls (2.25) (De Oliveira et al., 2002) e (2.27) (Morais et al., 2013) sdo casos
particulares da LMI (2.47) fazendo ;=0 e B, =1 ou ;=& e B, =1,

respectivamente.

Teorema 2.10 (Controle H, robusto por realimentacdo de estados). Existe uma lei de
controle robusta na forma (2.2) tal que a desigualdade ||T,,(2)||% < u é atendida se
existem matrizes simétricas P; = P/ > 0, P, € R™",i = 1, ..., v, matrizes X € R™",Y €

R™>™", e escalares B; € Re 8, € R, com 2 — B2 > 0, tais:

Aqq * * *
B2(AiX + By, )= X" Wi —B(X+XT) » *
T T <0,
lngw,i ﬁzBW,i —ul * (2.48)
CiX + Dzu,iY 0 Dzw,i -1

A1y = Bi(AX + By Y + XTA +YTBL ) - W, i =1,..,v.

seja verificada, nesse caso o controlador é dado por K = YX 1.

2.6 Determinacdo dos parametros de ajuste das formula¢ées LMI por
otimizacao

Os parametros de ajuste f; e [, nas formulagdes LMI propostas afetam o
resultado do problema de sintese ou até mesmo a factibilidade do mesmo. Pode ndo ser
eficiente determinar esses parametros através de testes de diferentes valores
igualmente espacados em uma determinada faixa. Nesse trabalho é proposto aplicar um
método de otimizagdo evolucionaria para determinagao de 3, e 5,.

Seja [K,y,0] = LMI(H(a), B4, B,) a implementagdo dos problemas LMI dados
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pelos Teoremas 2.9 ou 2.10. Os argumentos da fung¢do sdo o modelo politépico, H(a),
com as matrizes do sistema para cada vértice, e os parametros de ajuste 5; e 5,. Por
intermédio de um solver SDP, a fungdo retorna o controlador K, o custo garantido,
|H(a)|lo <y V a € Q, e o maximo valor dos residuos das restri¢des, a. A principio, se
o > 0 o solver conseguiu determinar uma soluc¢do factivel para o problema, isto é, uma
solucdo que atende todas as restricdes LMI. Porém, valores de o negativos proximos de
zero podem significar uma solugao factivel na pratica (Lofberg, 2004). Nesse trabalho foi
adotado o > —107'2 como sendo uma solucdo factivel. Esse valor foi obtido por
tentativa e erro considerando que, utilizando o solver SDPT3, todas as solucdes que
atenderam esse limite eram na verdade factiveis. Para determinagdo dos valores de [5;
e 3, é necessario resolver o seguinte problema de otimizagdo restrito:
{B1, Bz} = argminy
o ﬁl:ﬁZ
sujeito a: (2.49)

B3 — Bt >0,
o>—-10712,

sendo y e o calculados pela fungdo [K,y, o] = LMI(H(a), 81, B2)-

Como os algoritmos de otimizacdo evoluciondria sdo aplicados a problemas
irrestritos, isto é, sem restricdes, uma das contribuicdes desse trabalho é propor o
método de penalidades para incorporar as duas restricdes do problema (2.49) na funcao

objetivo. O problema irrestrito pode ser escrito como:

{B1, B2} = arg min f (H(a), B1, B2), (2.50)
sendo
(14 g1) x 10, se g =0,
fH(a),B1,B2) =41+ g,) X105 seg,<0eg,>0, (2.51)
y caso contrario.

As restri¢des s3o definidas como g; = 2 — p2 < 0, para garantir 2 — 2 > 0,
e g, = —10712 — g < 0, para garantir & > —107!2, Se a solugdo é ndo factivel, o valor
da funcdo objetivo sera muito maior do que a de uma solucdo factivel. Como temos duas
restricdes, penalizamos mais a sobre os dois parametros escalares uma vez que neste
caso ndo é preciso solucionar o problema LMI. No processo de selecdao de algoritmos
evolucionarios, quando comparadas duas solu¢des ndo factiveis, a solucdo mais préxima

da regido factivel, de acordo com os valores das restricdes, sera selecionada.
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A fungdo f (H(a), B4, B2) € ndo diferenciavel, o que inviabiliza o uso de métodos
de otimizagdo como o método Quase-Newton ou Gradiente Conjugado. A fungao
[K,y,0] = LMI(H(a), B1,82), que determina y e g, é ndo convexa porque possui
minimos em diferentes regides do espaco de busca, ndo sendo indicado o método de
otimizagao elipsoidal. Para fungGes ndo diferencidveis e ndo convexas, os métodos de
otimizacdo evoluciondria s3o os mais indicados. Nesse trabalho é adotado o método
Evolucdo Diferencial (DE) (Storn e Price, 1997) para solugao do problema (2.49) com a
funcdo objetivo definida em (2.50). O método DE é simples de ser implementado, possui

poucos parametros de ajuste.

2.7 Estudo de casos

Nesta secdo serdao apresentados dois estudos de casos para avaliar as formula¢Ges
LMI de sintese proposta. Os resultados foram gerados através do software Matlab® e
todas as formulagdes LMI implementadas pela interface YALMIP (Lofberg, 2004) e
solucionadas pelo solver SDPT3 (Toh et al., 1999). Para os resultados dos estudos de caso,
a variavel o para teste de factibilidade é obtida pela funcdo check do YALMIP: sigma= min
(check (LMls)), sendo LMIs o conjunto de restricdes LMI. Os parametros escalares 6timos
Bi e P5 sdo obtidos resolvendo o problema dado pela Eg. (2.51) pelo método de
otimizagao evolugao diferencial (Storn e Price, 1997). O método evolucdo diferencial é um
método que trabalha com uma populacdo de N solugcGes candidatas que convergem para
solucdo 6tima através de operagdes de mutagdo, cruzamento e selegdao. O algoritmo
termina apos um numero fixo de geragdes, N;. Sera avaliado otimizar um dos parametros
fixando o outro igual a 1 ou otimizando ambos. O tamanho da popula¢do e o nimero de
gerages, nos estudos de casos 1 e 2, sdo iguais a N = 20 e N; = 200. As variaveis de
otimizacdo sdo livres, sendo as restricoes incluidas na prépria fungdo objetivo, Eq. (2.51).
Quando é fixado f, = 1, a populagdo inicial é distribuida no intervalo [—1; 1] uma vez
que |B;] < 1. Quando é fixado f; = 1, a populagdo inicial é distribuida no intervalo
[—10; 10] porque |B;| > 1. Ao invés dos valores 6timos obtidos na sintese, y*, serdo
avaliados os custos garantidos y., dos sistemas em malha-fechada considerando o
método de anadlise para calculo com precisdo especificada (Gongalves et al., 2006), com

precisdao de 0,01.
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2.7.1 Estudodecasol

Considere o sistema incerto linear invariante no tempo discreto cujas matrizes do

modelo politdpico sao:

078—p, 0,7 —p, 0 -0,3 0,01 0 0
A=, Pi=07 078-p 0,3 0 g -| 0 |5 |t —02
0 0,3 0,45 + p, 0o ['°w 0 [~ 10 o2
-0,3 0 0 0,8 —p, —-0,01 0 0

[O 1 0 O] [O] [0 0]

o 0 1 o [o] | 0 0 |

szlo 0 0 1|,D,, = O‘,Dzu=| 0 0 |

000 0 0 [0,01 OJ

0 00O 0 0 0,01

sendo os parametros incertos p; € [0; 0,3] e p, € [0; 0,3]. O escalar p é utilizado
para avaliar o conservadorismo dos métodos, sendo que, quanto maior o p, maior o
valor absoluto dos autovalores, tornando mais dificil encontrar uma solugdo
estabilizante.

O objetivo deste primeiro estudo de caso, é determinar um controlador por
realimentacdo de estados que estabilize robustamente o sistema incerto e minimize o

valor do custo garantido H,.

Tabela 2.1 — Valores maximos de p para o qual é obtida uma solugdo com o > —107'2 para as

diferentes formulagdes LMI para o estudo de caso 1.

Método Teorema 4, De Teorema 1, Teorema Teorema
Oliveira et al. Morais et al. 2.9 2.10
(2002) (2013)
p 1,3448 1,3586 1,3586 1,3580

A Tabela 2.1 apresenta os valores maximo de p para o qual é obtida uma solugdo
com o > —10712 para as diferentes formulacdes LMI sendo analisadas. Os valores foram
obtidos por tentativa e erro. Observa-se que ambos os teoremas propostos conseguem
obter solugdes que resultam em sistemas robustamente estdveis para valores de p em

que o Teorema 4 (De Oliveira et al., 2002) ndo tem sucesso, isto é, controlador resultante
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ndo estabiliza o sistema. Também é verificado que, para esse estudo de caso, otimizar f3;

e [, nao resultou em valor maior de p em comparagao com fixar f, = 1 e otimizar

somente 8, € (—1,1), Teorema 1 (Morais et al., 2013).

Tabela 2.2 — Comparacao entre os custos garantidos H,, das formulacdes LMI para o estudo de

caso 1 parap = 1,3448.

Formulagao B1. B> Ny Y Yeg Ay
Teorema 4, 0;1 - 14, 6976 6,7063 | 200,5826 %
De Oliveira et
al. (2002)
Teorema 1, —0,4330; 1 15 3,3607 2,4649 10,4791 %
Morais et al.
(2013)
Teorema 2.9 1; —2,3095 17 3,3607 2,4664 10,5463 %
compf; =1
Teorema 2.9 37,9584; -87,7297 15 3,3607 2,4653 10,4701 %
Teorema 2.10 0;1 — 14,6977 6,7082 200,6678 %
comfB, =0e
B=1
Teorema 2.10 —-0,4392; 1 2 2,4524 2,2311
comf, =1
Teorema 2.10 1; —2,2770 13 2,4524 2,2311
compf; =1
Teorema 2.10 | 20,0418; —45,6334 | 21 2,4524 2,2311

A Tabela 2.2 lista os resultados obtidos pelas formula¢des LMI para o estudo de

caso 1 considerando o valor de p para o qual o Teorema 4 (De Oliveira et al., 2002)

apresenta resultado factivel, isto é, p = 1,3448. A coluna Ng* apresenta o numero da

iteracdo em que a solugdo 6tima foi obtida dentro da precisao de quatro casas decimais.

A coluna y* corresponde ao custo garantido H,, informado pela formulagdo LMI de

sintese, a coluna y,4 apresenta o valor do custo garantido H,, obtido pelo método de

analise com precisdo especifica e a coluna A4 apresenta a variagdo percentual do valor

Ycg €M relagdo a melhor solugdo obtida.

Existem quatro possibilidades de escolha ou determinacdo dos dois parametros

de ajuste dos Teorema 2.9 e 2.10, fixar §; = 0 e B, = 1, que equivale ao Teorema 4 (De

Oliveira et al., 2002); otimizar f; fixando 8, = 1, que equivale ao Teorema 1 (Morais et

al., 2013); fixar f; = 1 otimizando [, e otimizar 3, e . Para este exemplo especifico,
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o Teorema 2.10 apresentou os melhores resultados de custo garantido H,, conforme
mostrado em destaque na Tabela 2.2, independentemente da forma de determinagao
dos parametros de ajuste, 5, e B,. Além disso, foi verificado que, em ambos os teoremas
propostos, os valores 6timos de f; e 3, estdo associados a uma relagdo (3, /f,. Desse
modo, a principio, ndo existe diferenga entre ter um ou dois parametros de ajuste, sendo
que a forma adotada no Teorema 1 (Morais et al., 2013) é a mais interessante porque
fixando 8, =1, basta procurar por 8; no intervalo (—1,1). Fixando 8; = 1, é necessario
buscar 8, > 1. De acordo com a forma de determinagdo dos parametros de ajuste, é
possivel gerar controladores ligeiramente diferentes, o que explica os y.4 apresentarem
uma diferenga minima. Ou seja, existem varios controladores diferentes que atingem o
mesmo valor de y*, mas apesar de valores iguais de y*, o valor de y.4, pode apresentar
uma diferenca pequena porque os controladores resultantes para os diferentes valores
de B{ e B, ndo sdo exatamente iguais. O controlador obtido com o Teorema 2.10,
otimizando ambos os parametros, é dado por:

-1,1168 —2,4100 -—1,4541 2,4641

K= 0,1455 —-1,9968 -5,2555 —0,0298

(2.52)

2.7.2 Estudo de caso 2

Considere o sistema linear invariante no tempo discreto cujas matrizes sdo:

0,6 pl 0 0,1 0 0 p3
_|-p, 06 02 0 |o 0 _lo
A= -04 0 p, O Bw=1o01 o [BuT]o0
o 05 0 08 0 0,01 0

=08 8 Yoo} U=l

sendo os parametros incertos p; € [0,6; 0,7], p, € [0,85; 0,95] ep3 € [0,8; 1]. O
escalar k é utilizado da mesma forma que o escalar p no exemplo anterior.
O objetivo deste estudo de caso também é determinar um controlador que

estabiliza o sistema incerto e minimiza o custo garantido H,. Nesse estudo de caso foi
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considerado numero de variaveis de entrada, exégenas e de desempenho diferentes em
relacdo ao estudo de caso anterior. O parametro k = 1 foi variado, aumentando a
distancia dos autovalores para origem no plano-Z, para verificar até que ponto as

formulagcbes LMI conseguem obter solucées factiveis.

Tabela 2.3 — Valores méaximos de k para o qual é obtida uma solucdo com ¢ > —107'2 para as

diferentes formulacdes LMI para o estudo de caso 2.

Método Teorema 4, De Teorema 1, Teorema Teorema
Oliveira et al. Morais et al. 2.9 2.10
(2002) (2013)
K 1,2480 1,2480 1,2481 1,2471

A Tabela 2.3 apresenta os valores maximo de k para o qual é obtida uma solugao
com o > —10712 para as diferentes formula¢gdes LMI sendo analisadas. Novamente, os
valores foram obtidos por tentativa e erro. Observa-se que o Teorema 2.9 consegue obter
solugdes com o > —10712 para valores de k em que o Teorema 4 (De Oliveira et al., 2002)
e o Teorema 1 (Morais et al., 2013) ndo tem sucesso. Porém, para esse estudo de caso,
apesar do Teorema 4 (De Oliveira et al., 2002), resultar ¢ = —3,8195 x 10~° e valor
incorreto de custo garantido, o controlador resultante estabiliza robustamente o sistema.
Nesse estudo de caso, otimizar 3; e B, obteve ¢ > —10712 para valor de k em que fixar
B, =1 e otimizar somente ; € (—1,1), Teorema 1 (Morais et al., 2013), ndo teve
sucesso. Para k = 1,2481, o problema fica tdo complexo que foram necessarias 39
geracOes do algoritmo de otimizacdo para obter uma solucdo factivel. Além disso,
aproximar os valores 6timos de f5; e B, com quatro casas decimais resulta em ¢ =
—3,8152 x 1075 < —10712, o gue demonstra a dificuldade de obter tais valores sem
utilizar otimizagdao. Uma possivel explicagdo para se ndo conseguir solugdo fixando £, =
1 pode ser algum problema com condicionamento numérico que dificulta o solver
encontrar solugdo. Foi experimentado utilizar a solugdo otimizando f; e f3,, dividindo
ambos por 3, para forgar f;, = 1 mas mantendo a mesma relagdo S, /[, € mesmo assim

ndo foi obtida solucdo factivel.
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Tabela 2.4 — Comparacgao entre os custos garantidos H,, das formulagdes LMI para o estudo de

caso 2 com k = 1, 2480.

Formulacao B1. B> Ny Y Yeg Ay
Teorema 4, 0;1 — 583,1290 92,5885 34,6160 %
De Oliveira et
al. (2002)
Teorema 1, -0,3282; 1 173 | 441,3851 71,2456 3,5852 %
Morais et al.
(2013)
Teorema 2.9 | 2,5203; —8,1050 | 196 | 440,0836 | 68,7797
Teorema 2.9 1; —3,0220 86 | 442,6243 74,8136 8,0652 %
comf; =1

A Tabela 2.4 lista os resultados obtidos pelas formulacdes LMI para o estudo de
caso 2 considerando o valor de k para o qual o Teorema 4 (De Oliveira et al., 2002)
apresenta resultado factivel, isto é, k = 1,2480. A Tabela 2.4 ndo lista os resultados
para o Teorema 2.10 porque ndo sdo obtidas solu¢Ges factiveis para k = 1, 2480. Para
esse estudo de caso, foi verificado que o Teorema 2.10 resulta em solugdes piores que
o Teorema 2.9 para os valores de kK em que ambos obtém solucdes factiveis.
Diferentemente do estudo de caso 1, para esse estudo de caso ocorreu diferencas entre
os custos garantidos y* de acordo com a forma de determinacdo de 7 e 55 sendo que
otimizar ambos os parametros levou ao melhor resultado. Assim, o controlador que
gerou o melhor desempenho foi obtido com o Teorema 2.9 proposto otimizando os dois

parametros:

K =[-2,2417 -1,2073 4,8995 —0,1363] (2.53)

2.8 Consideragoes finais

Neste capitulo foram apresentadas novas formulacdes LMI para sintese de
controle H,, robusto por realimentacdo de estados para sistemas lineares invariantes
no tempo incertos, em tempo discreto, representados por modelos politépicos. Por
meio dos estudos de casos foi possivel observar que com a otimizacdo de dois
parametros escalares, aumenta a probabilidade de encontrar uma solugao factivel em
problemas que geralmente sdo mais complexos de se obter a solugdo. Também foi
observado que é possivel fixar um parametro e obter o valor 6timo do outro ou até
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mesmo tentar otimizar ambos os parametros. A principio, o Teorema 2.9 obtém o
mesmo resultado do Teorema 1 apresentado em Morais et al. (2013) uma vez que o
desempenho 6timo é obtido para uma determinada relagao f;/f,. Fixando 5, =1,
como em Morais et al. (2013), fica mais facil de buscar o 6timo no intervalo (—1,1) por
meio de um método de grade (busca uniforme no intervalo). Quando otimizando tanto
B1 e B, apesar da solugdo 6tima ndo ser melhor para todos os casos, existem infinitas
solugdes dtimas que podem ser mais faceis de serem localizadas por meio de otimizagao
do que quando fixando f; ou [, = 1, além da possivel questdo de condicionamento
numérico da restricdo LMI. Vale ressaltar que o Teorema 2.10, versao dual do Teorema
2.9, uma novidade desse trabalho, pode proporcionar resultados melhores que o
Teorema 2.9 que gera resultados similares ao de Morais et al. (2013).

Os estudos de casos considerados nesse capitulo sdo problemas académicos em
gue sdo criadas propositalmente condicdes mais complexas para se obterem os projetos
otimos. Para alguns casos de problemas reais, é possivel que a formulagdo mais simples
apresentada em De Oliveira et al. (2002),emque 8; = 0e S, = 1, seja suficiente para
obter a solucdo o6tima. De qualquer forma, é sempre interessante ter outras
possibilidades de projeto para confirmar se o projeto mais simples é realmente 6timo
ou se é possivel encontrar solugdes ainda melhores.

No préximo capitulo, as novas formulagdes LMI serdo utilizadas para sintese de
controle H,, robusto por realimentacdao estdtica de saida através de um método
baseado na mudanca das varidveis X e Y que aparecem no calculo do controlador: K =

Yx—1
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3 Realimentacao Estatica de Saida

Nesse capitulo, as formulagdes LMI propostas para sintese de controle H,,
robusto por realimentacao de estados serdo adaptadas para sintese de controle H,
robusto por realimentagdo estatica de saida através de uma mudanga de varidveis que
inclui uma variavel matricial de ajuste. O problema de otimizacdo proposto para
determinacgdo dos dois parametros escalares de ajuste serd utilizado para também obter
a matriz étima de ajuste da transformacao de variaveis. Serdo apresentados estudos de
casos para avaliar a eficiéncia das formulagdes propostas em conjunto com a mudancga
de varidveis e a aplicacdo de otimizacdo evoluciondria em comparacdao com outras

formulacGes existentes na literatura.

3.1 Introdugao

Como discutido nos capitulos anteriores, é mais dificil obter uma mudanca de
varidveis linearizante que permite transformar uma formulagdao LMI de andlise de
estabilidade ou desempenho em uma formulagdo LMI para sintese de controle robusto
por realimentacdo estatica de saida. J4 existem alguns resultados, como Agulhari et al.
(2010), que propds o controle H,, robusto por realimentacdo estdtica de saida para
sistemas discretos em duas etapas. Inicialmente projeta-se um controlador de
realimentacdo de estados dependente de parametros. Na segunda etapa, as matrizes
utilizadas para o célculo do controlador por realimentacdo de estados, obtidas na
primeira etapa, sdo utilizadas como parametros na formulacdo LMI para sintese de
controle H, robusto por realimentacdo estatica de saida. O controlador por
realimentacdo de estados dependente de parametros obtido na primeira etapa afeta o
desempenho do controlador robusto por realimentacdo estatica de saida resultante.
Desse modo é interessante testar diferentes formas de obter o controlador dependente
de parametros: controlador estabilizante, controlador sub-6timo, com diferentes
especificacdes de desempenho ou controlador 6timo. Variando a especificacdo do
controlador por realimentacdo de estados sub-6timo, pode ser obtidos diferentes
desempenhos para o controlador 6timo por realimentacdo estatica de saida.

Considere um sistema linear invariante no tempo incerto, em tempo discreto,
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representado por um modelo politépico:
x(k+1) = A(a)x(k) + B, (@)w(k) + B, (a)u(k)
P(z,a) = z(k) = Cz(a)x(k) + Dzw(a)w(k) + Dy (@)u(k) , (3.1)
y(k) = Cy(a)x(k) + Dy (@)w (k) + Dyy ()u(k)

em que
A(a) BW (a) Bu (a) Ai Bw,i Bu,i
C;(a) Dyy(a) Dy(a)|= Ii;=1 a; Cz,i Dzw,i Dzu,i ’ (3.2)
Cy(a) Dyw (6!) Dyu(a) Cy,i Dyw,i Dyu,i
sendo v o niumero de vértices do politopoe a € RV € (:
Q={a=[a; .. a,]T|a; =0,Vi, X' a; =1} (3.3)

Nesse capitulo é considerado o controle por realimentagdo estatica de saida, cuja
acdo de controle é dada por:
u(k) = Ky(k), (3.4)
sendo K a matriz de ganhos de dimensdo n,, X n,,.

No trabalho de Agulhari et al. (2010), sdo apresentados trés teoremas (ver Apéndice
A), para o calculo do controlador por realimentacdo de estados dependente de
parametros. O primeiro deles permite o cdlculo de um controlador por realimentacao
de estados, dependente de parametros, que estabiliza robustamente o sistema. Ja o
segundo, possibilita obter um controlador H, por realimentacdo de estados
dependente de parametros, considerando D, (a) = 0 na Eq. (3.1). O terceiro permite
projetar o controlador H,, robusto por realimentacao estatica de saida considerando as
matrizes obtidas para calcular o controlador por realimentagao de estados dependente
de parametros obtido pelo Teorema 1 ou 2 para valores fixos de y (controle sub-6timo)
ou valor étimo, para Dy, (a) = 0 na Eq. (3.1).

Em Chang et al. (2015) sdo apresentados dois lemas (Lema 8 e Lema 9) para o
projeto de controle H,, robusto por realimentacdo estatica de saida para sistemas
discretos com e sem parametros escalares de ajuste. Além desses dois lemas, em Chang
et al. (2015) é apresentado o Teorema 4 que possui dois parametros de ajuste para
serem definidos a priori, B e p. Os lemas 8 e 9 e o Teorema 4, que aparecem em Chang
et al. (2015), sdo apresentados no Apéndice A.

Como visto no capitulo 2, na sintese de controlador H, robusto por
realimentacdo de estados, a formulagao LMI mais simples por ser do tipo,

F(X,Y,y) >0,X=X" >0, (3.5)
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sendo que a agdo de controle u(k) = K, x(k), K, = YX ™1, estabiliza o sistema com
custo garantido H,, dado por y. No caso da realimentagao estdtica de saida,
considerando C,,(a) = C,,, com posto completo de linhas, e D,,,(a) = 0e D, (@) = 0
na Eq. (3.1), o problema é obter o controlador K na agdo de controle u(k) = Ky(k) =
KC,x(k):

YX~! =KC,. (3.6)

Em Rubié-Massegu et al. (2013), sdo propostas as seguintes mudangas de
varidveis na LMI geral para sintese de controle robusto por realimentagdo de estados,
Eq. (3.5), para obter K:

F(Xg. Xp Yr,v) > 0,Xo = X5 > 0,Xz = XE >0, (3.7)

com X, € R™)X(=my) X e R™W*My e Y, € R™*™ definidos por:

X =0X,0" + RX.R" = [0 R]|* [QT] Y = YoRT (3.8)
Q R .

5 x
sendo Q a matriz cujas colunas representam o espaco nulo de Cy, isto ¢, C,Q =0, e a
matriz R tal que C,R = I. O controlador ¢ dado por K = YrXz1. Em Rubié-Massegu et
al. (2013), é proposto que a matriz R seja parametrizada por:

R=Cl+QL (3.9)
em que C; = C; (C,C;)™", a Moore-Penrose pseudoinversade ), e L € RM~My)xXny &
uma matriz a ser escolhida. Com essa escolha para a matriz R obtém-se:

CyR = C,(Cl + QL) = C,CT(C, 1 +C,QL=1+0L=1 (3.10)

Teorema 3.1 (Teorema 2 em Rubid-Massegu et al. (2013)). Suponha que o X da Eq. (3.8)
seja ndo singular, umavez que X > 0, entdo X é ndo singulare YX™1 = KCy,com K =
YrXg1.

Através do Teorema 3.1, é possivel transformar qualquer formulacao LMI para
sintese de controle robusto por realimentacdo de estados em uma formula¢do LMI para
sintese de controle robusto por realimentacao estatica de saida, utilizando a mudanga
de varidveis dada pela Eq. (3.8), com R dado pela Eqg. (3.9), desde que as varidveis
medidas sejam dadas por y(k) = C,x(k) com C, tendo posto completo de linhas. A
limitagdo de que C, seja conhecida ndo interfere com a classe de problemas onde as

variaveis medidas sdo parte das varidveis de estados ou soma ou subtragdo das mesmas.
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Tal restricdo ndo permite tratar os casos em que C,, € incerto, seja por ter termos
incertos ou no caso de estudo de confiabilidade do sistema de controle devido a falhas

Nnos sensores.

Em Rubid-Massegu et al. (2013), ndo é apresentado um método para determinagdo
da matriz L 6tima, sendo considerada nula nos estudos de caso. Em Palacios-Quifionero
et al. (2014) é proposta uma formulagdo para o cdlculo da matriz L conforme Teorema

3.2 apresentado a seguir.

Teorema 3.2 (Teorema 1 em Palacios-Quifionero et al. (2014)). Considere o conjunto
P, ={X eS**™ X > 0} de todas as matrizes simétricas (n X n) definidas positivas.
Para qualquer X € P, existe uma Unica matriz L tal que X = QXQQT+RXRRT é
atendido, com R = C; + QL, para matrizes adequadas X, € P,,_, e Xz € P,. Além

disso, a matriz L pode ser obtida como L = QXC] (C,XC;))™".

Pelo Teorema 3.2, é possivel calcular a matriz L a partir de uma matriz X que pode
ser obtida como a matriz de Lyapunov resultante de um projeto de controle por
realimentacdo de estados. Semelhante ao caso do método de sintese apresentado em
Agulhari et al. (2010), diferentes formas de célculo do controlador por realimentacao de
estados, estabilizante ou com custo sub-6timo, que resulta em diferentes matrizes X,
geram diferentes matrizes L. A matriz L obtida ndo é necessariamente a 6tima, sendo
as vezes pior que considerar a matriz L nula. Desse modo é importante ter um método

para determinagdo da matriz L 6tima na mudanca de variaveis.

Uma melhoria no método de sintese apresentado em Rubido-Massegu et al. (2013)
e Palacios-Quifionero et al. (2014) é realizada em Gopmandal e Ghosh (2021), em que a
mudanca de varidveis é aperfeicoada para formulacdes LMI onde a varidvel X ndo

necessita de ser simétrica e a variavel de Lyapunov é dependente de parametros:
F(P,X,y) >0, P,=P >0,i=1,..v. (3.11)

Como X ndo precisa ser simétrica, em Gopmandal e Ghosh (2021) é proposto

considerar a mudanca de variaveis com X bloco triangular superior:

X, X T
X=[Q R] 51 X;z”gT],YzleT, (3.12)
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em que as matrizes () e R sdo calculadas para satisfazer €,Q = 0,C,R =1, sendo R
definida pela Eq. (3.10). O ganho do controlador por realimentagdo estatica de saida é

dado por:

K =Y, X5 . (3.13)

A desvantagem dessa forma de obter uma formulagao LMI de sintese de
controlador por realimentagdo de saida é a necessidade da determinagdao da matriz L
otima. Em Gopmandal e Ghosh (2021) é proposto aplicar o Teorema 3.2 para
determinacdo de L variando a especificacdo de desempenho no projeto do controlador
por realimentacdo de estados que gera a matriz X. Na préxima sec¢ao serd proposto um
método para determinar a matriz L por otimizagdo em conjunto com os dois parametros

escalares das formulagGes de sintese propostas.

3.2 Determinagao dos parametros de ajuste das formulagdes LMI e da
matriz L da mudanga de varidveis por otimizagao

Seja H(a) o modelo politépico do sistema incerto com o conjunto de matrizes para
cada vértice e [K,y,o] = LMI (H(a),L,B;,B,) a fungdo que retorna a solugdo do
problema LMI dado pela Eq. (2.47), Teorema 2.9, ou Eq. (2.48), Teorema 2.10, com a
mudanca de varidveis dada pela Eq. (3.12), na forma do ganho, K, custo garantido y, e
o residuo minimo das restricdes, o. Considerando a aplicacdo de algoritmos de
otimiza¢do evoluciondria para determinac3o da matriz 6tima L* e dos escalares ;" e

B,", este trabalho prop&e o seguinte problema de otimizagdo:

{L",B"e B, "} = argminy, p g, f(H(a),L,B1,B2), (3.14)

sendo a fungdo objetivo f(H(a),L,B:1,B,) determinada a partir de [K,y, o] =
LMI(H(a),L, 51, B>). Uma vez determinado L*, B;" e fB,", entdo o controlador e custo

garantido 6timos sdo dados por:
[K*,v*,0] = LMI(H(a),L*, 51", B°). (3.15)

mesma forma descrita no capitulo 2, foi proposta que a funcdo objetivo, tratando as

duas restricdes do problema pela técnica de penalidades, seja da forma:
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(1+g,) x10%seg, >0

f (H(a),L,B1,B2) =11+ gz) X 105,se g, <0eg, > 0. (3.16)
y,caso contrario

As restricdes sdo definidas como g; = B2 — B% < 0, para garantir f2 — 2 > 0, e
g2 = —10712 — g < 0, para garantir ¢ > —10712, Se a soluc3o é n3o factivel, o valor
da funcdo objetivo sera muito maior do que a de uma solucgao factivel. Como temos duas
restricdes, penalizamos mais a sobre os dois parametros escalares uma vez que neste
caso ndo é preciso solucionar o problema LMI. No processo de selecdo de algoritmos
evoluciondrios, quando comparadas duas solu¢des nao factiveis, a solugdao mais préxima

da regido factivel, de acordo com os valores das restricdes, sera selecionada.

A fungdo f(H(a),L,pB1,B,) é ndo diferenciavel, o que inviabiliza o uso de
métodos de otimizacdo como o método Quase-Newton ou Gradiente Conjugado. A
fungdo [K,y,0] = LMI(H(@), L, B1,B2), que determina y e g, é ndo convexa porque
possui minimos em diferentes regides do espaco de busca, ndo sendo indicado o método
de otimizacdo elipsoidal. Para fung¢des ndo diferencidveis e ndo convexas, os métodos
de otimizagdo evoluciondria sdo os mais indicados. Como descrito no Capitulo 2, é
adotado o método Evolucdo Diferencial (DE) (Storn e Price, 1997) para solucdo do

problema (3.14) com a func¢do objetivo definida em (3.16).

No capitulo 2, os estudos de casos tratavam de sistemas incertos discretos no
tempo ao passo que nesse capitulo os estudos de casos tratardao de sistemas incertos
continuos no tempo que serdo discretizados. Para analisar os resultados obtidos,
considerando o erro na discretizacdo do modelo politépico (Braga et al., 2013), foi
considerada a solucdo dos seguintes problemas de otimizacdo para verificacdo de
estabilidade robusta e desempenho robusto H, de um dado controlador K. Seja
0 € RV~ o vetor de variaveis de otimizacdo e define o vetor a (ver Eq. (3.3)), em funcdo
do vetor 8 como @ = [0, ...0,_1 1 =) Hl-]T. A andlise de estabilidade robusta considera

o seguinte problema de otimizacao:

Q" = maxy . ,max; |li (Af(a))|
suyjeitoa: —0; <0,i=1,..,v—1

—-1+Y 1, <o. (3.17)

53



Sendo A; (Af(a)) 0 i-ésimo autovalor da matriz de malha fechada calculada pela

discretizacdo da combina¢do convexa dos vértices do modelo continuo no tempo. As
duas restrigdes garantem que a € (2. Se ¢* = 1, entdo o sistema ndo é robustamente
estavel. Obviamente ndo é possivel garantir a estabilidade robusta com 100% de certeza,
mas pode-se executar a otimizacdo mais de uma vez para aumentar a probabilidade do

resultado estar correto. Para analise de desempenho robusto é considerado o problema:

§" = maxy e ol Tow(Z, @)lo
syjeitoa: —0; <0,i=1,..,v—1
—1+Y77'9, <0. (3.18)
sendo T,,(z,a) o sistema em malha-fechada obtido a partir da discretizagdo da
combinacdo convexa dos vértices do sistema continuo. A otimizacdo pode ser
interrompida caso seja localizado um sistema instavel no politopo. Para um melhor
desempenho do algoritmo de otimizacdo evoluciondria para resolver estes dois
problemas de otimizagao, pode se utilizar a operagao de reflexao para garantir que 6; €
[01],i =1,...,v — 1 e na populac¢do inicial, além de forcar que as solucdes aleatdrias
iniciais atendam as restricoes, devem ser incluidas as solu¢des que correspondem aos v
vértices do politopo. Para solucdo destes dois problemas por algoritmos evoluciondria

também é aplicado o método da penalidade para tratar restricoes.

3.3 Estudo de casos

Como mencionado, para resolver o problema de otimizacdo da Eq. (3.14) foi
utilizado o método evolucdo diferencial (Storn e Price, 1997), com multiplicador da
mutagdo diferencial com distribuicdo aleatdria uniforme no intervalo F € [0.5,1), a
probabilidade de cruzamento C, = 0,9. Serdao considerados dois estudos de casos,
sendo o estudo de caso 1 o problema de controle do sistema de quatro tanques, com
seis variaveis de estados, e o estudo de caso 2 o problema de controle de uma destilaria,
com quatorze varidveis de estados. Nos dois estudos de casos, o tamanho da populacao
é N = max (10, 27n), sendo n o numero de varidveis de otimizagdo que é igual ao
ndmero de elementos da matriz L mais dois, quando se otimiza f; e fB,, n =
(n - ny)ny + 2.Ja o nimero de geragBes no estudo de caso 1 € N; = 20N e no estudo

54



de caso 2 é N; = 2N. Adiferenca no numero de geragBes de um estudo de caso para o
outro é porque o estudo de caso 2 possui matrizes maiores, ou seja, o custo
computacional ficaria muito alto se adotasse o mesmo critério nos dois problemas. Da
mesma forma do Capitulo 2, todas as formulagdes LMI foram implementadas usando o
YALMIP (Lofberg, 2004) e solucionadas pelo solver SDPT3 (Toh et al., 1999). A variavel o
para teste de factibilidade ¢é obtida pela fungdo check do YALMIP:
sigma=min(check(LMlIs)), sendo LMIs o conjunto de restricdes LMI. Devido a dificuldade
de discretizacdo de modelos politdpicos, os projetos sdo comparados com base nos
possiveis valores maximos de norma H,, no domiinio de incerteza, £, obtido como
sendo a solucdo do problema dado pela Eq. (3.18), calculados também pelo método

evolucao diferencial.

3.3.1 Estudo de caso 1- Quatro Tanques

Este estudo de caso apresenta uma aplicacdo da realimentacdo estatica de saida de
um sistema de controle de nivel de quatro tanques apresentado em Johansson (2020)
conforme mostra a Figura 3.1. O objetivo desse sistema de controle é controlar os niveis
dos tanques inferiores a partir das tensdes aplicadas nas duas bombas, tratando-se de
um sistema multivariavel com duas varidveis manipuladas e duas varidveis controladas
ou varidveis de processo. As valvulas de trés vias sao responsaveis pelo acoplamento
entre as malhas de controle fazendo com que cada bomba atue sobre os niveis de todos
os tanques. Pelo ajuste dessas valvulas é possivel ter um ponto de operacgao de fase nao-

minima.
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Tanque 3 Tanque 4

—=XD

Tanque 1 Tanque 2
Bomba 1 Bomba 2

Y

|

Figura 3.1 — Representa¢do do modelo do sistema de Quatro Tanques (Johansson, 2000).

As matrizes do sistema linearizado sdo dadas por (Johansson, 2020):

-1 Az ] Y1 K1
T; 0A1T3£00 Aq 0
0 2 0 an 0 0 vl
2 2
A:O O __1_0100,Bu: 0 (1_)/2)1{2
0 0 T3 . 0 0 (1-1n) K Az
Y0 0 500 Ay 0
—Ae 0 0 0
K o 00
0 c ] 0 0
0 0
0 0 0 000 0O K. 0 00 1 0
B:0062000001C:OKCOOOO
w~=lo o2 710 0 0 0 0 o™ o0 0o o0 1 of
K. O 0000 0 0 0 0 00 0 1
0 K.
0 0 0 0 0 0 0 0
_10 0 _lo o 1o o0 _1o0 o0
P =p ofPow =10 o' Pw=lo o D=0 o
0 p 0 0 0 0 0 0

Além dos niveis dos Quatro Tanques, nesse estudo de caso sdo acrescentadas duas
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varidveis de estados, em relacdo ao modelo original, associadas as integrais dos erros de
rastreamento. Os parametros que aparecem nessas matrizes, para o ponto de operagao

de fase-minima, s3o dados por (Johansson, 2020): A; = 28 cm?, A, = 32 cm?, A; =
3
28cm?, A, =32cm? T, =62s, T, =90s, Ts =23s, T, =30s, K; = 3,33 %

K, = 3,35% eK.=05 ﬁ . As variaveis desse modelo sdo: u; e u, as variagdes das
tensGes de entrada aplicadas nas bombas em torno do ponto de operagdao, h, e h, as
variavéis do processo, os desvios dos nivéis dos dois tanques inferiores em torno do
ponto de operacdo. Os valores das varidveis para o ponto de operacdo considerado sao
dados por (Johansson, 2020): hyg = 12,4 cm, hy,o = 12,7 cm, V3o = 3,0V, V,, = 3,0 V.
Nesse estudo de caso sdo considerados como parametros incertos os ajustes das valvulas

de trés vias sendo que os valores estdo nas seguintes faixas: y; € [0,55; 0,95] e y, €

[0,55; 0,95].

As variavéis de estado, x = [hl, hz,h3,h4_g01,g02]T sdo os desvios dos nivéis dos
tanques em torno do ponto de operacdo e as integrais dos erros de rastreamento
p;(t) = fot[l(cri(r) — K_h; (1)]dt,i = 1, 2. As variaveis exdgenas sdo desvios dos sinais
de referéncia em torno do ponto de operagdo, w = [ry, 1,]7. Este sistema ndo possui

sinais de perturbacdo e o objetivo do controle é obter um compromisso entre os erros

de rastreamento e o esfor¢co de controle devido a variacdes em degrau dos sinais de

referéncia. As varidveis de desempenho sdo z = [(p1, (pz,pul,puz’]T, sendo que p =
1, 25 foi escolhido para obter o compromisso entre erros de rastreamento e eforgo de
controle (evitar valores negativos de tensdo que significaria saturacdo da acdo de
controle). As varidveis de medigdo sdo y = [K.hy, K.h,, ¢4, p,]"tal que o controlador
resultante é um controlador Pl centralizado com a acdo proporcional aplicada sobre a
saida. O sistema é discretizado com periodo de amostragem h = 1s usando o método

do segurador de ordem zero (ZOH, do inglés Zero-Order Hold).
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Tabela 3.1 — Comparacgdo entre os custos garantidos H,, dos métodos de sintese para o estudo

de caso do controle de nivel do sistema de Quatro Tanques.

Formulacao Parametros N4 (Ng) Y & AE*

Teorema 3, y = 2,0527 200 (15) | 4,1640 3,4569 7,1674 %
Agulhari et
al. (2010)

Lema 8, - 1 5,7984 54466 | 68,8501 %
Chang et al.
(2015)

Lema9, v = 4,4839 200 (17) | 5,7002 5,3475 65,7779 %
Chang et al.
(2015)

Teorema 4, B = 0,7847 200 (15) | 5,5608 51790 | 60,5542 %
Chang et al. p* = 0,0628

(2015)
Teorema 2.9 | B; = —16,2837 | 400 (330) | 3,2776 | 3,2257
B; = —35,4513
Teorema | B = 16,6917; | 400 (171) | 3,3573 | 3,2934 | 2,0987 %
2.10 B =-182,2162

A Tabela 3.1 apresentam os diferentes resultados de sintese de controle H
robusto por realimentacdo estdtica de saida para avaliacdo dos Teoremas 2.9 e 2.10
propostos, com a mudanca de varidveis definida pelas Eqg. (3.12) e (3.9). Em cada
formulacdo obteve-se os parametros 6timos a serem fixados através de otimizacdo
evoluciondria sendo os valores listados na segunda coluna. A terceira coluna apresenta
0 numero total de geragbes do algoritmo DE, Ny, e entre parénteses o numero da
geracdo, Ny, em que a solugdo 6tima foi obtida (com precisdo de 4 casas decimais). A
coluna y* corresponde ao valor étimo do custo garantido H,, obtido através da solugao
do problema LMI de sintese. A coluna &* é o valor maximo de norma calculado pela
solugcdo do problema (3.18), e A £* é a variagdo percentual em relagdo ao melhor valor
alcangado de &*. Ndo foram realizados testes fixando os valores de 3; e/ou 5, uma vez
gue é esperado valores similares e o maior custo computacional é relacionado com a
determinacdo da matriz L.

Diante dos resultados apresentados, nota-se que o Teorema 2.9 resultou no
melhor desempenho H,, otimizando a matriz L* e os escalares 1 e 5 em relagdo as

outras formulagGes de sintese da literatura. A matriz L 6tima obtida pelo Teorema 2.9 é
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dada por:

_[-0,3267 —-0,8337 0,2193 -0,0571

L= 1,5083 —20,4141 0,0493 10,1041

(3.19)
O controlador que resultou no menor custo garantido H, calculado pelo Teorema
2.9, com a mudanga de variaveis, considerando a matriz L* apresentada na Eq. (3.19) e

os valores de 1 e 55 listados na Tabela 3.1, é dado por:

K = —-22,9728 —1,2053 4,0542 -0,4387
1 1,5083 —20,4141 —0,4649 3,6018

A seguir serdo apresentadas as respostas temporais obtidas pelos controladores

(3.20)

otimizados pelos Teorema 3 (Agulhari et al., 2010), Teorema 4 (Chang et al., 2015) e 0
Teorema 2.9 proposto, obtidas por simula¢ao. Para cada controlador sao apresentadas
as respostas temporais dos niveis dos tanques inferiores e as respostas temporais das
tensdes das bombas de acordo com o controlador e as mudancas de sinais de referéncia

aplicadas no sistema.

14 T T T T T T T

13.5-(

Xrz S

_1_1 Il Il Il Il Il Il Il
0 a0 100 150 200 250 300 350 400

time (s)

Figura 3.2 — Respostas temporais dos niveis nos tanques inferiores, para os quatro

vértices, para o controlador obtido pelo Teorema 3 (Agulhari et al., 2010).
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Figura 3.3 — Respostas temporais das tensdes aplicadas nas bombas para os quatro vértices,

para o controlador obtido pelo Teorema 3 (Agulhari et al., 2010).

Pelo Teorema 3 de Agulhari et al. (2010) foi obtido o seguinte controlador:

K = —20,3966 —1,2546  4,4436 —0,0118
| 0,4333 —-27,4199 —0,3988 5,8391]

(3.21)

A resposta temporal desse controlador é apresentada na Figura 3.2 sendo que as
variagdes em degrau dos sinais de referéncia resultam em respostas transitérias
amortecidas e com pouco acoplamento entre as malhas de controle. A Figura 3.3 mostra
gue esse controlador ocasionaria a saturacdo das tensdes nas bombas com valores
menores que zero. Esse sistema apresenta uma incerteza bastante significativa, como
por ser visto pelos diferentes transitérios das variaveis manipuladas para cada vértice do

modelo politdpico. Entretanto, o controlador resulta em transitérios dos niveis bastante

aproximados, o que é desejado.
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Figura 3.4 — Respostas temporais dos niveis nos tanques inferiores, para os quatro

vértices, para o controlador obtido pelo Teorema 4 (Chang et al., 2015).
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Figura 3.5 — Respostas temporais das tensdes aplicadas nas bombas para os quatro vértices,

para o controlador obtido pelo Teorema 4 (Chang et al., 2015).



Pelo Teorema 4 (Chang et al., 2010) foi obtido o seguinte controlador:

K = —14,0781 4,9973 1,8254 —0,3302 (3.22)
h 3,9191 —15,9080 —0,1914 1,9392 '

As respostas temporais dos nivéis inferiores, para os sinais de referéncia
considerados, obtidas por esse controlador, sdo apresentadas na Figura 3.4. Também
foram obtidas respostas amortecidas mas com maior acoplamento entre as malhas em
relagdo ao controlador anterior. Por outro lado, a Figura 3.5 mostra que as tensdes das

bombas permanecem no intervalo que evitaria saturagao.

14 T T T T T T T

13.5 '(
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Figura 3.6 — Respostas temporais dos niveis nos tanques inferiores, para os quatro vértices,

para o controlador obtido pelo Teorema 2.9 proposto no trabalho.
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Figura 3.7 — Respostas temporais das tensdes aplicadas nas bombas para os quatro vértices,

para o controlador obtido pelo Teorema 2.9 proposto no trabalho.

Por fim, a Figura 3.6 apresenta as respostas temporais dos niveis relativas ao
controlador obtido pelo Teorema 2.9 proposto, apresentado na Eq. (3.20), que
corresponde ao menor custo garantido de todos os métodos. Nota-se uma resposta
transitéria similar aos controladores anteriores com pequeno acoplamento entre
malhas. A Figura 3.7 mostra que as tensdes das bombas permanecem no intervalo que
evitaria saturacao.

Pode ser verificado que a escolha no valor de p evitou as tensdes negativas nas
entradas das bombas, o que significaria saturacao dos sinais de controle, para os sinais
de referéncia considerados, na maioria dos controladores obtidos, com exce¢do do
controlador obtido pelo método apresentado em Agulhari et al. (2010) que, apesar da
resposta rdpida de rastreamento e menor acoplamento entre malhas (equivalente a
uma rejeicao de disturbio), similar ao do Teorema 2.9, as tensdes ficam negativas, o que

resultariam em saturagao.
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Figura 3.8— Respostas temporais dos niveis nos tanques inferiores, para os quatro
vértices, para o controlador obtido pelo Teorema 4 (Chang et al., 2015) e o Teorema 2.9 no

processo de Quatro Tanques.

Legenda:
4 - Teorema 2.9 proposto
_Teorema 4 et al. Chang (2015)
35T
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Figura 3.9— Respostas temporais das tensdes aplicadas nas bombas em u, para os
quatro vértices, para o controlador obtido pelo Teorema 4 (Chang et al., 2015) e Teorema 2.9

proposto no processo de Quatro Tanques.
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Figura 3.10— Respostas temporais das tensdes aplicadas nas bombas em u,, para os
guatro vértices, para o controlador obtido pelo Teorema 4 (Chang et al., 2015) e Teorema 2.9

proposto no processo de Quatro Tanques.

Para comparacdo dos controladores que ndo resultam em saturacdo das tensdes
das bombas, a Figura 3.8 apresenta as respostas temporais obtidas com o controlador
calculado pelo Teorema 4 (Chang et al., 2015), melhor resultado dos métodos ja
existentes na literatura, e o controlador obtido pelo Teorema 2.9, com a mudanca de
variaveis, melhor resultado entre os dois teoremas propostos. Nota-se que o
controlador obtido pelo teorema proposto apresentou respostas temporais melhores
do que o Teorema 4 (Chang et al., 2015) por ter respostas transitérias mais rdpidas
(menores tempos de subida, isto é, tempo para ir de 10% a 90% do valor final) e menores
acoplamentos entre as malhas de controle para o caso em que ambos os controladores
evitam a saturacdo das tensGes das bombas para as variagdes dos sinais de referéncia
avaliadas. Pelas Figuras 3.9 e 3.10 pode ser observado a razao pela qual o controlador
obtido pelo Teorema 2.9, com a mudanca de varidveis, resulta em transitério mais
rapido e com menor acoplamento entre malhas. Pode ser visto que o controlador obtido
com o Teorema 4 (Chang et al., 2015) além de apresentar picos de tensdes menores,
também pode apresentar resposta inversa (o sinal varia inicialmente na dire¢do oposta
do valor final de regime estacionario), o que atrasa a acdo de controle para eliminar a

interferéncia da outra malha de controle.
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3.3.2 Estudo de caso 2- Coluna de destilacdo binaria

Considere o modelo linearizado no espago de estados em tempo continuo de uma
coluna de destilacdo binaria com oito pratos apresentado em Davison (1990), cujas

matrizes sdao dadas por:

[ —P1 0,0043 0 0 0 0
0,0095 -0,0138 0,0046 0 0 0
0 0,0095 —0,0141 0,0063 0 0
0 0 0,0095 —0,0158 0,0111 0
0 0 0 0,0095 —0,0158 0,022

0 0 0 0 0,0095 —0,0422

A= 0 0 0 0 0 0,0202
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
-1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 o0 0
0 0 0 0 0,0005 0 ¢ o
0 0 0 0 0,0002 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 O
0,022 0 0 0 0 0 0 0
—-0,0422 0,0280 0 0 0 0 0 O

0,0202 —0,0482 0,037 0 0,0002 o o0 of

0 0,0202 —0,572 0,042 0,0005 9o 0 O
0 0 0,0202 —-0,0483 0,0005 0o 0 O
0 0 0 00255 -p, 0 0 O
0 0 0 -1 0 0o 0 O
0 0 0 0 0 0 00
0 0 0 0 -1 0 0 Ol
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-0 - 0 0 0
0 0,000005 —0,00004 0,0025
0 0,000002 —0,00002 0,005
0 0,000001 —0,00001 0,005
0,01 0 0 0,005
0 0 0 0,005
g —| 0 | g —|—0000005 0,00001 0,005
w 0 |”™™ 1-0,000001 0,00003 0,005 [
0 —0,000004 0,000005 0,005
0 —0,000002  0,000002 0,0025
0 0,00046  0,00046 0,0025
0 0 0 0
0 0 0 0
-0 - 0 0 0
000 00O0OOOTOT1O0TUO0TU 00
100 000O0O0OUOTO0OUOTO 0O
C='00000000001000C=03x1113]
Y7o 00 000000 0 0 1 0 0f % 10301 Oszxsl
l00000000000010J
000 0O0O0OUOOOU OO OO0 O0 1

0
D,y = 06x1, Dy = P3;;3]'

Neste estudo de caso sdao considerados dois parametros incertos, p; €
[0,0112; 0,0168] e p, € [0,0148; 0,0222], e trés varidveis de estados adicionais
associadas as integrais dos erros das saidas em rela¢do ao ponto de operacgao, que sao
incluidas nas variaveis medidas. As varidaveis de desempenho sao definidas para obter

um compromisso entre a minimizacao das integrais dos erros e do esfor¢o de controle.

As variaveis manipuladas do problema sdo: |u;| < 2,5, temperatura do vapor do
trocador de calor, posicionado na base da coluna de destilagao, |u,| < 2,5, temperatura
do liquido refrigerante do condensador no topo da coluna, |uz| < 0,3, vazao de refluxo
no topo da coluna. O disturbio, [w;| < 1, é a variagdo da concentragdo da entrada de
alimentagdo. As variavéis de processo sdo: y; = X1, composicao do componente mais
volatil no trocador de calor (produto da base),y, = x;, composi¢do do componente
mais volatil no condensador (produto do topo ou destilado), y; = x4, pressao. As
outras varidveis de estado sdao: x, até xo, composi¢cdes dos componentes mais volateis
nos pratos 1 (mais alto) a 8 (mais baixo), respectivamente, e x;, a x4, as integrais dos

erros de rastreamento de cada varidvel de processo. As varidveis medidas sao as trés

67



variaveis de processo e as trés integrais dos erros de rastreamento. Todas as variadveis
representam variagées em torno do ponto de operagdo. O sistema é discretizado pelo
método ZOH adotando h = 30s como periodo de amostragem. Foi adotado p = 2 para
tentar limitar as varidveis de entrada dentro dos limites especificados para o sinal de

perturbacgao.

Tabela 3.2 — Comparacdo entre os custos garantidos H, das formulagdes LMI para o

estudo de caso da destilaria.

Formulacao Parametros Ny (Ny) Y & AE”
Teorema 3, y =0,0175 20 (—) 17,6093 | Instavel —
Agulhari et

al. (2010)
Lema 8, — - 20,1337 | 6,8605 82,6446%

Chang et al.

(2015)
Lema 9, v = 3,0920 20 (&) 19,6491 7,1686 | 90,8471%

Chang et al.

(2015)
Teorema 4, B* = 0,0250; 40 () 22,3757 7,7546 | 106,4480%
Chang et al. p* = -—0,3990
(2015)
pi = 2,1414 | 200 (137) | 3,7567 | 3,7562
Teorema 2.9 | f; = —124,5790
Teorema Bi = —4,7800 | 200 (192) | 3,7569 3,7566 0,0106%
2.10 B, =307,8357

A Tabela 3.2 apresenta os resultados obtidos para os diferentes métodos de
sintese. O traco entre paréntesis na coluna N, (Ny) indica que o algoritmo de otimizagdo
ndo localizou uma solucdo facivel para o problema. Com o Teorema 3 apresentado em
Agulhari et al. (2010), ndo foi localizado nenhum valor de y que resultasse em um
sistema robustamente estdvel. Como destacado na Tabela 3.2, o método proposto para
otimizagdo da matriz L e dos parametros [; e 8, nos Teoremas 2.9 e 2.10, com a
mudanc¢a de varidveis, apresentou o menor resultado de ¢*. Também pode ser
observado o menor conservadorismo (diferenga entre y* e £*) da formulagao de sintese
com os valores 6timos de L*, 7 e f5. O melhor controlador obtido pelo método

proposto é dado por:
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0,3656 —-1,9212 -1,5553 -0,0339 0,0004 0,0593

K =103x|-0,3704 18387 14493 00339  —0,0003 —0,0590 |.
—0,0152 —0,0590 0,0076  0,0040  0,0012 — —0,0062
(3.23)

A matriz L otimizada obtida considerando o Teorema 2.9 é dada por:

—0,1741 0,5403 0,3138 -0,8751 -0,2257 —0,1588 7
0,1958 0,2582 0,7828 -0,4428 -0,2538 10,6779
0,0235 0,9369 1,3680 —0,3213 -0,1697 0,5477
—0,2565 0,1931 2,7304 —0,1446 -0,0100 0,2556
-1,2097 -1,1501 -3,0130 0,0375 0,3934 0,1624 |
—0,7788 0,1560 —0,1829 1,0885 0,0857 0,4852
0,5981 -0,5125 -1,7478 0,6542 —0,4535 —1,0947

L —0,0242 0,2292 -0,1814 11,4858 0,1539 —1,1264.

(3.24)

L =

L n ¢

[

- o

4 - A
27 el trea J_,u.z_f

2.5

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Time

Figura 3.11 — Respostas temporais das varidveis manipuladas com o controlador obtido pelo

Lema 8 (Chang et al., 2015), para os quatro vértices do estudo de caso da destilaria.
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Figura 3.12 — Respostas temporais das varidveis de processo com o controlador obtido pelo

Lema 8 (Chang et al., 2015), para os quatro vértices do estudo de caso da destilaria.

As Figuras 3.11 e 3.12 apresentam as respostas temporais das varidveis
manipuladas e de processo, respectivamente, com o controlador obtido pelo Lema 8
(Chang et al., 2015), melhor resultado entre as formulagdes ja existentes consideradas.
Na simulagao, foi aplicado um sinal de disturbio tipo pulso unitdrio, iniciando em t =
60s e finalizando em t = 1800s. Pela Figura 3.11 pode ser observado que o valor de
p = 2 garantiu que os trés sinais de entrada nao atingissem os valores limites que
resultariam em saturacdo do sinal de controle. Pela Figura 3.12 pode ser observado que
por meio da agdo integral, o sistema de controle retorna ao ponto de operacdo (erros
nulos em regime estaciondrio para as trés varidveis de processo) em ambas as variacdes

do sinal de disturbio com respostas transitérias bem amortecidas.
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Figura 3.13 — Respostas temporais das varidveis manipuladas com o controlador obtido

pelo Teorema 2.9 proposto para os quatro vértices do estudo de caso da destilaria.
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Figura 3.14 — Respostas temporais das varidveis de processo com o controlador obtido

pelo Teorema 2.9 proposto, para os quatro vértices do estudo de caso da destilaria.

As Figuras 3.13 e 3.14 apresentam as respostas temporais das varidveis
manipuladas e do processo, respectivamente, com o controlador dado pela Eq. (3.23),
obtido pelo Teorema 2.9 proposto, com a mudanca de varidveis, considerando a matriz

L* apresentada na Eq. (3.24) e os valores de 31 e 35 listados na Tabela 3.2. Novamente
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as variaveis manipuladas permaneceram dentro dos limites evitando saturagdo e as
varidveis de processo apresentaram um comportamento menos suave que O

controlador anterior mas com as amplitudes cerca de 10 vezes menores.

Legenda:

_ Teorema 2.9 proposto

_Lema 8 et al. Chang (2015)

25 . . I I I
i} 500 1000 1500 2000 2500 3000

Time
Figura 3.15 — Comparativo entre as respostas temporais das varidveis manipuladas com os
controladores obtidos pelo Lema 8 (Chang et al., 2015) e pelo Teorema 2.9, para os quatro

vértices do estudo de caso da destilaria.

o M | | | |
1]}
T | | | W

*10

o . . L L L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Time

Figura 3.16 — Comparativo entre as respostas temporais das variaveis de processo com os
controladores obtidos pelo Lema 8 (Chang et al., 2015), curva em azul, e pelo Teorema 2.9

proposto, curva em preto, para os quatro vértices do estudo de caso da destilaria.
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Através das Figuras 3.15 e 3.16 é possivel comparar os desempenhos dos
controladores obtidos pelos Teorema 2.9 proposto e pelo Lema 8 (Chang et al., 2015).
Pela Figura 3.15 pode ser observado que com o controlador obtido pelo Teorema 2.9,
as variaveis manipuladas convergem mais rapidamente para o valor de regime
estaciondrio do que o controlador obtido pelo Lema 8 (Chang et al., 2015), que
apresenta maior sensibilidade as varia¢cdes dos parametros do processo. Pela Figura 3.16
fica mais claro a diferenca significativa de desempenho entre os dois controladores,
sendo que o controlador obtido pelo Teorema 2.9 rejeita melhor o disturbio
apresentando respostas na casa de 10~* enquanto que o Lema 8 (Chang et al., 2015)

apresentou na casa de 1073,

3.4 Consideragoes finais

Neste capitulo, as formula¢Ges propostas para sintese de controle H,, robusto
por realimentacdo de estados sdo aplicadas para sintese de controle H,, robusto por
realimentacdo estdtica de saida para sistemas lineares invariantes no tempo incertos,
em tempo discreto, representados por modelos politépicos, através de mudanga de
varidveis existente na literatura. Por meio dos estudos de casos foi possivel observar que
as formulagdes propostas podem gerar controladores com melhor desempenho do que
formulagdes existentes. A mudanga de variaveis inclui uma matriz adicional que deve
ser fixada, cujo numero de termos depende dos numeros de varidveis de estados e de
saidas medidas. Foi proposto aplicar otimizagdo evolucionaria para calcular o valor
6timo dessa matriz em conjunto com os dois parametros de ajuste das formulacées LMI
propostas. Foram considerados dois estudos de casos de sistemas multivariaveis e os
resultados das formulagGes propostas com parametros otimizados foi comparados com
outros resultados da literatura. As formulacdes da literatura que também possuem
parametros de ajuste também tiveram esses parametros otimizados baseados na
mesma ideia. Os resultados demonstram que é possivel obter controladores com
desempenho significativamente melhores que os controladores obtidos com as outras

formulagGes existentes na literatura.
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4 Conclusao

4.1 Conclusodes gerais

Neste trabalho foram propostas novas formulagdes LMI para sintese de controle
H,, robusto por realimentacdo de estados para sistemas lineares invariantes no tempo
incertos, em tempo discreto, representados por modelos politépicos. As novas
formulacées demandam a fixacdo a priori de dois parametros de ajuste, que permitem
que as formulagbes LMI propostas tenham uma maior probabilidade de obter solugdes
factivéis ou solucdes melhores, em problemas mais dificeis de obter solucdo. Foi
proposto nesse trabalho um problema de otimizagao, para ser solucionado através de
métodos de otimizacdo evolucionadria, para determinacdo desses dois parametros. Foi
demonstrado através de dois exemplos que com a metodologia proposta é possivel
obter solucbes para problemas mais complexos que justifica o custo computacional
associado ao uso do algoritmo de otimizacdo evoluciondria. Também foi observado a
importancia de avaliar ambas as formula¢gées LMI de sintese primal e dual sendo
possivel, como verificado, obter melhores resulltados com a formulacdo dual. E
fundamental o uso de técnicas de otimizacdo para determinag¢dao dos parametros
escalares 6timos considerando ainda que pequenas melhorias, ndo importando o custo
computacional para obté-las, sdo justificadas em termos dos beneficios a longo prazo.

As formula¢des LMI para sintese de controle H,, robusto por realimentacao de
estados foram adaptadas para a sintese de controle robusto por realimentacdo estatica
de saida utilizando uma mudanca de varidveis existente na literatura. Essa mudanca de
variaveis requer a determinacdo a priori de uma matriz de ajuste que afeta o
desempenho do controlador resultante, sendo necessdria uma forma de determinacao
da mesma para obtencdo do controlador étimo. Uma limitacdo na aplicacdo dessa
mudanca de varidvel é a necessidade das varidveis medidas dependerem apenas das
varidveis de estados sem incertezas na matriz relacionando as varidveis medidas e as
varidveis de estado. Desse modo ndo é possivel tratar, por exemplo, problema de
controle tolerante a falhas no caso da falha ocorrer nos sensores. Semelhante ao caso
do controle por realimentacdo de estados, foi proposto aplicar otimizacdo evolucionaria
para determinacdo dessa matriz de ajuste em conjunto com os outros dois parametros

de ajuste das formulagGes LMI propostas. A metodologia proposta foi avaliada e
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comparada com outras formulacdes existentes na literatura através de dois estudos de
casos. Foi verificado pelos resultados obtidos que é possivel obter controladores por
realimentacdo estatica de saida com desempenho significativamente melhor que os
obtidos com outras formulagGes existentes na literatura. O método de sintese proposto
pode apresentar um custo computacional bastante elevado para a determinagdo 6tima
da matriz da mudanca de varidveis e os dois parametros de ajuste das formulacdes LMl
propostas, de acordo com a complexidade do sistema, mas é justificado por resultar em
mais qualidade do produto final, mais seguranca do processo, menor custo da producao,

menos consumo de energia e menos perdas no controle de qualidade.

4.2 Propostas de trabalhos futuros

As formulacdes propostas permitem considerar que os parametros de ajuste
sejam dependentes de parametros. Desse modo é interessante desenvolver um estudo
para avaliar se a uma maior complexidade da formulacdo LMI, necessdria para tratar
produto de dois termos dependentes dos parametros incertos, e o maior nimero de
parametros de ajustes, ird resultar em melhor desempenho para o sistema de controle
ou resolver problemas em que parametros de ajuste fixos ndo obtém solug¢des. Outra
possibilidade é considerar uma matriz no lugar de um dos parametros escalares, o que
geraria mais graus de liberdade, mas também maior complexidade para determinagao
de valor 6timo. Nesse trabalho foi considerado o método evolucao diferencial cldssico
para solucdo dos problemas de otimizagdo propostos. E importante avaliar outros
métodos de otimizagdo, incluindo as versdes aprimoradas do método evolucdo
diferencial e outros métodos, em busca de obter melhores resultados com menor custo
computacional. Dependendo da complexidade do problema, o nimero de variaveis de
otimizacdo pode ser elevado sendo também importante considerar métodos de

otimizacdao mais adequados para tratar nimero elevado de varidveis de otimizacao.

4.3 Publicagdes associadas a este trabalho
Trabalhos apresentados em evento cientifico relacionados com o presente
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de Automatica, XXIV Congresso Brasileiro de Automatica, Fortaleza - CE,

Brasil, 2022.
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Apéndice A

Formulag6es de sintese de controle robusto #

Teorema 1 em Agulhari et al. (2010). Se existirem matrizes simétricas P; € R"* ",

matrizes G; € R**", Z, € R™*" {=1,..,v, tais que as seguintes LMIs sdo
verificadas:

Py AiGi + ByZ;

x Gi+G —P

P,+P, AG;+A;G; + By, Z + B,,Z;

x  G+G+G +G" —-P—P

>0,i=1,..,v, (A1)

>0,i=1,..,v—1,j=i+1,..,v,

(A.2)
entdo o sistema representado pela Eq. (3.1) é estabilizdvel pela ag¢do de
controle u(k) = Z(a)G(a) 1x(k) sendo G(a) e Z(a) dados por:

Z(a) = YliaiZ;, G(a) = XI_ a;G;, a € Q (A.3)

Teorema 2 em Agulhari et al. (2010). Se existirem matrizes simétricas P; € R"*",

matrizes G; € R**", Z, € R™*™, i =1,...,v,edadoy > 0, e se as seguintes LMI sdo

verificadas:
P AiG; + By,iZ; 0 Bu,i
G +GT —p. Grc,;" +zTpr . 0 .
* i +G; i itz i Pzui >0 i=1,..,v, (A.4)
* * ]/21 Dzw,i
* * * I
P+ P AG +AG + By Z; + By Z;
* Gi+G +G +G —P—P
* *
* *
0 By, + By, j
Gi Czj + G Cai + Z{ Dz j + Zf Dy, 0 =1, v—-1j=i+1 .0
2)/2[ Dyw,i + Daw,j
* 21

(A.5)
entdo a acdo de controle u(k) = Z(a)G(a) x(k), sendo G () e Z(a) dados pela Eq.
(A.3), estabiliza o sistema incerto dado pela Eqg. (3.1) com custo garantido H, dado por

y. O valor de y pode ser minimizado para obtenc¢do do controlador, substituindo u = y?2
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ou pode ser fixado a priori para obter um controlador sub-6timo, possibilitando a

obtencao de diferentes controladores.

Teorema 3 em Agulhari et al. (2010). Considerando as matrizes Z; € R™*™ e G; €

R™*™ solugdes do Teorema 1 ou Teorema 2, se existirem matrizes simétricas P; €

R"*™ matrizes F; € R*"*", H; € RP*P, i =1,..,v, matrizes R€ R™*™ L€

R™*49 e u > 0, e as seguintes LMIs sdo atendidas:

G PG, G{A{F;,+Z{BF; 0

[
[« F,+Fl —P, FTB,,;
I * * #1
* E3 *
l * E3 *

GICLH; +Z[ D}, ;H; G/ C; LT — ZTRT
0 FI'By;
DsziHi 0 >0,i=1,...,v (A.6)
Hy+ HT — 1 H{ Dy
* —R—RT i
(':')11 (':')12 0 @14 @15
¥ 0z O3 0 025
* *  3ul O3, 0 >0,i=1,..,N,j#i,j=1,..,N,
* * * O44 O4s
* * * + —3(R+RD

emque U = }/2 e
0,1 = G{ P,G; + G/ P,G; + G] P,G,
0., = G/ ATF; + Gl ATF; + Gl ATF, + Z[ B, \F; + Z] B], \F; + Z[ B, F,,
0.4 =G/ C,H; + G/ C;;H; + G C] ;H; + Z[ D}, H; + Z] D}, ;H; + Z[ D}, ;H,,
0,5 = (G C); + G C}; + G C) HLT — 2Z] + Z[)RT,

@y, = 2F; + F; + 2F + F| — 2P, — P,

@23 = FiTBw,i + FiTBW,j + F}TBW,l"
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05 = FiTBu,i + FiTBu,j + F}'TBu,i
934 = D;w,iHi + D;w,iHj + D;w,jHir

O44 = 2H; + H; + 2H] + H] -3,

045 = HiTDzu,i + HiTDzu,j + H]TDzu,i'

[Yiu Yoz O Yiq Yis 1

* Yo Yoz 0 Y25 |

* % oul Yy 0 > 0,
[ * * Yy Y5 J

* * * * —6(R—RT)

i=1..,v=2jj=i+1..,v=1k=j+1,..,v, (A.8)
com
Yi1 = G/ PGy + G P;G; + G PiGy + G P;iG; + G PG + G[ PG,

Yi, = G Al Fy + GLATF; + Gl AT Fie + G AT F; + G{ ALF; + Gl ALF; +

Z]-TBL-F,{ +Zi B, ;F; + Z{ B}, iFie + Z{Bl iFi + Z{ B .F; + Z]-TBZ’,(FL-,

Yia = G/ CJHy + Gy C;;H; + G C] Hy + G C; ;H; + G C] Hy + G C H; +

Z Dy, iHy + Zi D, Hi + Z] D}, ;Hy + Zi D}, H; + Z] D},  H; + Z] D, H;,

zu,i zu,i ZU,j ZU,j

Y5 = (GlTCyTJ- + GJTC;i + GL-TC;_k + G,{c;i + GJTC;k + G,Ic;j)LT -2z + Z]-TZ,Z)RT,

Yo, =2(F;+ F+ Fe + F/ + F' + F — P, — P, — Py),

Yo3 = F/ By, ; + F/ By, ; + F/ By + Fi By, ;+F/ By, x + F{ By, j,
Yo5 = F/ By j + F/By; + F Byy + F{ By; + F/ By + F{ By j,
Y3, = D}, ;H; + D}, ;H; + D}, ;Hy + D,  H; + D}, :Hy + D}, H;,
Y44 = 2(H; + Hj + Hy + H + H + H{) — 6,

Y45 = HiTDzu,j + HjTDzu,i + HiTDzu,k + HIZDzu,i + HjTDzu,k + HgDzu,j'

entdo a acdo de controle por realimentagdo estatica de saida u(k) = L™1Ry(k)
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estabiliza o sistema (3.1) com custo garantido H, dado por y.

Lema 8 em Chang et al. (2015). Considere o sistema dado pela Eq. (3.1) com Cy(a) = Cy,
sendo C,, uma matriz com posto completo de linhas e D,,,, = 0 e D,,, = 0, se existirem
matrizes L1, Qj e S;,j = 1,2,...,v e escalar u > 0 satisfazendo as seguintes LMls:
[; <0,i=1,2,..,v (A.9)
I;j+T0; <0, i<j, i,j=12,..,v, (A.10)
sendo:

[—S;—=S] +T7'Q;T" «  x
. = 0 —ul  x *
YT ATS; + Byy[Ly 0] B,; ~¢i *
| CoiTS; + Doilli 0] Dy 0 1]

>0,i=1,..,v, (A.11)

com T escolhido tal que C, T = [I 0] e

s= %=1z A12
J Sél SZJZ I]_ y Ly, U, ( . )

entdo, o sistema é assintoticamente estavel com custo garantido H, igual a y =/l

para ac3o de controle por realimentac3o estética de saida dada por u(k) = L1Si{ y (k).

Lema 9 em Chang et al. (2015). Considere o sistema representado pela Eqg. (3.1) com
Cy(a) = C,, C, com posto completo de linhas e D, =0 e Dy, = 0. Para um dado,
parametro escalar v, se existirem matrizes V,U, P}, ]1j,/2j,J3; € G;,j = 1,2,...,ve u>

0, satisfazendo as seguintes LMls:

®ii < O,l = 1, 2, e, U, (A13)
Gl]+®]l<0' l<],l,]=1,2,,1-7, (A14)
com
[ =G — G + P+ ]y * *
J2j —H +J3j *
A;iGj + Bu,iV[I oT” By,i + By,iVDyy, —P
0 = C,iGj + Dzu,iV[I 0]TT  Dazw,i + DzuiV Dy, 0
VBT,
0 0 w,i
0 0 0
| 0 0 0
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*

* * "
* * * %
* * * *
—1 * . * (A.15)
VTD;ui —vU — UUT J1i * .
o (GG-UI oI T ¥
Joi =24
0 (Dyw,i - UDyw,j)T _v_zz v2 |
Oii < O,l = 1, 2, v, U, (A16)

sendo T escolhida de tal forma que C,T = [I 0], entdo o sistema é assintoticamente
estavel com o custo Ho igual a ¥ = +/l, para agdo de controle por realimentagdo

estética de saida dada por u(k) = VU 1y (k).

Teorema 4 em Chang et al. (2015). Considerando o sistema em malha aberta da Eq. (3.1),

dados os escalares 8 e p, se existirem matrizesV,U, P; e G;,j = 1,2, ..., i satisfazendo a

seguinte LMI:
M; <0,i=1,2,..,4
Hij + H]L <0,i <],l,] = 1,2,___”“’
com,
0 —y2 + J3; *
My =| 4G+ BVFxn  E +BVH, P
C1G; + DVF),, F;+DVH pFL, VBl
| C2iGj — Ungxn H; — UH; BVTB!
* *
* *
) * >0, (A.17)
-1+ He(pDiVTpxq)) " A
—pVTDI — pUF,y, —BU—BU"
sendo F,,«,, dado por:
I, p=gq
_ JUoxo Opx@-mlp <q
T#’X% - I ,
axq
(P-a)*q
e
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C, é fixo, ou seja, C,(a) = C,, C, tem posto completo
e C,TCI nao é singular, C,T = [I 0]
C, é fixo, C,(a) = C,, C, tem posto completo e

((c,reDh 11 o)

1 o]T”,

Fixn = 3 C,TCI ésingular, C,T = [I 0]
c C,(a)é fixo, ou seja, C,(a) = C,
2 e C, ndo tem posto completo de linhas
\ Czj, C,(a) nao é fixo,

entdo o sistema é assintoticamente estavel para a acdo de controle por realimentacao

estatica de saida dada por u(k) = VU 1y(k) com custo garantido H,, dado por .
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