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“Qualquer um que ndo se choque com a Mecd-
nica Qudntica € porque ndo a entendeu.” (NIELS
BOHR)



Resumo

Este trabalho consiste no estudo da transferéncia de emaranhamento em um arranjo no qual
duas cadeias de atomos de spin 1/2 interagem configurando uma escada com interagdes
em cada perna e entre as pernas descrito por um Hamiltoniano, no qual os potenciais
locais e as taxas de acoplamento estdo desordenadas e possuem duas representacdes, uma
por sequéncias randémicas e outra por sequéncias cadticas. O estudo propde utilizar as
sequéncias cadticas como estratégia para produzir desordem controlada com intensidades
entre -W e W, e sequéncias bindrias geradas a partir dessas sequéncias cadticas. Foram gerados
graficos para a caracterizacdo dos espectros e autovetores de energia. Posteriormente, foi
desenvolvido o estudo da evolucdo temporal a partir da transmissdo, de uma ponta a outra
da cadeia, de emaranhamento presente em um estado inicial do tipo estado de Bell. Neste
trabalho, realizamos uma caracterizacdo qualitativa obtida através de cdlculo numérico para
as quantidades envolvidas.

Palavras-chave: Transferéncia de Emaranhamento. Desordem. Sequéncias Cadticas.
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Abstract

This work consists of the study of entanglement transfer in an arrangement in which two
chains of atoms of spin 1/2 interact configuring a ladder with interactions in each leg and
between legs described by a Hamiltonian, in which the local potentials and coupling rates
are disordered and have two representations, one by random sequences and another by
chaotic sequences.The study proposes the use of the chaotic sequences as a way of producing
controlled disorder with intensities between -W and W, and binary sequences generated from
these chaotic sequences. Graphs were generated for the characterization of energy spectra
and eigenvectors. Subsequently, the study of the temporal evolution of the entanglement
transmission, from one end of the chain to the other, of the entanglement present in a initial
state of the Bell type. In this work, we performed a qualitative characterization obtained
through numerical calculation for the quantities involved.

Keywords: Entanglement Transfer, Disorder, Chaotic Sequences.
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1 Introducao

No comeco do século XX, a fisica classica ja ndo era mais capaz de explicar diversos
resultados experimentais; surge, entdo, a fisica quantica, que reine um conjunto de postula-
dos que descrevem a evolucao temporal e os resultados de observacédo de grandezas de um
sistema fisico ao nivel microscépico (GRIFFITHS; SCHROETER, 2018). Somente podemos
conhecer o mundo microscépico por meio dos nossos aparelhos ou sentidos, que pertencem
ao mundo macroscépico (EISBERG et al., 1994).

O principio da superposicdo estd no centro das caracteristicas mais intrigantes do
mundo microscépico (RAIMOND; BRUNE; HAROCHE, 2001). Quando observamos um
sistema fisico, ele perde esta caracteristica quantica, ou seja, perde a superposicdo e se
projeta em um unico estado. Nos dtomos, por exemplo, os estados de superposicdes se
mantém, em geral, por pequenas fracdes de segundos, pois o &tomo interage com o meio e a
superposicdo se perde, como se estivessem fazendo constantes medidas e, assim, o sistema
assume sua forma classica (FEYNMAN; LEIGHTON; SANDS, 1965) (NUSSENZVEIG, 2014).

Aplicando a superposicado a sistemas compostos, remete-se ao conceito de emaranha-
mento. Ou seja, apos duas particulas quanticas interagirem, elas ndo podem mais serem
descritas independentemente uma da outra. Em um estado emaranhado, cada sistema pode
revelar informacoes sobre o outro, comportando-se como um dispositivo de medicao (VIEIRA,
2018).

Protocolos de transmissdo em sistemas de informacdo sempre foram objeto de in-
vestigacdo. Particularmente, a possibilidade de transmissdo de emaranhamento através de
cadeias de elementos quanticos foi estudada por (ALMEIDA et al., 2019) num arranjo em que
duas cadeias de 4&tomos de spin Y2 interagem, configurando uma escada em que as cadeias
formam as pernas da escada e as interacdes entre as cadeias formam os degraus.

De outra parte, no estudo de sistemas desordenados, a localizacdo de Anderson
(PERES, 2008) é caracterizada por estados quanticos com amplitude apreciavel restrita
a regioes finitas do espaco. Em uma dimensdo, ocorre localizacdo qualquer que seja a
intensidade da desordem.

Tomando a ideia dos dois paragréafos anteriores, no trabalho (ALMEIDA et al., 2019),
os autores tomam duas cadeias de atomos de spin 1/2 em uma configuracdo do tipo escada,
em que a intensidade da interacdo entre 4tomos vizinhos de cada cadeia (perna da escada) é
dada por uma regra dependente da posi¢do do 4&tomo, e em que a energia de cada 4&tomo e a
intensidade da interagdo entre dois 4&tomos em mesma posicdo nas cadeias (degrau) é dada
por uma sequéncia desordenada de amplitudes. Nesse sistema, os autores mostraram que
é possivel identificar um subespaco livre de localizagdo, que poderia atuar como um tipo
de canal de transmissdo e que permitiria o processo de transferéncia de emaranhamento.

Entretanto, esse canal leva a localizacdo e ao vazamento de informacdo para outro subespaco
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que estd mais desordenado. Um dos principais resultados daquele trabalho é que maiores
amplitudes de desordem impedem que a informacdo vaze de um subespago para outro.

Sendo assim, pretendemos estudar a transferéncia de emaranhamento nesse mesmo
sistema, mas sob efeito de uma desordem controlada. No estudo de (OLIVEIRA, 2018), o
autor apresenta varias sequéncias cadticas geradas por mapas cadticos, mostrando que é
possivel um controle da desordem baseado no parametro de caoticidade dos mapas.

Neste trabalho, investigamos a transferéncia de emaranhamento entre os extremos da
escada descrita anteriormente, quando a desordem ¢é dada pelas sequéncias cadticas geradas
por trés tipos de mapas cadticos que possuem diferentes caracteristicas.

No segundo capitulo, um Hamiltoniano é apresentado para descrever o modelo de
escada em que os dtomos de uma perna interagem apenas com seus vizinhos e com o
atomo correspondente da outra perna. Neste estudo, as energias individuais dos a&tomos e
as interacoes que formam os degraus da escada sdo dadas por sequéncias desordenadas —
aleatoérias como no estudo de (ALMEIDA et al., 2019) e acrescentaremos ao estudo sequéncias
cadticas e bindrias. Consideramos a situacdo em que apenas uma excitacdo € introduzida no
sistema, numa das pontas da escada. Em seguida, escreve-se uma base ortonormal para o
espaco de Hilbert resultante e com ela uma matriz para o Hamiltoniano. Para o estudo da
transmissdo de emaranhamento, tomar-se-a o estado inicial em que os primeiros &tomos
(qubits) de cada perna encontram-se num estado de emaranhamento maximo, um estado
de Bell. Ainda, no segundo capitulo, dois quantificadores sdo propostos como método de
avaliacdo da transmissido de emaranhamento a outra ponta da escada.

O terceiro capitulo refere-se a caracterizacdo e a comparacdo dos espectros e autove-
tores do Hamiltoniano para trés tipos de sequéncias com caracteristicas distintas, que sdo
sequéncias desordenadas, cadticas e bindrias.

No quarto capitulo, estuda-se a evolucao temporal a partir do estado inicial escolhido
e sob efeito das sequéncias cadticas e, particularmente, a transmissdo de emaranhamento
até a ponta final da cadeia, utilizando dois métodos: a Fidelidade e a Concorréncia.

No quinto e ultimo capitulo sdo apresentadas as principais conclusdes e propostas
para melhoria e trabalhos futuros.

Queremos enfatizar que, no presente trabalho, ndo fazemos teoria do emaranhamento,
que se remete aos conceitos e definicbes da medida n(t) (Fidelidade com respeito a um
estado quantico de interesse) e da Concorréncia C(t) (uma das medidas de emaranhamento),
e sim, realizamos uma caracterizacdo qualitativa obtida através de cdlculo numérico para as

quantidades envolvidas.



2 Formalismo

2.1 Sistema e Modelo

O objetivo principal do trabalho é transmitir com alta fidelidade um estado emara-
nhado de um qubit de uma extremidade a outra de um determinado sistema. No trabalho de
(ALMEIDA et al., 2019), os autores estudaram um arranjo em que duas cadeias de N atomos
de spin % interagem configurando uma escada, em que duas cadeias de dtomos interagindo
com os vizinhos mais préximos com intensidade J,, formam as pernas (j;, j,) da escada e as
interacOes entre cadeias formam os degraus (Y4, Y3, Y3, - Yn ), conforme ilustrado na figura
1.

Jy J I

G J; O J; O"fn"

Figura 1 — Esquema do arranjo de duas cadeias de dtomos de spin %

No presente trabalho, estudou-se a transmissdo de emaranhamento para um esquema
do tipo esquema da figura 1, no qual cada perna da escada pode ser descrita por um

Hamiltoniano da forma

N N-1
j— + - + -
H = Zen,jon’jon’j +Zjn,j(0n+1,j‘7n,j +H.c.), @D)
n=1 n=1

com j = 1, 2, e H.c. representando o operador conjugado hermiteano. Ja os degraus da

escada podem ser descritos pelo termo

N
H, = Zyn(alch;l +H.c.). 2

n=1

Assim, o hamiltoniano total sera

H=H'+H?+H, 3

sendo que 0;’1 aumentae o abaixa o spin no n-ésimo sitio da j-ésimo cadeia (j =1, 2) e
€, representa a energia do nivel superior do n-ésimo dtomo da cadeia j, eventualmente
modulada por um campo magnético local. Esses operadores agem criando e destruindo

excitacoes dos dtomos ao longo da cadeia.
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Para representar o hamiltoniano na forma matricial foram estabelecidos uma base
ortonormal e operadores basicos, que o descrevem de modo flexivel e analogo. A base f3
ortonormal foi construida com a ideia dos estados de Fock (FOCK, 1932), de modo a se ter
um controle sobre o nimero de dtomos ocupando o nivel superior, ou seja, hd excitacdes
no sistema. Nesse estudo, tomaremos sempre o caso em que ha apenas um atomo excitado,
uma excitacdo no sistema. Com isso, os estados quanticos permitidos serdo as combinagdes

lineares dos estados

2
|n>D=0* (X)]00..0>" 4
i=1
onde, (| 0 > = {|00...0 > ' ®00...0 > 2}) representa o estado com zero excita¢des. Um
exemplo é o estado [1 > ' = 0% ,(00...0 > ®[00...0 >=[10...0 > @ [00...0 > .
Com estas escolhas, uma base ortonormal suficiente para descrever os estados quanti-

cos do sistema neste espaco 2N -dimensional pode ser

b {]10...0 > ®00...0 >,]01...0 > ® |00...0 >, ..., |00...1 > ®[00...0 >, -
~100...0 > ®]10...0 > ,|00...0 > ®[01...0 >, .., |00...0 > & [00...1 >},

que é denotada = {v;,,, ...,ﬁ,m, m, ..., Vo }, onde V; refere-se & excitacfio no pri-
meiro 4tomo localizado na primeira perna, e v,y refere-se a excitacio do tdltimo 4tomo
localizado na segunda perna. Com isso, esta base indica também a posicao (sitio) sobre as
duas cadeias.

O Hamiltoniano H conserva o numero total de excita¢oes gerando um espaco de Hil-
bert de dimensdo 2N, portanto a matriz hamiltoniana possui ordem [H ],y ,oy- Os elementos

de matriz que formam o Hamiltoniano para cada posicdo ij sdo,
— —
H;; =< v/|H|v; >, (6)
sendo i a i-ésima linha e j a j-ésima coluna de H.

Por conseguinte, utilizando a definicdo (6) foi possivel chegarmos a forma matricial

do hamiltoniano (3)
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(e, Ji. O O y, 0 O 0 |
Ji1 €31 Ja 0 : 0 Y2 0 0
0 Jy; 0 0 0 0
0 JIn_11 0 0
O -+ 0 Jy_ € o --- 0 0
H= N-1,1 N,1 YN %)
Yl 0 O e 0 61’2 le 0 R 0
0O 7y, O 0 Jip €22 Jao 0
0 o . 0 0 Jy, 0
: o . 0 : o . In-12
0 R 0 0 YN O e 0 JN—].,Z eN’2

De modo a garantir a transferéncia com boa fidelidade ao estado quantico inicial,
uma classe de redes de quibts foi tratada por (CHRISTANDL et al., 2004), com acoplamentos

entre vizinhos
J,=Jyn(N—n)/(N/2), (8)

comn=(1,2,..,N—1).

Escolhemos utilizar a definicdo (8) nos operadores basicos que compdem as diagonais
acima e abaixo da diagonal principal da matriz hamiltoniana (7); assim os J’s podem ser
descritos como: J, ; = J, , = J,,.

Olhando para o hamiltoniano, uma configuracao do tipo:

1. €, = €,, leva ao desacoplamento de ambas as pernas;

2. €,1 # €,, retém algum grau de desordem no canal e promove o vazamento de
informacoes;

3. €,, = €,,1 d, mantém o canal razoavelmente seguro, mesmo permitindo pequenos
desvios em €, , ao redor de €, ;. Sendo d, um ntimero aleatdério em um intervalo [-A,
A], com A < W (no qual W ¢ a intensidade da desordem).

Definimos também que €, ; = 7.

Em todo o trabalho utilizaremos as sequéncias nas energias €, € as sequéncias com

uma pequena variagdo nas energias €, ,, conforme mostrado acima (item 3).

2.2 Sequéncias

Tendo em vista a matriz hamiltoniana (7), utilizamos varias sequéncias que represen-
tam as energias no local €, ; e as interagdes entre os degraus y,. Para as interag0es entre
atomos vizinhos em cada perna, utilizamos a definicdo (8), como visto anteriormente.

Trabalhamos com trés tipos de sequéncias, que sdo:
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1. Sequéncias Desordenadas
Em (ALMEIDA et al., 2019), os autores utilizaram sequéncias desordenadas em um
intervalo [-W, W]. Para gerar uma sequéncia aleatdria entre -W e W, utilizamos a
funcdo rand do Matlab, que gera uma sequéncia aleatéria uniformemente distribuida
e modulada por um fator multiplicativo que determina o intervalo da sequéncia para
cada um dos trés casos que serdo abordados mais adiante, com o propésito de validar
nossos procedimentos.

2. Sequéncias Cadticas
No presente trabalho, queremos acrescentar o estudo com sequéncias caoticas proposto
em (OLIVEIRA, 2018), onde o autor exp0Oe vdrias sequéncias cadticas geradas por trés
tipos de mapas cadticos; com isso, pretende-se controlar a desordem da sequéncia
variando o parametro de caoticidade do mapa que a gera.
Sequéncias caodticas sdo obtidas diretamente dos mapas cadticos, onde o caos pode ser
observado para determinados valores dos parametros (ALLIGOOD; SAUER; YORKE,
2000). No presente trabalho, utilizamos rela¢des matematicas que caracterizam cada
mapa caotico e através de um algoritimo geramos as sequéncias caoticas, que possuem
uma funcéo de recorréncia w, ., = f.(w,) (OLIVEIRA; PELLEGRINO, 2018):

* Mapa Logistico

Wnp = TWr(l - Wn)'
* Mapa da Barraca

Wpa=11-—2 WH_E

* Mapa Gaussiano

)
Wpep =€ i +r.

Os mapas cadticos possuem um parametro r que controla a caoticidade. Para cada
mapa cadtico escolhemos estrategicamente alguns valores de r (abrangem regides de
caos e janelas de periodicidade), que sdo mostrados nos capitulos subsequentes.
3. Sequéncias Bindarias

Posteriormente foi realizada a binarizacdo dessas sequéncias cadticas. Interessante-
mente, no trabalho (OLIVEIRA, 2018) mostrou-se que, mesmo apds a binarizacdo da
sequéncia desordenada original, a sequéncia bindria resultante conserva o controle da
desordem, observado na sequéncia original como funcdo do parametro de caoticidade.
O uso de sequéncias bindrias neste estudo tem apelo potencialmente experimental,
que se considera a vasta literatura envolvendo sistemas de variados graus de desor-
dem obtidos via utilizacdo de sequéncias de substituicdo e também sua realizacdo
experimental.

As sequéncias bindrias que foram utilizadas sdo derivadas das sequéncias cadticas;
para que isso fosse realizado, implementamos um algoritmo para o mapa logistico e

para o mapa da barraca que retorna:
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a) V,=1,sew, <0.5;
b) V,=2,sew,>0.5.
Para o mapa gaussiano o algoritmo retorna:
a) V,=1,sew, <0;
b) V,=2,sew,>0.
w,, é definido como os elementos das sequéncias cadticas e V, os elementos que foram

binarizados a partir das sequéncias cadticas.

2.3 Estado Inicial

O estado inicial escolhido deve atender duas caracteristicas: a primeira que ele
represente uma excitacdo em uma extremidade da escada e, por dltimo, que esse estado
esteja emaranhado para que a transferéncia de emaranhamento seja realizada.

O objetivo é estudar a transmissdo de emaranhamento com alta fidelidade de uma
extremidade da cadeia para outra, utilizando os trés tipos de sequéncias descritas anteri-
ormente. Para isso, consideraremos um estado inicial particular do tipo Bell entre os dois
atomos iniciais das duas pernas da escada. Suas propriedades sdo bem conhecidas, mas
mencionaremos aqui apenas uma (SYCH; LEUCHS, 2009), onde os estados de Bell formam
uma base ortonormal para o espaco de Hilbert de dois qubits, ou seja, cada estado pode
ser escrito como uma superposicao dos estados de Bell, remetendo ao conceito de emara-
nhamento. Assim, os primeiros atomos de cada perna do estado inicial encontram-se num
estado de emaranhamento maximo. Em (ALMEIDA et al., 2019) foi proposto um estado

inicial particular que caracteriza um estado de Bell: [|4(0) >] = [1— >, definido como
1
(0)>=|1—>= —[|1 >D —|1 >, ©)
$(0) >=| =011 >0 —1>]

1
$(0) >=1->= —=[110..0> X)100...0 > —]00...0 > (X) [10...0 > 1.

Este estado inicial pode ser representado por uma matriz coluna, com suas coordena-

das na base 3 na qual estamos trabalhando até o momento dadas por

o sl-

[[p(0)>]s = (10)
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2.4 Método

Serdo propostos dois quantificadores como método de avaliacdo da transmissao
de emaranhamento a outra ponta da escada. Usaremos dois medidores para estudar a
probabilidade de se ter |[¢(t)) &~ [N— > em algum tempo t, em que |[N—) é o estado
%[IOO...l > ®|00...0 > —|00...0 > ®|00...1 >] maximamente emaranhado na extremidade
final da escada:

1. Afidelidade n(t) =| <N —|y(t) > | (no qual < N —| é o estado de Bell) é a projecdo
do estado quantico no tempo t sobre o estado maximamente emaranhado associado
aos dois atomos finais da escada.

2. A concorréncia C(t) = 2|f yP(t)f y?(t)| (onde A(,j)(t) = (N(j)llp(t)>, ou seja, é a
projecdo do estado quantico sobre o ultimo dtomo da perna j) como medidor de
emaranhamento na ponta final, segundo o procedimento realizado em (ALMEIDA et
al., 2019).

No capitulo 4 estudamos a evolucado temporal e transferéncia de emaranhamento

segundo o método acima.



3 Elementos Cinematicos

Neste capitulo, realizou-se uma anadlise qualitativa para espectros e autovetores
(densidade de probabilidade), anotando as principais mudancas, regioes de parametro r em
que hd janelas de periodicidade, regides que possuem maior caoticidade, concentracao dos
autoestados e aparecimento de gaps. Utilizou-se sequéncias randémicas no intervalo [-W,
W], sequéncias cadticas para trés tipos de mapas cadticos e sequéncias bindrias que foram
originadas das sequéncias cadticas.

Para efeitos de comparacdo apresentamos trés tipos de graficos para a caracterizacdo
dos espectros e para a caracterizacdo dos autovetores, respectivamente: o primeiro utili-
zando sequéncias totalmente aleatdrias (através da funcao rand); o segundo utilizando
sequéncias bindrias derivadas a partir das sequéncias aleatdrias que foram geradas utilizando
a funcdo rand; e a ultima utilizando uma sequéncia de periodo 2, do tipo (2, 1, 2, 1, 2,
...). Essas sequéncias foram utilizadas para a diagonal principal €, ; e para os acoplamentos
inter-cadeia y,. Nos trés casos utilizamos para os acoplamentos intra-cadeia a relacao de
fidelidade J, = J+/n(N —n)/(N/2). Em todas as simulacOes deste capitulo estabelecemos
2N=1000.

1. Caracterizacao dos Espectros

Sequéncia Aleatéria
4 T T T T

En

) 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000
n

Figura 2 — Curva espectral gerada utilizando uma sequéncia aleatdria.
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Figura 3 — Curva espectral gerada utilizando uma sequéncia aleatdria binarizada.

En
)]

Figura 4 — Curva espectral gerada utilizando uma sequéncia de periodo 2.

Sequéncia Aleatoria Binarizada

200
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Sequéncia Periodica
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n
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1000



Capitulo 3. Elementos Cinemdticos

2. Caracterizacdo dos Autovetores

11

n=1 n=500
0.02 - 0.6 -
0.5
0.015
04
S 0.0 S 03
0.2
0.005
0.1
0 0
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
Posicéo (n)
n=501

Pasicao (n)

e h=1000
0.2
0.15
S o
0.05
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
Posicao (n) Posicéo (n)
Figura 5 — Densidades de probabilidade associadas aos autoestados |v,) de H, utilizando
uma sequéncia aleatéria.
n=1 n=500
0.02 - 0.14 -
0.12
0.015 01
o «_ 0.08
5 00 = 0.06
0.005 0.04
0.02
0 0 I T ——.]
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
Posicéo (n) Pasicao (n)
n=501 n=1000
0.06 0.2
0.05
0.15
0.04
S 0.03 ESCA
0.02
0.05
0.01
0 ) A _
0 200 400 600 800 1000

Posicao (n)

0

uma sequéncia aleatdria binarizada.

200 400 600 800 1000
Posicéo (n)

Figura 6 — Densidades de probabilidade associadas aos autoestados |v,,) de H, utilizando
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n=1 n=500
0.02 0.012
0.01
0.015
0.008
B S 0.006
0.004
0.005
0.002
0 0 e e
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
Posicao (n) Posicao (n)
n=501 e n=1000
0.02 0.03
0.025
0.015
0.02
S 0.01 S 0015
0.01
0.005 I
i 0.005
0 0

0 200 400 600 800 1000
Posicéo (n)

0 200 400 600 800 1000
Posicéo (n)

Figura 7 — Densidades de probabilidade associadas aos autoestados |v,,) de H, utilizando

uma sequéncia de periddo 2.

3.1 Sequéncias Randomicas

Utilizamos sequéncias randomicas que sdo sequéncias aleatdrias uniformemente

distribuidas no intervalo [-W, W]. Para gerar essas sequéncias utilizamos a funcdo rand

do Matlab, com o fator multiplicativo W que determina seu intervalo. Essas sequéncias

compdem a diagonal principal €, ; e os acoplamentos inter-cadeia y,; para os acoplamentos
intra-cadeia foi utilizada a relacao de fidelidade J, = J4/n(N —n)/(N/2). Os resultados de
espectro e autoestados sdo para uma realizagdo de cada sequéncia. Verificamos também que

ndo ocorrem mudangas significativas entre realiza¢des diferentes.
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3.1.1 Caracterizacdo dos Espectros

1. W=0.1

Espectro W=0,1

-3 L
0 200

Figura 8 — Curva espectral gerada utilizando uma sequéncia randémica no intervalo [-WW],

com W=0.1

400

n
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Espectro W=1

800

1000

o
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Figura 9 — Curva espectral gerada utilizando uma sequéncia randémica no intervalo [-W,W],

com W=1
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3. W=10

Espectro W=10
30 . . . .

-30 L 1 1 L
0 200 400 600 800 1000
n

Figura 10 — Curva espectral gerada utilizando uma sequéncia randémica no intervalo [-W,W],
com W=10

Para valores pequenos de W, os espectros assemelham-se aqueles obtidos para cadeias
desacopladas de dtomos com energias préximas a zero e interacdo entre vizinhos dada
por uma relaciio ordenada, qual seja a relacéio que define J,. A medida que W aumenta, a
desordem torna-se importante e se manifesta nos extremos do espectro como porcdes de

curvas nao-suaves, caracteristica de espectros de sistemas desordenados.

3.1.2 Caracterizacdo dos Autoestados

A caracterizacdo dos autovetores refere-se as curvas de densidade de probabilidade
para autovetores de H, onde o indice do autovetor estd associado ao autovalor e suas escolhas
referem-se aos extremos (n =1 e n = 1000) e ao centro (n = 500 e n = 501) do espectro
de energia. Por outro lado, como a base de uma excitacdo utilizada indica a posicédo (sitio)
sobre as pernas da escada, os graficos de densidade de probabilidade mostram as regides das
cadeias com maior ou menor probabilidade de se encontrar a excitacdo colocada no sistema,
para aqueles autoestados.

Na construcdo dos graficos para a caracterizacdo dos autovetores que seguem abaixo,
as curvas foram caracterizadas por cores, que possuem o seguinte padrdo: azul, ciano,
magenta e vermelho, que indicam os autoestados n = 1, n = 500, n = 501 e n = 1000,

respectivamente.
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1. W=0,1

n=1 n=500
01 : 0.25 :
0.08 0.2

« 006 o 015
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0
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Figura 11 — Densidades de probabilidade associadas aos autoestados [,,) de H, para sequén-
cias randdémicas no intervalo [-W,W], com W=0.1
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Figura 12 — Densidades de probabilidade associadas aos autoestados |),,) de H, para sequén-
cias randomicas no intervalo [-W,W], com W=1
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3. W=10
n=1 n=500

0.4 : 0.014 ]
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Figura 13 — Densidades de probabilidade associadas aos autoestados |v,,) de H, para sequén-
cias randdmicas no intervalo [-W,W], com W=10

Os graficos de densidade de probabilidade mostram que, para valores baixos de W,
os autoestados associados aos extremos do espectro (baixas e altas energias) sdo, em geral,
mais localizados e concentram a probabilidade de ocupacdo pela excitacdo sobre os 4tomos
da regido central da escada. Para os autoestados de energia intermedidria, no centro do
espectro, essa probabilidade tende a ser menos localizada e concentra-se sobre os 4&tomos
dos extremos da escada. Com o aumento da desordem W, ha deslocamentos das regides mais

provaveis, mas a caracteristica de localiza¢do espacial dos autoestados permanece.

3.2 Sequéncias Cadticas

Foram utilizadas vérias sequéncias cadticas, cada uma com um determinado parametro
r de caoticidade, que abrangem distintas dreas de cada mapa cadtico citado no capitulo 2.

Os trés mapas utilizados possuem rotas distintas para o caos: o mapa logistico atinge o
caos por uma sequéncia de bifurca¢des; o mapa da barraca nao possui bifurcagoes, tornando-
se caodtico a partir de r > 0.5; e o mapa gaussiano caminha para o caos em uma sequéncia de
bifurcag¢des, entra no caos e, em seguida retorna para a periodicidade por meio de unificagoes.
Figuras dos diagramas de bifurcacées com rotas para o caos se encontram no Anexo A.

As sequéncias cadticas sdo utilizadas para a diagonal principal €, ; e para as interacdes

entre os degraus y,,. Para as interacdes entre as pernas, utilizou-se a relacdo de fidelidade
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J, =Jv/nN —n)/(N/2).

3.2.1 Caracterizacdo dos Espectros

1. Mapa Logistico

r=3.5 r=3.6 r=3.63

En
Moo 2N wh

En
Moo= MW

En
Moo= W

0 200 400 600 &00 1000 0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 &00 1000

n n n
r=3.7 r=3.74 r=3.8

En
ST R L A

En
ST R L A

En
NSO =W

0 200 400 600 8001000 0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 8001000
n n n
r=3.84 r=3.9 r=4.0

En
NSO = oW
En
Moo MW

En
MO =W s

0 200 400 600 8001000 0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 8001000
n n n

Figura 14 — Curvas espectrais para sequéncias cadticas geradas através do mapa logistico.

No mapa logistico, a primeira bifurcacdo ocorre em r = 3.0 e, a medida que r aumenta,
o comportamento da sequéncia w, passa a ser cadtica, apos a sequéncia de bifurcacdes.
Como dito no capitulo 2, tomamos €, ; =y, = w,,.

Sabe-se que o mapa logistico possui muitas janelas de periodicidade entre regides
de caos. As janelas mais evidentes tém inicio aproximado em r = 3.6; 3.63; 3.74;
3.83. Para parametros de caoticidade no interior dessas janelas, as curvas possuem
comportamentos que se assemelham aqueles de sistemas cujas interacoes entre vizinhos
sdo dadas por uma sequéncia ordenada.

As curvas representadas pelos parametros de caoticidade r = 3.7; 3.8; 3.9; 4.0, mostram
curvas mais suaves em suas extremidades se comparadas as curvas cujas interacoes
entre vizinhos sdo dadas por uma sequéncia randomica para valores de W maiores, e
curvas nao-suaves se comparadas as curvas para valores de W pequenos. Ou seja, o
aumento da caoticidade, regulada pelo parametro r, sugere um aumento controlado
da desordem da sequéncia. Esta sugestao fica mais forte no caso seguinte, do mapa

da barraca, que ndo possui janelas de periodicidade e em que a caoticidade aumenta
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monotonicamente com r.

2. Mapa da Barraca

r=0.4 r=0.5 r=0.6
2 3 4
! 2 8
1 2
g o & T
0
-1 0
-1 A
-2 -2 -2
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
n n n
r=0.7 r=0.75 r=0.8
4 4 4
3 3 3
2 2 2
(i (T T
0 0 0
-1 -1 -1
-2 -2 -2
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
n n n
r=0.85 r=0.9 1=0.99
4 4 4
3 3 3
2 2 o
G 1 & 1 5 1
0 0 0
-1 -1 -1
-2 -2 -2
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
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Figura 15 — Curvas espectrais para sequéncias caoticas geradas através do mapa da barraca.

O mapa da barraca néo possui janela de periodicidade e se torna cadtico a partir de
r>0.5.

Pode-se notar que nos extremos dos espectros as curvas nao sio tao suaves; com isso,
fica plausivel a ideia de que os espectros para o mapa da barraca sdo os que mais se
assemelham ao caso de referéncia dado pela sequéncia randémica.

A medida que o pardmetro de caoticidade r para o mapa da barraca aumenta, sugere-
se um aumento controlado da desordem da sequéncia, pois a caoticidade aumenta

monotonicamente com r.
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3. Mapa Gaussiano
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Figura 16 — Curvas espectrais para sequéncias cadticas geradas através do mapa gaussiano.

O mapa gaussiano apresenta comportamento menos 6bvio, com as etapas de rota
para o caos vistas no mapa gaussiano acontecendo simultaneamente dos dois lados. Janelas
de periodicidade sdo observadas nas proximidades de r = -0.65 e de r = -0.45. Para estes
parametros de cadticidade as curvas comportam-se de modo semelhante a sistemas cuja
interacdes entre vizinhos sdo dadas por uma sequéncia ordenada.

As curvas relacionadas aos parametros de caoticidade em regides que ndo possuem
janelas de periodicidade assemelham-se a curvas onde as interagdes entre os vizinhos sdo

dadas por uma sequéncia desordenada.

3.2.2 Caracterizacido dos Autoestados

A caracterizacdo dos autovetores refere-se as curvas de densidade de probabilidade
para autovetores de H. Realizou-se uma andlise qualitativa para os autovetores (densidade
de probabilidade), anotando-se as principais mudancas e concentracdo dos autoestados, utili-
zando sequéncias cadticas. As curvas foram caracterizadas por cores: azul, ciano, magenta e

vermelho, que indicam os autoestados n = 1, n = 500, n = 501 e n = 1000, respectivamente.
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1. Mapa Logistico
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Figura 17 — Densidades de probabilidade associadas aos autoestados |v,,) de H, para sequén-
cias cadticas geradas através do mapa logistico.
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Figura 18 — Densidades de probabilidade associadas aos autoestados |v,,) de H, para sequén-
cias cadticas geradas através do mapa logistico.
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Os graficos mostram a densidade de probabilidade para o autoestado fundamental(n =
1), para os autoestados associados aos autovetores intermediarios (n = 500 e n = 501),
e para o autoestado associado ao ultimo autovetor de energia do sistema (n = 1000),
representados pelas cores em azul, ciano, magenta e vermelho, respectivamente.
Analisando os graficos, nota-se que os autoestados associados aos autovetores das
extremidades (n = 1 e n = 1000) concentram a probabilidade de ocupacdo pela
excitacdo sobre os &tomos da regido central da escada.

Para os autoestados de energia intermedidria (n = 500 e n = 501), essa probabilidade
concentra-se sobre os dtomos dos extremos da escada.

Observa-se que para o valor r = 4.0, ha um pequeno deslocamento das regides mais pro-
vaveis para os autoestados de energia intermedidria, mas a caracteristica de localizacao
espacial dos autoestados permanece.

Em valores de r onde ha janelas de periodicidade a tendéncia é que os autoestados
estejam estendidos, ou seja, a densidade de probabilidade se mostra espalhada sobre
uma regido consideravel do sistema. Observando os graficos, nota-se que apenas para
os trés valores de r com maior caoticidade (r = 3.8; r = 3.9; e r = 4.0), ndo ha
autoestados estendidos, qualquer que seja a posicao do autovetor associado.

As curvas para r = 3.84 sdo as que mais assemelham-se para as curvas cujas interacoes
entre vizinhos sdo dadas por uma sequéncia periodica (7).

2. Mapa da Barraca
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Figura 19 — Densidades de probabilidade associadas aos autoestados |v,,) de H, para sequén-

cias caoticas geradas através do mapa da barraca.
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Figura 20 — Densidades de probabilidade associadas aos autoestados |v,,) de H, para sequén-
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Os graficos mostram que para autoestados associados aos extremos do espectro (n = 1

e n = 1000) concentram a probabilidade de ocupagéo pela excitagdo sobre os dtomos

da regido central da escada.

Para valores de r > 0.5, o mapa da barraca torna-se cadtico. E, ainda assim, nota-se

autoestados estendidos de energia intermedidria (n = 500 e n = 501); a densidade

de probabilidadese mostra espalhada sobre uma regido consideravel do sistema em

oposicdo a ideia de localizacdo sobre uma regido finita.
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3. Mapa Gaussiano
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Figura 21 — Densidades de probabilidade associadas aos autoestados |v,,) de H, para sequén-
cias caodticas geradas através do mapa gaussiano.
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Figura 22 — Densidades de probabilidade associadas aos autoestados |v),,) de H, para sequén-
cias cadticas geradas através do mapa gaussiano.
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As andlises para o mapa gaussiano assemelham-se ao mapa logistico. Ou seja, anali-
sando os graficos nota-se que os autoestados associados ao autovetores das extremidades
(n=1e n=1000) concentram a probabilidade de ocupacdo pela excitacdo sobre os &tomos
da regido central da escada.

Para os autoestados de energia intermedidria (n = 500 e n = 501), essa probabilidade

concentra-se sobre os atomos dos extremos da escada.

3.3 Sequéncias Binarias

As sequéncias bindrias que foram utilizadas sdo derivadas das sequéncias caoticas;
para que isso fosse realizado, implementamos um algoritmo para o mapa logistico e para o
mapa da barraca que retorna:

1. V,=1,sew, <0.5;
2. V,=2,sew, >0.5.
Para o mapa gaussiano o algoritmo retorna:
1. V,=1,sew, <0;
2.V, =2,sew,>0.

w,, é definido como os elementos das sequéncias cadticas e V, os elementos que foram
binarizados a partir das sequéncias cadticas.

Posto isto, as sequéncias geradas a partir do V, sdo as sequéncias binarias que foram
utilizadas para a diagonal principal €, ; e para as interacGes entre os degraus y,,. Para as
interacOes entre as pernas, utilizou-se a relacdo de fidelidade J,, = J+/n(N —n)/(N/2).

O estudo foi realizado para os trés tipos de mapas cadticos, caracterizando inicialmente

OS espectros e posteriormente caracterizando os autovetores.
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3.3.1 Caracterizacio dos Espectros

1. Mapa Logistico
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Figura 23 — Curvas espectrais para sequéncias cadticas binarizadas geradas através do mapa
logistico.

No mapa logistico, a primeira bifurcacdo ocorre em r = 3.0 e, a medida que r aumenta,
observa-se janelas de periodicidade, as mais evidentes localizadas em r = 3.6; 3.63;
3.74; 3.83. Nos graficos que representam estes parametros de caoticidade, nota-se que
aparecem regioes com um gap de energia proibida. Além disso, as curvas possuem
comportamento semelhante as curvas que utilizam sequéncias ordenadas. Nesse sen-
tido, pode-se comparar os graficos da Fig. 23 com r = 3.6 e r = 3.74 e o0 espectro
apresentado na Fig.4.

Fora da janela de periodicidade, os espectros assemelham-se a sistemas cujas interagdes
entre vizinhos sdo dadas por uma sequéncia randémica, para valores de W maiores.

Aqui vale a comparacdo do grafico para r = 4.0 da Fig. 23 com aquele da Fig. 4.
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2. Mapa da Barraca
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Figura 24 — Curvas espectrais para sequéncias cadticas binarizadas geradas através do mapa

da barraca.

O mapa da barraca torna-se cadtico em r > 0.5 e, ndo possui janela de periodicidade.

Para os valores de parametros r = 0.4 e r = 0.5 o0 espectro ndo possui gaps, pois estdo

fora da regido do caos e a sequéncia possui periodo 1.

Observa-se que para o valor r = 0.7 a curva possui um gap, mas a caracteristica da

banda de cima se mantém semelhante ao caso randomico a medida que W aumenta e

que caracterizam curvas ndo-suaves nas extremidades dos espectros.
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3. Mapa Gaussiano
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Figura 25 — Curvas espectrais para sequéncias cadticas binarizadas geradas através do mapa
gaussiano.

Para valoresde r =-0.1, r =-0.2 e r =-0.8, que estdo fora da regido de caos, as curvas
assemelham-se para curvas cuja interagdes entre vizinhos sdo dadas por uma sequéncia
periodica.

Na regido de caos, os espectros assemelham-se aos de sistemas cujas interacoes entre

vizinhos sdo dadas por uma sequéncia randomica, para valores de W maiores.

3.3.2 Caracterizacido dos Autoestados

Os graficos abaixo representam a densidade de probabilidade para os autoestados
associados aos extremos (n = 1 e n = 1000), e para os autoestados de energia intermedidria
(n =500 e n = 501). As curvas foram caracterizadas por cores e, possuem o seguinte padrao:
azul, ciano, magenta e vermelho, que indicam os autoestados n =1, n = 500, n = 501 e

n = 1000, respectivamente.
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1. Mapa Logistico
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Figura 26 — Densidades de probabilidade associadas aos autoestados |v,,) de H, para sequén-
cias cadticas binarizadas geradas através do mapa logistico.
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Figura 27 — Densidades de probabilidade associadas aos autoestados |v,,) de H, para sequén-
cias cadticas binarizadas geradas através do mapa logistico.
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2. Mapa da Barraca
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Figura 28 — Densidades de probabilidade associadas aos autoestados |v,,) de H, para sequén-
cias cadticas binarizadas geradas através do mapa da barraca.
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Figura 29 — Densidades de probabilidade associadas aos autoestados |v,,) de H, para sequén-
cias cadticas binarizadas geradas através do mapa da barraca.
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3. Mapa Gaussiano

r=-0.2 en=1 r=-0.2 e n=500 r=-0.2 e n=501 r= 0.2 e n=1000
002 0.0 0.014 003
0012
0015 0.008 A u;:ﬁg
R o 0006 g 0008 s 0015
- = 0.004 = 0.008 =
0.004 3
o008 0.002 0.002 0.005
a a 1] a
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 8OO 1000 0 200 400 600 8001000 0 200 400 600 8001000
Posicao n) Posicdo in) Posicio (n) Posicao (n)
r=-0.3 en=1 r=-0.3 e n=500 r=-0.3 e n=501 r=-0.3 & n=1000
0.02 0.008 0.2 0.1
0015 0.006 015 0.08
o L L o 0.06
= om = 0004 = 01 = 0.04
0.005 0.002 0.05 002
a a a
0 200 400 600 80O 1000 0 200 400 600 BOO 1000 0 200 400 600 8001000 0 200 400 600 80O 1000
Posicao [n) Pasigio in) Pasigio (n) Pasizao [n)
r=-0.4 e n=1 r=-0.4 e n=500 r=-0.4 e n=501 r=-0.4 e n=1000
0.02 0.008 0.08 0.12
0.1
. 0.015 . 0.006 N 0.06 . 008
EL) S 0004 S 0.04 S 006
0.04
0.005 0.002 0.02 002
a a a
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 8OO 1000 0 200 400 600 8001000 0 200 400 600 8001000
Pasicao in) Posicio (n) Posicio (n) Pasicao in)
r=-0.5 en=1 r=-0.5 e n=500 r=-0.5 e n=501 r=-0.5 & n=1000
0.02 0.008 0.008 02
0.015 0.006 0.006 0.15
o o o o
EL S 0004 S 0.004 s o1
0.005 0.002 0.002 0.05
1] a 0
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 BOO 1000 0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 80O 1000
Pasigao [n) Paosigio in) Pasigio (n) Pasigao [n)

Figura 30 — Densidades de probabilidade associadas aos autoestados |v,,) de H, para sequén-

cias cadticas binarizadas geradas através do mapa gaussiano.
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Figura 31 — Densidades de probabilidade associadas aos autoestados |v,,) de H, para sequén-

cias cadticas binarizadas geradas através do mapa gaussiano.
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Analisando os gréficos das ultimas seis figuras, observa-se que as curvas para a
densidade de probalidade sugerem que, para os mapas cadticos, o estado fundamental (n =
1) e o estado mais excitado (n = 1000) permanecem qualitativamente inalterados, qualquer
que seja o parametro de caoticidade tomado.
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4 Evolucao Temporal

4.1 Desenvolvimento

Para estudar a transmissao de emaranhamento ao longo da escada, utilizamos o
estado inicial descrito pela equacéo (9).

Estamos interessados na evolucdo temporal do estado inicial: |¢(0) >~ | (t) >=
e ) (0) >.

Ao diagonalizar a matriz do hamiltoniano (7), obtemos os autovalores A e os autove-
tores com componentes o; na base 3. A matriz de autovalores é a matriz do hamiltoniano na
base ortonormal dos autovetores de H, que definimos como BON,,;, podendo ser representada

da seguinte forma

A, 0 0 O 0 0 0 0 |
0 A, 0 0 0 0 0O 0
0 0 0 0 0 0O O
0 0 0 A 0 0 0 0
[D]=[HI 0N = N (11)
" 0 0 0 0 Awyy O 0 0
0O 0 0 0 0 Awizy O O
0 0 0 O 0 0O . 0
0 0 0 O 0 0 0 Awn.
Na base BON;, a matriz [e '] pode ser descrita como
[e—iMt 0 0 0 0 0 0 |
0 et 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
. 0 0 0 et 0 0 0 0
[e]= 2 (12)
0 0 0 0 e thont 0 0 0
0 0 0 0 0 e Aot 0
0 0 0 0 0 0 )
| 0 0 0 0 0 0 0 e temt ]

Para a evolugéo temporal na base 3, queremos [|Y(t) >]; = [e_th]g[lll)(O) > .
Entdo, aplicamos uma mudancga de base, pois a base 8 ndo é a base dos autovetores de

H. Desse modo, a evolucdo temporal que queremos ap6s a mudanca de base é dada por
[lp(t) >]BONH = [e_thlﬁgﬁﬁ[lw(O) >]BONH'
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As matrizes de mudanca de base que precisamos sdo dadas pela matriz dos autovetores
de H e por sua inversa. A matriz mudanca de base entre bases ortonormais é sempre
uma matriz unitdria, sendo ortogonal no caso de espaco real. Como estamos trabalhando
apenas no espaco real, a matriz é ortogonal e, para uma matriz ortogonal, a transposta é a
propria inversa. Sendo assim, a matriz mudanca de base serd a transposta o da matriz dos
autovetores de H.

On 021 e On1 Ow+1n O (n+2)1 T O an)1
012 O 22 T OnN2 O (N+1)2 O (N+2)2 T O 2n)2
[0']/ _ 01N OoNn OnN OW+1N O (N+2)N O 2NN (13)
O1nv+1) O2wv+1) °°° Onwv+1) Ow+nwv+1) Ow+2)v+1) 7 Oen)v+1)
O1v+2) Oow+2) """ Onw+2) Ow+nv+2) Ov+2)(v+2) °°° ¢(2N)(N+2)
| O1e8)  O2in) """ OnenN)  Ow+nen)  Ow+2)en) 0 Oen)en) d
Assim, a evolucdo temporal é dada por:
[l () >1gon,, = [e™ 1o T[1(0) >14
E resulta na matriz coluna
_ . -
Wois ' 1t(0'11_0'(M+1)1)
1 _—iA
7€ (01— Oure2)
1 —iAyt
—e MW og,n—0O )
— V2 IN (M+1)N
O >Toon, = | 1, Ty o | (14)
75 1(N+1) (M+1)(N+1)
1 _—idye
75 Pt (0 (v12) = T (v+2))
1
75 e (0 = O prsnyen)
Para voltarmos a base 3 original, fazemos:
[p(t) >1p =[o]le ™™ a1y (0) >1,. (15)

4.2 Transmissao de Emaranhamento

Para o estudo da transmissdo de emaranhamento até a ponta final da cadeia, utili-
zamos os métodos propostos na se¢do 2.4. A quantidade n(t) mede a fidelidade do estado
|y (t)) ao estado alvo [IN—). A concorréncia C(t) é uma medida para o emaranhamento
compartilhado entre dois qubits em qualquer estado misto arbitrdrio.
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Para a realizagdo da média na construcédo dos graficos da fidelidade n(t) e da concor-
réncia C(t), utilizou-se pedacos distintos (30 em 30 elementos) de cada sequéncia para todos

os parametros andlisados e 100 realizacoes de sequéncias para a suavizacao das curvas.

4.2.1 Fidelidade n(t)

A fidelidade n(t) é a projegdo do estado inicial sobre o estado quantico |N—), maxi-

mamente emaranhado, associado aos dois atomos finais da escada.

n(t)=[<N—=p(t)>|

] (16)
-~ [< ND|— < NO|]jy(e) >,
de tal modo que
(N—| = |:0 e 0 = 0 --- 0 ﬁ] (17)

Considerando que o estado |[N— > € o estado de Bell agora formado pelos dois qubits
do extremo final da escada, o produto da matriz coluna (15) referente a evolucdo temporal
com a matriz linha (17) fornece uma medida da transferéncia de emaranhamento, regida
pela equacédo (16).

A seguir, sdo mostrados os graficos da fidelidade n(t) em funcdo do tempo t, no
qual o tempo de transferéncia esperado foi T = nN/(4J), utilizando N = 30. Segundo
(CHRISTANDL et al., 2004), para o esquema de acoplamento J,, utilizado, este seria o tempo
em que a transmissdo alcancaria a outra ponta da escada. Para N =30, teriamos 7 ~ 23.

Para efeitos de comparacdo, plotamos dois graficos: um utilizando sequéncias total-
mente aleatorias (através da funcéo rand) para a diagonal principal €, ; e para os acopla-
mentos inter-cadeia y, e outro utilizando uma sequéncia de periodo 2, do tipo (2, 1, 2, 1, 2,
...), para a diagonal principal €, ; e para os acoplamentos inter-cadeia y,. Nos dois casos uti-
lizamos para os acoplamentos intra-cadeia a relacio de fidelidade J, = J v/n(N —n)/(N /2).
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Sequéncia Periodica
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Figura 32 - Fidelidade n(t), utilizando uma sequéncia de periodo 2, para N=30.
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Figura 33 - Fidelidade n(t), utilizando uma sequéncia totalmente aleatdria, para N=30.
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4.2.1.1 Sequéncias Randomicas

Utilizou-se sequéncias randémicas no intervalo [-W, W] para a diagonal principal
€, € para os acoplamentos inter-cadeia y,. Para os acoplamentos intra-cadeia utilizamos a
relacdio de fidelidade J, = J v/n(N —n)/(N/2).

Os graficos abaixo mostram a fidelidade 1(t) avaliada no intervalo de tempo de 0 a
47, evidenciando picos em valores de t = 7 e t = 37. Para a média utilizou-se 100 realizacoes
de sequéncias para a suavizacao das curvas. O tempo de transferéncia empregado foi T =
N /(4J).

1. W=0,1
W=0.1
1 T T T T
i A
08 r i
06 .
g
i Dot <t
04 o ot 1
02 : |
0 / | gll—'dlj |
0 20 40 60 80 100

tempo

Figura 34 - Fidelidade 7(t), utilizando uma sequéncia randémica no intervalo [-W,W], com
W=0.1, para N=30.
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Figura 35 - Fidelidade 7(t), utilizando uma sequéncia randémica no intervalo [-W,W], com
W=1, para N=30.
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Figura 36 — Fidelidade n(t), utilizando uma sequéncia randdémica no intervalo [-W,W], com
W=10, para N=30.
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A transferéncia de emaranhamento é avaliada no tempo caracteristico T = 23.5, onde
ocorrem os picos (7 e 37). Analisando os gréficos, nota-se que a medida que W aumenta, a
fidelidade n(t) também aumenta, chegando mais proximo de n(t) = 1. Através dos graficos,

observa-se que a transferéncia de emaranhamento melhora com o aumento de W.

4.2.1.2 Sequéncias Cadticas

Para a diagonal principal €, ; e para os acoplamentos inter-cadeia v, foram utilizadas
sequéncias cadticas geradas por mapas caoticos para determinados valores de parametros
de caoticidade. Para os acoplamentos intra-cadeia utilizamos a relacdo de fidelidade J, =
J/n(N —n)/(N/2).

Os graficos abaixo mostram a fidelidade 1(t) de dois qubits para o tltimo sitio de
cada perna avaliada no tempo t, para a média utilizou-se 100 realizacdes de sequéncias para
a suavizacdo das curvas. O tempo de transferéncia empregado foi T = N /(4J).

1. Mapa Logistico
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Figura 37 — Fidelidade n(t), para alguns valores de pardmetros de caoticidade do mapa
logistico, com N=30.
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2. Mapa da Barraca
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3. Mapa Gaussiano
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Figura 38 — Fidelidade 7(t), para alguns valores de pardmetros de
barraca, com N=30.
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Figura 39 - Fidelidade 7(t), para alguns valores de parametros de caoticidade do mapa
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Os gréficos da fidelidade n(t) representam a projecdo do estado inicial sobre o estado
de Bell dos atomos que formam o ultimo degrau. Para os trés tipos de mapa caotico, as
curvas possuem comportamentos similares e assemelham-se a sistemas que utilizaram uma
sequéncia aleatdria. Em algumas curvas hda uma pequena variacdo da sua parte inferior,
proximo a 27. Mesmo com a semelhanca para sistemas aleatdrios, os casos caoticos sugerem
haver uma recorréncia melhor do que no caso aleatério, com pouca diminuicao da fidelidade
em 37. Observa-se que o tempo caracteristico T e seus multiplos se mantém mesmo para os

casos caoticos.

4.2.1.3 Sequéncias Bindrias

Para a diagonal principal €, ; e para os acoplamentos inter-cadeia v, foram utilizadas
sequéncias bindrias derivadas das sequéncias cadticas para determinados valores de parame-
tros de caoticidade. Para os acoplamentos intra-cadeia utilizamos a relacdo de fidelidade
J,=Jv/n(N—n)/(N/2).

Os gréficos abaixo mostram a fidelidade n(t) de dois qubits para o ultimo sitio de
cada perna avaliada no tempo t, para a média utilizou-se 100 realizacoes de sequéncias para
o suavizagdo das curvas. O tempo de transferéncia empregado foi T = TN /(4J).

1. Mapa Logistico
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Figura 40 - Fidelidade n(t),para alguns valores de parametros de caoticidade do mapa
logistico, utilizando sequéncias binarias para N=30.
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2. Mapa da Barraca
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Figura 41 - Fidelidade n(t), para alguns valores de pardmetros de caoticidade do mapa da
barraca, utilizando sequéncias bindrias para N=30.

3. Mapa Gaussiano
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Figura 42 - Fidelidade 7(t), para alguns valores de parametros de caoticidade do mapa
gaussiano, utilizando sequéncias bindrias para N=30.
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Analisando os gréaficos utilizando sequéncias bindrias, observa-se que o tempo carac-
teristico T se mantém. Quando comparamos as curvas das figuras 40 e 41 com as respectivas
figuras 37 e 38, os casos bindrios sugerem haver uma melhora na recorréncia, com pouca
diminuicao da fidelidade em 37, indicando um aumento na fidelidade n(t) para o segundo
pico.

Em alguns casos, nota-se que a parte inferior da curva, localizada entre %T e %T é
similar ao caso quando utiliza-se uma sequéncia periddica.

Para as curvas do mapa gaussiano, nota-se uma similaridade entre as curvas para r =
-0.1; -0.2; -0.8, que sdo as regides onde o mapa ainda ndo apresenta caos. No geral, também
nota-se que a parte inferior (intermedidria) das curvas estd mais suave se comparado ao caso
nao-bindrio, sugerindo uma similaridade ao caso periddico. Nos casos onde néo hd janelas
de periodicidade a parte inferior das curvas suavizam, mas ainda mantém caracteristicas do
caso aleatdrio.

4.2.2 Concorréncia C(t)

No estudo da concorréncia foi utilizada a amplitude da funcao de onda para dois
qubits desejados (AUDRETSCH, 2007). Como descrito em (ALMEIDA et al., 2019), para os

estados utilizados aqui, a concorréncia toma a seguinte expressao

c(0) =2 yP)f yP(2)l, (18)
no qual fl\(,j ()= (N (j)|l/)(t)> ¢ a amplitude de transicdo para o dltimo sitio da j-ésima perna,

em que

(N®]=[0 - 010 - 0 0] (19a)
(N@|=[0 - 000 - 0 1] (19b)

A obtengdo da concorréncia (18) em um determinado tempo t é dada calculando-se
A(,j )(t) para j = 1,2 e utilizando-se a matriz coluna referente a evolucdo temporal. Os valores
extremos C(t) =0 e C(t) =1 indicam respectivamente estados separavel e maximamente
emaranhado.

Como previsto em (ALMEIDA et al., 2019), a capacidade de transferéncia de ema-
ranhamento € otimamente observada em multiplos de um tempo caracteristico 7. Para o
esquema de acoplamento J,, adotado aqui, espera-se T = N /(4J). De fato, os resultados de
1n(t) confirmam a validade de T para os pardmetros usados neste estudo.

Na construcdo dos graficos da concorréncia C(t) que serdo mostrados a seguir, utilizou-
se a média de 100 realizacdes de sequéncias para a suavizacgdo das curvas. As curvas repre-
sentam A/J (no qual A é a amplitude maxima do desvio aleatério d,,, em que €,,, = €,,; +d,,,

com A < W) e foram caracterizadas por cores, que seguem o seguinte padrao:
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1. Vermelho — A/J = 0.05;
2. Preto - A/J =0.1;
3. Azul > A/J =0.2.

Para efeitos de comparagdo, apresentamos trés tipos de graficos para a concorréncia
C(t): o primeiro utilizando sequéncias totalmente aleatérias (através da funcdo rand); o
segundo utilizando sequéncias bindrias derivadas a partir das sequéncias aleatérias que
foram geradas utilizando a func¢éo rand; e a tltima utilizando uma sequéncia de periodo
2, do tipo (2, 1, 2, 1, 2, ...). Essas sequéncias foram utilizadas para a diagonal principal
€, € para os acoplamentos inter-cadeia y,. Nos trés casos utilizamos para os acoplamentos
intra-cadeia a relacdo de fidelidade J, =J Vn(N=n)/(N/2).

Sequéncia Aleatdria (rand)

..........................................................................
-------------
-

........

0.95

085 r

0.8 1 1 1 ]
0 2 < 6 8 10

W/
Figura 43 — Quantidade de concorréncia contra a forca da desordem W/J, utilizando uma
sequéncia aleatdria, para N=30. As curvas representadas em vermelho, preto e
azul equivalem a A/J = 0.05;0.1; 0.2, respectivamente.
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Sequéncia Aleatéria (rand) Binarizada

.........................................................................................

0.99 r

. -
-------------

0.98

097 r

C(t)

0.96 r

095 r

0.94

093 1 1 L 1 1
0 2 < 6 8 10

W

Figura 44 — Quantidade de concorréncia contra a forca da desordem W/J, utilizando uma
sequéncia bindria derivada de uma sequéncia aleatéria, para N=30. As curvas
representadas em vermelho, preto e azul equivalem a A/J = 0.05;0.1;0.2,
respectivamente.

Sequéncia Binaria

...........................................................................................
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0.95

085 r
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.....
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........................................................

08 1 1 I 1 1

WiHJ
Figura 45 — Quantidade de concorréncia contra a forca da desordem W/J, utilizando uma
sequéncia uma sequéncia bindria (2, 1, 2, 1, 2, ...) para N=30. As curvas repre-
sentadas em vermelho, preto e azul equivalem a A/J = 0.05;0.1; 0.2, respecti-
vamente.
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4.2.2.1 Sequéncias Cadticas

Utilizou-se sequéncias cadticas geradas por mapas cadticos para determinados valores
de paradmetros de caoticidade r na diagonal principal €, ; e nos acoplamentos inter-cadeia
v,. Para os acoplamentos intra-cadeia utilizou-se a relacdo de fidelidade (8).

Os graficos abaixo mostram a quantidade de concorréncia C(t) de dois qubits para o
ultimo sitio de cada perna contra a amplitude de desordem W/J (de 1 a 10), calculando a
média sobre 100 realizagoes distintas. O tempo de transferéncia empregado foi T = N /(4J)

e consideramos J = 1, que equivale ao valor maximo da relacdo de fidelidade.

1. Mapa Logistico

r=3.5 r=3.6 r=3.63

0gg | w——— 0.99
= = 098
£ 098 5

0.97

————
097 | e 096 e 0.975
0.96 0.95 0.965

G(r)

0.99

_. 098 P Attt
Eooort f

0.96 :
0.95 /
0.94 —

¢

0.995
0.99
0.985
0.98
0.975
0.97

c)

Figura 46 — Quantidade de concorréncia contra a forca da desordem W/J, para alguns valores
de r do mapa logistico, com N=30. As curvas representadas em vermelho, preto
e azul equivalem a A/J = 0.05;0.1;0.2, respectivamente.

Observando os gréficos, nota-se que as curvas onde ndo ha janelas de periodicidade
(r =3.7; 3.8; 3.9; 4.0.) possuem formatos parecidos, que caracteriza uma subida mais
ingreme e demora mais para estabilizar se comparado as curvas onde hd janelas de
periodicidade. Ou seja, a medida que a caoticidade aumenta, a altura das curvas sobre
o eixo y vai reduzindo.

A curva para o valor r = 4.0 é o que mais assemelha-se ao caso que utiliza sequéncia
aleatdria (figura 43), que é justamente o ponto com maior caoticidade do mapa lo-
gistico, e pode ser observado no Anexo A. Ao comparar os graficos da figura 46 com
o grafico da figura 43, observa-se que a curva em azul inicia-se préxima ao ponto

0.88 no eixo y e vai estabilizando gradualmente até préximo ao ponto 0.94 no eixo y,
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sugerindo maior similaridade com as curvas observadas no caso utilizando sequéncia
aleatédria (43).

2. Mapa da Barraca
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Figura 47 — Quantidade de concorréncia contra a forca da desordem W/J, para alguns valores
de r do mapa da barraca, com N=30. As curvas representadas em vermelho,
preto e azul equivalem a A/J = 0.05;0.1; 0.2, respectivamente.

O mapa da barraca nédo possui janela de periodicidade e torna-se cadtico a partir de
r = 0.5. Em r = 0.4 a sequéncia que foi gerada para plotar o grafico é formada de
apenas zeros (0, O, ..., 0) e, em r = 0.5, a sequéncia gerada é de periodo 1 e ainda ndo
estd na regido de caos.

As curvas indicam uma similaridade com as curvas da figura 43, e principalmente para

o valor de r= 0.99, que possui maior caoticidade para o mapa da barraca.
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3. Mapa Gaussiano
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Figura 48 — Quantidade de concorréncia contra a forca da desordem W/J, para alguns valores
de r do mapa gaussiano, com N=30. As curvas representadas em vermelho,
preto e azul equivalem a A/J = 0.05;0.1; 0.2, respectivamente.

As sequéncias para valores de r = -0.1 e r = -0.2 séo de periodo 2. Observando as
curvas do grafico, pode-se sugerir que € similiar as curvas que utilizam sequéncias bindrias,
retratadas no gréfico da figura 44.

Para valores de r que estdo na regido de caos, as curvas assemelham-se ao caso em

que ¢é utilizado uma sequéncia aleatoria.

4.2.2.2 Sequéncias Bindrias

Nesta situacdo, utilizou-se sequéncias bindrias geradas através das sequéncias cadticas
para determinados valores de parametros de caoticidade r para a diagonal principal €, ; e
para os acoplamentos inter-cadeia y,,. Para os acoplamentos intra-cadeia utilizou-se a relacao
de fidelidade J, = J v/n(N —n)/(N/2).

Os graficos abaixo mostram a quantidade de concorréncia C(t) de dois qubits para o
ultimo sitio de cada perna contra a amplitude de desordem W /J (de 1 a 10), calculando a
média sobre 100 realizagbes distintas. O tempo de transferéncia empregado foi T = N /(4J)

e consideramos J = 1, que equivale ao valor maximo da relacdo de fidelidade (8).
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1. Mapa Logistico
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Figura 49 — Concorréncia contra a forca da desordem W/J, para alguns valores de r do mapa
logistico, utilizando sequéncias bindrias para N=30. As curvas representadas em
vermelho, preto e azul equivalem a A/J = 0.05;0.1;0.2, respectivamente.

2. Mapa da Barraca
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Figura 50 — Concorréncia contra a for¢a da desordem W/J, para alguns valores de r do mapa
da barraca, utilizando sequéncias bindrias para N=30. As curvas representadas
em vermelho, preto e azul equivalem a A/J = 0.05;0.1; 0.2, respectivamente.
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3. Mapa Gaussiano
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Figura 51 — Concorréncia contra a forca da desordem W/J, para alguns valores de r do mapa
gaussiano, utilizando sequéncias bindrias para N=30. As curvas representadas
em vermelho, preto e azul equivalem a A/J = 0.05;0.1; 0.2, respectivamente.

No mapa logistico, nas curvas para a regido cadtica (r = 3.7; 3.8; 3.9; 4.0.) nota-se
que estabilizaram mais rapidamente, a subida fica mais ingreme e logo se estabiliza, enquanto
que as curvas para sequéncias ndo-bindrias é mais suave e demora mais para estabilizar. O
mesmo observa-se para o mapa da barraca e gaussiano para valores de r que estdo no caos
(r =0.6;0.7; 0.75; 0.8; 0.85; 0.9; 0.99 e r = -0.3; -0.4; -0.5; -0.55; -0.6; -0.7).

No mapa da barraca, para valores de r = 0.4 e r = 0.5 as sequéncias possuem periodo
1, consequentemente, as curvas convergem para um ponto em comum.

No mapa gaussiano, observa-se que curvas onde ha janelas de periodicidade (r =
-0.1; -0.2; -0.8) assemelham-se no formato, e sdo similiares para as curvas obtidas para casos
utilizando sequéncia bindria.

Para os trés tipos de mapa caoético, observa-se que ndo ha melhora na transmissao
de emaranhamento nas curvas dos graficos bindrios, pois, apesar da curva estabilizar mais
rapido, ela ndo alcanga valores maiores no eixo y se comparada as sequéncias ndo-binarias

(com excecdo de r = -0.8 para o mapa gaussiano).
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5 Conclusao

O presente trabalho consistiu na realizacdo da caracterizacao qualitativa obtida através
do célculo numérico para as quantidades envolvidas (espectros, densidade de probabilidade,
fidelidade n(t) e concorréncia C(t)) para o sistema de transferéncia de emaranhamento
em uma cadeia de qubits, do tipo escada, em presenca de desordem controlada utilizando
sequéncias caoticas.

O capitulo 2 apresentou um Hamiltoniano que descreveu o modelo estudado, em que
os dtomos de uma perna interagiam apenas com seus vizinhos e com o atomo correspondente
da outra perna. As interacOes entre os degraus e as energias individuais foram dadas por
sequéncias desordenadas, cadticas e bindrias. E as interacdes intra-cadeia foram dadas
pela relacdo de fidelidade 8. Considerou-se apenas situacoes em que uma excitacdo foi
introduzida no sistema, posteriormente foi descrito uma base ortonormal para o espaco de
Hilbert de dois qubits e escreveu-se um estado inicial em que os primeiros dtomos de cada
perna encontravam-se num estado de emaranhamento maximo. O capitulo 3 apresentou a
caracterizacdo dos espectros e densidade de probabilidade do Hamiltoniano. No capitulo 4,
a transferéncia de emaranhamento foi estudada.

Os mapas logistico e gaussiano possuem janelas de periodicidade, entre regides de
caos, ao passo que o mapa da barraca ndo mostra esses retornos a regularidade; com isso, fica
plausivel a ideia de que os espectros para o mapa da barraca sdo os que mais se assemelham
ao caso de referéncia dado pela sequéncia randémica. Além disso, nesses mapas, o aumento
da caoticidade, regulada pelo parametro r, sugeriu um aumento controlado da desordem da
sequéncia, principalmente para o mapa da barraca, que ndo possui janelas de periodicidade
e em que a caoticidade aumentou monotonicamente com r.

Os graficos da densidade de probabilidade que foram vistos no capitulo 3, de modo
geral, mostram que para valores baixos de W, os autoestados associados aos extremos do
espectro concentram a probabilidade de ocupacao pela excitacdo sobre os dtomos da regido
central da escada.

Um dos principais resultados para os gréficos da fidelidade n(t) (capitulo 4) é que
o tempo caracteristico T = nN/(4J) e seus multiplos se mantém mesmo para os casos
caoticos. Os casos caoticos sugerem haver uma recorréncia melhor do que no caso aleatorio,
com pouca diminuicdo da fidelidade em 37. Além disso, a fidelidade tende a diminuir para

recorréncias em (371, 57, 77, ...), conforme mostra a figura 52.
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Figura 52 — Fidelidade 7(t), utilizando uma sequéncia aleatdria para N=30. O tempo de
transferéncia empregado foi 87.

Como previsto em (ALMEIDA et al., 2019) a transferéncia de emaranhamento melhora
com o aumento de W, e hd um valor maximo de saturacdo, que depende do desvio Delta.

Isso pode ser observado nos gréficos de concorréncia analisados no capitulo 4.
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ANEXO A - Mapas Cadticos

Os gréaficos abaixo se referem ao diagrama de bifurcacdo para cada mapa cadtico

estudado neste trabalho.

1.

Mapa Logistico

Diagrama de bifurcacio - Mapa Logistico

=] e a 2.2 232 3.4 4.5 26 3.7 2.8 4.4

pod

Figura 53 — Mapa de bifurcagdo para o mapa logistico. Fonte: (OLIVEIRA, 2018).

. Mapa da Barraca

Diagrama do xiturcac aco - Mapa doa Barraca

Figura 54 — Mapa de bifurcacdo para o mapa da barraca. Fonte: (OLIVEIRA, 2018).
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3. Mapa Gaussiano

Diagrama de bifurcagao = mapa Gaussiano

Figura 55 — Mapa de bifurcagdo para o mapa gaussiano. Fonte: (OLIVEIRA, 2018).
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