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Resumo

Os cdlculos perturbativos em Teoria Quantica de Campos podem ser representados graficamente
em termos dos diagramas de Feynman. Os célculos das amplitudes representadas pelos diagramas
de Feynman além do nivel drvore envolvem, muitas vezes, integrais divergentes . Essas integrais
necessitam um tratamento conhecido como regularizagdo, a fim de que o conteudo fisico da
amplitude seja dela extraido. Uma das mais poderosas técnicas, a Regularizacdo Dimensional,
envolve extensdes dimensionais ndo inteiras do espaco-tempo. Contudo, hd modelos que envolvem
objetos matemadticos cuja extensiao dimensional € ambigua ou mal definida. Uma técnica, chamada
Regularizacdo Implicita, mostrou-se apropriada para o tratamento de modelos cuja extensao
dimensional ndo € bem definida. O método permite que os calculos sejam realizados na prépria
dimensdo da teoria e prescreve regras simples para a preservacao das simetrias dos modelos. No
entanto, no caso de altos graus de divergéncia, para uma unica integral de Feynman, a expansao
para separar as divergéncias pode gerar um grande conjunto de integrais finitas. Além disso,
as expansoes geram altas poténcias de momentos no numerador e denominador, o que resulta
em célculos longos e trabalhosos. Desenvolvemos, nesse trabalho, um novo procedimento para
aplicacdo da Regularizacao Implicita Restrita que simplifica o cdlculo de amplitudes, incluindo

as partes finitas.

Palavras-chave: Teoria Quantica de Campos, Integrais de Feynman, Regulariza¢do Implicita.



Abstract

Perturbative calculations in Quantum Field Theory can be represented, graphically, in terms of
Feynman diagrams. The calculations of amplitudes represented by Feynman diagrams involve
integrals, often divergent beyond tree level. These integrals require a treatment known as
regularization, in order to extract the physical content of the amplitude. One of the most
powerful techniques, Dimensional Regularization, involve non-integer dimensional extensions of
space-time. However, there are models that involve mathematical objects whose the dimensional
extension is ambiguous or ill-defined. A technique, called Implicit Regularization, proved to be
appropriate for the treatment of models whose dimensional extension is not well defined. The
method allows the calculations to be performed in the own theory dimension and prescribes
simple rules for the preservation of the symmetries of the models. However, in case of high
degrees of divergence, for a single Feynman integral, the expansion to separate divergences can
generate a large set of finite integrals. In addition, expansions generate high powers of momenta
in the numerator and denominator, which results in long and labor-intensive calculations. In this
thesis, we developed a new procedure for the application of Constrained Implicit Regularization

that simplifies the calculation of amplitudes, including finite parts.

Keywords: Quantum Field Theory, Feynman Integrals, Implicit Regularization.
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1 Introducao

A Teoria Quantica de Campos (TQC) foi formulada a partir da necessidade de combinagdo
da Mecanica Quantica e da Relatividade Especial (ou Relatividade Restrita, a qual ndo considera
a acao de aceleragdo). O estudo do comportamento de pequenos sistemas e baixas velocidades €
realizado na Mecanica Quantica '. A Relatividade Especial descreve o movimento de particulas
e sistemas em velocidades proximas a velocidade da luz.

Na Mecanica Quantica ndo relativistica, a equacao de onda de Schrodinger descreve a
dinamica de um sistema com uma particula se movendo sob a a¢ao de um potencial, atribuindo
ao sistema a probabilidade de se encontrar determinada particula no ponto X no instante 7. O
formalismo pode ser estendido para mais de uma particula, desde que esse niimero (e tipos de
particulas) seja fixo.

Uma primeira tentativa de desenvolver uma equacgdo de onda relativistica foi feita pelo
proprio Erwin Schrodinger, antes mesmo de chegar a equagdo que leva seu nome. Contudo,
algumas dificuldades relacionadas a interpretagdao dos resultados obtidos com a resolugao da
equacao o fizeram abandoné-la. Essa equagdo foi mais tarde descoberta independentemente por
Oskar Klein e Walter Gordon, e hoje € conhecida como equagdo de Klein-Gordon. Contudo, surge
nesse ponto o primeiro problema para a interpretacdo da solugdo da equacao de Klein-Gordon
como uma fun¢do de onda para uma particula relativistica: a equagao resulta em densidades de
probabilidade negativas, contradizendo a estatistica da Mecanica Quantica. Além disso, solugdes
da equacdo possibilitam estados de energia positivos e negativos, mostrando que a equagado de
Klein-Gordon ndo poderia descrever a Mecéanica Quantica relativistica de uma tinica particula. O
problema dos estados de energia negativos foi contornado com a descoberta das antiparticulas.
Mas as probabilidades negativas ainda ndo puderam ser justificadas (McMAHON, 2008).

Dirac (1928) desenvolveu uma versao relativistica da equag¢do de onda, com a condi¢do
de que as suas solucdes fossem também solucdes da equagao de Klein-Gordon para a particula
livre, 0 que, em principio, garantiria a obediéncia a equacao relativistica de energia € momento.
Dirac postulou que a equagao de onda para uma particula livre fosse de primeira ordem nas
derivadas temporal e espaciais, 0 que, em principio, resolveria as inconsisténcias da equagao de
Klein-Gordon com relagdo as densidades de probabilidade.

A equacao de Dirac forneceu uma descri¢do para o comportamento dos elétrons, € um
entendimento a priori sobre o spin do elétron, e sobre o fenomeno que ele chamou de duplexidade,
devido ao fato de haver o dobro de estados estaciondrios para um elétron no 4tomo. Para Dirac,
sua equagdo descrevia a evolugdo do estado quéntico do elétron, mas essa interpretacdo continha

alguns problemas. Existiam solu¢des para a equagcao de movimento cujas energias eram negativas

' Embora a Mecénica Quéntica tenha surgido com o estudo e descricdo de sistemas microscopicos, os seus efeitos

especificos ndo sdo somente perceptiveis em tal escala. Por exemplo, a explica¢do de fendmenos macroscépicos
como a super fluidez e a supercondutividade s6 € possivel se considerarmos que o comportamento microscopico
da matéria é quantico.
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e sem um limite inferior. Dirac (1931) previu a existéncia do pdsitron, antiparticula do elétron.
Isso conseguia justificar a presenca de estados de energia negativa, que seriam, na verdade,
estados de energia positiva do positron. A comprovagao experimental da existéncia do pésitron se
deu um ano apds sua previsao. As equacgoes de Klein-Gordon e Dirac sé tiveram um entendimento
correto a partir do momento em que passaram a ser interpretadas como equacoes de campos
quanticos, que descrevem sistemas de multiplas particulas e sua evolu¢do no tempo.

Entendemos por campo uma func¢ao definida em todos os pontos do espago. Por ser
definido sobre um conjunto continuo de pontos, um tnico campo incorpora um nimero infinito
de graus de liberdade. A proposta da TQC € quantizar esses objetos matemdticos. De acordo com
a quantizacdo candnica, a forma de fazer isso € escrever os campos em termos de operadores
conhecidos como quanta de excitacao que, por sua vez, aumentam ou diminuem o nimero de
certas quantidades discretas no sistema. Tais quantidades discretas estdo associadas aos estados
que sao identificados com particulas elementares, com propriedades como massa, carga elétrica
e spin.

Como toda a informacdo sobre o nimero e o estado das particulas pode ser resumida
na descri¢ao do estado do campo, o formalismo de Teoria de Campos € conveniente para tratar
sistemas de muitas particulas. Mais do que isso: numa teoria relativistica, com possibilidade de
criacdo e aniquilacdo de particulas, a funcao de onda de uma particula perde o significado, e o
formalismo de campos € essencial e inevitdvel (BOGOLIUBOV; SHIRKOV, 1982).

A principal aplicacdo da TQC € o estudo da fisica de particulas. Isso ocorre porque a
TQC descreve as particulas fundamentais e suas interagdes, usando o que os cientistas chamam
de Modelo Padrao (MP). Neste sentido, o Modelo Padrao descreve trés das quatro interagdes
fundamentais da natureza: a interacao eletromagnética, a interacao fraca e a interagao forte. A
Eletrodinamica Quantica (QED - Quantum Electrodynamics) € uma TQC do Eletromagnetismo.
A QED descreve todos os fendmenos envolvendo particulas eletricamente carregadas interagindo
por meio da forca eletromagnética. No Modelo Padrao, as for¢as eletromagnética e nuclear fraca
foram combinadas em uma Teoria Eletrofraca unificada. A teoria que descreve a forca forte é
chamada de Cromodinamica Quantica (QCD - Quantum Chromodynamics) (McMAHON, 2008).

Antes de 1970, a comunidade da Fisica de Particulas estava dividida em relagao ao
avan¢o de campos quantizados para a compreensao de particulas subatdmicas e suas interacoes.
Acima de tudo estava o sentimento geral de que essa teoria era feia, exigindo vdrias correcoes
para encobrir suas inconsisténcias matemadticas internas. A primeira incoeréncia era o fato de
que as correcdes nas propriedades de interacdo das particulas, geradas por efeitos quanticos de
ordem superior, invariavelmente pareciam ser infinitamente fortes. O contetido de energia de
um campo ao redor de uma particula adicionaria uma correcado infinitamente grande para sua
massa, e também carga elétrica e outros parametros das interagdes receberiam corre¢des infinitas
por autointeragdes nas proximidades de uma particula ('t HOOFT, 2016). A autointera¢ao no
eletromagnetismo pode ser interpretada como a capacidade de uma particula carregada, em

movimento acelerado, ser capaz de emitir momento e energia na forma de radiacdo.
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No contexto de cdlculos perturbativos, as corre¢des radiativas geram amplitudes de
probabilidade frequentemente divergentes. Isso ocorre no limite de altos valores do momento
das particulas virtuais (dominio ultravioleta). H4 outro tipo de divergéncia no caso de teorias
ndo massivas, as chamadas divergéncias infravermelhas, peculiares no regime de baixos valores
do momento. Os infinitos ultravioletas de alta energia parecem ser intrinsecos a TQC, e
nenhuma consideracdo fisica pode contornd-los: ao contrdrio das divergéncias infravermelhas, as
ultravioletas ndo podem ser dispensadas (JACKIW, 1996).

Um “remédio” havia sido proposto para esta doenca em particular, ou seja as amplitudes
de probabilidade divergentes. Primeiro talvez por Hans Kramers, por volta de 1933, e mais
precisamente por Julian Schwinger, Freeman Dyson, Sin-Itiro Tomonaga, Richard Feynman e
outros: as massas “originais” (nuas) e as forcas de interacdo de uma particula sao mal definidas,
de modo que estas poderiam ser ajustadas para cancelar os infinitos indesejados, que agora foram
substituidos por regides experimentalmente inacessiveis perto dos nicleos dessas particulas.
Uma aplicagao sistemadtica deste procedimento, chamado de Renormalizacao, acabou por ser
bastante bem sucedida no estudo de forcas eletromagnéticas entre particulas. O momento
magnético anomalo do elétron assim obtido concordou extremamente bem com as determinacdes
experimentais, e outros sucessos da QED logo se seguiram. Talvez esses argumentos fossem
aproximadamente corretos para a QED, mas ainda precisavam ser definidos os principios por
trds das outras interacoes, ou seja, o procedimento de Renormalizacdo precisava ser formalizado
('t HOOFT, 2016).

A Renormalizagdo foi originalmente uma resposta as divergéncias ultravioletas que
apareceram nos cdlculos de correcdes radiativas em QED. Apesar de bem sucedidos, muitos
fisicos ficaram desconfortdveis com a Renormalizagdo, sentindo que era apenas um truque que
varria o problema fundamental das divergéncias ultravioletas para debaixo do tapete (GROSS,
1997).

Por muito tempo acreditou-se que as simetrias e as leis de conservacao de uma teoria nao
sao afetadas pela transicao das regras cldssicas para as quanticas. Por exemplo, se um modelo
possui invariancia de translagdo e calibre no nivel cldssico e, consequentemente, energia/momento
e carga sao conservados classicamente, acreditava-se que apds a quantiza¢do o modelo quantico
ainda seria invariante de translacdo e calibre, de modo que os operadores de energia/momento
e carga seriam conservados dentro da Mecanica Quantica, isto €, eles comutariam com o
operador Hamiltoniano. Mas em geral ndo precisa ser assim. Sob quantizacdo, algumas simetrias
da Fisica Classica podem desaparecer quando a Teoria Quantica € propriamente definida na
presenca de seus infinitos. Tais simetrias t€énues sdo ditas estar anomalamente quebradas; embora
presentes classicamente, elas estdo ausentes na versao quantica da teoria, a menos que o modelo
seja cuidadosamente organizado para evitar esse efeito. A nomenclatura é enganosa. Na sua
descoberta, o fenomeno foi inesperado e apelidado de “andmalo”. Simetrias andmalas quebradas
desempenham vdrios e cruciais papéis em Teorias Fisicas atuais. Em alguns casos, elas salvam

um modelo do inconveniente de possuir demasiada simetria, o que nao estaria de acordo com
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a experiéncia. Em outros casos, o desejo de preservar uma simetria na Teoria Quantica coloca
fortes restri¢coes a construcdo do modelo e d4 previsdes experimentalmente verificdveis. Assim,
os infinitos da TQC — sejam eles divergéncias ultravioleta, ou uma medida funcional infinita,
ou o “mar” infinito de energia negativa — ndo sdao apenas mdaculas indesejdveis na teoria que
devem ser escondidas. Pelo contrario, os sucessos de vdrias Teorias de Campos na descri¢do de
fendmenos fisicos dependem da ocorréncia desses infinitos. Concluimos que a natureza faz uso
de quebras de simetrias da forma chamada anomala, que ocorrem na Teoria de Campos local, em
decorréncia dos infinitos subjacentes a descricao matemadtica (JACKIW, 1996).

Os termos das expansdes perturbativas em TQC podem ser representados, de forma grafica,
pelos chamados diagramas de Feynman. Os diagramas além do nivel arvore, ou seja, aqueles
contendo loops (e, portanto, integracdes), podem ser mapeados, por meio das regras de Feynman,
em integrais multidimensionais, que frequentemente sio divergentes. E nesse momento que, para
superar o “problema” associado aos infinitos e para um entendimento fisico da amplitude, é
necessdrio um tratamento matematico nessas integrais divergentes conhecido como regularizagao.
A técnica de regularizacdo a ser utilizada deve atender a algumas caracteristicas importantes
da matriz S, como a preservacao da unitariedade e da causalidade, a preservagdo de algumas
simetrias, entre outros. Além disso, € desejavel que o método seja amigdvel do ponto de vista da
computacao algébrica dos valores.

A Regularizagdo pode ser compreendida, grosso modo, como uma forma de se tornar,
em um passo intermedidrio, as amplitudes de probabilidade finitas, mudando a estrutura do
integrando (como no esquema de regularizagdo de Pauli-Villars) (PAULI; VILLARS, 1949),
a dimensdo espago-temporal (Regularizacio Dimensional) ('t HOOFT, 1971), ('t HOOFT;
VELTMAN, 1972) ou ainda usando um cutoff (corte das altas energias). Posteriormente, um
limite de conexdo € tomado e as antigas divergéncias reaparecerdo como funcdes de parametros
do método empregado. Neste ponto, entra a Teoria de Renormalizacio, que proporciona formas
consistentes de redefinicdo das grandezas fisicas, de tal maneira que as partes dependentes da
regularizacdo sejam subtraidas.

A Regularizacdo Implicita (RI), por outro lado, € realizada no espaco-momento, também
na dimensao fisica da teoria, e se mostrou apropriada para o tratamento de modelos cuja extensao
dimensional ndo € bem definida, e ainda prescreve regras simples para a preservacao das simetrias
dos modelos (BATTISTEL; MOTA; NEMES, 1998), (SCARPELLI; BATTISTEL; NEMES,
1998), (BATTISTEL, 1999). A ideia béasica do procedimento de Regularizacao Implicita de uma
integral de Feynman deve considerar a presenca implicita de algum esquema de regularizacao.
O esquema compde a integral originalmente divergente e permite a separacdo de sua parte
dependente de regularizacdo da parte finita, que deve ser independente da regularizacdo utilizada.
A separacao pode ser feita aplicando uma identidade algébrica simples ao integrando, de modo
que as partes divergentes sejam escritas apenas em termos dos momentos internos nos loops
e ndo precisem ser avaliadas. A independéncia das integrais divergentes do momento externo

€ uma caracteristica altamente desejdvel, uma vez que precisaremos apenas de contratermos
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locais na Lagrangiana do modelo, a fim de eliminar quaisquer divergéncias que surjam no cédlculo
perturbativo. Além disso, essas integrais divergentes podem ser escritas como fun¢des de um
parametro de massa arbitrdrio que caracteriza a liberdade de separacio da parte divergente de uma
amplitude e desempenha o papel de escala na equagdo do grupo de Renormalizagdo. Simetrias
do modelo ou requisitos fenomenoldgicos determinam parametros arbitrdrios que sdo termos de
superficies, que se manifestam como diferencas finitas entre integrais divergentes com mesmo
grau de divergéncia, e surgem do procedimento. A Regularizacdo Implicita trata corretamente as
anomalias, bastando para isto parametrizar os termos de superficie, fixando-os de acordo com a
simetria preferencial no estudo em questdo (SCARPELLI et al., 2001).

O procedimento descrito acima é o tradicional para Regularizacio Implicita. E importante
notar que o procedimento € aplicado apds realizar a dlgebra do grupo de simetria na amplitude,
que é decomposta em uma combinacio de integrais. E nessas integrais que a Regularizacio
Implicita € aplicada. Cada integral, entdo, é separada em partes finitas e divergentes. O processo
de parametrizacdao de Feynman € aplicado apenas a integrais finitas. No entanto, para uma tnica
integral de Feynman, a expansao para separar as divergéncias gera um conjunto de integrais finitas,
que pode ser grande no caso de altos graus de divergéncia. Além disso, as expansoes geram altas
poténcias de momentos no numerador e no denominador, o que pode complicar demasiadamente
os cdlculos. A Regularizacdao Implicita foi aplicada com sucesso a um ampla variedade de
problemas (SCARPELLI; SAMPAIO; NEMES, 2001), (BATTISTEL; DALLABONA, 2006),
(OTTONI et al., 2006), (PONTES et al., 2006) , (SAMPAIO et al., 2006) e (DIAS et al., 2008).

E importante a discussdo sobre o papel dos termos de superficie que aparecem na
Regularizacdo Implicita na preservacao das simetrias em nivel quantico. Como os termos de
superficie estdo ligados a translagdes nas varidveis de integracdo das integrais divergentes,
tornd-los nulos em principio automaticamente assegura que as amplitudes ndo dependerao
de como sao atribuidos os momentos as linhas internas dos graficos de Feynman (diferentes
atribui¢coes de momentos sao conectadas por translacoes nas varidveis de integracdo). Em outras
palavras, se os termos de superficie sd@o eliminados, as translacdes no momento de integracao
passam a ser permitidas (invariancia por roteamento nos loops).

Algumas dificuldades ainda sdo encontradas quando sao utilizados os procedimentos
de regularizacdo descritos acima. A manipulagdo algébrica dos integrandos muitas vezes ¢é
longa e trabalhosa, principalmente quando se realizam calculos em ordens superiores. Este
trabalho propde o desenvolvimento de um novo procedimento para aplicacdo da Regularizacao
Implicita em sua versdo restrita, que simplifica muito o cdlculo das amplitudes, principalmente
das partes finitas. Supondo a existéncia de uma regularizacdo, aplicamos a parametrizacao
de Feynman a amplitude completa e eliminamos os termos de superficie, tornando-os nulos,
através do que chamamos de relagdes de consisténcia, de modo a ter apenas integrais divergentes
escalares. Em seguida, fazemos uso de identidades algébricas para expandir os integrandos para
obter divergéncias bésicas que sdo livres do momento externo. Essas identidades algébricas

estabelecem um conjunto de relacdes de escala que sdo sempre as mesmas € nao precisam ser
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calculadas em cada situacdo. Como um subproduto, as relacdes de escala permitem introduzir
uma escala de massa arbitrdria que serd ttil no processo de Renormalizacdo. Os resultados
deste novo procedimento sao os mesmos da Regularizacdao Implicita Restrita. No entanto, o
procedimento também permite a introducdo de parametros arbitrdrios locais para os modelos em
que sao necessarios.

Este trabalho estd organizado em capitulos, incluindo o presente, que apresentou a
introducao do trabalho, com alguns dados histéricos, além da caracterizacdo do problema a ser
desenvolvido nesta tese de doutorado.

O Capitulo 2 apresenta uma introducao a Teoria Quantica Campos desde os conceitos
iniciais que definem a Teoria da Relatividade Especial e a Mecanica Quantica, assim como as
notacdes que serdo utilizadas ao longo do texto.

O Capitulo 3 apresenta o procedimento de quantiza¢do de campos, a defini¢do de estados
dos campos e a construg¢ao das integrais de caminhos na Mecanica Quantica, necessdrias a
deducdo das regras de Feynman para a Teoria Escalar Livre.

O Capitulo 4 apresenta um breve historico dos diagramas e regras de Feynman, assim
como a parametrizacdo de Feynman e os cdlculos de integrais de Feynman finitas.

O Capitulo 5 € dedicado ao método tradicional de aplicacdo da Regularizacdo Implicita,
topico de fundamental importancia no desenvolvimento deste trabalho, quando sdo apresentados
os procedimentos para a aplicagdo do método.

O Capitulo 6 apresenta os resultados obtidos, os quais integram o artigo “Advances
towards the systematization of calculations with Implicit Regularization” (Avancos em direcdo a
uma sistematizacao de cdlculos com Regularizacdo Implicita) (FELIPPE et al., 2022), onde é
apresentado um novo procedimento para a aplicacdo da Regularizacao Implicita Restrita.

Por fim, o Capitulo 7 apresenta a conclusdo deste trabalho e as perspectivas para o

desenvolvimento de trabalhos futuros.
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2 Introducao a Teoria Quantica de Cam-

pos

2.1 Relatividade Especial

Em 1905, Albert Einstein prop0s uma teoria que corajosamente alterou completamente
nossa nocao de espaco e tempo (EINSTEIN; DAVIS, 2013). Einstein baseou sua Teoria da

Relatividade em dois postulados.

1. O Principio da Relatividade: Todas as leis da fisica t€m a mesma forma em todos os

referenciais inerciais.

2. A Constancia da Velocidade da Luz: A velocidade da luz no vacuo tem o mesmo valor,
¢ =299792458 ms~!, em todos os referenciais inerciais, independentemente da velocidade

do observador ou da velocidade da fonte que emite a luz.

Em 1908, Hermann Minkowski, em uma conferéncia, denominada Espaco e Tempo,
apresentada no 80° Congresso dos Cientistas e Médicos Alemaes, na cidade de Col6nia, na
Alemanha afirmou:

“Os conceitos de espaco e tempo que desejo exibir diante de vés brotaram do solo da
Fisica Experimental e nisto reside sua forca. Eles sdo radicais. De agora em diante, o espaco
isolado e o tempo isolado estdo destinados a esvairem-se em meras sombras € somente uma
espécie de unido dos dois preservard uma realidade independente”.

Isto implica, na Teoria Relativistica, que tempo ¢ e posi¢do 7 estdo em pé de igualdade.
O que de fato existe € o espaco-tempo, quadridimensional. Em Relatividade Especial (ou
Relatividade Restrita), caracterizamos espaco-tempo por um evento, que € algo que acontece
em um determinado momento ¢ e alguma localizacdo espacial (x,y,z). Observe também que
a velocidade da luz ¢ pode servir como um fator de conversdo, transformando o tempo em
espaco e vice-versa. Espaco e tempo, portanto, formam uma estrutura unificada e n6s denotamos
as coordenadas por (ct,x,y,z). Observe que, com a defini¢cdo da primeira coordenada ct do
quadrivetor, sua dimensao € igual a dimensao das demais coordenadas (dimensao de comprimento).
Definimos o quadrivetor contravariante por x* = (xOx!x2x3) = (ct,x,y,z) e o quadrivetor

covariante por x, = (xo,x1,x2,X3) = (¢t, —x, =y, — 2).

2.1.1 Métrica de Minkowski

E conveniente introduzir um objeto conhecido como métrica. A métrica da Relatividade

Especial € dada por um tensor métrico de Minkowski:
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1 0 0 0

g o[ 071 00 W
00 -1 0
00 0 -1

Pelo fato de ndo considerar a gravidade, a Relatividade Especial € desenvolvida em
um espaco-tempo plano, onde a curvatura € nula, chamado espaco de Minkowski. Nesse caso
especifico, podemos dizer que o tensor métrico n*¥ é uma matriz. Essa métrica tem uma inversa,
denotada por 17, = n*V, uma vez que a matriz inversa correspondente € a propria matriz. Na

notagdo tensorial, temos "n,, = 6;’, sendo 6’; a fungao delta de Kronecker, definida por:

I, se u=p
5 = . )
0, se u#p

Dessa forma, fica evidente que 77~! = I, em que 14 é a matriz identidade de ordem 4. Utilizando
a métrica, um indice pode ser levantado ou abaixado: x, = 17,,x” ou x* = npt"x,.
Nesse ponto, percebemos a simplicidade da notacdo utilizada na dlgebra tensorial. Abrindo

os cdlculos, temos a seguinte equacao matricial:

Xy = Muyx” 3)
X0 1 0 0 O X0
X 0 -1 0 0 x!
= . | e
X) 0O 0 -1 0O X
X3 0 0 0 -1/\x°
ou seja,
Xp = x0
X1 = —xl
9 : )
Xy = —x2
X3 = —x3

Observe que ja haviamos visto na definicdo de vetor contravariante x* e vetor covariante

x,: a cordenada temporal € a mesma, enquanto as coordenadas espaciais $30 opostas.

ct 1 0 0 O ct
—X 0 -1 0 O X
= (6)
-y 0O 0 -1 0 y
-z 0O 0 0 -1 Z
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2.1.2 Produto Escalar

O produto escalar € um invariante relativistico, o que significa que, independente do
referencial inercial adotado, o valor € a mesma constante.

Considere os quadrivetores a, = (ag.a1,az,a3) e b* = (b%,b',b%,b%). O produto escalar
a-b = a,b" é um somatoério nos indices (abaixado e levantado) das quatro coordenadas. Quando
um indice € repetido em uma expressao uma vez em uma posi¢do abaixada e uma vez em uma
posicao levantada, isso indica uma soma, sobre o indice que se repete, isto €:

3
aub" = > ayb" = agh® + arb' + arh? +azb* = a®b® - - b . 0
u=0

Observe que a - b se refere ao produto escalar usual em R3. Por simplificacdo, a escrita do
somatoério é muitas vezes suprimida. Essa notacdo simplificada é conhecida como convengdo da
soma de Einstein, ou notagcdo de Einstein (McMAHON, 2008). Com base nessa convengao, a
expressao de contragdo x, = 1,,x" € uma simplifica¢do para x, = nﬂoxo +Mu x4+ nﬂzxz + 77#3x3.

Considere o exemplo de um flash de luz emitido na origem (0,0,0,0). Apds um tempo ¢,

a frente da onda da luz tem a forma esférica descrita por:

At =x%+ y2 + 22 , 8)

ou seja,
62t2_x2_y2_z2:0. 9)

Nesse caso, observe que x,x* = 0. Sabendo que a velocidade da luz € invariante, de acordo
com o segundo postulado, este produto escalar serd sempre igual a zero, independentemente do

referencial adotado.

2.1.3 Transformagdes de Lorentz

A transformacao Galileana, utilizada na Mecéanica Newtoniana, ndo € vdlida quando
a velocidade v se aproxima da velocidade da luz. Vamos apresentar as transformacgdes das
coordenadas que se aplicam a todas as velocidades na faixa de 0 < v < c. Essa transformacao,
conhecida como transformac¢do de Lorentz, foi laboriosamente derivada pelo fisico holandés
Hendrik A. Lorentz (1853-1928) em 1890 (SERWAY; MOSES; MOYER, 2004).

Uma transformacao de Lorentz, denotada por A, nos permite transformar entre diferentes
referenciais inerciais. Para simplificar, considere um referencial inercial x’# em movimento
com velocidade v (0 < v < ¢) ao longo do eixo x em relag@o a outro referencial inercial x*
(McMAHON, 2008). Por simplicidade de notacao, definimos: S = g e, portanto, o fator de

Lorentz:
1 1

Ny 1—ﬁ.
CZ

(10)
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Entdo, a transformacgdo de Lorentz que conecta os dois refenciais inerciais € dada pela matriz:

v
y =By 00 y vz 00
1%
_ 0 0 2
A = By v _| o 7 00 a1
0 0O 10 0 0 1 0
0 0O 01 0 0 0 1

Dessa forma, se o referencial x’# se move com velocidade constante v, no sentido positivo do eixo
x, em relacdo ao referencial x¥, podemos escrever as equacdes das transformacdes de Lorentz na
notacao tensorial.

X = Ax”. (12)

Abrindo os célculos, teremos as quatro equagdes que definem as transformagdes de Lorentz:

X0 vy =By 0 0 x0
x'! _ -By v 00 x! (13)
x? 0 o0 1 o]l 2]
X3 0 0 0 1)\
10 = y(:x - ),
=y (! - o), y
x/Z — )C2 ( )
X3 =x3
Ou entdo, escrito na nota¢ao a qual nos acostumamos
ct’ y —% 00 ct
! - 00
o il (15)
y 0 0 10
! 0 0 01 Z
ct' = (ct - Kx) V= (t vx)
= . = ')/ CZ
x' = x——ct) x' =y (x—vt)
’ ¢ = . (16)
Y=y Y=y
Z/ =7 Z/ =z

Podemos fazer a transformacao inversa de varidveis, ou seja, conhecidas as coordenadas de um
referencial inercial x"# com velocidade 0 < v < ¢ no sentido positivo do eixo x em relacio

ao referencial inercial x*, é possivel determinar as coordenadas no referencial x*. Para isso, a
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partir da equagdo matricial x’# = A} x”, basta multiplicarmos a esquerda pela matriz inversa da

transformacao de Lorentz, isto é
o= AbxY

(Af) ™ (A ALY

(A = xV. (17)

Na notac@o tensorial, escrevemos A*YA,, = 6g, em que (5§ € a funcdo delta de Kronecker.

Fazendo os cdlculos da matriz inversa da transformagao de Lorentz, obtemos:

vy By 00 7%00
0 0 Z 5y 00
P -| , 18
(A) 0 0 10 0 0 10 (18)
0 0 0 1 0 0 0 1

que corresponde exatamente a transformacgao de Lorentz trocando o sinal da velocidade para
—v. Isso decorre do primeiro postulado da Relatividade de Einstein, que exige as leis da Fisica
tenham mesma forma em ambos os referenciais inerciais S e S’ e onde o sinal de v foi mudado
para levar em conta a diferenga no sentido do movimento dos dois referenciais. De fato, devemos
ressaltar que essa importante técnica para obter o inverso de uma transformacao de Lorentz pode
ser seguida como uma regra geral: para obter a transformacao inversa de Lorentz de qualquer
quantidade, simplesmente troque varidveis x por x” e vice-versa e reverta o sinal da velocidade
do referencial (SERWAY; MOSES; MOYER, 2004). Dessa forma, podemos escrever

X vy By 0 0 X
x! | By v 00 x'!
21 o o 1 0] x? (19)
x> 0 0 0 1/\x?

O produto escalar x*x,, € conhecido como a magnitude de um quadrivetor. Essa magnitude
€ um escalar, invariante sob as transformacgdes de Lorentz, conforme apresentado no Apéndice A.
Quando uma quantidade € invariante sob as transformagdes de Lorentz, todos os observadores
inerciais concordam com o seu valor (McMAHON, 2008). Vale ressaltar que os cdlculos também
podem ser realizados com um produto escalar genérico a*b,.

Um quadrivetor que é de particular importancia € o energia-momento, que unifica a
energia e 0 momento linear em um unico objeto (McMAHON, 2008). Observe que na Teoria da
Relatividade, assim como espaco e tempo nao podem mais ser dissociados, 0 mesmo ocorre com

energia € momento:
E E _
p# = (;’pl’p29p3) = (?’p) > (20)
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E E R
Pu= (;,pl,Pz,Ps) = (;, —P) : (21

Observe a necessidade do denomidador ¢ na primeira componente do quadrivetor energia-
momento a fim de manter a mesma dimensao de momento das demais componentes. Assim, o

produto escalar fornece:

E2 2 2 2 E2 =12
pipu = =" (p1)" = (p2)° = (p3)° = i 17722 (22)

Lembramos, da defini¢io de momento relativistico:
p =ymov, (23)

em que mq € a chamada massa de repouso da particula. Lembramos, também, da definicao de
energia relativistica:
E =ymoc?. (24)

Utilizando ambas definicdes para escrever o quadrivetor energia-momento, temos:

E - -
pt = (;,p) = (ymoc,ymgv) , (25)

E - -
Pu = (?’ - p) = (VmOCa - VmOV) . (26)

Nesse caso, o produto escalar fornece:

Poy = Y'micr -y’ mllv|?
= g (- 1IFIP)
= )/zm(z) (1 - ”?2'2) c?
= y'm} (Lz) ¢
y
= mjct. (27)

Como o produto escalar € um invariante relativistico, ambos os resultados calculados devem ser

iguais, ou seja

E> o 22

— —llpll” = mge,
E? -2 20
2 = |Ipll* + mge”,

E* = A|pII*+mdct. (28)
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Esta ltima equagado € a conhecida equacgdo relativistica para a energia de uma particula livre. A
magnitude do quadrivetor energia-momento nos dd a relacdo de Einstein conectando energia,
momento € massa.

Para o caso de particulas com massa zero, como fétons, usamos mg = 0 na equagao
relativistica e encontramos a relacao energia-momento (SERWAY; MOSES; MOYER, 2004):

E=|plc. (29)

2.1.4 Derivadas na Notacao Relativistica

Vamos agora considerar as derivadas na notacao Relativistica. A derivada de um campo

¢ € escrita como:
de

o~ Ou¥ (30)

O indice é abaixado porque, conforme escrito, a derivada € um quadrivetor covariante. As

componentes do quadrivetor sdo:

dp dp 0d¢ 0d¢
0x0” 9x1” 9x2’ 9x3

) = (Bop, 019, hp, B3¢) . 31)

De forma anéloga, temos:

¢ _(d¢ d¢ ¢ ¢ 0 Al 22 o3
-~ =\ 5 s a o :a'u :(a ,a ,a ,a ), 32
0xy (8}60 0x1 O0xp Ox3 ¢ $.090 900 (32)
que € um vetor contravariante. Como qualquer quadrivetor, podemos calcular um produto escalar,
obtendo a generaliza¢do quadridimensional do laplaciano, chamado Operador D’Alembertiano,
dado, na notagdo ordindria, por CLZ g—; — V2 = 0. Utilizando a notagdo relativistiva para derivadas
junto com o produto escalar generalizado, temos:
1 0°

91, = — 2 _
B c2 012

vVZ=0. (33)

2.2 Equagdes de Campo Relativisticas

2.2.1 Equacao de Klein-Gordon

Comecamos pela relagdo fundamental entre energia, momento e massa utilizada na

Relatividade Especial, a conhecida Relagao Relativistica (28):

E? = c2p2 +m?c? , (34)

em que estamos omitindo o indice 0 da massa de repouso.
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Considere a equacdo de Schrodinger independente do tempo:

h* 8%y Ay
_ 4+ V = ﬁ— . 35
ma T )
em que % € a constante de Planck 4 dividida por 2x, i = % = 1,054572 - 1073*J s. Na Mecénica

Quantica, os observaveis se transformam em operadores matematicos:

)
E—if (36)
7 — —ihV . (37)

Para obtermos a equagdo de Klein-Gordon, fazemos as substitui¢des na equacao de Einstein que

envolve energia, momento e massa, € aplicamos a uma funcao de onda ¢. Assim,
E?> > -*— e p*— —-hV2. (38)
Dessa forma, em termos de operadores a Relacdo Relativistica pode ser escrita como:

82
—ﬁZ@ = —h2c?V? + m3ct. (39)

Aplicando esse operador a func¢do de espaco-tempo ¢ = ¢(x,t), temos:

—WP=ZL = 2V +mPcty. (40)

Organizando melhor a equagio, dividindo por h2¢?, escrevemos

1 0% , m*c?
o TR

)go:o. 41)

Relembrando do operador D’Alembertiano ég—; — V2 = [, obtemos a equacio de Klein-Gordon
(42):

2.2
(D+mﬁ§)¢=0. (42)

2.2.2 Equacgdo de Dirac

Dirac notou que, enquanto a equagao de Klein-Gordon (42) contém uma derivada temporal
de segunda ordem em ¢/, a Eq. de Schrodinger (35) contém uma derivada temporal de primeira
ordem em i e, por isso, ndo implica em densidades de probabilidades indefinidas.

O ponto de partida tomado por Dirac foi fatorar o operador de Energia-Momento na
forma covariante,

pup* —m*c? =0 (43)
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em um produto de termos lineares em p*, com coeficientes ¥ e y/,
(,kak + mc) (yjpj - mc) =0. 44)
Abrindo o produto da eq (44), temos:
B pips = me (B pi = ¥ p;) = m? = 0. (45)

Comparando com a relacdo (43), devemos eliminar os termos lineares em py, bastando, para
isso, fazer g% = y*.
By pepj—m*c* =0. (46)

Nos resta, ainda, encontrar os coeficientes y/ tal que a igualdade

BY' pep; = p*py (47)

seja satisfeita. Ou seja:

) =) - () - ()

V) 0o+ () 00+ () 022+ (v') (0

(
+ (7071 + 7170) popi+ (7072 + 7270) pop2
+ (7073 + 7370) pop3+ (7172 + 727‘) p1p2
+ (7173 + 7371) pips+ vy + y372) p2ps.
(48)
Dirac constatou que os coeficitentes y* satisfazem o anticomutador
Oy =20, (49)

em que " sdo os elementos da matriz que define a métrica de Minkowski e as chaves denotam
o anticomutador {A, B} = AB + BA. Ou seja, y* é uma matriz.

As matrizes y* exigem uma base com as quatro coordenadas (u = 0,1,2,3). E possivel
mostrar que a menor ordem para matrizes quadradas em que o anticomutador (49) € satisfeito €

4 x 4. As matrizes y foram construidas por Dirac da seguinte forma:

L 0 . 0 o
o_|[ L W) _
= e = . , 50
Y ( 0 -b ) 4 ( @ 0 ) (50)

em que o) sdo as matrizes de Pauli definidas por:

ol = 01 . o® = 0 i e o= bo . (51)
1 0 i 0 0 -1
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As matrizes y# passaram a ser conhecidas como matrizes de Dirac.

Retornando a equacgio (44),
(ﬁkpk +mc) (7]]9] _ mc) = 0,

escolhe-se, por conveng¢do, o termo negativo

(yjpj—mc) =0, (52)

e, por meio do principio de correspondéncia,

pu — —ihd, , (53)

obtém-se, finalmente, a Equag@o de Dirac na forma covariante:

(ihy* 8y —me) ¥ =0, (54)

2.3 Formalismo Lagrangiano

Na Mecinica Classica, o formalismo Lagrangiano € equivalente ao formalismo Newtoni-
ano. A Lagrangiana pode ser usada para derivar as equagdes de movimento. Quando métodos
Lagrangianos sdo aplicados a campos, podemos usar as mesmas técnicas para derivar as equacoes
de campo. A Lagrangiana € um conceito fundamental que captura toda a dinAmica do sistema e
permite determinar muitas propriedades uteis, como médias e comportamento dindmico.

Inicialmente, considere o0 movimento de uma tnica particula em uma dimensao espacial
x e seja K a energia cinética da particula movendo-se em um potencial V. A Lagrangiana L ¢

definida como:
L=K-V. (55)

Definimos a ac¢do S como:

%) %)
S:/ Ldt:/ (K-=V)dt. (56)
131 151

2.3.1 Principio da A¢do Minima

Quando uma particula de desloca de um ponto P, no instante 71, ao ponto P», no instante
1>, sob uma energia potencial V(x), a trajetéria serd a de acdo minima. Para que a acdo seja
minima, uma variacdo infinitesimal dx(7) na trajetéria real deverd produzir uma variacdo nula

em S em 12 ordem. b
(65) 12 ordem = (/ 6L dt) = O . (57)
5] 12 ordem
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dx

Assim, se L = L(x,%), em que x = > temos:
oL oL
oL = —ox+—06x, 58
ox T 9t (58)
em que 0x = %&c. Assim,
2 (oL oL
oS = / (—6x + —_6)&) dt . (59)
n \0x 0x

Utilizando integracdo por partes na segunda parcela do integrando, considerando u = g—é e
dv = (%6)() dt, temos:
L(oL oL
[ (2Loer 2ot
n \0x 0x

L (HL oL & 2q (dL
—6x|dt+|—6 - — | =06x]|dr. 60
~/f1 (0)6 x) +(ax x) 131 ‘/l‘; dt(ax x) ( )

Como 6x € nulo nas extremidades, ou seja, dx(71) = dx(t) = 0, ficamos com:

nToL  d (oL
58 = 95 _ S5 sy ar 61
/,1 [ax dz(ax)] o 61

oS

Sabendo que dx € arbitrdrio, para que a acdo seja minima € obrigatdrio que
oL d (6L)

ax  dr\ox

=0. 62
ox dt 62)

A equacdo (62) € conhecida como Equacdo de Euler-Lagrange e pode ser utilizada para obter as

equacgdes de movimento.

2.3.2 Momento CanoOnico e Hamiltoniana

Definimos 0 momento candnico como
oL

=% (63)

p

O Hamiltoniano pode ser entendido, grosso modo, como a energia do sistema, a qual € a
soma da energia cinética K com a energia potencial V, no caso de sistemas ndo dissipativos:
H=K+V. (64)

Baseando-nos no momento candnico e na Lagrangiana, podemos definir a fun¢do

Hamiltoniana, a partir de uma transformacao de Legendre:

oL
Zxl=L
(7

px—L (65)

H(x,p)
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2.3.3 Formalismo Lagrangiano para Campos

Na Mecéanica Quantica, o tempo ¢ é um pardmetro e x € um operador, como serd
apresentado na secdo 3.1. Em teorias relativisticas, o tempo e o espaco devem ser tratados em
pé de igualdade. Assim, as coordenadas espaciais passam ao status de parametros nas teorias
quanticas relativisticas. Vamos agora generalizar as técnicas descritas nas subsecdes anteriores e
aplicd-las a campos, ou seja, fungdes no espago-tempo ¢ (x,7), que escrevemos de forma mais
compacta como ¢ (x), em que x € um quadrivetor. No caso continuo, tratamos de uma densidade

Lagrangiana £ = L (¢, d,¢), tal que:

L :/d3x£. (66)

S:/Ldt:/d4x£. (67)

O mesmo procedimento pode ser aplicado para a minimizagao da acao, tal que 6§ = 0 em 1?

Dessa forma,

ordem para a obtencao da Equacao de Euler-Lagrange para campos relativisticos:

5S = / d*x 6L
0L 0L
d*x l—5¢+ ——= 5 (849)] . (68)
Utilizando o fato de que
6 (au‘P) = a,u (d¢) , (69)
oL

e aplicando integracdo por partes no segundo membro da equagdo (68), considerando u = 7(0,7)
y
edv=20,(0¢) d*x, obtemos:

6S:/d4xa—£6cp+ 0L 5S¢
g a(aﬂ‘)”)

X2 aL
_ [ ates [_]&p.
. / " 19 (09)

Observe que o termo central da expressao € igual a zero uma vez que os pontos extremos sao

fixos, e ndo h4 variagdo. Assim:

_ [ o [9L _ [L” _
5S—/dx{a¢ 8# 8(8,&) op=0. (70)

Para que a integral seja nula em todo o dominio de integragdo, € necessario que o integrando seja

nulo, e sabendo que d¢ € arbitrdrio, a expressao entre chaves obrigatoriamente precisa ser nula:
0 0
oL _ ’ l—l:] -0, (71)
de 0 (Oue)
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que € a equacdo de Euler-Lagrange (71) para campos relativisticos.

Exemplo: Campo Escalar Livre
Considere a Lagrangiana para um campo escalar ¢ livre,
2

h 1
L= > (Oup) (0" ¢p) — Emzczgoz.

Efetuando os calculos, temos:

0

% — _m2c2()0

L oo,
3 (0)

Portanto,
0
0, (—L) = h?9,0"p.
3 (0u9)
Voltando a equacdo de Euler-Lagrange:

—mzczgo—ﬁzDgo = 0,

(m262 + ﬁZD) ")

I
L

—_—
[\
[\S)
+
O
~——
AN
Il
=)

(72)

(73)

(74)

(75)

(76)

Assim obtemos a equagdo de Klein-Gordon (42) na notagao relativistica (notacao covariante),

conforme ja apresentada anteriomente.
Exemplo: Lagrangiana de Dirac
L=Y (ihy"d, —mc) V.
Efetuando os célculos para o espinor adjunto P:

0L 0L

9L _ (itiy"6, — mc) ¥ __ 0.
g5 =M u=me) ¥ e SO

Pela equacgao de Euler-Lagrange, obtemos a Equacao de Dirac para o spinor V:

(ihy" 8, —me) ¥ =0.

Efetuando os célculos para o espinor ¥:

0L o | 9L
oW "0 (6,Y)

=-Wmc e

] = 0, [Wily"] = Wity

(77

(78)

(79)

(80)
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Pela equagio de Euler-Lagrange, obtemos a Equacdo de Dirac para o spinor adjunto ¥:
_ «—
¥ (iﬁ)/“(?# + mc) ~0. 81)

De maneira prética, podemos considerar que o principio da acdo minima exige que 6.5 = 0,
e portanto, 6§ = f d*x 8L =0, 0 que implicaem 6L = 0.

Exemplo: Eletromagnetismo

Considere a Lagrangiana

1
-E = —TMFﬂVF#V - AIJJ/J Py (82)

sendo que A* € o quadrivetor potencial, J# a densidade de corrente e F),, o tensor de campo
eletromagnético antissimétrico, ou seja Fy,, = —F,,,, dado por

0 -E, -E, -E;

E., 0 -B;, B,

F,, =0,A, —8,A, = , 83
R "l E, B, 0 -B (83)

E, -By, B, 0
em que E € o campo elétrico e B o campo magnético. Calculando a variacdo 6 £, obtemos:
1
6L =——2F,,0F" - J,0A", (84)
4o

em que

SFH =6 (0HAY — 3" AF) = 9HSAY — V5 AH . (85)
Considerando a presenca da integral da acdo, podemos realizar a integragc@o por partes e escrever

Fuy 6F" = — (8"Fuy) 6AY + (0" F,y) 6 A

— (0 F,) 6A” = (8" F,,,) 6A*

= —2(0"Fyy)6A”. (86)
Assim:
1
6L = (—6“F#V)6A"—JV6AV

Ho
1

_ (—8/‘Fﬂv—Jv) 647 = 0. (87)
Ho

Como 0A” € arbitrdrio, obtemos as equagdes de Maxwell ndo homogéneas:

a'uF,uv = pody (88)
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3 Quantizacao de Campos Escalares

3.1 Primeira Quantizagao

O processo de quantizagdo basicamente significa criar uma teoria quantica a partir de
uma teoria cldssica impondo relagdes de comutagdo. Inicialmente posicao x € momento p sao

promovidos a operadores.

p—p (89)

Os observéveis fisicos tornam-se autovalores de operadores. Em particular, o operador de

posicao atua em uma funcao de onda como mostrado abaixo:

X¥(x) = x¥(x). (90)

O operador momento atua em uma fun¢do de onda de acordo com

0¥ (x)
0x

PP (x) = —ih . 1)

A quantizagdo candnica refere-se ao processo de impor a relacdo de comutagao fundamental nos

operadores de posi¢cdo € momento.

[£.5] = £p — px = ih. (92)

Em resumo, o procedimento de primeira quantiza¢io consiste em:
» promover fun¢des de posi¢cdo e momento para operadores;

* impor a relacdo de comutacdo da equacio (92).

3.2 Segunda Quantizagao

Na Teoria Quantica de Campos, tempo e posicdo sdo tratados em pé de igualdade,
conforme ja vimos na definicdo dos quadrivetores. Sendo assim, tempo ¢ € posicao x sao apenas
pardmetros que rotulam uma posi¢ao no espago-tempo para um campo ¢(x, 1).

Como estamos quantizando os campos e, portanto, os proprios campos devem ser tratados
como operadores, chamamos este procedimento de segunda quantizagdo. O procedimento consiste

cm:
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e promover 0s campos ¢(x, t) e seus campos de momento conjugado 7 (x, t) a operadores

plx, 1) > @x, 1) e na(x,t)—> 7(x, 1) 93)

* impor relacdes de comuta¢do nos campos e seus momentos conjugados

[@(X, t)’ ﬁ(x’ t)] = lﬁé(f - ﬁ) (94)

Os campos sdo operadores no seguinte sentido: assim como na Mecanica Quantica
existem os estados quanticos, na TQC existem os estados do campo. Os operadores de campo
atuam nesses estados para destruir ou criar particulas. Dessa forma, o nimero da particula nao
é fixo. E, para criar uma particula, precisa-se de pelo menos o dobro da energia da massa de
repouso E = mc? (McMAHON, 2008).

3.3 Quantizacdo de Campos Escalares

Para exemplificar a quantizagdo de campos escalares, considere o campo escalar real que

satisfaz a equagdo de Klein-Gordon.

I’I’lzC2
oo -
m202
(aﬂa,,+ - )cp = 0,
2

m
0"0,p + 2 ¢ = 0,

1 0% v2 m?c?
2or TR

¢ = 0. (95)
Considere uma solucdo de campo livre para a equacdo de Klein-Gordon da forma:

o(x,t) ~ e (P (96)

Utilizado o nimero de onda k, e considerando E definido como k, = wy € p = k, e o quadrivetor
X = (xo, X) (a partir de agora estamos adotando o sistema de unidades naturais, no qual ¢ = /i = 1),
escrevemos a solu¢do como:

—i (wkxo—k-)?)

p(x) ~e (97)

Apresentamos a solugdo geral da equacao de Klein-Gordon em termos de uma expansao de

Fourier,

A’k iy —i(wkxo—z~2) /7 i(wkxo—l_c)-)'c')
= e — k k . 98
o= [ o= mlso( )e v (Bre ©8)
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Neste ponto, aplicamos o primeiro passo do processo de quantizag¢do; o campo ¢(x) € promovido
a operador @(/2). Fazemos isso substituindo as transformadas de Fourier dos campos ¢(12) e

cp*(l;) pelos operadores de aniquilagdo e criacao respectivamente:

e(f) — a(¥)

) - ().

\/ ! (ma)x+lp)
at = ‘/ (mwx ip) . (100)

Como consequéncia da defini¢cao (100) temos a relagao de comutagao

em que

IS
1]

[a,a"]=1. (101)

Em termos dos operadores de criacdo e aniquilagdo, o campo € escrito como

o d’k
gO(X)_/ 2n)"" 2wy

O segundo passo para a quantiza¢do dos campos € considerar um momento conjugado ao

d(l—é)e—i(a}kxo—l?f) + &T(l—(*)ei(wkxo—ﬁ}) . (102)

campo, de forma que possamos impor relacdes de comutacdo. Para isso, voltamos a Lagrangiana

para um campo escalar ¢ livre,

h? 1 529
.E——( Auep) (Bﬂcp)—Em cp”. (103)

O momento conjugado do campo é

0L
0 (Goy)

n(x) = = 2y . (104)

Dessa forma,

#(x) = h*0op(x)

d3k > —ifwx®=k-% wixO—k-%
= K20 - - [A k ( k ) AT (R ( k )]
0/ @ g | e

A’k > —ilwpxO—F-F
— ﬁz —{Aka[ l(wkx kx)
/(zﬂfﬁm a0

= ﬁZ/ m)iim [d(l_é) (—iwyg) e_i(wkxo_lz- ) +aT(k) (iwr )e (wkx kx)]

_ —lﬁz/ (2 )3/2\/7[ (k) wkx kx)_AT(k) (wkx kx)] (105)

+a" (K)y [ei(wk”-'?f)] }
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As relacdes de comutacdo que impomos decorrem das relagdes de comutagdo candnica usadas

na Mecéanica Quéntica. Para coordenadas cartesianas x; temos
[xl-,pj] = ihoj;
[xl-,xj] = [p,-,pj] =0, (106)
em que 6;; € a funcdo delta de Kronecker. Passando dos indices discretos para os continuos
Sij = 6(X-Y), (107)

em que §(X — ¥) é a fungdo delta de Dirac. Considerando os comutadores entre os campos

avaliados a0 mesmo tempo (xo = yo), mas em diferentes localizagdes (X # ¥), temos

[6(x), 2()] = ih6(X - )
[¢(x), (0] = 0
[2(x), #(»)] = 0. (108)

No Apéndice B fazemos o cdlculo detalhado da quantizacdo de um campo escalar real (Mc-
MAHON, 2008).

3.4 Estados na Teoria Quantica de Campos

Um vez que sabemos como escrever os campos escalares em termos de operadores
de criacdo e de aniquilagdo, estamos prontos para ver como os operadores agem nos estados
do campo. Vamos comecar com o caso mais simples, o estado de menor energia ou o estado
fundamental, que € comumente referido como o vdcuo na Teoria Quantica de Campos. O
vacuo, representado por |0), é destruido pelo operador de aniquilagdo. Em outras palavras, exibe
autovalor zero, ou seja,

a(k)|0y=0. (109)

O estado de uma particula com momento k pode ser denotado considerando o operador de
criacdo agindo no vécuo:
)1?> —at(®) 10) . (110)

Para mais de uma particula temos:

ki) = d'(R)d' (k) [0)

Bk, k) = @ (RN (R () 0) (i
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Cada operador de criacdo a'(k;) cria uma tnica particula com momento k; e energia wy,

Wi, = K2 +m?. (112)

Cada operador de aniquilacao d(l_c),-) destréi uma particula com momento e energia definidos
acima (McMAHON, 2008).

Considerando um campo definido em termos de superposi¢des dos operadores de criacao

(h=c=1),em que:

e aniquilacdo, escrevemos:

R d3l—€> ArT —[(wkxo—lz)_c') At T i(wkxo—l?)_c')]
Y L S Py i , 113
o09= [ =5 m[“( )e v (Bye (113)

e considerando a atuagdo do campo no vicuo, temos:

37 : = L >
/ —— [a@)e-’(wkx“-k'x) " a*(k)e’(””o_k'x)] 0)
)" 2wy

4>k —i(wer0-E5) , 2 i(0®-k ) 4 7 ]
_er k) |0 k)0
/ (271)3/%/20)/( [e a0 10+ a0

37 , SN
/ il k ez(wkxo—koc)df(k) |0>
(27)"" 2wy

/ d3]_€) ei((ukxo—/_é')?)
271)""* 2wy

¢(x) 10)

/?> . (114)

3.4.1 Normalizacao dos Estados

Uma questdo importante que sempre surge na Teoria Quéntica € a normalizacao de um
determinado estado (McMAHON, 2008). Em primeiro lugar partimos da premissa de que o
vacuo € normalizado para unidade:

010y =1. (115)

Para normalizar um estado arbitrario )k>, consideramos o produto escalar <k k’> e utilizamos a

[a (%), a’ (12)] =5(k-F). (116)

relacdo de comutacio
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Uma vez que |l_c)> = dT(l_c)) |0) e a expressdo adjunta fornece <l_<>‘ = (0| d(l_c)), temos:

(k

) = lamat®) o)
= (0la(k)a' (k') - a' (ka(k) +a" (k)a(k) 0y
= 0l [a(ba' (@), a' (®)a(k)| +a' (®)a(k) o)
= (0|5 (12 - 12) +at(F)ak) |0y
= (016 (k=) [0) + (0" (®)a(k) 10)
- 5(/?—/?) (0]0)

5(* 12)

3.5 Integrais de Caminho na Mecanica Quantica

(117)

O produto ordenado no tempo € uma representacao matematica do fato fisico de que
uma particula tem que ser criada antes de ser destruida. Essa € uma forma de causalidade em
Teoria Quantica de Campos. A ordenacdo no tempo € realizada usando o operador de ordenacao

temporal que atua no produto ¢(z1)¢(t2) como:

(t)e(tr) se t1 > 1
T [p(t1)e(12)] = (118)
o(t2)e(t) se tr > 1.

A amplitude de probabilidade do processo correspondente a particula ir da posi¢ao 0, no instante

t = 0, para a posi¢do X, no intante ¢, € definida por:

= 3 —i wkt—ﬁ-)_c' i (I)kt—_.')_f
OG0 @0110) = [ %ﬁ[e@e (4 59) L gpyellen 3] (119

em que definimos a funcio 6(¢) como

0 0 1, se xo > yo
O(x" —y") = (120)
0, se xo <Yyo.

Definimos o propagador D(x) de forma que
iD(x) = (0| T[(%.)¢(0.0)] [0) . (121)

Com base no resultado de algumas integrais gaussianas, feitas no Apéndice C, é possivel

definir as integrais de caminho da Mecanica Quantica em fun¢do do Hamiltoniano que descreve a
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dindmica do sistema. Essa formulagdo foi proposta por Dirac. Nesse ponto, seguimos a abordagem
apresentada em (ZEE, 2010).

Uma integral de caminho é uma maneira de calcular a amplitude de um sistema que
comega em algum estado inicial |i) para terminar em um estado final | f) somando as amplitudes
para o sistema passar por todos os caminhos possiveis de i) a | ). Como um exemplo especifico,
a integral de caminho pode ser construida considerando a amplitude para uma particula passar de
um ponto xp a um ponto xy:

Gl e xg) (122)

A fim de reescrever a amplitude probabilidade da equacao (122), iniciamos considerando todos
os possiveis caminhos de xg a xy. Para isso, subdividimos o caminho em N subintervalos de

mesmo tamanho Ar = ?/n de forma que:

e—ith e—ihH(NAt)

e—iﬁﬁ (At+A1+-+Ar)

— e—iﬁHAte—iﬁHA[ . e—iﬁHA[ , (123)
e a amplitude de probabilidade pode ser reescrita como:
<XN| e—iﬁHt |X()> — <XN| e—iﬁHAte—iﬁHAt . e—iﬁHAt |X0> ) (124)

Utilizando o fato de que os autoestados |x) formam um conjunto completo de estados, isto é

/ dx |x){x| =1, (125)

e, por analogia,

/dxj i) (x| =1, (126)

podemos inserir essa matriz identidade I entre todos os fatores e ™"’ para obter

<xN| e—iﬁHt |X0> —iﬁHAtIe—iﬁHAtI L. Ie—iﬁHAt |-x0>

(xnle

(x| e HHAL / dxn-1 Jxn-1) (xy—| e A / dxn-2 |xn-2)

X e ><<x2|€_mHAt/dx1 1) (ep| e 7P o)
N-1 - A
1 .
= |1 / dx; (xn] e FHA xy_p) Qeyoi | e A ey o)
=1
X oo X (] e THA gy (g | e T ko) (127)
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Considerando o caso de particula livre, em que

2l
2m

H = e d FI = . (128)

SRS

e considerando que os autoestados |p) também formam um conjunto completo de estados tal que

1
Z—/dp Ip) pl=1, (129)
JT
e ainda que
(x|p)y =€ e (plx)=e P, (130)
temos:
(eple™ peja) = (xgl e )

a1
= (x| e / dp 1p) {plx;-1)
_ %(er‘ihﬁA’/dp 1) o~ iPXj-1

1 ., p? .
= ﬂ/dp exp{—zh%m} <xj|p>exp{—lpxj_1}

1 / I e —ihAt |
= — X
2 p exp 2m p

2} exp{ipx;} exp{-ipx;_1}

= —/dp exp{— +ip(xj —xj- 1)} (131)
Neste ponto utilizamos os resultados da integral gaussiana (360) e da rotacao de Wick (368):
=) 1 [—in2m m
—ihA . 2
(le ) = 5oy oxelite 5 g
_ m im (e =xj1)’° 132)
= Vomina TP\ R2 T A '
Utilizando esse resultado no produto definido em (127),
evle ™ gy =[] / dx;j eyl e B ey p) Qe [ e A ey a) X
X eee X Gl e ) Gy | €AY L)

m N/2
d.
(2mﬁAt l—[/ xj exp{

Il
—_—
[\

2
NIE
B
~
N —
Z
>
—r I
&
<
S
a=
—_—
~
o|E
~
—_—
=
<
2=
<
—
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. . Xi—Xj— . .
Tomando o limite com At — 0, o termo ’A—l’l corresponde a uma derivada, ou seja,

Xj—Xj-1 _dx

lim ——— = — =X 134
a0 AL dr - (134)
e o somatdrio corresponde a uma integral:

N-1 t

> / dr . (135)

j=0 70

Dessa forma, escrevemos
(enl €M o) 1'm( m )Nﬁﬁ/d e i/tdtm'z (136)
xn|e xo) = li X; expy— —X7.
N 0 N—oo \27rihAL =1 / P h Jo 2
De forma a simplificar a expressao, define-se Dx, tal que:
XN m v Nl
/xo * 7 NS \2ninae g g (157
em que At = ﬁ E escrevemos a integral de caminho da Mecanica Quantica para a particula livre:
XN l 1 m
Dx exp{—/ dt —xz}
‘/x'() h 0 2
XN l t
/ Dx exp —/ Ldt}, (138)
X0 h 0

, . . _m .0
uma vez que, para a particula livre, a Lagrangiana corresponde a L = 5.

(xnl e xo)

Ja definimos anteriormente para campos

S:/Ldt:/d4x£. (139)

Na Teoria Quantica de Campos, considerando o limite continuo em que S(x) — S(¢), podemos

escrever a amplitude de probabilidade de transi¢do de um estado |i) = |¢(¢])) para o estado
|f) = lg2(r2)) como

(a] e A1) |y

‘/‘Pz l'S( )
Dy exp{— ® }
@1 h
¥2 i 4
/ Dy exp %/d xL;. (140)
@1

Quando uma interagdo externa J(x) € introduzida, a integral do caminho torna-se

(p2(2) |1 (11))

@2
Z[J] = Dy exp{
@1

i

ﬁ/d4x [.£+J(x)90(x)]}. (141)
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4 Integrais de Feynman

4.1 Diagramas de Feynman

Hoje em dia, é quase impossivel pensar em discutir Fisica de Particulas sem utilizar
os diagramas de Feynman. Estes diagramas sdo representacdes esquematicas de como as
particulas interagem entre si, dentro de uma determinada teoria ou modelo. Em 1948, Feynman
resolveu com sucesso o problema da formulacao da Eletrodindmica Quantica (QED - Quantum
Electrodynamics). E isso lhe rendeu o prémio Nobel de Fisica, em 1965, juntamente com Julian
Schwinger e Sin-Itiro Tomonaga, que também haviam desenvolvido uma formula¢do para a QED
de forma independente. Embora equivalentes, a versao de Feynman para a QED apresentou
grandes vantagens préticas sobre as de Tomonaga e Schwinger. Uma das mais importantes foi
que os cdlculos poderiam ser feitos de uma maneira mais simples, associando, a cada termo que
deve ser calculado, uma representacao grafica denominada diagrama. O objetivo dos célculos
feitos por Feynman era determinar a chamada amplitude de probabilidade de um determinado
processo (AGUILAR, 2018).

Entretanto, vale ressaltar que a importancia e a praticidade dos diagramas de Feynman
ndo foram imediatamente reconhecidas pela comunidade de fisicos que trabalhavam com a QED.
O método diagramdtico de Feynman estava longe de ser claro. Afinal, ndo existem trajetdrias
bem definidas em Mecanica Quantica, e Feynman ndo era claro a respeito dos seus diagramas
representarem fendmenos, serem abreviacOes de féormulas ou apenas uma “muleta” para o
pensamento (AGUILAR, 2018).

Coube a Freeman Dyson (1949a) mostrar a equivaléncia matemadtica entre os métodos
propostos por Feynman, Schwinger e Tomonaga em um artigo publicado. Dyson (1949b) ainda
publicou outro artigo estabelecendo como devem ser desenhados e as regras que regem 0s
diagramas de Feynman. Com a permissao de Feynman, Dyson chegou a apresentar alguns
diagramas em seus artigos. Richard Feynman (1949) somente teve seu artigo publicado meses
depois, no qual introduzia a sua formulacdo para a QED e apresentava um primeiro diagrama de
Feynman, como na figura 1.

Podemos dizer que um diagrama de Feynman da QED ¢ constituido de alguns elementos
bésicos, dentre eles, linhas estilizadas para cada tipo de particula e de um eixo bidimensional
(que denota o espaco € o tempo).

Para calcular a probabilidade de um processo de espalhamento relativistico, precisamos
determinar a chamada amplitude de espalhamento invariante de Lorentz M., que conecta um
estado inicial |¥;), caracterizado por um conjunto de particulas que possuem momentos bem
definidos, a um estado final |‘I’f>, contendo outras particulas (na maioria das vezes diferentes)

que também possuem momentos bem definidos (AGUILAR, 2018).
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VIRTUAL
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Figura 1 — Reprodugdo do primeiro diagrama que apareceu no trabalho de Feynman (1949). O diagrama
representa espalhamento eldstico de dois elétrons. A interacdo dos elétrons ocorre via troca de
um féton, representado pela linha ondulada.

Para fazer uso da técnica gréfica criada por Feynman é importante saber que cada
diagrama de Feynman representa uma contribui¢io para M. Isto significa que cada diagrama
representa uma funcio complexa escrita em termos dos momentos externos. Ou seja, os diagramas
fornecem uma maneira pictdrica de representar as contribui¢gdes para a amplitude M. Uma
vez determinada uma amplitude € possivel calcular grandezas fisicas mensurdveis (AGUILAR,
2018).

De forma esquemadtica, um processo de espalhamento de particulas € composto pelos

seguintes elementos:

particulas iniciais — interagdo — particulas finais . (142)

Sdo exatamente estes estagios que sao representados pictoricamente nos diagramas de Feynman
(AGUILAR, 2018).

Vamos comecar mostrando na figura 2 os tipos de linhas que podem ser encontradas
em um diagrama que representa um processo fisico da QED. Cada “estilo” de linha representa
uma particula especifica da teoria. No caso da QED, o elétron e~ (particula) e o pésitron e*
(antiparticula) sao ambos representados por linhas sélidas. J4 o foton, denotado pelo simbolo v,
é representado pela linha ondulada (AGUILAR, 2018).

Figura 2 — Elementos basicos que compdem os diagramas de Feynman para QED. As linhas sio as
representacdes do elétron, pdsitron e féton, respectivamente.
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Como os diagramas de Feynman sdo representacdes espaco-temporais que contam a
histéria de como um conjunto de particulas iniciais interagem, € importante definir o significado
de cada eixo (apesar de eles serem omitidos na grande maioria das figuras). O eixo horizontal
indica o fluxo do tempo enquanto o vertical representa o espaco. Uma vez fixado o sentido
do fluxo temporal, a figura 2 deve ser lida da esquerda para a direita !. As linhas sélidas que
aparecem nas duas primeiras figuras representam o elétron e o pdsitron se propagando entre duas
coordenadas espago-temporais. Uma conven¢ao importante é que particulas (como € o caso do
elétron) sdo representadas por uma linha com uma flecha apontando na mesma direcao do fluxo
do tempo enquanto que antiparticulas (como o pdsitron) tem a sua flecha apontando na direcao
oposta. Ja a linha ondulada representa o propagador do f6ton, que fornece informacdes de como
o campo eletromagnético se propaga entre os pontos. Os propagadores sdo fungdes de Green que
conectam dois pontos do espaco-tempo (AGUILAR, 2018).

Nos diagramas de Feynman interacdes sao representadas como “vértices”, isto €, a juncao
de trés linhas em um mesmo ponto do espaco-tempo. Os vértices representam os pontos onde as
particulas sdo criadas ou destruidas. No caso da interagcdo eletromagnética existe somente um
vértice basico. Este vértice acopla um féton a uma particula carregada (elétron/pésitron). Além
disso, em cada vértice, sempre € conservado o quadrimomento (a mesma lei de conservagao vale
para a carga elétrica, spin, etc) (AGUILAR, 2018).

Na figura 3, no diagrama (a), um elétron emite um féton e continua se propagando. J&
em (b) um pdsitron absorve um féton e continua seu caminho. Em (c) estdo representados um
elétron e um poésitron se aniquilando em um f6ton. Por fim o diagrama (d) representa a produgdo

espontanea de um par elétron-pdésitron por um féton (AGUILAR, 2018).

Tt
(a) (6) ()

(d)

Z

Figura 3 — Diagramas de Feynman para interagdes: (a) elétron-f6ton, (b) pésitron-féton, (c) aniquilagdo
do par elétron-pésitron, (d) criagao do par elétron-pdsitron

Na figura 4 temos a representacao do espalhamento de um elétron e um pdsitron conhecido
por espalhamento Bhabha, também denotado por:
et+ e —set+ e, (143)

sendo que hd apenas duas possibilidades para este evento. Logo, € necessédrio somar a contribui¢do

para a amplitude oriunda de cada um dos dois diagramas ditos topologicamente distintos. No

' Observe que o primeiro diagrama de Feynman representado na figura 1 indica o fluxo temporal no sentido

vertical. A convencgdo para a dire¢ao do fluxo temporal e do fluxo espacial foi acordada posteriormente.
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primeiro diagrama (a), um elétron e um pdsitron se aniquilam, um féton virtual? é produzido e,
entdo, um par elétron-pésitron € gerado. No segundo diagrama (b), o elétron e o pdsitron trocam
um féton (GRANDE, 2021).

Figura 4 — Contribui¢des para o espalhamento Bhabha, e™ + e~ — e* + ¢

De modo geral, para uma quantidade arbitrdria de diagramas, a amplitude de espalhamento
¢ obtida pela adic@o de todas as amplitudes, isto €, a cada diagrama estd associada uma amplitude
M. e a amplitude M. € dada por };; M. A necessidade de se adicionar as amplitudes pode ser
justificada a partir da formulacdo de Feynman da Mecénica Quantica por integrais de caminhos.
Nesta formulagdo, atribui-se uma amplitude de probabilidade a cada trajetéria e o resultado final
¢ obtido pela adicdo de todas elas (GRANDE, 2021).

4.2 Regras de Feynman

Uma TQC, em solucdo perturbativa, pode ser representada pelo seu conjunto de regras
de Feynman. Espera-se que todas as simetrias fundamentais implementadas na Lagrangiana,
por ocasido da sua construgdo estejam contidas nas amplitudes calculadas através destas regras
correspondentes a processos fisicos especificos de interesse,. Entretanto, para a determinac¢ao
dessas amplitudes nos deparamos, em geral, com o cdlculo das chamadas Integrais de Feynman
(BATTISTEL, 1999).

Por meio das regras de Feynman, pode-se construir a expressao matemadtica referente ao
termo da expansao que, no espaco dos momentos, € dada por integrais nos momentos internos.
Estas regras podem ser “lidas” diretamente da Lagrangiana, ou calculadas através da técnica de

integrais de caminho.

2 Particulas virtuais existem durante um periodo de tempo fnfimo e néio precisam satisfazer a equagdo relativistica de

energia, enquanto que as particulas reais necessariamente o fazem. Particulas virtuais ndo podem ser observadas
diretamente, todavia, os seus efeitos sao deduzidos através das particulas reais.
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4.2.1 Regras de Feynman para a Teoria Escalar na Mecanica Quéntica

Para a deducdo das regras de Feynman para a Teoria Escalar, seguimos a construc¢ao

apontada por Zee (2010). Definimos a integral de caminhos como:

z:/wDQD exp{%/d4x£(go)}. (144)
®1

Considerando a Lagrangiana para um campo escalar ¢ livre

1
(Oup) (0"p) = sm*c*?, (145)

ﬁZ
L=7

escrevemos a integral de caminhos como:

2 I s |17 1 529
Z:/ Dy exp %/dx ?(8#90)(8“g0)—§mc<,0 . (146)

$1

Utilizando a técnica de integragdo por partes, considerando u = d#¢ e dv = d,¢ d*x,

reescrevemos a integral

/ d*x (0,0) (0M¢) = @d*¢

—/d4x 00, 0"

—/d4x 00,0 ¢

—/d4x o0y, (147)

utilizando a defini¢do do operador D’Alembertiano 9,0 = 0. Dessa forma, a integral Z pode

©2 i hZ mZCZ
7= D — | d* |-=o|O ) 148
[ peeoly [ate |5 (545 )ol] 149

Introduzindo uma interagio externa por meio do termo J(x)¢(x), teremos:

#2 i . | B
Z[J] = D — [ d*x |-—=
[/] /% soeXp{h/ X[ 7 ¢

conforme ja apresentado na equacgdo (141).

Ser escrita como:

2.2

O+ )

)90+J(X)<P(X)]}, (149)

A partir desse momento, vamos considerar unidades naturais da TQC, tais que h = ¢ = 1.

Dessa forma, escrevemos

Z[J] = /<pz Dy exp{/ d*x [—égo (D +m2) go+i](x)g0(x)]} , (150)
1
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A fim de utilizar o resultado obtido no Apéndice C, referente a integraia gaussianas (367),

(o] . . '1/2 .
i 7 . " (27i) i
exp{——x Ax+sz}d x = expi—=JA  J;, (151)
-0 2 VdetA 2

denotamos o coeficiente da exponencial como Z [0]:

B (2ri)"
VdetA '

Z 0] (152)

O operador diferencial — (O + mz) faz o papel da matriz A no cdlculo de Z [J]. O operador

inverso A™! sera denotado por D(x — y) e é conhecido como propagador do campo ¢(x), de

forma que:
—(D+m2)D(x—y) =@ (x—y), (153)
em que
d*k .
sH(x-y)= / KOy (154)
(2m)*

Assim, voltando a equagdo (150) e utilizando o resultado da integral gaussiana, temos:
Z[J]=2Z[0] exp{%l / d4x/ d*y J(x)D(x - y)J(y)} . (155)

Para garantir que a equagio (150) seja convergente, faz-se a substitui¢io m> — m? — ig,

|

com ¢ positivo e infinitesimal, de forma que:

Z[J] /‘;2 Do exp{/ d*x [—%go (D +m? - is) o +iJ(x)p(x)

¥2 ;
= / Dy exp{/ d*x [—sgaz - %gp (D + mz) p+iJ(x)e(x) } . (156)
b1
Escrevemos D (x — y) como
d*k -
D(x-y) = / D(k)e™* =), (157)
(2n)*
e combinamos as equacdes (153), (154) e (157) para escrever
d*k  « . d*k
- (m +m2) / - D(k)e* ) = / — ) (158)
(27) (2m)
Substituindo m? — m? — ig, temos:
d*k  « . d*k
- (D +m? - ie) / 1 D(k)e* = = / — k=)
(27) (2m)
“k N d*k
/ d - (k2 —m? 4 ie) DKk = / 2 ek, (159)
(27) (2m)
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Dessa forma, obtemos o resultado para D (k) e para D (x — y):
- 1 dk )
Dk)=————— e Dx-y) = , 160
(k) k? —m? +ie (=) /(271)4 k? —m? +ie (160)
e podemos escrever a equacgao (155) da seguinte forma:
-i [ d*% . 1
Z[J] =Z[0] exp{ = J(k)* J(k)¢, 161
N =zi0en|F [ S a0 s 10| (161)
utilizando a tranformada de Fourier
J(k) = / d*x e * J(x), (162)

e J(k)* o conjugado de J (k).

Para determinar o valor de D (x), integramos primeiro com relacio a k° através do método

de integrais de contorno no plano complexo. Reescrevemos o denominador

k> —m’+is = k(2)—|k|2—m2+i8
= k%—wi+i8,

(163)

uma vez que wy = 4/|k|? + m2. Quando € — 0, podemos fatorar o denominador da seguinte

forma:

kg—wi+i8: (ko — wi +ig) (ko + wi — i) .
Essa fatoracdo indica que o integrando tem dois p6los no plano complexo:
ko = Wk — ie
ko = —wi tie.

Considere o caso kg positivo, ou seja kg = wy — ie:

4 ik-x
pw = [ .e .
(2n)* (ko — wk +ie) (ko + wi — ie)
d3k ei(k()t_l_é.f)

- (2n)* / ko (ko — wi +ig) (ko + wg —ig) |

Considere

ei(k-x)

k)= ———
F (k) (ko +wi —ig)’
de modo que
i(k()t—z-)?)

() pm——

2wk

b

(164)

(165)

(166)

(167)

(168)
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no limite em que € — 0. Assim, utilizamos o resultado das integrais de Cauchy no plano

complexo:
[ @)

Z—20

dz =2nmif(z0), (169)

e escrevemos, com base nas equacdes (166) e (169):

i(wkt—l_c)v?)

D) / d’k 2nie
X =
2m)* 2wy
d3k i(u)kl‘—/_c'ﬂ_f)
= / 5 - . (170)
(27) 2wy
Para ko negativo, ou seja kg = —wy + ig, redefinimos
k et 171
0= G aria o
de modo que
ei(kot—/z‘)_f)
f (ko) = o (172)
no limite em que & — 0. Assim,
d3k e_i(wkt_l_é.i)
D(x)=—i . (173)
&) / (2n)} 2wy
Juntando os resultados obtidos em ambos os pdlos, ecrevemos:
d3k 1 —i(a)kt—/-é'/?) l'((ukt—/;)_f)
D(x) = —— | 6(¢ +0(—t 174
®= | G [ (1)e (-1)e (174)

Ja haviamos definido anteriormente o propagador D (x) na equagdo (121) de forma que

iD(x) = (0| T[¢(,1)¢(0,0)] 0) , (175)

assim como haviamos definido o produto ordenado no tempo

- k1 —i(wpe—F 7 (wopi—T 7
OITlpE0eO0110) = [ 5555 ot o k3) L gneln | e
)2 205
em que a fungdo 6(¢) admite os valores
1 se xo > yo
o(x" —y%) = . (177)

0 se X0 < Y0

Observe que o resultado encontrado concorda exatamente com a construgdo feita anteriormente.
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Introduzindo um termo de autointera¢ao —41!904 no campo escalar, Z [J] pode ser escrito

como

1 A
Z[J] = / Dy exp{i/ d*x [_E(’D (EI +m2) © - 5904 +Jo)

}. (178)

Vamos considerar, para efeito de calculo, um caso simples em que a integral ordindria Z [J], ja

. . . .4 . .
incluindo um termo de autointeracao —Eq“, ¢ definida por

Z[J] :/ dg e(‘%mzqz—%qﬁjq) . (179)

(o)

Para A = 0 ja temos a solu¢do baseada nas integrais gaussianas desenvolvidas no Apéndice C,

mais precisamente, a equacgao (360):

e 2 2
Z[J] = / dg e(“3MEHI) Z g5 ity (180)

00 m

Para 1 = 0 e J = 0 também temos a solu¢do baseada nas integrais gaussianas desenvolvidas no

Apéndice C, mais precisamente, a equagao (353):

© 2
Z[J=0,1=0] :/ dge(-1m¢) = |2 (181)
oo m
Considere a expansdo em série de Taylor da exponencial end’:
2 3
gt oA LAY s 1 (AN
e =l-gatsl\y) Conlg) (182)
Assim, podemos reescrever
© L2241 q) A 1{A)\ 1 ()’
_ —sm°q°+Jq 44, 22 8 |~ 12 ...
Z[J]—[mdqe 2 1 14 +2(4!)q 3!(4!)61 + ] (183)
Calculando a derivada de Z [J] (sem o termo de autointeracdo) com relacdo a J, temos:
d [(S¢] [o¢]
= | dg e(mama*+iq) _ / dg e(-am'a*+ia) 4 (184)
Calculando a derivada segunda
d2 ® (—lm2q2+1q) ® (—lm2q2+Jq) 2
ﬁ dq e 2 = dq e 2 . q . (185)

Generalizando, calculando a derivada de ordem (4n)

d(4n) [ 00
) [ dqe(—%m2q2+jq) :‘[ dqe(_%m2q2+jq) . q4n ) (186)

(o)
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d@

(4n)
Vamos denotar por (E) e temos o resultado para Z [ /]

dJ(4n)

(4) 2 ®) o0
1
ali) o) G L

De forma mais compacta, podemos escrever:

4) 0
4l e
o A d\¥ J?
PR VTR DY P\ 52

1 d 4) JZ
Z [.] = 0,/1 = 0] CXP{—I! (E) }CXP{Z—WZZ} . (188)

Por meio da expansdo em série de Taylor de ambas exponenciais da equacdo (188) pode-se obter

Z[J] =

Z1J]

qualquer termo envolvendo um produto de A e J (e suas possiveis poténcias). Por simplicidade,

2
uma vez que o fator —7; =7Z[J=0,4=0] =Z[0,0] é comum a todos os termos, definimos
m
Z[J]

Z=7 [0,0]

. Como exemplos, vamos determinar:

1. otermo de ordem A e J* em Z. Para obter J*, consideramos um termo com poténcia J 8
que, ap6s 4 derivagdes, ird gerar o termo J*. Assim:

a2 o A
(Td_ﬂ) ﬂ(ﬁ)] - (4!)2(2m2)48'7.6'5]

= /18'1J4.

@ am2)?

(189)

2. o termo de ordem A% e J® em Z. Nesse caso, é necessdrio considerar o termo em que 1
estd elevado ao quadrado, o que implica em 8 derivagdes com relacdo a J. Assim, para
obter um termo de ordem J°, partimos de J 14.

1fa a2 et o
5(_4_!W) _(ﬂ) T 24?2 ﬁ(zmz)

6
T - 14-13-12-11-10-9-8-7J

14! L
27161 (4)2 (2m2)’

(-A)*

(190)

3. otermo de ordem A% e J* em Z:

1 AN B WANCAY 1(-)21 1
T_Aad\ | 1L(J)° - 1ED° 1 12-11-10-9-8-7-6-5 J*
2\ 4tadst) 6! \2m? 2 (41)? 6!(2m2)6
1o, 120 1,
= —(-4 191
2( )(4!)36!(2m2)6 (191)
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4. o termo de ordem A e J? em Z:
4 2\2 _
_Ad N L7 = )1 1 4.3.2.1J°
41 dJ4 ] [ 2! \2m? 4! 2! (2m2)2
A
= —. (192)
2 (2m2)

Os célculos apresentados se referem a diagramas de Feynman, em que as extremidades

sao representadas por J, associados as particulas iniciais x; € xp, € as particulas finais x3 e x4. E

os vértices, responsdveis pelas autointeragoes, (—A).

J J
X1 X3
(=)

J J
X2 X4

Figura 5 — Diagrama de Feynman para 4 linhas, 4 extremidades externas e 1 vértice.

J J
(=) (=)

J J

J J

Figura 6 — Diagrama de Feynman para 7 linhas, 6 extremidades externas e 2 vértices.
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J J

(=) (=)

J J

Figura 7 — Diagrama de Feynman para 6 linhas, 4 extremidades externas e 2 vértices.

As regras de Feynman para a Teoria Escalar na Mecénica Quéntica associam-se a uma

interpretacdo gréfica da seguinte forma (ZEE, 2010):

* os diagramas sao formados por linhas e vértices, em que quatro linhas se encontram em

cada vértice;

* para cada vértice atribuimos um fator (—A1);

. o 1
para cada linha atribui-se um fator —
m

* para cada final externo de uma linha, atribuimos um fator J.

Na figura (5) ha 4 linhas, 4 pontos finais e 1 vértice. Dessa forma, a amplitude sera

proporcional a (—A) J*, conforme apresentado no primeiro exemplo.

(m?)*

Na figura (6) ha 7 linhas, 6 pontos finais e 2 vértices. Dessa forma, a amplitude serd

proporcional a (=1)? J, conforme apresentado no segundo exemplo.

(m?)7
Na figura (7) hd 6 linhas, 4 pontos finais e 2 vértices. Dessa forma, a amplitude serad

proporcional a (—1)? , conforme apresentado no terceiro exemplo.

ook

Uma outra forma de se fazer a expansao perturbativa de Z[J] seria em termos de poténcias
de J.

Z[J]

D / " dg e im0t s
s=0 ¥ 7%

(o) Js
2(00) Y’ FG(S) , (193)
s=0

em que G sdo Fungdes de Green. G'*) pode ser escrito como uma série em A com cada termo
determinado por contracdes de Wick, que seriam maneiras de conectar as linhas para cada
quantidade A. Por exemplo, G est4 associado a 4 vértices externos, que por sua vez podem
estar associados a nenhum vértice interno (4 = 0), conforme figura (8) a um vértice interno

(4 = 1), conforme figura (5) ou 2 vértices internos (A1 = 2), conforme a figura (7).
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Figura 8 — Diagrama de Feynman para 2 linhas, 4 extremidades externas e nenhum vértice.

Nesse tipo de procedimento, calcula-se a func¢do de s pontos, ou seja, a contribui¢do com
s pontos finais e com todas as possibilidades intermedidrias. Em Teoria Quéntica de Campos,
G sdo as chamadas Funcdes de Green de s pontos.

Para miiltiplas integrais, pelo método definido anteriormente:

/ dcn/ dqz---/ dgn eXp{—iqTAq ad }

N )
ge:)A exp{—i Z (;} ) }exp{%JTA_lj} . (194)

E, pelo método da expansdao em poténcias de J:

ZJ]

o N N
1 1
ZlJ] = ZZZ;J. [ ]_[dqz eXP{—Eq q- ( )4 }Qh"'qm

s=0i;=0 is=0

o N N 1
= Z(0,0)ZZ---Z—'J” i, Gy (8). (195)
s=0 i1=0 15:0S
(ZEE, 2010)

4.2.2 Regras de Feynman para a Teoria Escalar na Teoria Quéntica de Campos

Para os campos ¢ escalares, escrevemos, conforme a equagao (150),

Z[J] = /‘pm Dy eXp{/ d*x [—%gp (D +m2) ¢+i](x)go(x)]},

baseada em uma integral funcional em D¢. O operador diferencial — (O + mz) faz o papel da
matriz A no calculo de Z [J]. O operador inverso A~! foi denotado por D (x — y) e é conhecido

como propagador do campo ¢(x) ou Funcdo de Green de 2 pontos, de forma que:
- (D +m2) D(x-y)=6Y(x-y),

em que

d*k
5@ (x - y) = / oK)
(2n)*
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e D(x — y) calculado:

d4k eik(x—y)
Dx—-y)= , 196
(=) / Qn)* k2 —m? +ie (196)

Dessa forma, obtivemos a equacao (155)

Z[J]

Z [0] exp{; / d*x / d*y J(x)D(x—y)J(y)}

Z [0] exp{iW [J]}, (197)

De forma andloga ao desenvolvimento feito na Mecanica Quantica, € possivel introduzir
um termo de autointeragdo A para ¢:

Z[J] = /902 Do exp{i/ d*x [—%(p (D +m2) ©— %904 +J(x)<,0(x)]} ,
[ :

Fazendo a expansdo em A, escrevemos:

B s ¥
Z[J] =71[0,0] exp{—im/d“w [W] }exp{iW [J1}, (198)

em que % representa a derivada funcional em rela¢do ao campo J.

Se Z [J] é expandido em série de J, as poténcias de J indicardo o nimero de particulas

envolvidas no processo. Para a expansdo em J, escrevemos:

(o)

Z%J(Xl)J(XZ)...J(XS) / Do exp{i / .

s=0 "'

Z[J]

1 s A,
se(en)e- i)

p(x)p(x2) - - - p(xy)

[e9]

21001 ()T () GO 3. (199)
s=0 "'

Como exemplo, vamos calcular a Funcdo de Green de 2 pontos:

Z[J] = [1+J(x))+ %J(xl)J(xz)] / Do exp{i/ d*x [—%(p (D + mz) w— %904]}
p(x1)e(x2)
= Z[0,0]|1+J(x)) + %J(xl)J(xz)] GP(x1,x2) . (200)

Dessa forma, Z [J] € um funcional gerador das Func¢des de Green. Portanto,

Z[(l),O] /Dgp exp{i/d4x

G (x1,x7) =

1 1
—5¢ (D + mz) ¢ - 4—!904]}<P(X1)¢(X2) . (201)
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Parad1 =0,
1 1
6P = oo [ Do el [ at|-Jo () ol fotnpte
B 1 1) 0 iW[J]
= Z710.0] 670 670 2 1001 €
_ 0 0 i 4 4 _
= 3Gy 670 exp{ 2/dx/dy](x)D(x y)J(y)}
= %[eiW[J](—i)/d4xD(x—xz)J(x)
= MR [ atan-xie [ dDe-nio) +
+ V(=)D (x - x7)
= —iD(Xl —XQ)
. d4k eik(xl—xz)
B _l,/(zn)4 k2 —m?+ie’ (202)
quando J = 0.

Um outro exemplo € a Funcdo de Green de 4 pontos. Trata-se de um espalhamento com 2

particulas iniciais x; e x», denominadas fontes, e 2 particulas finais x3 e x4, denominadas “ralos’:

1 1 A
GW (x1,x0,x3,04) = Z100] /D(p exp{i/d4x —5¢ (D+m2)<p— ﬂ<p4]}
e(x1)p(x2)p(x3)(xs) . (203)

Expandindo em termos de A, esse processo € uma série infinita. Vejamos o contetido de 1* ordem.

1

AT (—i%)/d“W/Dcp @(x1)(x2)p(x3) @ (xa)p* (W)

exp{i/d4x [—%90(D+m2) 90]}. (204)

Olhando de outra forma,

~ AL 6 W .
Z [J] =Z10,0] exp{—lﬂ / d'w [m] }exp{zW [/]}, (205)

em que

[ee)

. 1
WU = Z_(; — (WL (206)

Em ambos desenvolvimentos, obtém-se a amplitude espalhamento proporcional a

—ixl/ d*w D(x; = w)D(xa — w)D(x3 — w)D (x4 — W), (207)
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com cada propagador escrito no espaco dos momentos como:

d4ka eiika (xg—w)
D(x,—-w)= . 208
( : / Qm)* k2 -m?+ie (208)

Na integragcdo em relagdo a w em (207), obtém-se

/ d*w e7iRitkamka=kow — 24§ (k) 4+ ko — k3 — ka) | (209)

de forma que k| + ky = k3 + k4. Ou seja, o momento € conservado (a soma dos momentos nas
fontes € igual a soma dos momentos nos “ralos”).
As regras de Feynman para a Teoria de Campo Escalar no espago dos momentos podem

ser definidas por:

1

* para cada linha com momento k associa-se o propagador —————;
(k* —m* +ig)

« para cada vértice A de interagio, associa-se o termo (—id) e (27)*6¥ (Z,- ki—2k j), de
forma que a soma dos momentos de chegada ao vértice seja igual a soma dos momentos de
saida do vértice;

4

* momentos associados a linhas internas sdo integrados sob (2—)4;
V4

* ndo associa-se propagador as linhas externas.

Como exemplo de aplicacdo das regras de Feynman ao espalhamento descrito anterior-

mente, a amplitude € proporcional a

, Al S 4 1
(=id) / ) 6™ (ky + ky — k3 — ka) ]_[ (—) . (210)
a=1

(2m)4 k2 —m?+ie

Contudo, uma vez que nao se deve associar um propagador as linhas externas, os termos do
produtdrio ndo sdo escritos, ja que todas as linhas sdo externas. Esse fato ocorre para o caso de
funcdes de Green irredutiveis de particula tinica. Portanto, sob integracdo, 8 (k1 +ky— k3 —ky) =
1, j4 que o momento no vértice € conservado e k| + ko = k3 + kg, e (27r)4 € simplificado com o
denominador e resta somente (—id) (ZEE, 2010).

4.2.3 Regras de Feynman para a Eletrodinamica Quantica (QED)

Para a QED vamos apenas enunciar as regras de Feynman:

i _i(]/ﬁ+m)'

Ypu—m  p-m  pr-m?

* Propagador Fermi6nico

* Para cada vértice u elétron-féton, associa-se um fator —iey*;
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el

Figura 9 — Representacdo do propagador fermionico.

AT T T

Figura 10 — Representacdo do vértice elétron-féton

Figura 11 — Representacdo do propagador do f6ton

—inHv
2

* Para cada propagador fotonico, no calibre de Feynman, associa-se um fator
4

* Para cada loop de férmions, associa-se um fator —1, e os indices espinoriais no loop se

contraem para produzir um trago;

Figura 12 — Representagdo de um loop

4.3 Parametrizacao de Feynman

A parametriza¢do de Feynman € uma forma, inventada por Richard Feynman, de escrever

fragdes com produtos no denominador, com o objetivo de calcular integrais de loops (KANNILE,
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2013).

! 1 : ! ! S(1 = X1 — %> — X3 =+ e —
= (I’l—l)'/ dxl/ de/ dxsz - - / dx,, ( X1 — X2 — X3 )Cn) .
ajazas - --ay 0 0 0 0 (a1X1 + aoxy + azxz + « - + dpxy)"

(211)

Fazendo x, = 1 —xy —x, —x3 —--+ — x,,_1, a integral /01 dx, fica igual a 1. devido A

funcdo delta de Dirac, e temos:

1 1 1-x; 1-X d -
—=(n—l)!/ dx1/ dxz---/ -l
aiaz---ap 0 0 0 [(a1 —an)x1 + (a2 —ap)x2+ -+ +a,|"
(212)

emque X = x;+x2+---+x,-3. Baseando-nos na equacgdo (212), podemos escrever, por exemplo,

1 : 1
E:/O N TP rwAEY G139

1 1 ]—)C 1
— =7 d d , 214
abc /0 X/O 4 [(a=c)x+(b-c)y+c]? @14

1 1 1-x 1—x—y 1
=31 ] d d d . Q@I5
abed /0 x/o y/O ‘Ta-dx+(b-d)y+(c—dyz+d? 215)

Derivando ambos os lados da equacdo (213) em relacdo a b, temos

9 L]__L e i[ 1 - _ 2(1-x) (216)
ob lab|  ab?> = db |[(a-b)x+b]2| [(a-Db)x+b]3
e chegamos a seguinte equagao:
1 ! (1 -x)
— =2 d . 217
ab? /0 “Ta-bx+b] @17

Ap6s n derivadas parciais com em relagcdo a b, obtemos:

! (1-x)"!
ab”_n/() M @by r b 19

Ainda podemos considerar, se necessdrio, as derivadas parciais em relagdo a a para obter as

poténcias associadas ao denominador a.

1 TI'(m+n) ! 21 = x)r!
amb”  T(m)T'(n) J, o [(a — b)x + b]m+’

(219)

em que ['(n) = (n — 1)! para n inteiro positivo.
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Podemos definir, aplicando derivadas parciais com rela¢do a cada um dos denominadores,

uma forma geral para a parametrizacdo de Feynman:

1 _Cn+m+---+n) [ o
m_m M~ dxi I
al'ay---ay"  T(n)T(m2)---T(nm) Jo 0

- -1 -1 Nn-1)—1 _1
/1 de 1 x’ln _xgz ..-anI 1) (1 —X] —Xp — ..._xn_l)nn (220)
0 " [(a1 —ap)x1 + (a2 —ap)xz2 + -+ (ap—1 — ap)Xp—1 + ay| N0+ +im

emque X =x1+x2+-+XxX,0.

4.4 Integrais Finitas

O problema geral, no que diz respeito a integrais de Feynman, € aquele relativo a integrais
finitas. Isto porque, mesmo no caso de integrais divergentes, o cdlculo somente € de fato efetuado
apos as tornarmos finitas, através de algum procedimento (BATTISTEL, 1999).

Para ilustrar os procedimentos envolvidos no calculo de integrais de Feynman considera-

remos o célculo explicito de uma tipica integral finita J:

[ d% 1
Jemr e [(p- 02 -m] [(p' - k)2 - m?]

(221)

Neste ponto, precisamos utilizar a parametriza¢ao de Feynman para reescrever o integrando

de J em termos de integrais nos pardmetros de Feynman, conforme descrito na se¢do 4.3, de

acordo com a equagdo (214). Para comparar ﬁ ao integrando de J, consideramos:

a=(p-k2-m> ; b= -k)>-m* e c=k> (222)

Assim,

[(a—c)x+(b-c)y+c]=p*=2p-k—mP)x+(p?=2p -k -—m?)y+k>. (223)

Somando e subtraindo p2x?, p”>y* e 2p - p’xy, escrevemos o denominador como

[k* = 2(p - k)x = 2(p" - k)y + p*x> +2(p - p')xy + p”*y*| +
pix(1=x) +p?y(1—y) —m*(x +y) = 2(p - p')xy
[k — (px +p'y)]* + 0? (224)

[(a=c)x+(b—-c)x+c]

+

emque Q% = p?x(1 —=x)+p%y(1 —y) —m?(x+y) =2(p - p’)xy. Definimos K’ = k — (px +p’y),
portanto k = K’ + px + p’y. Neste ponto observamos que o shift aplicado ndo altera o modo de
célculo da integral sobre os momentos, de forma que
d'k [ d'K’
@eo* ) em*
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Sendo assim, vamos manter k no cdlculo da integral a fim de simplificar a notagdo. Logo,

l-x 1
J = 2/ dx/ dy (2704 [k2+Q2] (225)

Temos agora que integrar nos momentos (k). Para tal, lembramos que estamos num espaco de
Minkowski, onde k = (ko, — k1, — k2, — k3) e:

d*k = dkodk,dk,dks

2 1,2 2 2 2 _ 1,2 712
k? =k} — k3 — k3 — k% = k3 — |K|
k2 +Q? = (k(z)— |I§|2) + 02

Fazendo ko = ik4 (chamada rotacdo de Wick), e portanto k4 = —iko com o intuito de alterar k

(do espaco de Minkowski) para kg (espaco Euclidiano), temos:

d*kg dkydkydksdky

dkidkrdks(—idko)
= —id*k. (226)

Dessa forma, d*k = id*kg, e a integral sera dada por

d*k 1 d*k 1
) Sl R e @27
Gt e+l 0Tk + 7]
uma vez que
R40? = (k3-1RP)+0

(43

| k)2 - 1P| + 0
(i) o0
-

K-k -3 - k2] + 02

= —kz + Q% (228)

Vamos agora olhar especificamente para a integral / d*k e fazer uma mudanca para coordenadas

esféricas quadridimensionais:
k1 = kg sin 6 sin 6, sin 03
ko = kg sin 01 sin 6, cos 63

k3 = kg sin 0y cos 6,

k4 = kE COSQ].
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O elemento de volume da integral em coordenadas esféricas quadridimensionais é:
d*kg = kydkg d6, sin6,d6, sin®63d0;
e a integral fica
00 2r T T
/ dkg = / ki dkg / de, / sin 6,d6, / sin® 63d6;. (229)
0 0 0 0
Calculando as integrais separadamente, temos
2r 2r
/ d@l = 91 =2
0 0
/e Ve
/ sinf@rdf, = —cos ;| =—cosm+cosO=2
0 0
d T1-cos20
/ sin2 (93d93 = / $d93
0 0 2
Tdoy 1 / d
= —_— == cos 263d0;
/0 2 2Jo
1" 1sin263]"
T 27, 2 2,
r 1 (sin2 in 0) n (230)
= ———(sin27r —sin0) = -
2 4 2
Dessa forma, a integral (227) fica
d*k 1 / ©  k3dk
e 1 - eno (g)/ —
(27) [_kE +Q2] (27) 0 [kE - QZ]
> kdk
S / £ (231)
0 [k - 0]
Fazendo a substitui¢do u = k% - 02, temos k?E =u+Q%e du = 2kgdkg, temos
i /°°u+Q2du ~ i /°°du+Q2/°°du
8n2J)_gr w3 2 16x2 |J g2 u? _o2 u?
i t t
= - lim |-— +0? lim |-—
1672 {tggo [ ul_g2 0 P [ 2u? _Qz]}
B i 1 1
 lex2| Q2 202
B i 1
—len? | 202
1
= ! (232)
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Voltando a integral (225),

~
Il

1 1—x i 1
2/ dx/ dy —
0 0 3272 Q?

i 1 l—x 1
d dy — 233
= /0 X /0 y oz (233)

e restam apenas integrais em x e y para serem resolvidas.

Visando facilitar o processo de integracdo sobre os momentos (mais precisamente as
integrais em d*k), uma tabela pode ser construida para consulta sempre que necessario, de forma
a ndo se precisar de todo o processo de mudanga de coordenadas do espaco de Minkowski para o
espaco Euclidiano a cada resolug@o de integral. No Apéndice D sdo apresentados os cdlculos das
integrais sobre o momento d*k, onde é desenvolvido o cdlculo da primeira integral (234) e as
derivadas que levam a constru¢do de cada integral seguinte, muito ttil na resolucdo das integrais

de Feynman. Apresentaremos aqui somente os resultados de cinco integrais.

d>k 1 i 1 T(a - w)
2 @ = 2 2ya- (234)
(2m)2" [k2+2p - k+ H2|"  (4m)¥ (H? - pP)e™ T(e)
A2k ky _ i Pu ['(a—w) 235)
Qm2 [K2+2p-k+H|"  (4m)Y (H2=p»)e™ T(a)
/ dZWk kﬂkv i [ My
a ~ +
(2m)> [k2+2p - k + H?] (4n)" | 2(H? - p2)a—w-1
-w—1 — -
N (@=w—=Dpupy | T(@—w-1) 236)
(HZ _ pZ)a—w F(a/)
42"k kukykg _ i T(a-w-1) [(a—w—l)pﬂpvpﬁ
(2m)> [k2+2p - k + H?|" (4mv  T(a) (H? — p2)ya—»
PpNuy + PyvNup + Dullvp
2(H2 — pZ)oz—w—l ] : (237)

d*"k kykykgky ~
m)> [k2+2p - k+ H?|" -

i T(e-w-2) {(a —w-1(a-w- 2)pﬂpvpﬁpy+
C(4m)r T(e) (H? - p?)a—

(@ —w-=2)
+2(H2 _ pZ)a—w—l

[nuypvpﬁ + vy PuPp +NpyPuPv + NuvPpPy + NupPvPy + Uvﬁpupy] +

1
+4(H2 — paw-2 [Muitvy + npyituy + Uﬁyﬂuv]} (238)
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S5 Regularizacao de Integrais Divergentes

Diversas técnicas de regularizacdo sao utilizadas atualmente. Pauli e Villars (1949)
propuseram a mudancga do integrando, de forma a modificar dependéncia dos momentos na regido
de altos valores (k — o0), responsdveis pelas divergéncias, com o objetivo de tornar a integral
finita. Para isto, faz-se a introducao, na integral, de uma funcao ou distribui¢do, caracterizada
por um conjunto de parametros, que converge para zero em altos valores dos momentos mais
rapidamente do que a integral original diverge. A conexao com a integral original se da através
de alguma situagao limite na qual a fun¢do introduzida se reduz a unidade (BATTISTEL, 1999).

Seja a integral

d*k
/Wf(k) (239)
tal que
Jim kK (k)| = co. (240)

O objetivo é definir G (k?,A%) de modo que a integral

d*k
(2m)4

fk) |Ga(k?, A%)] (241)

seja finita e a integral original seja restaurada no limite de um pardmetro A. G (k2, A?) deve

atender as seguintes condicoes:
Jim Ga(k2, A =0
lim k* (k) Ga(K%, A*) =0 (242)
Jlim Ga(k’, AP =1.

Pode-se propor a forma

(243)

Outra forma de regularizar uma integral € através da alteracdo dos limites de integracao,
evitando os altos valores do momento. Esse método é chamado cutoff, e regulariza a integral
supondo um corte nos limites da integral, que entdo se torna propria dentro de uma regido. Depois

toma-se o limite (lim A — oo) como forma de conexao a integral original (BATTISTEL, 1999).

00 A
/ Kdk — / Kdk. (244)
0 0

H4 ainda a possibilidade de modificacdo da dimensao espago-temporal, utilizando
Regularizacao Dimensional ('t HOOFT, 1971), ('t HOOFT; VELTMAN, 1972). A ideia bésica
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desta filosofia estd na constatacao de que algumas integrais que sdo divergentes na dimensao fisica
(4D), ndo o seriam em dimensdes inferiores (BATTISTEL, 1999). A Regulariza¢do Dimensional
lanca mao de uma continuagao analitica do nimero de dimensdes do espago-tempo para fazer
com que a integral seja convergente, e entdo aplica o limite para quatro dimensdes (CAMARGO,

2013), 4 2
d*k dVk
2t O | e

f (k). (245)

A Regularizacdo Dimensional € poderosa devido a preservacao da simetria de calibre em
todas as ordens da teoria de perturbagdo. A extensao dimensional, no entanto, causa dificuldades
quando o modelo sob investigacdo abrange objetos matematicos topologicamente dependentes
da dimensao, objetos matematicos cuja extensdo dimensional € ambigua ou mal definida, como a
matriz ys. Nesse caso, acarretaria resultados pouco confidveis ou que requerem procedimentos
trabalhosos para o restabelecimento de simetrias violadas de forma espiiria. E o caso das teorias
topoldgicas e supersimétricas. Redu¢ao Dimensional (SIEGEL, 1979) € uma saida deste problema
para estender apenas a dimensao das integrais de Feynman, mas preservando a dlgebra do grupo
de simetria na dimensao espacgo-temporal original. No entanto, existem algumas inconsisténcias
matematicas no procedimento quando o cdlculo € executado além da ordem de 1-loop (integragcdao
em um momento interno). Essas dificuldades com a extensao dimensional sao o fato motivador
para vdrios desenvolvimentos de procedimentos de regularizacdo que sao realizados na dimensao
adequada do modelo (uma boa discussado sobre este topico € realizada por Gnendiger et al. (2017)
e Bobadilla et al. (2021)).

A Renormalizacdo Diferencial é uma dessas abordagens (FREEDMAN; JOHNSON;
LATORRE, 1992). Funciona na dimensao adequada da teoria no espago de coordenadas e provou
ser simples e poderosa em muitas aplicacdes (HAAGENSEN; LATORRE, 1992), (FREEDMAN
et al., 1993) e (MUNOZ-TAPIA, 1992). Consiste na manipulagio de distribui¢des singulares
atribuindo-lhes propriedades de distribuicdes regulares. No final, essas singularidades sao
substituidas por funcdes renormalizadas e diversos parametros de massa sdo introduzidos nos
resultados. As relagdes entre esses parametros sao estabelecidas a fim de preservar simetrias.
Um desenvolvimento adicional a fim de satisfazer automaticamente simetrias veio com a versao
restrita de Renormalizacao Diferencial (AGUILA et al., 1998) e (PEREZ-VICTORIA, 1998).

5.1 Regularizagdo Implicita

A maior parte das integrais decorrentes das interacdes entre as particulas elementares é
divergente. A Teoria de Renormalizacao contorna tais dificuldades através da redefini¢do das
grandezas fisicas. Neste processo, os infinitos sao subtraidos, de acordo com alguns critérios
relacionados a simetrias que devem ser preservadas ou a resultados experimentais. O sucesso da
Teoria de Renormalizagdo foi enorme e resultados com altissimo grau de precisdo foram obtidos

dentro do contexto do Modelo Padrao das particulas elementares. Contudo, considerando-se
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que estamos lidando com integrais de Feynman, a renormalizacdo depende da aplicagao de um
método de regularizacdo as integrais divergentes, de forma que se possa separar o contetdo fisico
das amplitudes. H4 muitas formas de se regularizar uma integral, sendo o método mais eficiente
a Regularizacdo Dimensional (BREITENLOHNER; MAISON, 1977), Ct HOOFT, 1971), ('t
HOOFT; VELTMAN, 1972).

Esse procedimento, entretanto, encontra dificuldades no tratamento de modelos que
se tornam mal definidos fora da sua dimensdo fisica. Em teorias supersimétricas (de forma
simplificada, teorias com simetria entre bosons e férmions), por exemplo, a extensao analitica
das dimensodes do espaco-tempo de 4 para d conduz a um desajuste entre os graus de liberdade
fermidnicos e bosdnicos da teoria, originando uma quebra de simetria nas relagdes supersimétricas.
Isso motiva a utilizagdo de um esquema de regularizacdo que, além de preservar as simetrias
do modelo, seja amigdvel do ponto de vista de cdlculo das amplitudes de probabilidade. Um

esquema de regularizacdo ideal deveria possuir as seguintes caracteristicas:

1. funcionar diretamente na dimensdo fisica do modelo;
2. preservar simetrias de maneira automadtica, para teorias sem contetido andémalo;
3. tratar as anomalias de maneira adequada

4. ser aplicdvel a teorias ndo-massivas originalmente livres de divergéncias infravermelhas

de maneira segura, mantendo a teoria livre de tais divergéncias;
5. ndo introduzir novas estruturas na Lagrangiana da teoria;

6. ndo ser complicado do ponto de vista do cdlculo algébrico das integrais de Feynman.

H4 algum tempo, um procedimento no espago dos momentos que compartilha algumas
das caracteristicas da Regularizagcdo Diferencial (FREEDMAN; JOHNSON; LATORRE, 1992)
(que € executada com as amplitudes escritas como distribui¢des no espago das configuracdes) foi
proposto, tendo sido usado com grande sucesso em muitas teorias. Tal procedimento, batizado
de Regularizagcdo Implicita (RI) (BATTISTEL; MOTA; NEMES, 1998) (BATTISTEL, 1999),
opera no espaco dos momentos e na dimensao fisica da teoria.

A Regularizacao Implicita pode ser formulada por um conjunto de regras. A ideia bésica
do procedimento de Regularizagdo Implicita de uma integral de Feynman € assumir, antes de
manipular os integrandos, a presenca implicita de algum esquema ou fun¢@o genérica reguladora
p(k?, A), que permite a manipulagio algébrica dos integrandos com o objetivo de separar sua
parte dependente de regularizacao da parte finita (CAMARGO, 2013):

A dtk
(2m)4

d*k d*k
2t 07 | Gy

f(k)p(k*A) = f(k), (246)
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em que o indice A nas integrais € para indicar que elas estdo regularizadas. Importante destacar

que a funcdo reguladora deve definir uma integral absolutamente convergente, ou seja

d*k
/ e |f(k)p(K*A)| < oo (247)

A primeira coisa a ser feita é supor que uma regularizacdo € aplicada a amplitude completa,
de modo que as manipulacdes algébricas podem ser realizadas no integrando. Em seguida,
realizamos a dlgebra do grupo de simetrias e escrevemos a amplitude no espaco dos momentos
como uma combina¢ao de integrais basicas, multiplicadas por polindmios do momento externo

ao loop e objetos tipicos do grupo de simetrias. Damos abaixo exemplos de integrais bésicas:

;- [tk |
(n)* (2 =m?)[(p - k) —m?]
PO ky
' Q) (K= m)[(p - k)2 —m?]
N atk k,ky
CA = N P [P e (249)

Cada uma dessas integrais bdsicas pode ser tratada de acordo com um conjunto de regras. Assim,
uma tabela com seus resultados pode ser usada sempre que um novo cédlculo estd sendo executado.
As regras de Regularizagdo Implicita Restrita para cdlculos na ordem de 1-loop podem ser

descritas como:

1. uma amplitude € considerada regularizada com uma técnica que é¢ mantida implicita e que
tem as propriedades de ndo modificar nem o integrando nem a dimensao do espago-tempo.
A primeira propriedade € para preservar a parte finita e a segunda € um requisito para ndo

violar Supersimetria;

2. para obter a parte divergente de uma integral bdsica, aplicamos recursivamente a identidade,

1 _ 1 _ p?-2p-k
(p—k2-m?> (K2—m?) (K2=m?)[(p—k?-m?]

(249)

até que a parte divergente ndo apresente 0 momento externo p no denominador. Isso
vai garantir contratermos locais. Os integrandos das partes divergentes sdo escritos
somente em termos do momento interno nos loops, de forma que essas integrais nao
precisam ser avaliadas. A independéncia das integrais divergentes do momento externo
€ uma caracteristica altamente desejdvel, j4 que necessitamos de contratermos locais
na Lagrangiana do modelo, para fins de renormaliza¢do. Além disso, essas integrais
divergentes podem ser escritas como uma fun¢do de um parametro de massa arbitrario que

caracteriza a liberdade de separacdo da parte divergente de uma amplitude e desempenha
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o papel de escala na equacdo do grupo de renormalizacdo (DIAS, 2008). As integrais

divergentes restantes tém a forma

Ak ko
/ M1 ™2 (250)
k

(kz _ mZ)a"

~ . . 4
em que usamos fk como uma notagao simplificada de f —(‘2’”’)‘4;

3. asintegrais divergentes com indices de Lorentz devem ser expressas em termos de integrais
escalares divergentes e termos de superficie. Os termos que possivelmente quebram as
simetrias s@o os chamados termos de superficie, que sao identificados como diferencas
entre divergéncias bdsicas de mesmo grau de divergéncia. Essas diferencas sao finitas, mas

dependentes de regularizacao. Por exemplo:

A kﬂkv _] A 1 A g k#
J (kz—mz)f?l{"”/k el akv[(kz-mzﬂ]}' D

Elas podem ser parametrizadas por constantes a serem ajustadas. Pode-se lidar com os

termos de superficie por meio da adicdo de contratermos locais a Lagrangiana, de tal
forma que as identidades de Slavnov-Taylor sejam satisfeitas. No entanto, um procedimento
que automaticamente as satisfaca € desejdvel. Termos de superficie ndo nulos implicam
que a amplitude depende da escolha de roteamento do momento. Na prética, defini-los
como zero desde o inicio € equivalente a cancelar esses termos de superficie por meio de

contratermos de restauracdo da simetria local;

4. finalmente, a parte divergente das integrais € escrita como uma combinacao das divergéncias

basicas

liog (mz) = /kA U{Tlmz)Z e Iquad (mZ) — /;A ﬁ, (252)

0 que exigird contratermos locais no processo de renormalizac¢do.

Vamos agora apresentar um exemplo para mostrar como a regularizacdo implicita
tradicional se aplica a uma amplitude completa, a fim de comparar com o novo procedimento
proposto. Consideramos o tensor de polariza¢do do vacuo da Eletrodindmica Quantica espinorial,
representado na Figura 13.

Ap6s o uso das regras de Feynman, temos a amplitude

A
e [N - P m)y (R +m))
gl =g / (K2 —m)[(k —p)>-m?]

(253)

Seguindo os passos listados acima, primeiramente calculamos o traco e escrevemos a

amplitude como uma combinagdo de integrais basicas. Ficamos com:



Capitulo 5. Regularizagdo de Integrais Divergentes 68

k-p

Figura 13 — Tensor de polarizagdo da QED.

1
—igIT" = —44? {21*” — I = 1" — =i [Lyuaa(m®) + I = p21]} , (254)

2

em que I, I, e 1, sdo definidas na equagao (248), Iquad(mz) dado por (252) e

A
1
11:/k m (255)

A préxima etapa € calcular cada uma das integrais. Nos Apéndices E e F apresentamos
os cdlculos detalhados das integrais I e I, respectivamente. No apéndice G apresentamos a
parte inicial, detalhada, dos célculos de I,;,, com a aplica¢do recursiva da identidade (249) a fim
de separar a parte finita da parte dependente de regularizacao. Temos, depois de descartar as

integrais nulas

N kaky A kuk A kokykak
Ly = / ﬂ—_pzf _ ko 4pap/s/ Kukvkakp
o o P ¢ G2y

p?=2(p - k)Pkuky
/}H—m%4w 22 —m?] (250)

4
tr (kz—m

A primeira integral € quadraticamente divergente e a segunda e terceira integrais sao
logaritmicamente divergentes. Usamos o procedimento de (251) para obter as divergéncias

basicas escalares e seguimos a notacao de Vieira, Cherchiglia e Sampaio (2016):

A kuk, Ny

/k (k2 - m2? % [Lguaa(m®) = va], (257)
A k kV 77 v

/k (k2 ﬁ m2)3 u [110g(m*) = vo] (258)
A kykykaks 7 s

/k (kﬂz —m2)* ﬂ [IIOg(mz) fo] (259)

sendo Nyuvap = NuwNaep + Muallvg + MupTlve € ONde vy, v € & sdo termos de superficie. Esses

termos sdo arbitrarios e dependentes de regularizacdo por serem diferencas entre duas integrais
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com o0 mesmo grau de divergéncia, como mostrado na equagdo (251). Nesse caso, os indices 0 e
2 correspondem as divergéncias logaritmicas e quadréticas, respectivamente.

As duas dltimas integrais em (256) sdo finitas e podem ser resolvidas. A parametriza¢ao
de Feynman pode ser aplicada quando necessdria, como na ultima integral. Note que a alta
poténcia do momento no numerador e no denominador resulta em um cédlculo longo e trabalhoso.

O resultado final para I, € dado por

Y my 1 My
Ly = 5 lguaa(m®) + (—pznm + 4P,upv) liog(m®) = —-(6v2 = 3p*vo + 2p*60) +
Pup i1
- ﬂ3 va + (47T)2 {E(p,upv - pznuv)+
1
* [(p* = 4m*) p* 1y = 4(p* = m*)pupy | Zo(pz,mzamz,mz)} , (260)

sendo

(261)

1 2 2 2 2
z2(1-2)+(my—m5)z—m
Zk<p2,m%,m§,m§)=/o dz zkln{p (=0 (mg =) 1}.

2
(_m3)
O mesmo procedimento € usado para calcular as outras integrais de Feynman. Obtemos,

para o tensor de polariza¢ao do véacuo,

(p2 + 2m2)
P2

i
(4r)?

1
Zo(pz,mz) + — } +

3

. v 4
—igl"” = —g(pzn“v—p’“‘pv) {Ilog(mz)_

4
= v+ 3 {vo(p* 0" = p"p”) — (2p"p” + p* ") (&0 — 2v0) } (262)

no qual, por economia, usamos Zi(p2,m?m>m?) = Zi(p?,m?). Note que a amplitude é
transversal se vy = 0 e & = 2vp. Essa abordagem da Regularizacao Implicita, em que os termos
de superficie sdo parametrizados e fixados no final € util quando o modelo sob investigacao
apresenta ambiguidades como nos casos de anomalias chirais ou teorias de campo topoldgicas
(VIGLIONI et al., 2016). Uma versao restrita da Regularizacdo Implicita, na qual os termos
de superficie sdao fixados nulos de inicio, preserva as simetrias de calibre abeliana e nao-
abeliana (DIAS et al., 2008), (OTTONI et al., 2006), (SCARPELLI; SAMPAIO; NEMES, 2001),
(SCARPELLI et al., 2001), e a Supersimetria (SAMPAIO et al., 2006).
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6 Resultados

Este capitulo apresenta os resultados obtidos e foi escrito com base no artigo Advances
towards the systematization of calculations with Implicit Regularization (Avangos em direcdo a
uma sistematizac¢ao de calculos com Regularizacdo Implicita) (FELIPPE et al., 2022), publicado
em julho de 2022 no periédico European Physical Journal C. Nesse artigo, desenvolvemos um
novo procedimento para aplicacdo da Regularizacao Implicita Restrita. Ressaltamos ainda que
aplicamos esse novo procedimento no calculo de uma Integral de Feynman no artigo Gauge
embedding procedure: classical and quantum equivalence between dual models (Procedimento
de imersdo em calibre: equivaléncia cldssica e quantica entre modelos duais) (MARQUES et al.,

2022), publicado em marc¢o de 2022 no periddico European Physical Journal C.

6.1 Uma nova abordagem para a Regularizacdao Implicita Restrita

A ideia basica da Regularizacao Implicita Restrita, como ja discutimos, € supor a presenca
de uma regularizacdo com o objetivo de usar identidades matematicas para separar a parte
dependente de regularizacao da parte finita. A parte divergente € uma combinagao de divergéncias
bdsicas escalares, que sdo obtidas apds o uso de relagdes de consisténcia que eliminam termos de
superficie. Aqui, propomos um novo procedimento para aplicagdo da Regularizacdo Implicita
Restrita que mantém os principios do procedimento original, mas que simplifica enormemente o

processo de cdlculo. As regras estdo listadas abaixo:

1. como no procedimento original, presume-se que um esquema de regularizacdo mantido
implicito estd agindo de forma completa na amplitude com as mesmas caracteristicas

desejdveis ja apresentadas;

2. a parametrizacao de Feynman € aplicada a amplitude completa. Isso ird garantir que o shift
necessdrio no momento de integracdo € apenas uma modificacdo no momento interno do

loop;
3. realiza-se a dlgebra do grupo de simetria;

4. as integrais nos momentos sdo separadas por grau de divergéncia, todas com poténcias

pares do momento de integragdo no numerador, do tipo

A gt 1, kky, kukykokg, -
(2m)* (k2 + H?)"

) (263)



Capitulo 6. Resultados 71

sendo H? funcdo dos momentos externos, das massas e dos parimetros de Feynman.
Se fatores de k? aparecem no numerador, eles devem ser cancelados com fatores do

denominador adicionando e subtraindo H?;

5. para as partes divergentes, os termos de superficie sdo eliminados por meio das relacdes
de consisténcia, a fim de obter integrais escalares. Para integrais logaritmicamente e

quadraticamente divergentes de 1-loop, definimos, respectivamente,

/A dk kyky, ok, _ ipopn {/A d*k 1 —ozn} 26
(27)* (k2 + H2)2*5 2%(% +1)! (2m)* (k2 + H?)2 o,

/A d*k kuky, -k, _ Mo /A d*k 1 — B (265)
(27T)4 (k2 +H2)1+§ 2%(%)! (271.)4 (kz +H2) 7[>

em que 71 € par € Ny, 4,4, € a combinacdo simétrica dos produtos dos tensores métricos,
Nurps *** Mun—1pn» COM coeficiente 1. Na expressdo acima, deixamos os pardmetros para
os termos de superficie a2 e 2 apenas para completude, ja que na versdo restrita da
Regularizacao Implicita eles sdo fixados nulos. Para obter as relagdes acima, usamos

recursivamente a relagdo,

/A 0 Kyy - ky, :/A S pnks - ki ] —2(m- 1)/A Ky -k
X O kHn (k2+H2)m—l k (k2+H2)ml (k2+H2)m

(266)

até que a primeira integral do segundo membro da equacio seja escalar. Além de duas
integrais, incluindo a escalar, todas as outras serdo termos de superficie e sdo reunidas
em um parametro. Na equagdo acima, definimos S[7},...,,] como a simetrizacdo minima
do tensor 7', no sentido de que apenas termos distintos sdo considerados e todos eles t€ém
coeficiente 1. Por exemplo, S[k, k,po] = ku kypo + kukopy +kykopy. E importante notar
que m = 5 + 2 para divergéncias logaritmicas e m = 7 + 1 para divergéncias quadraticas.

Pelas defini¢des da equagdo (252), as divergéncias escalares restantes acima sao

2 A 1
s (1) = [ G o7

2 A 1
Tquad (—H ) :/k. m (268)

6. o préximo passo, que € uma das ideias basicas da Regularizacao Implicita, € o uso de
identidades algébricas para obter as integrais divergentes livres dos momentos externos.

Aqui, usamos recursivamente uma expansao mais simples,

11 A2+ H?
K2+ H>  k2-22 (k2= (k:+H?'

(269)
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Temos a vantagem de obter expressoes fechadas para serem usadas em qualquer cdlculo:

Tiog (_HZ) = Iog (/12) 16;2 In ( 2122 ) (270)

Tquaa (~H2) = Louaa (%) = (22 + H2) hiog (1) = —5 | 22+ H2 = H1n (—H—Z)] @71)
1672 A2
Estas sdo chamadas de relagdes de escala, que, como subproduto, introduzem uma escala
de energia (/12) para o grupo de renormalizacdo que pode ser simplesmente uma das
massas do modelo. No Apéndice (H), as relacdes de escala (270) e (271) sdo calculadas
passo-a-passo. As divergéncias bdsicas agora sdo fatoradas a partir das integrais nos
parametros de Feynman, que podem ser calculados. Como na formulagdo tradicional da
Regularizacao Implicita, a parte divergente das amplitudes € escrita em termos dessas

divergéncias bdsicas: liog (1%), Iquad (12), etc.

Essa nova formulagdo simplifica muito os cdlculos das partes finitas. Uma vantagem
adicional estd relacionada a modelos que apresentam campos com massas diferentes ou campos
ndo massivos. Em modelos nao massivos, a formulagao tradicional requer que uma massa
ficticia seja introduzida no propagador para que a expansao no integrando possa ser realizada.
No final do célculo, as relacdes de escala sdo usadas para remover a massa ficticia da parte
divergente de forma que o limite da massa indo para zero possa ser tomado. Na nova formulacao,
o procedimento é unificado, pois toda a dependéncia de massa estd dentro de H>.

Vamos agora realizar o mesmo calculo para o tensor de polarizagdo do vacuo da QED do
ponto de vista do presente procedimento. Depois de aplicar a parametrizacdo de Feynman em
(253) e realizar a mudanca (shift) k — k + px, obtemos

1 A
oy 2 tr{y [+ (x— Dp+m]y”[f+xp+m]}
—igIT"Y = ¢ /0 dx/k' EEYDE

; (272)

com H? = p?x(1 —x) — m?. Apés calcular o trago, e ficando apenas com termos pares em k¥, e

cancelando termos em k? pela adi¢dio e subtracio de H?, ficamos com

A A
1 kH kY
—igI*"” = 4q2/ dx /“”’/ —+2/ —_— 4+
0 k k% + H? k (k2+H2)2

+ 2(p’n" - p*p")x(1 —X)/ e (273)

H2)2 }
As duas primeiras integrais, que sao quadraticamente divergentes, se cancelam se usarmos a
equacdo (257) e fixarmos v, = 0, como prescrito pela Regularizacao Implicita Restrita. Para a
integral restante, Ilog(—Hz), usamos a relacdo de escala (270), com a massa m no lugar de 4, e

entdo a amplitude € escrita como

1 2
H
—igI* = 84> (p*nH” — p”p")/ dxx(1—x) {Ilog(mz) - 16l 5 In (——2)} . (274)
0 T m
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Finalmente, obtemos

. 4., 2 i [(p*+2m?) N
—iqI™ = < (p™n™ = p¥p") {Ilog(m ) = an)? o Zo(p"m) + 3|1y (275)
onde foi utilizada a relagcao
() = ——— gz (p2am?) = (k= Dz (pram®) - - p2b 276
(k +1)p2 k(k+1)

No Apéndice I, desenvolvemos os célculos detalhados que dao origem a relagdo (276) entre as
funcgdes Z; definidas por (261).

Este € um calculo muito direto e compacto. Observe que o procedimento seria idéntico
no caso da QED nado massiva, com a modificacao de H 2 ¢ 0 uso de uma escala arbitréria A no
lugar da massa m.

Vamos agora apresentar um outro exemplo de célculo, representado na Figura 14, o qual

¢ um pouco mais elaborado que o tensor de polarizacao do viacuo da QED. Vamos considerar a

k+(a-1)p

k +ap

Figura 14 — Diagrama de Feynman que contribui para a autoenergia de um campo vetorial massivo. Os
campos fermidnicos no loop t€m massas diferentes e o roteamento do momento na amplitude
€ k + (@ — 1)p para o propagador com massa m | e k + ap para o propagador com massa m;.

autoenergia do campo vetorial em que os dois férmions no loop tém massas diferentes. E o caso
da influéncia dos quarks pesados, o doublet (t,b), nas correcdes na massa do béson W. Vamos
também, por razoes pedagdgicas, atribuir uma distribuic¢ao arbitrdria de momentos nas linhas

internas. A amplitude € proporcional a

A
try# -1 Y
Ry ORI LER I S 077
v [(k+ap)? —=mi{[k+ (¢ - 1)p]* —m3}
a qual, apds a parametrizagdo de Feynman, com o shift k — k + (x — @) p, resulta em
1 A
tr {y# -1 v
0 k (k* + H?)?

com H? = p’x(1-x)+ (m% - m%)x - m% Note que toda a dependéncia do parametro a desaparece.

Em outras palavras, quando a parametrizacdo de Feynman € aplicada em toda a amplitude,
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preserva-se a invariancia de roteamento do momento. Depois de calcular o traco, e restando
apenas os termos pares em k¥, e cancelando os termos em k2 pela adi¢do e subtracio de H?,

ficamos com

" (m m)—4/1dx - ‘“’/A;+2/Aﬂ+
L 0 1 k l€2+[‘l2 k (k2+H2)2

A
+{2(0" = p*p")x (1 = x) + (my = m)[(my +ma)x = mi i} /k m} '

(279)

As duas primeiras integrais, que sao quadraticamente divergentes, se cancelam usando a equacao
(257) e fixando v, = 0, como prescrito pela Regularizacdo Implicita Restrita. Para a integral

restante, Jioo (—H 2), usamos a relacdo de escala (270), e entdo a amplitude € escrita como

1
% (myms) = 4 /0 dx {2000 = pPp")x(1 = x) + (m1 = ma) [(m1 +ma)x — my ™)

2 L 0 280
X {hoe(1?) = = In[-=3 . (280)
Finalmente, obtemos
1 i - -
y _ 2. uv y 2
" (my,may) = 8(p ™ - p*p ){gllog(/l ) - (4702(21 —Zz)}

i

(4m)?

[(my +m2)Zy - m120]} ,

(281)

1
+ 4(my —ma)nt {_E(ml — mp) g (%) —

em que Z; é uma abreviacdo para Zi( pz,m%,mg,/lz). E interessante notar que, uma vez que o
campo vetorial € massivo, o tensor de polariza¢do nao é transverso. Em vez disso, a amplitude

obedece a relacao

i

py I (my,my) 4(my — ma)p" {—%(Hﬁ — mp) fiog (%) — [(m1 +m2)Zy - m1zo]}

(4r)?
= (my—mo)TH, (282)
em que .
u_ [N =P mo) (ke m) 283
! /k ®2— ) [(k - p)2—m2] (259

No Apéndice J, desenvolvemos o célculo detalhado da amplitude IT#” (m,m).

E importante comentar o fato de que alguns aspectos dessa abordagem sio semelhantes a
alguns procedimentos adotados na Regularizacdao de Loop (LORE). No caso do LORE, apés a
parametrizacdo de Feynman na amplitude, sdo aplicadas condi¢des de consisténcia que, na pratica,
descartam os termos de superficie. Tais condicdes, que sao as mesmas da Regularizacdo Implicita,

foram determinadas, nesse caso, pela exigéncia de que simetrias fossem respeitadas em amplitudes
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especificas (WU, 2003) e entdo generalizadas. As integrais de loop divergentes escalares restantes,
entretanto, sao calculadas usando um procedimento semelhante a regularizacao de Pauli-Villars
(PAULI; VILLARS, 1949). Por outro lado, a Regularizacdo Implicita é baseada na eliminacao
dos termos de superficie e na expansao do integrando de forma que a renormaliza¢do necessite
apenas de contratermos locais. As integrais divergentes restantes ndo precisam ser calculadas

explicitamente.

6.2 Uma sistematizac¢ao para o calculo de integrais de 1-loop

Apresentamos agora uma sistematizacao do célculo de integrais de Feynman de 1-/oop,
até as divergéncias quadréticas, no ambito desta nova abordagem para Regulariza¢do Implicita.
A metodologia que realizamos nesta sec¢ao se aplica a integrais que fazem parte da amplitude.
Devemos tomar esse cuidado, uma vez que um dos principios adotados nesta abordagem € a
aplicacdo da parametrizacdo de Feynman a amplitude como um todo para garantir que o shift
ocorra como uma redefinicio no roteamento do momento no loop. E possivel realizar a dlgebra
de simetria e escrever a amplitude como uma combinagdo de integrais, e entdo parametrizar cada
uma das integrais.

Vamos comecar com uma integral de 1-loop geral com grau logaritmico de divergéncia,

que € escrita como

k., -k
L. =/ i K ’ -
M1 Hn k (kz—mz)[(pl—k)z_m%]"'[(pr—k)z—m%] ( )

com r = 1 + 3. O primeiro passo € aplicar a parametrizagdo de Feynman. Usamos

1 1 1-x; -3 v 1
— =7 / dxq / dxy -+ / dx, , (285)
ap:-- arb 0 0 0 [ r+l

Z;{:l(ak - b)xk +b

comay = [(px — k)* - mi] e b = (k? — m?). Considerando que o denominador é dado por D™,

é possivel rearranjar D de modo a escrever

2
,
D=1|k- Z PiXk| + Q2, (286)
k=1
com .
0= Z [P (1 = xi0) + (m® = m)xi] - Z(Pk - pr)xkx; —m’ (287)
k=1 k#l

Agora temos que realizar o shift na integral no momento: k — k + ¢, sendo g, = [22:1 p kxk]#,
e temos, no numerador,

n
Ny = | |+ @ (288)
i=1
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no qual somente poténcias pares de k sobrevivem. Vamos renomear o numerador remanescente

como N 11, B €ntdo a amplitude logaritmicamente dlvergente ¢ dada por

(0) Ny oy
Iﬂl ‘Hn _r'/dX/ k2 QZ]r+1’ (289)

onde f dX se refere a todas as integrais nos parametros de Feynman. A poténcia mais alta em k

em Ny, .., € responsdvel pela divergéncia logaritmica. Todos os outros termos sao finitos. Para a

r‘/dX/ (k2+Q2)r+1
77 1""Hn 1
- e | dX/k @+ .

na qual usamos a relagdo de consisténcia de (264) e o fato de que r = 5 + 1. Depois usamos a

parte divergente, temos

(0)A
Lyyopy

relacdo de escala (270) para obter

1O, =T [y g m?) - ——1 % (291)
HiHn — 27 log m 16 n /12 .

A tinica parte dependente dos parimetros de Feynman é a que contem Q2. A outra parte pode ser

fatorada para fora da integral. O resultado final € dado por

A nﬂl"'ﬂn 1 2 l (F,O)
Ly 2—g {; [Ilog(m )] - @Z }’ (292)

no qual definimos a fungao

Z(r’kl’m’kr) = Z(r’~k-l’.'“’kr)(pla Dy m%’ ) m}%a m2)
2
= /dX Gy QX+ xfr In (—%) (293)

Vamos agora tratar os outros termos finitos, que aparecem se n > 2. Um tipico termo finito de
(289) ¢

I
Fy) o, = ! / dX S [Apy @+ Q] - (294)
com/ < npare
n—I
A = K Hi = n (295)
MMy X (k2+Q2)r+1 167T 22F(r+1) (Qz)nl MM
Ficamos entdo com
()
() — ! 2 q,ul+1 e q,un
F/Jl"'lln = 1671'2 2% S 7]#1.../1, /dXW]
n—I[ )
i T (T) (r.551)
T I K (296)
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onde

l l q .-.q n
yod oyl )ﬂn(Pl,"',pr,m%»""m%,mz)f/dxl"'der' (297)

Finalmente, podemos escrever o resultado geral como

(0) M, |1 2 I 0
o, = {r—!llog(m)_mzv >}+

22
n=2 ~2i
; 2 F(%) (r.25 21) n )
+ 1672 g i S yme /12,Y/12,+1 ‘Un r= §+ 1, ( 98)
na qual substituimos / por 2i, uma vez que [/ € par.
Para uma integral linearmente divergente,
k k
If(‘}) “Hn :/ 2 2 :1 2 ~ 2 27 (299)
ko (k2 =m?)[(p1 - k)* —my]--- [(pr = k)* = m7]
com n impar e r = %, o procedimento € similar, com resultado
m 1 1 ( 2)
L' = +
M1 phn 5t Zpkm’htz ol Gy 1), Tiog
i1 (r,0)
- 167122"? S [Z,url r,/JZ"'ﬂn:l +
. = F (n —2i— 1)
1 (r n— 21 I) 3 n+ 1
1672 - 2(21+1)/2 S [77#1 #2IY#21+1 ‘Hn ] ’ r= 2 (300)
1=

na qual o dltimo termo aparece apenas para n > 3.

De forma a completar a sistematizacao do célculo de amplitudes de 1-loop, voltamos nossa

(2)
A,

elaborado, vamos mostrar os passos principais. A integral a ser calculada tem a mesma forma de

atencdo agora as integrais quadraticamente divergentes . Uma vez que o célculo € mais
(284), mas com r = 7, n par. Apds a parametriza¢do de Feynman, obtemos a expressdo de (289),
que serd dividida em trés partes: a poténcia mais alta em k£ no numerador é quadraticamente
divergente; a (n — 2)-ésima poténcia em k£ no numerador € logaritmicamente divergente; e a
(n — 4)-ésima poténcia em k e poténcias menores, se existirem, sdo finitas. E importante notar
que mesmo as duas partes divergentes contribuem para o resultado finito, como fica evidente
pelos célculos apresentados anteriormente.

Vamos comegar com a divergéncia quadrética:

1(2),1 — /-ll ' Hn
Hifn (k2+Q2)2+1
A
T / ix / L 301)
22 ko (k2 +0?)
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com o uso de (265). Em seguida, recorremos a relacdo de escala da equacdo (271) para obter

ey ; Q2
I/S%)Ln — M/d}({quad(m)—(m +Q)[110g(H1)+16l 2] Ton 2Q In ( 3 )}

23
M )1 2 1 [ (n 2 2
= 2% {@Iquad(m )— (%+2)' {kzz; [Epk+ (§+2) (m —mk)] +
Z(p p)} [1 (m*) + — ! /dXQ ln( Qz)} (302)
- k - DI lo — =,
oy ¢ 16 2| " Tor?

em que a tltima integral pode ser escrita em termos das fungdes Z -k -%r),

Para a divergéncia logaritmica, temos

@20 = (4) Ky

i 02
=)

1
= P / dXS[qMCIﬂznua--wn] {Ilog(mz) - 16

272
1 1 L
= =z S\ Muspun m Zpkﬂlpkﬂz +Zpkﬂ1plﬂz Tiog(m*)+
27 2 : =]
[ (p0)
2 ]} (303)

A parte finita restante é dada por

n
@3 _ (z) Z/ [ / ke kg, ]
L, = ! dX S|qu ---q m
J R 2 = M1 M X (k2+Q2)7+1
I
i F(z—l)

1
dx s o —_—
167‘[2 ; 2(11—[)/2 / [q,ul qﬂlnﬂlﬂ Hn] (QZ)%—I
i n/2
I'i- 1) (m.i-1)
16772 Z 7 (n=2i)/2 [ paeer-n Va1 lﬂzz ] . (304)

O resultado total para a integral quadraticamente divergente é dado por
(2) (2).1 (2).2 (2).3
I/Jl “Hn I/JI ‘Hn + I/Jl “Hn + I/JI ‘Hn*

6.3 Calculos em ordem superior

Atualmente, hd uma grande demanda por previsdes tedricas para processos em next-to-
next-to-leading order (NNLO) e além, principalmente devido a grande quantidade de dados

que ja foram coletados no LHC (Large Hadron Collider). Com esse intuito, novas técnicas de
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célculo tém sido desenvolvidas nos dltimos anos, que buscam, na medida do possivel, preservar
a dimensao fisica do espaco-tempo (HEINRICH, 2021). Célculos em ordens superiores sao
geralmente muito longos e intrincados, e procedimentos amigdveis sao bem-vindos. No contexto
deste novo procedimento para a aplicagdao da Regularizagao Implicita, damos algumas orientacdes
para a sistematizacao de calculos multi-loop.

Na ultima sec¢do, obtivemos partes finitas gerais que sao integrais, nos parametros de
Feynman, que contém fatores de In [Q?/(—m?)] ou poténcias de 1/Q?. A parte desafiadora é
aquela que inclui o logaritmo. Com o objetivo de aplicar a parametrizacdo de Feynman, faremos

uso da seguinte identidade matematica:

1
Ina = lim —(a® - 1). (305)

e—0 &

Em uma visdo simplificada, dizemos que Ina € igual ao coeficiente de primeira ordem da
expansdo de a® no limite de pequenos valores de €.

Entao, vamos dar um exemplo em que a parte finita de 1-loop é uma integral de uma
funcdo com um fator de logaritmo. Consideramos a autoenergia aninhada de dois loops do elétron

em QED, que é representada na Figura 15.
p-k

i}

'

P a g

\{

»
-

B p

S 4

Figura 15 — Diagrama de Feynman da contribui¢do aninhada para a autoenergia do elétron na ordem de
dois loops. As linhas onduladas e sélidas representam os propagadores de fétons e férmions,
respectivamente.

A parte finita do subgréfico € dada por

1 2
s = 24— / dx [2m — p(1 - x)] In (—%) (306)
0

com H? = H*(p?,m?) = p?>x(1 — x) — m*x. A integral para o grifico 2-loops é escrita como

/ o / e m(_Hz("z””z).

(2) _
ix (p) 2lq 167 2 2

— m2)2(p k)z m
(307)
Vamos definir
Mye(f+m)[2m+ (x = DH(F+m)ye [ H*\®
F =21 (KZ—m22(p - k)2 (_ﬁ) o O
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de forma que iX® (p) = F,, sendo F, o coeficiente de primeira ordem da expansdo de F em

poténcias de . Entdo escrevemos

2\¢ _ A 1¢ 2
(_%) _ [.X'(_l zx)] (k2 _’/hZ)s; ’,;;LZ — (1’/}1 x), (309)
para obter
. 1 & A a 2 ~72
a4l x(1—x) YO (k+m)[2m + (x — DEI(K +m)yq (k™ —m7)
F=2a 167T2/0 g ] /k (K2 =22 (K2 =)= (p— k)2

(310)

Na equacio acima, multiplicamos o numerador e o denominador por um fator de (k* — /?) por

conveniéncia para obter uma parametriza¢do de Feynman bem definida, da qual obtemos
| T(4- o 1- crd N
F it ( s)/ /du/ x(1—x) / N
1672I'(1 —¢) (—m>)(1-u-v)| Ji (k2+Q2)4=
(311)

em que Q% = p?u(1 —u) —m*(1 —u —v) —m?v e N é a parte com poténcias de ordem par em k
de

N =y*(k+ pu+m)[2m + (x = ) (k+ pu) ] (k + pu +m)y, [(k + pu)® —ii?] . (312)

A parte divergente de F € aquela com termos quarticos em k no numerador. Facamos
explicitamente o célculo desta parte. Depois de realizar a dlgebra de Dirac, a parte quartica do

numerador € escrita como
N® = 2k*4mx — u(x — 1) p] - 8k%u(x — 1)(p - k)
-2 (1<2+Q2)2 [4mx — u(x — 1) j] - 4 (k2 +Q2) 02[4mx — u(x — 1) ]
+ 2Q4[4mx—u(x—l)¢]—8(k2+Q2)u(x—1)(p-k)k+
+ 8Q%u(x-1)(p-k)k, (313)

na qual adicionamos e subtraimos Q2 nos fatores de k2. O primeiro e o quarto termos resultam

em integrais logaritmicamente divergentes. Para a primeira, temos

i T(4-¢) [ x(1—x)
1622 T(1—2) Jous ' | em) (I —u—-v)

A 1
/k (k2 + Q2)2-=’ (314)

com /x .., representando as integrais nos parametros de Feynman. Entdo expandimos a expressao

F1(4) = —4ig* r [4mx —u(x — 1)p]

acima para pequenos valores de & para obter o coeficiente do termo de primeira ordem.

F1(j) = —4iq416iﬂ2/ v[4mx—u(x—1)¢]{ Il(ozg)( 0%, m*)+
+ lmn[% -11]110g(_Q2)}, (315)
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na qual, usamos a defini¢do da divergéncia bésica logaritmica tipica da ordem de 2-loops,

7o) ) (kz_mz)]
log(m /l)_/ (kz_mz)z [ =l (316)

Além das relacdes de escala (270) e (271) que ja usamos para os cdlculos de 1-loop, podemos

facilmente obter, através das mesmas manipulag¢des algébricas, o correspondente de 2-loops,
: 2 2
@ (2 2) = ;@2 m7\ L, o (m
1) (m2, 22) = 12 (22) - 162[ln(/12) S n? (ﬂz)

em que / 1(3; ) =1 1(02; (A2, 2%). Essa relagdo serd usada para obter a parte divergente livre do

(317)

momento externo. Mas, primeiro, vamos obter o resultado para o outro termo divergente,

@ _ .4 L T(d-¢) _ l x(1-x) r ﬁ/’\ kokp
= e (e S TV G a7 oy
3

18)

Para a integral em k, podemos escrever

/A kakg 1 {/A Nap [t ke } (319)
¢ (K2+0%3F 22-¢) |k (K2+0%)%%  Ji 0kP (kK2+0%)>¢ )’

da qual descartamos os termos de superficie conforme prescrito pela Regularizacao Implicita

Restrita. Depois de substituir a relacdo acima em F| f) e escolher o coeficiente de primeira ordem

da expansao em poténcias de &, obtemos

31n (—(1 =) ) - 4] Ilog(_Qz)}

F(4)—81q Ton 255/ vu(x—l){ 1(2)( 0%.m?) + T—u-
(320)

Juntamos as duas integrais divergentes, usamos as relacdes de escala (270) e (317) e integramos

os coeficientes das divergéncias bdsicas para obter

FOLF® - —é 416i |28+ 8m) 10 () = (3p 4 32m) Doy () | +
. i\ x(1=x)
+ 4zq4 (16712) /x’u’vv {{4mx 61n (—(1 — —v)) -5+
- ulx-=-1)p [121n (%) —7]}1n( iz)
%
+ 6[2mx —u(x—1)p]In (_ﬁ)} . (321)

Existem ainda trés integrais finitas considerando a parte quartica do numerador. Além
disso, temos integrais finitas vindas da ordem quadritica e ordem zero em termos de k no

numerador. Esses cdlculos sdo diretos: a integracdo em k € realizada, resultando em poténcias



Capitulo 6. Resultados 82

e-dependentes de Q% no denominador; a expansdo em poténcias de & é executada para obter o

coeficiente de primeira ordem. O resultado final para a amplitude de 2-/loops € dado por

i=@(p) = —%q416in2 2+ 8m) 0 (m?) — (3¢+32m)110g(m2)+72 — 2(5]/5+352m)
. 2 2 2
. 4 l 0 Q x(1-x)
+ 4ig (167r2) /x,u’v {Aln( mz)ln[__z(—(l—u—v)) ]+
1 0% x(1-x) 0% x(1-x)
+ @lBl( 2—(1_u_v))+c +E[ln( 2—(1_u_v))—1]}, (322)
com
A = 6 [2mx—u(x-1)p], (323)
B = 2 {ul;ﬁ [5u2p(x — 1) + 2m2(x +4)] - 2m [2u(u +3)xp? +3 (m2 —xmz)]} .(324)
C = 4m (2uxp2 +m? - rhzx) —up [2u2p2(x — 1) +m*(x +4)] , (325)
D = - (u2p2 - nﬁz) {4m (xu2p2 +m2) —up [uz(x —Dp?+m?(x + 3)]} . (326)

Existem alguns comentdrios interessantes sobre o cilculo de 2-loops acima. Primeiro, a
divergéncia basica I, (2) ( ) aparece naturalmente, mesmo para modelos massivos, quando a
expansdo em € € reahzada. Em segundo lugar, a integracdo no momento da parte finita € facilmente
realizada com a ajuda da parametriza¢do de Feynman. Além disso, a eliminagdo dos termos de
superficie € mais simples do que o procedimento tradicional adotado na Regularizacdo Implicita
(DIAS et al., 2008), que precisa de novas relacdes para cada ordem de loop. O procedimento

acima pode ser sistematizado e ser de grande ajuda em cdlculos fenomenolégicos multi-loop.



&3

7 Conclusao

Neste trabalho, estabelecemos um novo procedimento para a aplicagdo da Regularizagdo
Implicita em sua versao restrita. A versado restrita da Regularizacao Implicita, que fixa todos
os termos de superficie igualando-os a zero, fornece automaticamente amplitudes simétricas,
como ja demonstrado em uma ampla variedade de artigos. Isto se deve ao fato de que simetrias
como a invariancia de calibre estdo relacionadas, no contexto das integrais de Feynman, com
invariancia de roteamento de momento nos loops (VIEIRA; CHERCHIGLIA; SAMPAIO, 2016).
Esta nova abordagem utiliza este fato com o objetivo de aplicar a parametrizacdo de Feynman a
amplitude completa ap6s uma regularizacao agindo implicitamente na integral divergente ser
assumida. Como j conhecido, a utilidade da parametriza¢do de Feynman reside na possibilidade
de fazer um shift no momento de integracao. Um shift em uma integral divergente teria que ser
compensado com um termo de superficie quando o grau de divergéncia é pelo menos linear.
E por isso que a amplitude deve ser regularizada antes da parametrizacio de Feynman ser
realizada. Além disso, a prescri¢ao de regularizacao deve ser tal que estes termos de superficie
sao nulos. E o caso da Regularizagio Dimensional, que torna a amplitude finita na dimensio
estendida e, portanto, forca os termos de superficie a desaparecerem. No caso da versdo restrita
da Regularizagdo Implicita, isso é conseguido com a ajuda das relagdes de consisténcia.

O procedimento apresentado neste trabalho impde invariancia de roteamento de momento
fazendo o shift de momento na integracdo apds a parametrizacdo de Feynman ser aplicada a
amplitude completa. Também fixa outros termos de superficie restantes tornando-os nulos. A
grande simplificacdo na abordagem ocorre em consequéncia da forma como a parte divergente
€ separada da parte finita. Enquanto na aplicacdo tradicional da Regularizacdo Implicita o
integrando € expandido antes da parametrizacdo de Feynman, que € realizada apenas na parte
finita, aqui a separacdo entre a parte divergente e a parte finita ocorre apds a parametrizacao de
Feynman, utilizando relacdes de escala que sao sempre iguais. Dessa forma, evitamos calcular
integrais finitas com altas poténcias dos momentos no numerador € no denominador. Outra
vantagem € a unificagdo do procedimento a ser adotado em operacdes com modelos massivos e
nao-massivos, ja que as relacdes de escala se encarregam de introduzir o parametro de massa para
as divergéncias bdsicas e para as equagdes do grupo de renormalizagdo. A grande simplificacdo
no célculo de 1-loop para esta nova abordagem se estende para ordens superiores, conforme
demonstrado na Secdo 6.3.

Como trabalho futuro, reconhecemos a importancia da sistematizacdo do cédlculo para
ordens superiores. [sso pode ser de grande ajuda nos célculos fenomenoldgicos multi-loop.

Utilizamos neste trabalho o pacote FeynCalc do programa Wolfram Mathematica para
desenvolver a dlgebra do grupo de simetrias das amplitudes, a fim de obter as integrais de
Feynman a serem calculadas. O procedimento de cédlculo das integrais de Feynman ndo foi

realizado computacionalmente, mas a sistematizatizacdo computacional completa do cdlculo
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de amplitudes dos diagramas de Feynman através do pacote FeynCalc do programa Wolfram
Mathematica é também uma proposta de trabalho futuro.

Ainda, o desenvolvimento de um artigo associado ao tema deste trabalho, em que a nova
abordagem da Regularizagcao Implicita Restrita € aplicada a um problema fisico, o célculo do
momento magnético andmalo do elétron na QED com violagdo da simetria de Lorentz, também
€ uma perspectiva futura. Uma tentativa de resolucao desse problema foi feita anteriormente,
com a aplicacdo do método tradicional da Regularizacdo Implicita, mas os cdlculos muito longos
e trabalhosos, e em grande quantidade, nos impediram de finalizar. Entendemos que esse novo
procedimento de aplica¢cdo da Regularizagdo Implicita Restrita é bastante promissor e simplificard

os calculos.
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APENDICE A - Invariancia do Produto

Escalar sob Transformacoes de Lorentz

Este apéndice serda destinado a comprovacao, através dos cdlculos, da invariancia do
produto escalar x*x, sob as transformacoes de Lorentz. Considere os quadrivetores x* =

0,1
/ ,X/

(x% x! x%x%), Xy = (x0.x1,%2,x3), x* = (x x2x7) e x;l = (xé,x’1 ,x’z,xg), sendo x™* e x/, 0s

J7i
quadrivetores resultantes da Transformag@o de Lorentz dos quadrivetores x* € x, respectivamente.

Vamos inicialmente calcular x7, a partir da Transformag@o de Lorentz xj, = Ajxy:

x5, = (y(xo = Bx1),y(x1 = Bx0),x2,%3) (327)

Calculamos agora x’* a partir da equacdo x* = p*Vx’ :
v

x™ = (y(xo = Bx1), = y(x1 = Bxp), — X2, — x3). (328)

Posteriormente, vamos calcular o produto escalar x’“x;l a fim de comparar com x*x,:

x, X ¥ (x0 = Bx1)? = ¥ (x1 = Bxo)? = (x2)* = (x3)
= 7?[(x0)* = 2x0Bx1 + B (x1)*] = ¥*[(31)* = 2x18x0 + B (x0)°] = (x2)* = (x3)?
= Y’ [(x0)* + B (x1)*] = V[ (x1)” + B2 (x0)°] = (x2)* = (x3)?
= 7 (x0)* + 7B (x1)* = ¥?(x1)? = VB (x0)” = (x2)” = (x3)°
= (0)’[Y’(1=B)]+ @)’ [Y* (B - D] = (x2)* = (x3)°
= (0)’[Y’(1-B)] - )’ [’ (1 = )] = (x2)* = (x3)?
= (x0)* = (x1)* = (x2)* = (x3)?

= X()xo +)Clxl +xe2 +)C3)C3

xuxt. (329)
uma vez que, de acordo com a equagdo (10):

y? = (330)
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APENDICE B - Quantizacio de Campos

Escalares

Apresentaremos, neste apéndice, o cdlculo detalhado do processo de quantizagcao do
campo escalar real dado por

- [
’ \@2n)32p?

Vamos fazer os cdlculos para o comutador [¢(x),7(y)] em um mesmo instante de tempo,

[a (P) eP* +a' (p) e_ipx] . (331)

ou seja, x’ = y°. O momento 7 (x) é definido por:
dp
m(x —
(x) 720

[a (P)eP* +a () 7]

d / dp

00 a2

/ \/7 la (B)eP* —a" ()] . (332)
J@n)?

O comutador a ser calculado € dado por:

[e(x).n (V)] = e(x)7(y) = 1(y)e(x), (333)

em que x° = y°. O primeiro termo, correspondente a ¢(x)7(y), é igual a:

&’ >\ ipx > —ipx] : &’p’ " ~r\ P | o~iP
[ e s o [ L o) )
) l/ \/(27r (271, %\/g [ (e +a ()] [a (1;,) e?? —al (I;,) e_ip/y] '

(334)

Multiplicando termo a termo, temos

p1 / S\ i S\ iy
_z/ E p_O [a (P)a (p;) P Py — g (B) a’ (p/) oiPX =P’y
\/(277 (2r)?

+a' (P)a (ﬁ’) e Py — T (B)al (5’) e_ipxe_ip/y] . (3335
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Calculamos agora o outro termo do comutador, (y)@(x):

d*p’ 1 /
_1/ [ ( )a(p)e”’ye’px+a( ) (p) e'PYeiPx
Jen? (2n)32

—a (1;’) a(p) e PYePc — gt (1;’) at (p) e PYemP| (336)

O préximo passo € calcular a diferenca ¢(x)7(y) —m(y)e(x) baseado nas relagdes de comutagio

entre os operadores de criacdo e aniquilagio:

(3.0 (7)| = 6G-#) (337)
|a3).a(p)] = 0 (338)
[cﬂ(ﬁ),aT (5) = 0. (339)

Dessa forma, avaliando a diferenca entre o primeiro termo de (335) e o primeiro termo de (336),

temos:
a(p)a ( ) ePXelPY — g (1;’) a(p)erYePs = [a (p),a (1;’)] e'PXeiP’y
= 0. (340)

De forma similar, avaliando a diferenca entre o ultimo termo de (335) e o ultimo termo de (336),

temos:
' ()a" (7) e e v (7)a (G e e = = lal ()0t (7)) e e
= 0. (341)
(342)

Avaliando a diferenca entre o segundo termo de (335) e o terceiro termo de (336), temos:

4 () e (o = —[aiat (7] e

—§5 (P = p) &'Pery)

—6 (F— )P, (343)

Essa tiltima expressdo baseada no fato de que x° = y? e também

5(F-1) 1) =8G-F) (). (344)



APENDICE B. Quantizac¢do de Campos Escalares 93

De forma andloga, avaliando a diferenca entre o terceiro termo de (335) e o segundo termo de
(336), temos:

i 3al) s o ) s = (o e e
- [Cl (5’) R aT (ﬁ)] e—i(px—p’y)
o7 7) e

=5 (5 - p) e 0D (345)

Dessa forma, obtemos o resultado do comutador

[o(x).7(y)]

p(x)m(y) — m(y)e(x)

14 1/ S o iG-S AR
/ : _[_5(p_p)ep( y)_(g(p_p/)e B y)]
\/(2n)3 <2n>3

P’ 1[ iP(3-5) +e—iﬁ(f—§)] _ (346)

_l'/ \2n)? A (2n)? 2

Considerando que uma defini¢ao da funcao delta de Dirac é

3 [
§(x-73) = / %d“‘w (347)

E considerando ainda a simetria da fungdo delta de Dirac, ou seja, § (X — ¥) = 6 (y — X), temos:

i3 [5G )40 (G- D)

—i6 (X-Y), (348)

[o(x).7(y)]

nesse caso, considerando # = 1. Dessa forma, fica demonstrada a quantizacao do campo escalar

real, uma vez que sdo atendidas as relacdes de comutacdo impostas pela segunda quantizacao.
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APENDICE C - Integrais Gaussianas

A maioria dos cédlculos envolvendo integrais de caminho envolve uma integral gaussiana.
Dessa forma, neste Apéndice, desenvolvemos alguns cdlculos tteis ao desenvolvimento proposto
na secdo de integrais de caminho na Mecanica Quantica, apresentando o que € uma integral
gaussiana e como ela € calculada (McMAHON, 2008)).

A integral gaussiana mais simples € uma integral sobre todo o espaco em uma dimensao

da funcdo Gaussiana f(x) = e,

)

Figura 16 — Grafico de f(x) = e’

Graficamente, a fung¢do f(x) parece definir uma drea limitada, o que implicaria em um

resultado finito para integral

1:/e¥a. (349)

(o)

Contudo, ndo existem técnicas elementares de integracdo que nos permitem chegar ao resultado
de forma direta e como ndo podemos calcular esta integral em uma unica dimensao, estendemos

a integral para duas dimensdes utilizando um truque:

F:/e4w/e¢@, (350)

observando que a segunda integral do produto acima tem o mesmo resultado da primeira integral.
Apenas foi feita uma substituicdo de varidveis para que o problema seja analisado em duas

dimensoes, possibilitando uma mudanca para coordenadas polares e consequentemente sua
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resolucdo. Assim:

Com esse resultado para I, temos que

95

/ e_xzdx/ e ’2dy
/Oo/me_(xzﬂz)dxdy

2r ) )
/ / e " rdrdf

0 0

2r ) )
/ d@/ e " rdr

0 0
21w —
. (351)

I = / e dx = V1. (352)

Por meio de uma substitui¢ao simples, pode-se estender o resultado obtido para outras

integrais, tais como:

= / e~ dx
1 0 2
= — e?d
\/a/_oo Y

= \/E (353)
a

A proxima integral a ser avaliada corresponde ao produto da funcdo Gaussiana por

poténcias inteiras positivas de x:

I = / X" dx . (354)

(o)

. - —ax2 . . , . <
Avaliando a fun¢do f(x) = x"e™* dx, identificamos que para valores impares de n a integral é

igual a zero, uma vez que a funcdo € impar.
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f(x) Ax) fx)

A

R 4

flx) =xe fx) =13 flx) = x5

Figura 17 — Gréficos de f(x) = x"e™* n fmpar.

Dessa forma, precisamos calcular apenas as integrais correspondentes as poténcias pares

de x.

Jx) flx) flx)

X

fW=e f@) = x2e’ Fx) = xbe

Figura 18 — Graéficos de f(x) = x”e‘x2, n par.

A ideia consiste em calcular a derivada em relag@o a varidvel a, em ambos os lados da

equagdo (353), ou seja

d C a2 d d |n
— e X = —4|—
da J_o da \ a

® 2 —ax? 1 7[
- de = ——. =
[00 X e X 3 a3

[o0)
) 1 |nm
/ e ™ dx = = -
o 2V a

Derivando a equacao (355) com relagdo a a, obtemos:

d [, .2 d (1 [x
o« ax® 4 R el e
da[wxe * da(2 a3)

0 4_ax2 _ —1'3 T
/_Oo—xe dx——2.2 5

o0 4—(1)62 _ 1'3 T
[mxe dx = ﬁ";

Ap6s 7 derivagdes com relagdo a a, temos:

/°° 1-3-5---(n+1) bis

n_—ax? _
xle™ ™ dx = 212 L)

oo

(355)

(356)

(357)
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Adicionando termos ao expoente da integral, obtemos uma nova integral gaussiana muito

importante:
/ e—ax2+bx+cdx ) (358)

Para utilizar os resultados ja obtidos, € necessario reescrever o expoente completando o quadrado:

b b*\ b?
—ax>+bx+c = —a|x’——x+—|+—+c
a  4a?] 4a
b\> b2
= —a(x—%) +E+C. (359)

Voltando a integral

© 2 ® b )2, b2
/ e~ +bx+cdx — / e—a(x—z) +3aC x
—00 —00

0 b\2 b2
/ e—a(x—z) em*—(}dx

(0]

b2 *° b \2
= eE+C/ e_a(x_ﬁ) dx

o0

b2, 0 2
= g@4a ¢ e ay dy
—00

2
= eﬁ—a“\/E . (360)
a

Vamos considerar agora o caso de integrais gaussianas em n dimensoes, em que A € matriz

quadrada n X n inversivel:

/ e~X Ax gy (361)

emque/_o:od”x:/_O:delf_ojodxz---f_o:odxn.

Seja A matriz quadrada 2 X 2 e x vetor no plano:

a b ) (x )
e x= . (362)
b ¢ y

Efetuando os cdlculos no expoente, temos:

)

= —x(ax+by)—y(bx +cy)

A=

— (ax2 +2bxy + cyz)

2 )
— D) (5] (363)

a
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Voltando a integral

= an
" VaVac-0p?
B Vs

ac — b?

Vs

= : (364)

De forma geral, podemos escrever:

[ele] ”/2
/ e Axgnye = (365)

Os resultados podem ser estendidos a

1) 2 "2 _
/ e—%xTAx+denx — ( ;T)tAe%JA 1y (366)
—c0 vae
g . 21" i,
/ e—szAxﬂdenx — ( leA e_ijA 1y (367)
—o0 vde

em que J é matriz linha e, para estender os casos de integrais gaussianas para expoentes complexos,

faz-se a chamada rotagdao de Wick
dp; — —idp; . (368)
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APENDICE D - Integrais Finitas sobre o

momento (d*k)

Vamos aqui apresentar as integrais sobre o momento d*k, com os respectivos cdlculos de
derivadas que levam a construcdo de cada integral seguinte.
Vamos primeiro calcular a integral (234) com base nas mudancas de coordenadas do

espaco de Minkowski para o espaco Euclidiano. Inicialmente, lembramos que d*k = id*k, de

d*k / d*kp
=i ) (369)
‘/Allink. (27T)4 Eucl. (277)4

Vamos também utilizar outra relacio integral

forma que

2 0
d"k = K" ldk (370)
/ '(3) Jo

em que ['(n) = (n — 1)!. Inicialmente, completando quadrado no denominador, reescrevemos a

integral como

d*k 1 B d*k 1
Qm)* [k +2p -k + H?]" Qm)* [(k+p)?+ (H? - p?)]*
d*K’ 1

= 371
(27.()4 [K, + Mz]a > ( )

emque K’ = k+pe M? = H> - p?, e portanto d*K’ = d*k. Fazendo a mudanca para coordenadas

esféricas quadridimensionais no espago Euclidiano, temos

d*K’ 1 [ dYKy, 1
= i
2m)* [k + M2]* 2m)* K3, + M2]°
d*K; 1
= (-1)%; E s (372)
-V (2m)* [k}, - M?]
e combinando o resultado apresentado acima na equagao (370),
iy i 2 /°° Kp*dK}
= — 1 =
r)@n*Jo [K2- M2
1y i /0011{;52 2K}.dK},
B RITERTE
. [ K}? 2KdK;
= (-1)"— / s (373)
o’ Jy T2~ o]
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Fazendo a substituicio u = KJ,EZ — M?, e portanto du = 2K dK}., temos

. 00 M2
_ (1) i / u+ du

1671'2 —M? u®

= (-1* : u' " du + M*udu
167'[2 —M? —M?

. t t
= (=1)° ' lim {/ u'=du + Mzu_“} du

1672 1—co —-M? —-M?
t
—Mz}

! 1
+ M2 ul—a

j 1
= (=1)° : lim{ u>=®

1672 - |2 —a Y l-a
I
— (_l)a @ {_ﬂ( M2)2 a+M2( l) ( MZ)I a}

i 1 1
= (=1)* _ _M22—w
=D 16712{ 2—a+1—a/}( )

T P e I U

2-a)(l-a)
i 1 1
T len2 {(a -2)(a - 1)} (H? — p2)a-2" (374)

Observamos que, para w = 2, temos Fﬁ;f ) = (a/—l)l(a/—2)' Sendo assim, chegamos ao resultado da

equacao (234). Partindo do resultado da integral (234), vamos obter o resultado de (235) e os
resultados seguintes.

d*k 1 i 1 C(a—w)
Q)2 [k2+2p -k + H2|®  (4m)" (H? - p2)o=  T(a)

(375)

Para obter o resultado correspondente a integral seguinte (235), derivamos a equacgao (234) em

relacdo a p;:

O 12 42p - k+ 12" @07 (H = p)e T T(a)
€ obtemos
d2wk k/l _ l (CY - W) p/J F(CY - W) (377)

(27)2w [k2 +2pk+ Hz]a+1 - _(471')W a  (H2-p2ewil T(a)

Reescrevendo @’ = a + 1 (e posteriormente voltando a notagdo @, para que a tabela de integrais
fique padronizada), chegamos a equagao
d>k ky ~ i (@a—-1-w) Pu Fla-1-w)
Qo> [R+2p-k+ 2T (07 a-1 (B -p)ev -1 °

(378)
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(a-1-wil'(a-1-w) T(a-w)

e considerando a fungdo I', sabendo que @-DIa-1) = T

, uma vez que

I'(a@) = (@ — 1)! temos a equagao (235)

/ dZWk k# __ I Pu F(oz - W) (379)
Q> [k2+2p-k+H?2|®  (4m)¥ (H?-pHe TI'(a)
Para obter a relagdo seguinte (236), derivamos a equacgdo (235) em relagcdo a p,:
dzwk —2ak#ky _ I Nuv + ZPﬂPV(Q—W) ] F(Q’—W)
(271-)2w [k2 +2pk+ Hz]a+1 (4m)w (Hz — pZ)a/—w (Hz — pZ)a'—w+1 I'(a) ’
(380)
e obtemos
d>k k ik, 1 My N 2pupyv(@—w) | T(a - w)
(27T)2W [k2 + 2p k4 H2](1+1 2 (47T)W (H2 _ pZ)a'—w (H2 _ pZ)a'—w+1 a/F(a)
(381)

Reescrevendo novamente @’ = @ + 1 (e posteriormente voltando a notacdo a, para que a tabela
de integrais fique padronizada), chegamos a equacao (236)
d>"k kyk, i [ My

= +
2m)> [k2+2p - k + H?|® (4n)v | 2(H? — p2)a—nw-1

(@—w-=Dpupy| T(a-w-1) (382)
(H? = p)o NGO
para « > w. Para obter a relagdo seguinte (237), derivamos a equagao (236) em relagdo a pg.
d>k 2akkykg i T(a-w-1) [2(a —w = Dppituy
(271-)2w [k2 + 2P Tkt H2] a+1 (47T)W F(a) 2(H2 _ pZ)a—w
2 —w)(a—w -1 y a—-w-—1)p, a-w-1 v
A )( )Pupvpp |, ( )Py, ( )Pullvg | (383)
(HZ _ p2)a—w+1 (HZ _ pZ)a—w (HZ _ p2)a—w

Reescrevendo novamente @’ = a + 1 (e posteriormente voltando a notacdo «, para que a tabela
de integrais fique padronizada), chegamos a equacao
d*k kyukykg 1 i T(e-w-2)
Qm> [k2+2p-k+H?2|"  204m)»  T(e)

(—w- 2)pﬁ77uv
(HZ _ p2)a—w—l

+2(a -w-=1)(a-w-=2)pupypg N (a-w-=2)pynp (@—w=2)punp

(H? — p2)a—w (H? — p2)a—w-] + (H? — p2)a—w-
(384)
Organizando e reduzindo a expressao, chegamos a equagao (237)
d?k kyukykp i T(e-w-1[(@=w-Dpupypg
(2m)> [k2+2p - k + H?|" (4mv  I(a) (H? = p?)o=
Lot Py | 385
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Para obter a relagio seguinte (238), derivamos a equagdo (237) em relacdo a p,:

Ak 2akuk.kgky,
Q™ (k2 +2p - k + H?]*"

_ i Tle-w-1) {2(a —w)(@—w = Dpupvpppy
 (4n)yv () (H? — p2)a—w+l
(a—w-=-1)
+(H2 _ p2)a/—w
2(@-w-1)
+2(H2 _ p2)a—w
1
+2(H2 — p2ya-w-1

[uyPyPp + NoyPupp +npypupy] +

[Py + MupPvPy + MvpPupy| +

[Uﬁ/ﬂ?w T gy iy + 77,’3777/”]} : (386)

Organizando e reduzindo a expressao, chegamos a
d>"k kykykgk, _
(2m) [kK2+2p -k + Hz][Z+1

i F(a—w—l){(a—w)(a—w—l)p#pvpﬁpy+
~ (4mr T(a+1) (H? — p2)a-w+l

(@a-w-=1)
+2(H2 _ pz)a_w [nﬂYPVpﬁ + vy PuPp +NpyPulPv t NuvPpPy + NupPvPy + Uvﬁp,lpy] +
1

+4(H2 — p2)a—w-l [Mguttvy + Nty + Uﬁvﬂw]} : (387)

Reescrevendo novamente @’ = a + 1 (e posteriormente voltando a notacdo «, para que a tabela
de integrais fique padronizada), chegamos a equacao (238)

d>"k kykykgky _

Q202 [k +2p - k+H?|"

i T(e-w-2) {(a —w-1D(@-w- 2)pﬂpvp/spy+

C (4mv T(a) (H? - p2)aw
(a=w=2)

+2(H2 _ p2)af—w—l

[Uuypvp,B +NyyPubPp + NgyPuPv * NuvPpPy + NupPvPy + Uvﬁpupy] +

1
+4(H2 _ p2yaw2 [77,8,1177vy + gy + 77,8777,111/] } . (388)
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APENDICE E - Integral de Feynman /

Apresentaremos, neste apéndice, o cdlculo detalhado da Integral de Feynman utilizando o

método tradicional da Regularizacdo Implicita e a nova abordagem desenvolvida nesse trabalho.

E.1 M¢étodo Tradicional da Regularizacdao Implicita

A 1
- || T o

em que o indice A na integral € para indicar que a mesma estd regularizada.

A g4
d*k
(2m)**

que [ € logaritmicamente divergente. Nesse caso, utilizaremos a Regularizacao Implicita para

~ o - . A
Por uma questao de simplicidade na notag¢do, vamos considerar fk = f Observe

separar a parte divergente, com o uso da identidade algébrica (249) em I:

P /A 1 1 pr-2p-k
T e ey R (=) (- k)7 =]
A 2
1 -2p -k
- / - — . (390)
¢ @ =m?? (= m[(p— k)7 = m]
1
Observe que a integral ka ———— ¢ uma divergéncia bdsica, de acordo com a definicao
(k2 — m2)2

(252). Assim, I = liog(m?) — I, sendo

o / p>-2p-k
S (R =m)2(p - k)2 - m?]
Neste ponto, precisamos utilizar a parametrizacao de Feynman (KANNILE, 2013) para

reescrever o integrando de / em termos de integrais espaciais, conforme descrito na se¢do 4.3, de

acordo com a equagdo (217). Para comparar # ao integrando de 7, fazemos:

a=(p-k)?-m*e b=k*-m?
€ temos
[(p — k)? —m?] = (k? = m?)x + k* — m?

= (PP-2p - k+k>—m? k> +mPx+ k> —m?

(p*-2p - k)x+k* —m>. (391)

(a=b)x+b

Somando e subtraindo pZx?

pix =2(p - k)x + k> —m? + p*x* - p*x?

(k — px)® + p’x(1 —x) — m>. (392)

(a=b)x+b
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Fazendo K’ = k — px e H*> = p?x(1 — x) — m?, a expressdo para o denominador de [ fica
[K”? + H?]3. No numerador da integral [

p*=2p-k = p*=2p(K'+px)
p>-2p-K —2p*x

= p>(1-2x)-2p-K’, (393)
e reescrevemos a integral / como
p2(1 =2x) =2p - K']
I=2 . 394
/,/ (K’2+H2)3 ( )

Podemos observar que a integral fK, / o )4 ¢ obtida a partir da integral /k f Oon )4, uma vez

que d*k = d*K’, ficando com a integral (lembrando que somente ordens pares em K’ sobrevivem)

! (1 —x)p*(1 - 2x)
2/0 dx/, (K2 + H2)3

1
1
— 2 — —
2./0 dx(1 —x)p~(1-2x) /K, K72+ 1) (395)

Utilizando a equacgdo (234), temos que

I

1 P11
- — 396
/1« (K2+H2)?  (4n)2 H22 (396)
e, portanto
. 1 2

- i po(1=2x)
i= dx(1 —x) 2" 397
e R G

Voltando a substituicao feita com a parametriza¢dao de Feynman,

H? = p’x(1 - x) —m? = p’x — p*x* — m?

d(H?
(H) =p? —2p%x = p*(1 - 2x)
dx

observamos que

(398)

H2 dx  H?dx \-m? dx —m?

1 d(H?) mzd(H_z)_dl (HZ)

e a integral / pode ser escrita como

. ' ! d H?
1:(4;)2/0 dx(l—x)—ln( mz)'

d
Utilizando integracdo por partes, considerando u = (1 —x) e dv = o
X

.1 2\ |! 1 H?
I = @n? {(l—x)ln(_mz) 0+/0 dxln(_mz)}
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Como o primeiro termo € nulo, ficamos com

. i 1 H?
I = dx In|—|.
(47T)2/0 g “(—mZ)

p2x(1-x)-m?
2

Considerando a fungio Z;(p2,m?) = fol dx xk ln( , definida na equacgdo (261)

€sCrevemos .
l

=G

Zo(p*.m?).

Assim, '
[

(4r)>

I = hog(m?*) - Zo(p*.m?)

E.2 Novo Procedimento para a Regularizacdo Implicita Restrita

Vamos agora realizar o mesmo célculo para a Integral de Feynman (389) do ponto de
vista da nova abordagem para a Regularizacdo Implicita. Depois de aplicar a parametrizacao de
Feynman em (389) e realizar a mudanca (shift) k — k + px, obtemos

1 A 1

Como a integral (399) € uma divergéncia bdsica, definida em (252), utilizamos a relagao

com H? = p?x(1 — x) — m>.
de escala (270) e escrevemos

1
I = / dx Log(—H?)
0

1 : 2
2 [ H
A dXI]Og(m ) - @ln (_ﬁ)

Ilog(m2) - (4;)2

Zo(p*.m?). (400)
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APENDICE F - Integral de Feynman /,,

Nesse apéndice vamos calcular a integral de Feynman [, utlizando a Regularizacao
Implicita e utilizando o novo procedimento para aplicagao da Regularizagao Implicita, proposto

nesse trabalho.

F.1 M¢étodo Tradicional da Regularizacao Implicita

_ [ ku
’“‘/k & D) [(p— 02 —m?]

(401)

Observe que 1, € linearmente divergente. Nesse caso, utilizaremos a Regularizagao
Implicita para separar a parte divergente, com o uso recursivo da identidade algébrica (249) em
1.

; _/A k, { 1 pP-2p-k }
e (R =m) (K2 =m? (k2= m?)[(p - k)? - m?]

/A ky ku(p* =2p - k)
v (K2=m?)? (k*=m*)*[(p - k)* —m?]

(402)

. k < - :
Observe que a integral /k m € impar em k e, portanto, nula. Assim,

_ A ku(pz —-2p - k)
b= | e o

Neste ponto, aplicamos novamente a identidade algébrica (249), uma vez que a integral

resultante € logaritmicamente divergente.

I, = /Aku(Pz—Zp-k){ 1 p*-2p-k }
e @ e R em? (R m)(p - k)2 - m?]
AMky(p?=2p k) ku(p*=2p - k)?
_/ (k —m2>3 / (kz—m2)3 [(p — k)2 —m?]
ku(p*—2p - k)?
P / ), (kZ—m / W= (-1 —m7] OV

Novamente, a primeira integral € impar em k e, portanto, nula. A segunda integral € uma

divergéncia logaritmica do tipo

Ak, .
/k e = 2 g () = wo) (405)



APENDICE F. Integral de Feynman I u 107

e a terceira integral € finita e precisa ser calculada utilizando a parametrizacdo de Feynman
(KANNILE, 2013) para reescrever o integrando de em termos de integrais espaciais, conforme

descrito na secdo 4.3, de acordo com a equacdo (218). Assim,

P ~
I, = 7’“‘ [Tog (m?) = vo] + I, (406)

em que

ku(p? =2p - k)?
/(kz—m2)3 [(p—k)>-m?]

1 . -
ao integrando de /,,, fazemos:

Para comparar —
P ab3
a=(p-k?-m?>e b=k*>—m?

e temos,

(a=bx+b = [(p-k?-m?]-(k*-mP)x+k*>-m?
= (p?P-2p - k+k*—m®—k>+m)x+k*>—m?
= (p"=2p-k)x+k"—m
(p?-2p - k)x+k*>—m? (407)

Somando e subtraindo p2x?

(a=Db)x+b = p’x=2(p-k)x+k>=m?+p*x* - p°x?
p p p p
= (k—px)*+p’x(1-x)—m? (408)

Fazendo K’ = k — px e H*> = p?x(1 — x) — m?, a expressio para o denominador de I fica

[K”? + H?]*. No numerador da integral | 41> temos

(K" + px), [p2 -2p - (K’ +p)c)]2 = (K" + px), [pz(l —-2x)—2p - K’]2 (409)

e aintegral [, fica:

ld 3(1—x)2(](/+px)ﬂ [P2(1—2x)—2p.[(']2

[af
1 3(1=x)2(K" + px), [p*(1 = 2x)2 = 4(p - K')p*(1 - 2x) +4(p - K')?

/ dx /, K [K12+H2]4 (4]10)

iu

Fazendo os produtos no numerador e eliminando as integrais nulas (impares em K’), ficamos

com 3 integrais para resolver:

g ! (1 -x)*K,(-4)(p - K')p*(1 - 2x)
Im:3/0 dx// K2+ 12

7 _3/1d (1-x)?puxp*(1 - 2x)*
=2 X o [K” + H2]*
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io_s [ [ (=0 puxap K
=2 [K2 + H2]*
K

Vamos resolvé-las na ordem em que aparecem.

7 : 2. v 2 K, K,
]#1:—12/0 dx(1-x)"p"p (l—2x)/ K’2+H2
Sabemos, utilizando a equacdo (236), que

/ KKy 0 @11)
x (K2 +H?»*  (4n)2 12H?

temos

. 1 2
- [ » p (1 —2x)
Iy, = —Wpu/o dx(1-x)" ——7—

e utilizando a equagdo (398),

y i ! d H?
Ly, = (4 )2Pu/ dx(l—x)za [ln (_—mz)]

d
Utilizando integragio por partes, considerando u = (1 — x)? e dv = T

- BN ! H?
I,u1 = (4 )zpy {(1 —x)zln (—_mz) 0+/0 dx(2—2x) (_—mz)}

Como o primeiro termo € nulo, ficamos com

: | 2
fﬂl = —(4l—)2p#/ dx(2—2x)ln(_H—mz)
(4 )zpy[zzo 274]

i

= (4 )2]7;1 [2Zo — Zo]

l
“Gmp

(412)

Considerando a funcio Z (p?,m?) = /01 dx x*1n (pzx(l_;njcz)—mz), definida na equacdo (261) e a
relacdo Z; = % de acordo com a relacdo (276) escrevemos

M1 = (4 )zp/lZO(p M )
Para a integral [,,,,

1
i 1
L, _3/0 dx(1 = x)"puxp*(1 - 2x) /K[—W
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Sabemos, utilizando a equacgdo (234), que

1 i 1
= , 413
/,0 (K2 +H»)*  (4m)2 6H* “13)
temos . A )
= ) Pu 2 P (1 - ZX)
I,UZ_ (47[)27/0 dx X(I—X) T
Das substitui¢des feitas anteriomente com a parametriza¢do de Feynman,
d(H?
H? = p’x(1 -x) —m? (A7) = p?(1 - 2x)
dx
temos
d|1]_  p*(1-2x)
de |H?| H*
€ escrevemos | )
I, =——=— d. 1- 1-2x) |—|-—
Para a integracdo por partes, definimos
d[ 1
u=x(1-x)2p*(1-2x) e dv:a _ﬁ] dx
e temos:
. 1
g oo_ _t Pu 2.2 1
I, = (4ﬂ)27 {x(l —x)"p“(1 —2x) (—m) O+
1 2 1 2
p-(1=2x) 2/ 2x(1 —x)
+ dc (1-x)(1-3x) ———— - dx ———— 414
[ v a=na-n EEEE 2 e 20 @14)
O primeiro termo de 7,,, € nulo. Vamos nomear as duas integrais restantes /,,,, € I,,,,, € vamos a
solugdo:
. 1 2
~ _ 1 py p (1 - 2X)
ly,, = —(471)27‘/0 dx (1-x)(1-3x) 7
. 1 2
I Pu d H
= ——— dx (1-x)(1-3x) — |In|— 415
G [ a-na-30 £{n(25) @15)

Novamente, utilizando integracao por partes, e considerando

u=(1-x)(1-3x) e dv:i[ln(H—Z)dx,

dx —m?

~ I p H2 1 1 H2
1,112.1 = WT” {(1—)6)(1—3)6)11’1(_—”12) O—/O (—4+6x)1n(__n12)}
i Py
- (471_)2 D) {420 621}
i Pagy
= 22 {4Zy — 327y}
= L Pug tmd) (416)

(4m)2 2
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Para a outra integral,

. _ i Pu 5 2x(1—x)2
1#2.2 - (4 )2 2 )/

] x(1 x)2
_(4ﬂ)2pﬂp /0 dx - 417

vamos deixar esse resultado indicado, por hora. Vamos agora resolver a integral /.

. 1 x(1 —x)zp#(p K')?
H3 , [K? + H?]4

KK,
12/0 dx x(1—-x) PuPVPQ/K m

- 1 2
i x(1—x)

= dx ——— 418
Zp”p/() T (418)

em que foi utilizada a equacgdo (411), com base na equagdo (236). Observamos que as integrais

~
Il

I,, € I,, se anulam. Ficamos assim com o resultado final de 1,

Pu
2

I, = lllog(m ) — Zo(p*m*) — vy (419)

(4 )?

F.2 Novo Procedimento para a Regularizacao Implicita Restrita

Vamos agora realizar o mesmo célculo para a Integral de Feynman (401) do ponto de
vista da nova abordagem para a Regularizacdo Implicita. Depois de aplicar a parametrizacao de

Feynman em (401) e realizar a mudanca (shift) k — k + px, obtemos
A (k + px)
I, = - 420
- [ [ (420

com H? = p%x(1 — x) — m?. A integral (420) é composta por duas integrais, das quais uma é

nula, por ser impar em k. Resta, assim, para ser resolvida, a integral
/l 0 //\ p#x
0 r (k2+H?)?
1 A 1
_ / dx x / 1
Pu 0 k (k2+H?)?

1
Pu /O dx x Tog(—H?) (421)

Iy
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utilizando a divergéncia bdsica, definida (252). Utilizamos a relacdo de escala (270) e escrevemos

1y

1
p#-/O‘ dx XIlog(_Hz)

1 . 2

I H

= dx x | Loe(m?) — In[-—
p“/o xx[ g (%) 1672 n( mz)]

Pu [%Ilog(mz) - (4;)221]

i zo]
S (4n)? 2

(422)

1
Pu [Ellog(mz)

Assim, aplicando a nova abordagem da Regularizacdo Implicita Restrita, chegamos ao resultado

[

(4rm)?

p
I, = 7” [Ilog(mz) -

ZO (pZ’mZ)]

Percebemos que os resultados obtidos diferem apenas pelo termo de superficie —vg, que no caso

da nova abordagem da Regularizacdo Implicita Restrita é definido nulo a priori.
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APENDICE G - Integral de Feynman / 1y

Nesse apéndice vamos iniciar o desenvolvimento da integral de Feynman /,, utlizando
a Regularizacao Implicita, apresentando as integrais que precisam ser resolvidas, mas nao
apresentaremos a solu¢dao completa por esse método em vista da grande quantidade de cdlculos

envolvidos.Em seguida, a resolucdo completa pela nova abordagem da Regularizacao Implicita.

G.1 Meétodo Tradicional da Regularizagao Implicita

A
Ly = / Kuky : (423)
k (K2=m?)[(p—k)*-m?]

Observe que 1, € quadraticamente divergente. Nesse caso, utilizaremos a Regularizagio

Implicita para separar a parte divergente, com o uso recursivo da identidade algébrica (249) em

L.

, ) /A kk, { 1 B p2—2p-k }
YT e @) (R —m? T (R = md)[(p - k)2 - m?]

/A kyk, kuky (p? —2p - k)
k

& 2R (= m2Pl(p kP ] ey

A primeira integral é quadraticamente divergente e pode ser definida pela equagao (257). Assim,

Nuv A k ky(p2—2p'k)
b = 5 ) = v2] = [ e

% [Tquaa(m?) = 03] + L. (425)

Neste ponto, aplicamos novamente a identidade algébrica (249) em 1, v, Uma vez que a integral €

logaritmicamente divergente.

7 _/Ak#kv(p2—2p-k){ 1 p>P-2p -k }
w v (K2-m2? k2-m2 (R2—m)[(p - k)2 —m?]
~ Mkuky(p?=2p-k) [N kuk(p?-2p-k)?

- ‘/k (k2 — m2)3 /k (k2 = m2)3[(p - k) — m?]

2/A kyk, /A kuky(p* = 2p - k)?
k ) k

(K2 —m? (K2 —m2)3[(p - k)2 — m?]
= I L (m?) = wo] + T, (426)

4

uma vez que a primeira integral € logaritmicamente divergente e definida pela equacdo (258) e

a segunda integral € impar em k e, portanto, nula. Precisamos aplicar novamente a identidade
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(249) na terceira integral I, f}) para separar a parte divergente da parte finita. Assim,

i,glv _ /A kﬂkv(pz—2p-/’<)2 { 1 ~ p?-2p-k }
¢ R R R md(p - kP -]
_ /A kuky [p?-2(p - K)]° B kuky [P2-2(p - K)]
R Rt ¢ (2 =) (p— k)2 — ]
_ /A kuky [P*=4p*(p - ) +4(p - 0] [ Kk [PP=2(p - 0]
(K~ )’ ¢ K2 = (p ~ )7 = 7]

k
3
p* / _kuky e [ Kukrkaks [ Kuky [p? =2(p - K)]
k (k2 —m?)* ko (k2=m?)* Jp (k2 =m?)*[(p - k)? —m?]
3
k,ukv [p2 - 2(p : k)]

i p*pupy  (P*Muy +2pupy)

= - + I 2y _ —
@02 12m? 6 [foe’) = 0] = | Gz o = k7 = ]
(427)
Até 0 momento temos, para a integral I,,, 0s seguintes resultados:
. 2
Ny ) PuPv ) 1 P PubPv
L, = 7 [Iquad(m ) = UZ] T [Ilog(m ) = UO] - (471')2 12m?2
3
(P*1uy +2pup) kuky [p* =2(p - k)
+ 2 [hog(m®) = é0] = | =5~ 2[4 > ] . (428)
6 k (k2 =m?)*[(p — k)* —m?]
Para resolver a tltima integral finita, vamos nomed-la 7, l(l%/)’ aplicamos a parametrizacdo de

Feynman (KANNILE, 2013) para reescrever o integrando de em termos de integrais espaciais,

conforme descrito na se¢do 4.3, de acordo com a equacgdo (218) e realizamos o shift k — k + px

) U(1=x)*(k + px)u(k + px)y [p* = 2p - (k + px)]’
Ly = _4/0 (k2 + H2]
_ (1 =x)3(k + px),(k + px), [192(1—296)—217-k]3
S, /0 TERTE (429)

O desenvolvimento dos produtos e poténcias no numerador dao origem a 16 integrais, das quais 8
sao nulas por serem impares em k. A solucdo dessa ultima etapa serd omitida aqui em funcdo do
grande volume de célculos envolvidos. Vale ressaltar que todos os cdlculos foram efetuados antes
do desenvolvimento do novo procedimento para aplicacdo da Regularizacdo Implicita Restrita, e

coincidem logicamente com o encontrado em (260).

G.2 Novo Procedimento para a Regularizacdao Implicita Restrita

Vamos agora realizar o mesmo célculo para a Integral de Feynman (423) do ponto de
vista da nova abordagem para a Regularizacdo Implicita. Depois de aplicar a parametrizacdo de
Feynman em (423) e realizar o shift k — k + px, obtemos

! A (k + px)u(k + px)y
Ly = /O dx /k et (430)
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com H? = p?x(1 — x) — m?. Desenvolvendo o produto no numerador, ficamos com

1 ANk k,+K,px+K,p,x+ x2
IW:/ dx/ R “pV2 Vf’z‘ Puby (431)
0 (k +H)

A integral (431) é composta por quatro integrais, das quais duas sdo nulas, por serem

impares em k. Restam, assim, para serem resolvidas, as integrais

Joe | s [ o

) + 15 (432)

1,

A primeira integral é quadraticamente divergente e pode ser definida pela equagdo (257). Assim,

1
1) = /O dx{"gy [Iquad(—Hz)—vz]}

1
= I [ i Igaa (=HP) (433)
0

2

ja considerando v, = 0, por definicdo da Regularizagao Implicita Restrita. Utilizando a relagdo

de escala (271), considerando A2 = m?2, temos

My [ 2 2 2 J 2. g2 g2 H?
= 5| @ Iquad(m)—(m +H)110g(m )= s M H - H (s
1
my
= %{Iquad(mz)_/ dxpzx(l_x)llog(m2)+
0
- 1 2 2
1 —x)—
- : / dx |p*x(1-x) - (pzx(l —x)—mz) In|-2 XA -x) —m
1672 Jo m?
_ Ny 2 2 p> p?
= 7 Iquad(m )_Ilog(m) ?_? +
U Al . [p°21 - p*Z2 - M2 (434)
672 |2 3| 16m2 V! off

Utilizando a relacdo definida em (276) para escrever Z; € Z, em fungado de Z, temos:

2

Nuv
= g {Iquad(mz)_%llog(mz)‘i'
. 2 2 2
i p 2Z0 |1, (pP—m7) 1 2
R N I A Lo L R Y/
¥ 167r2[6+p2 p[3° 7 T
2 . 2 2 2 2 2
Umy )4 2 i p° p° m” 3m 2p
- 2 L | P A Gl e
2{‘1‘”‘1(’") g floe(m?) + 6772[(2 373 3)0 18]}

2 : 2 2 2
Ny N4 2 ! p- 4m 2p
3 {Iquad(m ) — Fllog(m ) + 16722 [(_ - )ZO - ]} (435)
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A segunda integral / /(t%/) ¢ logaritmicamente divergente e pode ser definida utilizando a

divergéncia bdsica, definida por (252).

1(2) _ pupvx
By (k2 H2)2
1
v dx x* —
””p/o ”/k (k2 + H)?

1
= pﬂpv/ dx x* Ilog(_Hz)- (436)
0

Utilizamos a relag@o de escala (270) e escrevemos

1 5 5 i HZ
p”p,,/0 dx x [Ilog(m )—@ln (_W)]

1 ) I
Pubv (gllog(m ) — 167T2Z2)

L, e-m) 1
3 2 18

2
1%

1
PuPv {gllog m 1672 } (437)

onde foi utilizada a relagdo (276) para definir Z; em fungao de Zy. Somando os resultados de

I(]) Ifﬁ,),escrevemos
»? : 2 2
Ny 5 I p dm 2p
for = 7{quad<m> zlog(’")*mnz [(?‘T)ZO_K]}““
1 (p>-m* 1
—lioe(m?) — — Z _———. 438

Assim, aplicando a nova abordagem da Regulariza¢do Implicita Restrita, chegamos ao resultado

qu 1 5 ,
Iy = > Tquaa(m?) + — 3 (—pZWV +4pﬂpy) Liog(m?®) + G { (Puby — P21+
* 12p? [(P2 - 4m2)17277,uv - 4(P2 - mz)P,ul?v] Zo(p2,m2,m2,m2)} . (439)

Percebemos que o resultado obtido difere do apresentado em (260) apenas pelos termos
de superficie v, v, € &, que no caso da nova abordagem da Regularizacio Implicita Restrita sdo

definidos nulos a priori.
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APENDICE H - Relacdes de Escala

Neste apéndice vamos calcular as relagdes de escala utilizadas no novo procedimento
para aplicacdo da Regularizagao Implicita Restrita. As relagdes de escala sao obtidas a partir da

identidade algébrica
1 1 2’ +H?

C+H: K2-2 (RR-D)(k+H)

(440)

H.1 Relagdo de Escala oo (—H 2)

Por defini¢ao, de acordo com a equagdo (252),

A
1
—_ 2 - _—
Log (~H?) /k Vo (441)

Aplicando a identidade algébrica (440),

/[ 1 22+ H2 ]2
T2 T RS2+ HY

~ 1 + H?) + H?)?

- /km _2/ (k2 2)2(k2 + H?) + / (k2 12)2(k2 + H2)?
H2) H2)2

Ilog(/1 ) - /(k2 2)2(k2 + H?) ,/(k2 A2)2(k2 + H?)?

Log(2%) +11‘(};( —H?) + Ilfg)( —H?). (442)

Ilog(_Hz)

Vamos resolver separadamente as integrais. Para Il(ol)(—Hz), aplicamos a parametrizacao de
g

Feynman (217) e para comparar # ao integrando de 11(02 (—H?), consideramos

a=k*+H* e b=k>- A
€ temos

(a-b)x+b = (KX+H>-K>+2)x+k>-2°

(A2 +H)x+ k> =22
K+ (22 + H)x - A% (443)

Definimos Q2 = (1% + H?)x — A%. Assim,
Lo N(-H?) = _4/ dx (1 -x)(22 + H?) /—K2 SO

1
_ B ’ L 1
= 4/(; dx (1 -x)(A"+H )(4 )2_2Q2
~ i ! (A% + H?)
= _2W‘/0 dX(l —X)Q— (444)
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2 2 L 12
Sabemos que %[QZ] = A% + H?, e portanto o [ln( Q/lz)] A ;2 . Assim,
W2 i ! 0’
Ilog( -H") = _2(47r)2 / dx (1 —x)— [ln( /12)] (445)

d
Utilizando integracdo por partes, considerando u = (1 —x) e dv = —
X

), 2 i 0’
1)(-H% = 2(4 % (l—x)ln( 12)

i 1 Q2
_2(47r)2/ dx ln( /12) (446)

Por hora deixaremos esse resultado indicado como acima.

Para 11(02( —H?), aplicamos a parametriza¢io de Feynman (219) para comparar a2_11)2 ao

integrando de Il(jg( —H?). Assim,

1
1
2 2y — 2 2)2
Ilog( H) = 6/0‘ dXX(l—)C)(/l +H) ./km

[ 1

1
_ _ 2, g2\2 1
= 6/0 dxx(1 —x)(A1*+ H?) (@02 607

i ! (22 +H?)
- (4ﬂ)2/ dxx(l—x)(/12+H2)T
: 1
_ @/ dx x(1 —x)(/12+H2) ( le) (447)
Utilizando integragio por partes, considerando u = x(1 — x)(1> + H*) e dv = dix (—é) dx,
i 1\ ! b (1=2x) (A2 + H?)
Ilfg)( ~HY) = e {x(l—x)(/12+H2) (—@) 0+/0 dx o7
~ i 1 ( HZ)
= (471)2_/0 dx (1 -2x )—Q
i 1 Q2
- /O de(1-20 4 ln( 12)] (448)

d 2
Novamente, utilizando integragdo por partes, considerandou = (1-2x) edv = o [ln (Q—)] dx,
x p—

2 1 2
Ilf;( _HY) = " )2{(1 2x)ln(_Q—/12)0+2./0 dxln(_Q/lz)}

i HZ Q2
(471)2{ ln( /12)+2/0 dx ln(_/ﬂ)}' (449)
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Assim,

1 2
log(=H?) = log(A%) + I})) (~H?) + 1,2 (=H?)

~ ) i 1 Q2 i H2 1 Q2
-2 [ L) () o [ e[ )

(450)

e obtemos a relacdo de escala

Log(=H?) = hog(2* Ly i 451
log(—H") = 1og(/l)—@n Y] 451)
H.2 Relagdo de Escala Iqy.a(—H 2)
Por defini¢do, de acordo com a equacgao (252),
2 Ao
Tquad(—H?) :/k PETZh (452)

Aplicando a identidade algébrica (440),

/[ 1 A2+ H?
w k222 (k2 - 22) (k2 + H?)

/ 1 / A2+ H?
p k2 =22 (k2 — 22) (k2 + H?)

- Iquad(/lz)+l(l) ) (~H?). (453)

Iquad(_Hz)

Como a integral / (ua J-H 2) é divergente, aplicamos novamente a identidade (440) a fim de

separar a parte finita da parte divergente.

7 2
quad( —H )

A2+ H? 1 A2+ H?
k (k2= 22) A2 (k2 - A2) (k> + H?)

A2+ H? / A2+ H?)?
¢ (k2= 22)2 (k2 — /lz)z(kz + H?)
5 ) (/12 H2)2
~(A*+H Miog (A )+/ - 5D (454)
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Para resolver a segunda integral, aplicamos a parametrizacdo de Feynman (217), definindo
0? = (1% + H*)x — A2, e obtemos

I\ (—H?) = (12+H2)Ilog(ﬂz)+2/ dx(l—x)(/12+H2)/

K2+Q2]
1
=—(ﬂZ+H2)Ilog(/12)+2/ dx(l—x)(/l2+H2)2«4l—)22_Q2
: (12 + H?)
=—(2*+ Hz)hog(az)+(4 )2/ dx (1 —x)(A% + H2)Q_

2 2 2 2 o (A2 +H?) : 2, 2 (/12+H2)}
— (A" + H) L5 (A7) + {/ dx (A1*+H )—Q /0 dxx(A*+H")——

(4 )? 02

+

; Q2
= —(A* + H) log (%) + Gy { / dx (A + H)— — [m( 12)

1 2 2
—/0 dx x (2% + HZ)%}

A primeira integral pode ser calculada diretamente. Para a segunda integral, somamos e subtraimos
A% de forma que (12 + H*)x = (A2 + H)x — 12+ 2> = Q% + A2

s o QZ) ! 2, 5 (22 +H2)
{(/l +H)ln( 7)), ‘/O‘dx(/l oH~—-

5 H? (/12+H2)
{(a +H)ln(_—/12)—/0 dx 1? —Q2

(455)

—(A% + H*) g (%) + —

(4 )2

—(A% + H?) L1og (A1) +

(/12+H2)}
— dx o ~—~
[ a0
i H2 1 Q2
= -2 H2)110g(42)+(4 7 {(/12+H2)ln(_—/12)—/0 a’x/lzdx [m(_ﬂz)

1
/ dx (A% + Hz)}
0

(4 )?

2 2
= -1 +H2)110g(/12)+(4 )2{(/12+H2)ln(b;) /lzln(h;z) (/12+H2)} (456)
Assim,
Iquad(_Hz) = Iquad(/lz)"'l((]llu)id(_Hz)

H2
Tquad(A2) = (2 + H) L1pg (1) + —— (4 7 {H2 ln( AZ) (/12+H2)}
€ €SCrevemos

quad( Hz) = Iquad(/lz) - (/12 + Hz)llog(/lz)

2
A2 +H?>-H?In A . (457)
/12
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Definimos

p*z(1-2) + (m? = md)z—m?

2
3

1
Ze(p? mi i, md) = [z 2t

—m

Podemos, por simplicidade, escrever
: k
2 .2 2 2
Zk(p ’ml’ m27 m3):A dZZ an,

em que

1
0= _ﬁ pzz(l —-z7)+ (m{‘ —m%)z —mﬂ .
3

Dessa forma, avaliando a fun¢dao Q em 0 e 1, temos

m3
0(0) = e 0()=—.
my

Sl
W=

Considere a integral I, definida por

Sabemos que

do 1
- [p2(1 -22) + (m% - m%)]
3
1
= —$ [p2+m%—m§—2pzz] .
3

Aplicando integracdo por partes em /, considerando

u=zK1 InQ e dv:—dez,
dz
_ ! _ ,1do
= [ lanQ](l)—/o dz {[(k—l)zk 2Ing] + | léd_z]}Q

1 1
_ o) an(l)—/ dZ(k—l)zHanQ—/ a1 Lo
0 0

0
2 2
m m
= —211’1(—2) + 11+ 1.

2 2
s my

o

dz

120

(458)

(459)

(460)

(461)

(462)

(463)
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Por uma questdo de organizagdo, vamos avaliar separadamente as integrais /1 e /.
1
I, = —/ dz (k-1)zF2Q mQ
0

1
= —/ dz (k — 1) z572 {_ni [19 z(l—z)+(m1—m2)z—m1]}an
3

-1
_ (K )/ dz [p2 = pPek + (m? — md)F ! — m322] g
_ (k D 2 2_ 2 2
= — [—p Zi + (p +my —m5)Zy_1 — lek_z] ) (464)

! 1 _do
I, = — d k-1 “x
2 /0 72 QQ iz

1

1 dQ
- dz X1 2%
/o“ dz

1
1
_‘/0 dz 7571 - 2[p +m1—m2 2pz]

ms
1 1
- o [ a0t et -2
m3 Jo
1
1 (1 5, 2 2\ k 2192 k+1
= —_— —_ + — —_—
1 (1 5, 2 2 2172
- |z + _ _ 465
Somando os resultados obtidos,
2 2
m m k —
I = —iln(—i)+( [ pZZ +(p +m1—m2)Zk1 mZk 2]
my my m3
LIl o o 2p?
+ — |= + 466
m2[k(p ™ K+ 1 (466)

3

Por hora, deixaremos esse resultado e vamos calcular a integral I por um outro caminho, a fim de

comparar os resultados obtidos.

1
I = /a’zzk_ld—anQ
0 dz

1
1
/dzzk_l{ [p +ml—m2 2p z]}an
0 m3

1 1
L[ [0 e =) =222 o
m3 0

1
—— [(p* +mi —m3)Zioy = 2p*Z] . (467)
3
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Igualando as respostas obtidas, temos

1

m

W

[(p* +m} — m3)Zi_y - 2p?

2 2

m m
Zk] = —; In (—;) +

s ms
(k-1)

+ mz [—pZZk + (p2 + m% — m%)Zk_l — m%Zk_z] +

3

L1 5, 5 5 2p?

+ — |-(p"+mj]— - 468
m?2 [k(p my = m) k+1 (468)

3

[2p? +p*(k = D] Ze = [(k=1D(p*+m]-m3)+ (p* +mi —m3)| Zioy — (k = DmiZio +
2 2
2 [ 2> o P (1-k)
+ In|—=|+-— - +— 469
mzn(mg) k(ml ms) Kkt 1) (469)
2 2, 2 9 2 2o [m) (I-k) ,
pik+1)Zry = k(p®+mi—m5)Zi_1 + (1 —k)m{Zy_o+m5In m—g +k(k+l)p +
1
+ ;(m%—mg (470)
Isolando Zi, temos uma relagcdo definida entre Zy, Zy_ € Zy—»
1 m3\  (1-k)
Zi = ——— k(PP +m? —-m)Zio + (1 - k)m>Zy_s +m2In | —2 | + 24
‘ Pz(k+1){ (P4 my = m) Zi1 + JmiZi-z + my In m? kk+ ¥
1
. %(m%—m%)}. “71)
Por exemplo, se m% = m% = m% = m?, temos
1—k)
Iy = ————kp*Zi 1+ (1 -k 2z_+(—2. 472
k p2(k+1){p k-1 + ( Ym=Zi— rkrD? (472)
Sek=1, : ~
Zi=—{1-p2zy} = 22 473
1 2p2{ p’Zo} > 473)
Sek=2,
Z, = L 2pzZ1+(—1)mzZo+_—1p2
3p? 6
1 (.Z 2 1
= = 2—O+—m—Z0+——
31 2 p? 6
1 2 2
_ 1 Zo(p m7) 1
3 p? 6
(p>-m*) 1
= Z —. 474
0752 13 (474)
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APENDICE J - Autoenergia do campo
vetorial com 2 férmions com massas

diferentes

Autoenergia do campo vetorial em que os dois férmions no loop t€m massas diferentes,

com distribui¢do arbitrdria de momentos nas linhas internas.

19 (1. mg) = /A tr {y* [+ (@ = D+ moly” [f +ap+mi])

: 475
¢ [k+ap)? =l {k+ (@ - Dp]> = m3) (47

Neste ponto, precisamos utilizar a parametrizacdo de Feynman (KANNILE, 2013) para
reescrever o integrando de I1#”(m,m;) em termos de integrais espaciais, conforme descrito

na secao 4.3, de acordo com a equacao (213). Para comparar # ao integrando de I1*” (m,my),

fazemos:
a=[k+(a—1)p]2—m% e b:(k+a/p)—m%
€ temos,
(a=byx+b = [k2+2(a—1)p-k+p2(a/—1)2—m%—k2—2a/p-k—a/2p2+mﬂx+

2 2.2 2
+ k"+2-ka+a"p” —m

= —2p-kx-2ap’x+ p*x+ (m% - m%)x +k>+2ap - k+a’p? - m% (476)
Somando e subtraindo p2x?
(a—b)x+b [k2—2xp~k+2a/p-k+p2x2—26xxp2+a/2p2] +

+ [pzx - pixP+ (m% - m%)x - mﬂ

= [k-(x—-a)p]*+ [pzx(l —x)+(m%—m§)x—mﬂ . 477)

Definimos H? = [px(1 —x) + (m} — m3)x — m?] e fazemos o shift k — k + (x — a)p. A
expressdo para o denominador de TT# (m,m,) fica igual a [k? + H?]?. No numerador da integral

I1*Y (my,my), temos

r{y"[k+(x-a)p+(a—-Dp+m]y" [k+(x-a)p+ap+m]l} (478)

e temos a integral

1 A v
e nm = [ | tr{?’“[/;f+(x—1[)£+n;22]]7; repsmll
+
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Desenvolvendo o trago no numerador, temos

NFY = 42" + 40" (p - k) = 8xn*” (p - k) + 4myman™ — 42 p*nHY + Axp ™Y + 8kHkY +
— 4k'pH — 4kHp” + 8xkY p* + 8xkHpY + 8xpFp” — 8xpHp”. (480)

Eliminando os termos de ordem impar em k, e organizando, temos

N = 8kHK — 4K°n™ + 4mimant” + 4x(1 — x) p*n*” = 8x(1 — x)pHp”. (481)

Separando as integrais

4 k#ky v
¥ (my,my) = dx — 4n+ a’x
[k2 + H2 k2 + H2
At mymy / dx/ —2 +
0 ko [k%+ H?]

+ 4/01 dx [x(l - X) (p2,7uv —ZP”PV)] /kAﬁ (482)

k? + H?|

+

Para a integral com numerador k2, somamos e subtraimos H2, ficando com

1 A 1 A
kM kY 1
[l [ [ [
[k2 + H2] [k2 + H?]
47]“"/ dx/ —— +47" m1m2/ dx/
k2+H2 k2+H2

4/0 dx [x(l—x) (p n"" =2ptp )]./k m (483)

As duas primeiras integrais, que sdo quadraticamente divergentes, se cancelam usando a equacao

" (my,my)

—+

+

(257) e fixando v, = 0, como prescrito pela Regularizagdo Implicita Restrita.

v 1
477#1"/ dx/ +47] m1m2/ dX/
(k2 + 52 (k2 + H2]?

4/0 dx [x(l—x) (p nt” = 2ptp )]/k m (484)

Organizando as integrais restantes, temos

T (my,my)

+

+

1 A
1
H“V(ml,mg) = 477”V/ dx [sz(l _x) + (m% - m%)x - mﬂ / 2 +
0 ko [k2+ H?

1 A 1 1 A 1
+4n’“vm1m2/ dx/ — +4/ dx [x(l —Xx) (pzn’” — Zp“pv)] / —
[k2 + H?] 0 [kz + H2)

4 / dx {2(p*n" = p*p)x(1 = x) + (my = m) [(my + ma)x = my ]} / m

(485)
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Avaliando a integral divergente em k, temos

1
0% (my,my) = 4/0 dx {2(p* 1" = p*p")x(1 = x) + (my — mo) [(my +ma)x — my "}
X {hog(—H*)} . (486)

Para a integral restante, [1o(—H 2), usamos a relagdo de escala (270), e entdo a amplitude é escrita

como

1
I (my,my) - = 4/0 dx {2(p* 1" = p*p")x(1 = x) + (my — mo) [(my +ma)x — myIn*"}

o H2
{Ilog(/lz) - 16;2 In (—?)}. (487)

Finalmente, resolvendo as integrais em x, obtemos

X

i

(4r)?

1 - -
" (my,my) = 8(p*n*” — ptp”) {gllog(ﬂz) - (Z) - Zz)}

1

(4m)?

1 - -
+4(my — ma)n*” {_E(ml — mp) fiog(A%) — [(my +m2)Z; - m1ZO]}, (488)

em que Z; é uma abreviagio para Z; ( pz,m%,m%,/lz), definida como

1
Zk(PZ, m%, m%, /12) = / dx xFIn (489)
0

1
—]2 :

p2x(l —x) + (m% - m%)x - mzl

Notamos que o tensor de polariza¢do ndo € transverso. Em vez disso, a amplitude obedece
a relacao
i

(4m)?

1 L
p I (my,my) 8py (p*n* = p*p”) {ghog(ﬂz) - (Z - Zz)}
i

(4r)?

+4p, (my — ma)n*” {_%(ml — m2)fiog (1%) — [(m1 +m2)Z, - mIZO]}

i

(4m)?

= 8(p2p“ - p'upz) {éllog(/lz) - (Zl - ZZ)}

l
(47)?
= 4(my —my)p" {_%(ml — m3) g (%) — (4;)2 [(my +m2)Z; — ImZo]}

= (my —mp)TH, (490)

+4(my — my)p* {_%(ml — m2) g (%) — [(m1 +m2)Zy - imZo]}

em que

TH = /Atr{y“(k—¢+mz)(k+m1)} 491
k

(k2 =m])[(k=p)?-m3]

Precisamos utilizar a parametrizacdo de Feynman (KANNILE, 2013) para reescrever o

integrando de 7% em termos de integrais espaciais, conforme descrito na secdo 4.3, de acordo

1

com a equagdo (213). Para comparar - ao integrando de 7#, fazemos:

a:[k—p]z—m% e b=k2—m%
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e temos,
(a—b)x+b = [k2—2p~k+p2—m§—k2+mﬂx+k2—m%
= 2p-kx+pix+ (m% - m%)x + k% - m% (492)
Somando e subtraindo pZx?
(a—b)x+b = [k2 —-2xp -k + pzxz] + [pzx - p*xt+ (m% - m%)x - mﬂ

[k — px]2 + [p2x(1 —-x)+ (m% — m%)x — mﬂ

(493)

Definimos H? = [pzx(l -X)+ (m% - m%)x - mﬂ e fazemos o shift k — k + px. A expressio
para o denominador de T fica igual a [k? + H*]?. No numerador da integral T*, temos

tr{y" [k + ppx — p+ mo] [k + px +m]}
=tr {y* [+ p(x = 1) + mo] [K+ px+mi]}. (494)

Desenvolvendo o traco no numerador, temos
N* = dmk* + 4dmyk? — dmqp* + dmxp* + 4moxp, (495)

e a integral fica

1
T" =

S—

1
dx 4p* [(m) + mp)x — m] /—2
k [k2+ H?]
1
dx 4p* [(my +ma)x — mi] hog(—H?)

S— S—

1

) i H?
APt Lim + e = m] {Il%’(ﬂ )~ o2 " (_?)}

i
(4m)?

1 - N
= 4p¥ {_i(ml — m2) g (A7) — [(my+m2)Z; - m120]} (496)
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