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“Eu tentei 99 vezes e falhei, mas na centésima
tentativa eu consegui, nunca desista de seus
objetivos mesmo que esses parecam impossiveis,
a proxima tentativa pode ser vitoriosa.” (Albert
Einstein).



Resumo

Neste trabalho, sdo estudados modelos com extensdes massivas da eletrodindmica, seja por
meio de teorias que violam a simetria de Lorentz ou ndo. Primeiramente, estudamos o caso
particular de um modelo que, embora massivo, preserva uma invariancia de calibre residual. E
avaliada a consisténcia fisica do modelo por meio de suas equacdes de campo cléssicas e da
andlise dos polos do propagador do campo vetorial. Em seguida, de uma forma mais geral, é
estudada a equivaléncia fisica, nos niveis cldssico e quantico, de modelos duais. Para a obtenc¢do
do modelo dual (invariante de calibre) a teoria original massiva, € utilizado o método iterativo de
dualizag@o de Noether. Em nivel cldssico, a equivaléncia fisica € investigada por meio do célculo
da secdo de choque do espalhamento elétron-elétron (espalhamento Mgller) em nivel drvore. No
caso quantico, apresentaremos a equivaléncia on-shell para uma amplitude simples de um loop
e, em seguida, mostraremos que a equivaléncia é valida off-shell. Iniciaremos considerando a
autoenergia do elétron de uma eletrodinamica massiva estentida e de seu modelo dual invariante

de calibre correspondente.

Palavras-chave: Dualidade. Violacdo de simetrias. Teoria de campos.



Abstract

In this work, models with massive extensions of electrodynamics are studied, either through
theories that violate Lorentz symmetry or not. First, we study the particular case of a model
that, although massive, preserves a residual gauge invariance. The physical consistency of the
model is evaluated through its classical field equations and the analysis of the propagator poles
of the vector field. Then, in a more general way, the physical equivalence, of dual models is
studied, at the classical and quantum levels. To obtain the dual model (gauge invariant) to the
original massive theory, the Noether dualization method is used. At the classical level, physical
equivalence is investigated by calculating the electron-electron scattering cross section ( Mgller
scattering) at tree level. In the quantum case, we will present the on-shell equivalence for a
single loop amplitude and then we will show that the equivalence holds for off-shell. We will
start by considering an electron self-energy of an extended massive electrodynamics and its

corresponding gauge invariant dual model.

Keywords: Duality. Violation of symmetries. Field theory.
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1 Introducao

A Teoria Quantica de Campos (TQC) € a drea da fisica que combina a Mecanica Quantica
com a Teoria da Relatividade Especial. De maneira geral, a Mecanica Quéantica € a teoria usada
para descrever o comportamento de sistemas de dimensdes muito pequenas, como elétrons,
atomos e moléculas. Por sua vez, a Relatividade Especial (ou Restrita) se concentra na fisica de
altas energias, que engloba sistemas ou particulas que se movem com velocidades comparaveis
com a da luz. Importante notar que as interagdes de gravidade ndo estdo incluidas neste caso,
pois sao descritas pela teoria mais completa, da Relatividade Geral.

Uma das interacdes mais importantes, descrita pelo eletromagnetismo, ¢ bem entendida
em sua versao cldssica desde o fim do século XIX. Os desenvolvimentos de Faraday e outros
culminaram com o trabalho de Maxwell em 1864. O eletromagnetismo de Maxwell, ao contrario
da Mecanica Newtoniana, permanece vdlido para velocidades relativisticas. Além disso, o
eletromagnetismo clédssico, quando adequadamente costurado com a Mecénica Quantica, da
origem a Eletrodindmica Quantica (QED - Quantum Electrodynamics), considerada a mais
bem sucedida teoria até os dias de hoje, com uma notdvel convergéncia com os resultados
experimentais. O sucesso da QED a tornou a teoria paradigmatica, de forma que as formulagdes
para as interagOes nucleares fraca e forte, também incluidas no Modelo Padrao (MP), sdo
generalizagdes dos procedimentos adotados na Eletrodindmica Quantica.

Da perspectiva atual, o fato crucial sobre o eletromagnetismo € que se trata de uma
teoria na qual a dindmica estd intimamente relacionada a um principio de simetria. De maneira
simplificada, uma operacao de simetria € algo que pode ser aplicado a um objeto de maneira que
ele se apresente da mesma forma antes e depois. Do ponto de vista fisico, a simetria se manifesta
pela invaridncia das leis fisicas diante de transformac¢des matemadticas aplicadas a “objetos” da
teoria. Exemplos na fisica geral sdo as invariancias de todas as leis fundamentais sob translacdo e
rotacdo dos sistemas. Tais exemplos, € importante observar, nao se relacionam a nenhuma lei de
forca em particular, mas restringem a forma das leis permitidas. Contudo, hd um tipo de simetria
interna de modelos fisicos que essencialmente determina as leis de forga.

O papel dessas simetrias na determinacao das leis de for¢a apenas pode ser compreendido
a partir da distin¢do entre os conceitos de invariancia local e invariancia global. Em uma situagao
de invariincia global, a simetria existe quando uma mesma transformacao € realizada em todos
os pontos do espaco-tempo. Por outro lado, muito mais significante € uma invariancia local, que
ocorre quando diferentes transformacoes sdo realizadas em diferentes pontos do espaco-tempo.
Quando uma invariancia originalmente global € forcada a se tornar local, novos campos que
ditardo as interagdes e que se transformam de uma maneira particular deverao ser introduzidos
no modelo. A invariancia local relevante no eletromagnetismo € a conhecida invariancia de
calibre das equacoes de Maxwell. No modelo quantico, esta propriedade estd relacionada a

transformacgdes de fase locais nos campos quanticos. As teorias que podem ser construidas com
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base neste conceito, a exemplo da Eletrodindmica Quantica, sio chamadas teorias de gauge
(calibre, em portugués).

A invaridncia de calibre demorou a ser reconhecida como o principio fisico que governa
as forcas fundamentais entre as particulas elementares. Embora a ideia de invariancia de calibre
tenha sido proposta por Hermann Weyl em 1919, em uma época em que sé se conheciam o elétron
e o proton, foi apenas por volta de 50 anos depois que ela foi redescoberta e bem compreendida.
A moderna teoria de calibre, entdo, emergiu como um dos mais significantes desenvolvimentos
da fisica do século XX. Foi ela que nos permitiu pela primeira vez realizar, pelo menos em parte,
o sonho de unificar as for¢cas fundamentais da natureza.

Acredita-se que o fato de fétons nao terem massa € uma consequéncia direta da invariancia
de calibre da QED. Contudo, a inclusdo de fétons massivos em teoria de campos vem atraindo a
atencdo da comunidade cientifica. No que diz respeito ao cardter efetivo da simetria de calibre, é
possivel que os fétons tenham uma massa muito pequena, mas nao nula. Neste sentido, estudos
que estendem o eletromagnetismo de Maxwell t€ém sido realizados, principalmente, no contexto
do modelo de Proca (ROBLES; CLARO, 2012; SPAVIERI et al., 2011).

Assim como a simetria de calibre, a invariincia sob transformacgdes de Lorentz € de
fundamental importancia na compreensao das interacdes entre as particulas elementares. Além
disso, experimentos colocam fortes limitagdes na violagdo dessas simetrias. Contudo, ndo sendo
essas invariancias protegidas por primeiros principios, especula-se que elas possam ser simetrias
aproximadas de uma teoria mais fundamental que apresente 0o MP como uma descri¢ao efetiva
em baixas energias. A possibilidade de violagdo da simetria de Lorentz em altas energias
foi originalmente considerada por Kostelecky e Samuel (KOSTELECKY; SAMUEL, 1989b;
KOSTELECKY:; SAMUEL, 1989a). Tal cendrio para altissimas energias, por exemplo, seria
uma consequéncia natural de efeitos da gravitacdo quantica. Posteriormente, uma descri¢ao geral
da violagdo da simetria de Lorentz em Teorias Quanticas de Campos foi fornecida pelo Modelo
Padrio Estendido (MPE) (COLLADAY; KOSTELECKY, 1997; COLLADAY; KOSTELECKY,
1998), que estabelece um conjunto de parametros tensoriais cujas pequenas magnitudes sao
fortemente limitadas por experimentos.

Um dos trabalhos mais influentes no contexto de teorias de campo com violacio da
simetria de Lorentz foi desenvolvido por Carroll, Field e Jackiw (CFJ) (CARROLL; FIELD;
JACKIW, 1990). Trata-se da modificacio da eletrodinamica pela inclusdo de um termo do tipo
Chern-Simons que viola as simetrias CPT (combinacao das transformacdes de conjugacao de
carga, paridade e inversao temporal) e de Lorentz. Tal modelo gera uma massa topoldgica para o
féton, embora ndo viole a simetria de calibre da acdo. Recentemente, foi apresentada uma nova
proposta para gerar termos de massa em uma teoria de calibre, contextualizada em um modelo
com violacdo da simetria de Lorentz introduzida pelo termo de CFJ (FELIPE et al., 2019). Em
tal modelo, o termo de CFJ ocasiona o surgimento de uma contribuicdo de massa incomum
na densidade Lagrangiana do f6ton, gerando uma generalizagdo da teoria de Proca. Enquanto

na teoria usual de Proca ocorre apenas a quebra explicita da invariancia de calibre, o modelo
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generalizado da referéncia (FELIPE et al., 2019) sugere algum tipo de conexdo entre a violacdo
da simetria de Lorentz e a simetria de calibre.

Uma das propostas do presente trabalho € investigar mais a fundo a relagdo entre as
simetrias de calibre e de Lorentz utilizando a ideia de dualidade entre teorias de campos. O
conceito de dualidade € muito util no estudo de modelos tedricos em diversas dreas da Fisica, que
abrangem da matéria condensada as teorias quanticas de campos. Isso porque alguns modelos
apresentam caracteristicas ocultas que sao evidentes no seu dual. Sendo os modelos duais aqueles
diferentes na forma, mas equivalentes na descri¢cdo de um sistema fisico, pode-se dizer que
eles sao complementares (HHELMELAND; LINDSTR6M, 1997): se um € mais adequado em
determinado regime, em outra situacao limite, o outro modelo se mostra mais efetivo. Torna-se,
entdo, uma questao interessante saber se um determinado modelo possui um dual com as
caracteristicas desejadas. Além disso, relacdes de dualidade permitem o mapeamento de uma
teoria com acoplamento fraco em outra com acoplamento forte, em fun¢ao da implementacdo da
relagc@o entre acoplamentos elétrico e magnético.

A primeira relacdo estabelecida neste contexto foi a paradigmatica dualidade entre o
modelo autodual e o de Maxwell-Chern-Simons, no espago-tempo tridimensional e foi discutida
como uma caracteristica genérica de uma ampla classe de modelos de teorias de campos. Desde
entdo, diferentes métodos para estabelecer e estudar as relacdes de dualidade foram elaborados
(HIJELMELAND; LINDSTR6M, 1997).

Em teorias de campos, um dos procedimentos mais poderosos para a obten¢do de teorias
duais € a constru¢ao da chamada acdo mestre (GOMES; MALACARNE; SILVA, 1998) que
acomoda os dois campos. Os dois modelos sdo obtidos pelo uso das equacdes de movimento dos
campos na acao original. Por outro lado, o método iterativo de dualizacao de Noether (MDN)
(ANACLETO et al., 2001) € baseado na transformac¢do de um modelo com violacdo da simetria
de calibre em outro simétrico por meio da adi¢do iterativa de contratermos que seriam nulos na
camada de massa. No contexto proposto, o método € fortemente sugestivo de fornecer modelos
duais, pois em todos os testes realizados até o0 momento, os modelos t€ém apresentado descricdes
equivalentes da fisica sob estudo (SCARPELLI et al., 2015), (FARGNOLI et al., 2014).

Primeiramente, o método se mostrou eficiente em fornecer o resultado esperado na
dualidade entre o modelo autodual e o de Maxwell-Chern-Simons, no espago-tempo tridimensional
(DESER; JACKIW, 1984). Posteriormente, a técnica foi testada em diferentes modelos com
violacao da simetria de Lorentz (CANTCHEFF et al., 2003). Contudo, um resultado intrigante
€ que, embora os modelos duais apresentem o mesmo espectro fisico, a teoria de calibre
obtida a partir do MDN adquire novos modos que s@o fantasmas (que violam a unitariedade).
Em (SCARPELLI; CANTCHEFF; HELAYEL-NETO, 2004) foi demonstrado que esse ¢ um
resultado geral quando o MDN ¢€ aplicado. Os tais modos fantasmas podem arruinar o modelo e
alguns procedimentos t€m sido adotados para evitar o seu aparecimento (DALMAZI, 2006). A
demonstracdo de que a presenca dos modos fantasmas ndo afetam os resultados fisicos obtidos

por meio dos modelos € um dos objetivos propostos por este trabalho.
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Normalmente, o modelo original, que apresenta quebra da simetria de calibre, o faz por
meio da presenca de um termo de massa tipo Proca. O caso do termo de Proca € uma situagao
particular de um termo de massa mais geral, com a forma

1

L= —EA’“‘MWAV, (1)
no qual o tensor de massa M, envolve, geralmente, parametros de violagdo da simetria de Lorentz
(FELIPE et al., 2019), (FARGNOLI et al., 2014). H4, contudo, casos de modelos massivos, cuja
consisténcia fisica foi demonstrada, mas que possuem tensor de massa nao inversivel, o que, a
principio, impediria a obtencdo de seu dual invariante de calibre. Uma possibilidade para lidar
com essa situagado seria a constru¢do de novos procedimentos que contornem essa dificuldade.
Entretanto, esse impedimento € intrigante e traz a tona a discussao sobre a real quebra completa
da simetria de calibre em tais situagdes.

O desenvolvimento deste trabalho estd contextualizado no ambito geral das extensoes
da QED que incluem termos de massa, seja por meio de teorias com violagdo da simetria de
Lorentz (CARROLL; FIELD; JACKIW, 1990; KOSTELECKY; SAMUEL, 1989a) ou nao. Em
uma das frentes, estudaremos o interessante caso citado acima que envolve um tensor de massa
ndo inversivel, o que sugere uma invariincia de calibre residual.

Além disso, estamos interessados nas relacoes de dualidades de modelos que violam
simetria de calibre por meio de um termo de massa com outros que respeitam esta simetria
(TONIOLO et al., 2017; MARQUES et al., 2022b; MARQUES et al., 2022a). Particularmente,
avaliamos a consisténcia fisica de modelos obtidos pelo MDN. Dentre os procedimentos adotados
estdo a andlise das equacdes de campo cldssicas e o estudo dos polos do propagador do campo
vetorial. Com o intuito de avaliar a equivaléncia entre os modelos relacionados por meio deste tipo
de dualidade, obtemos uma relacao geral entre os propagadores de modelos duais nos casos em
que o termo de massa %A“ M,,, A envolve viola¢do da simetria de Lorentz. Essa relacdo e os novos
termos de interacao sao usados na andlise da equivaléncia entre dois modelos de teoria de campos
relacionados pelo MDN, por meio do célculo da secdo de choque do espalhamento elétron-elétron
(espalhamento Mgller) em nivel de drvore. Tal equivaléncia também € demonstrada em processos
quanticos. O interessante € que, quando se consideram também as alteracdes nas interacoes,
ocorre o cancelamento das contribui¢des ndo fisicas.

No que segue, o texto serd organizado da seguinte forma. O Capitulo 2 apresenta as
equacdes relativistivas como equagdo de Klein-Gordon e equagdo de Dirac. O Capitulo 3 aborda
alguns conceitos de simetrias na Eletrodindmica Quantica, como a simetria de calibre. Partindo
para o Capitulo 4, apresentamos aspectos gerais sobre dualizag@o. Sao discutidos, de forma geral,
a dualidade escalar x tensor e a dualidade eletricidade e magnetismo e o método iterativo de
dualizacdo de Noether, que terd grande relevancia neste trabalho. No Capitulo 5 discutimos a
invariancia de calibre residual em uma eletrodinamica massiva com violagdo da simetria de
Lorentz, analisando o propagador cldssico do modelo, por meio dos seus respectivos polos. Esta

parte do trabalho resultou na publicacao (MARQUES et al., 2022b). A equivaléncia entre os
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modelos no nivel de drvore e quantico € desenvolvido no Capitulo 6. Esta etapa do trabalho

resultou no artigo (MARQUES et al., 2022a). Finalmente, no dltimo capitulo apresentamos uma

conclusao geral.
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2 Equacoes Relativisticas

Iniciamos este capitulo com alguns conceitos da Relatividade Especial, partindo da
simetria de Lorentz e discutindo os boosts de Lorentz, o intervalo invariante € o grupo de
Lorentz (MECANICA. . ., 2004). Além disso, tratamos de duas equagdes de campo relativisticas:
a equacao de Klein-Gordon e a equacao de Dirac (MCMAHON, 2008).

2.1 Simetria de Lorentz

De acordo com a Teoria da Relatividade Especial, as leis da fisica sdo igualmente validas
em todos os referenciais inerciais (um referencial inercial € aquele onde as leis de newton sao
vélidas). Tal afirmacdo ja estava presente na Fisica Newtoniana e era manifesta nas transformagoes
de Galileu. Contudo, nao se levava em conta como uma lei da natureza o fato de a velocidade da
luz ser a mesma em todos os referenciais inerciais, independentemente da velocidade da fonte.
Ao ser incorporada como um postulado da Teoria da Relatividade Especial, a invariancia da
velocidade da luz deu origem a novas relagdes de simetria, incorporadas nas transformacgdes de
Lorentz.

A simetria de Lorentz estd na base de toda TQC e estd relacionada com as grandezas
invariantes no espaco-tempo fisico. Tal simetria € implementada pelo grupo das transformagdes
de Lorentz. Nesta se¢ao faremos uma breve discussao sobre a transformacao de Lorentz, iniciando
com os boosts de Lorentz, expondo como se relacionam as coordenadas relativas ao mesmo
evento em seus respectivos referenciais. Seguindo, descrevemos o intervalo invariante, destacando
que na Teoria Especial da Relatividade, nem a distancia espacial nem o intervalo de tempo sao
separadamente invariantes, mas somente a combinac¢ao particular destas grandezas. Por fim, é
estudado o grupo de Lorentz, sendo apresentadas as condi¢des genéricas de uma transformacao

de Lorentz.

2.1.1 Boosts de Lorentz

Considere dois referenciais inerciais y e x’, sendo que y’ movimenta-se em relagcdo a
x com velocidade constante v. As origens O de y e O’ de y’ coincidem no instante t = ¢’ = 0.
Considere também que a velocidade v seja paralela ao eixo x de y, que coincide com o eixo x” de
x’ (veja a Figura 1).

A partir dos postulados da Relatividade Especial, pode-se mostrar que as coordenadas

(x,y,2,t) e (x',y',Z/,t"), relativas a0 mesmo evento nos respectivos referenciais y e y’, se
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Figura 1 — Sistemas y e y’ utilizados na dedugéo dos boosts de Lorentz unidimensionais.

z '
2

Fonte: Autoria propria.

relacionam da seguinte forma:

=y (-5). @)
¥o= oy (=), 3)
y o= 4)
7 = g 5)
com
y=——— e p=". ©)

,/ 1= 132 E
No limite nao-relativistico (¢ — ©0), as transformacdes de Lorentz (2)-(5) equivalem a

’

x'=x-—vt, =y, 7 =z, ' =t, (7

que correspondem as transformacoes de Galileu.
No caso (2)-(5), temos a situacao em que a velocidade v € paralela a dire¢do do eixo x,

no qual podemos representar por

r'=r+(y—-1)xi—-yvt,sendo r=(x,y,2) € v=vi. (8)

No entanto, podemos descartar esta restricdo em (8) e considerar o caso geral, atribuindo
as equivaléncias

1%
VX — V- F, vi—v e fB=-. 9
c



Capitulo 2. Equagoes Relativisticas 20

Substituindo as equivaléncias (9) na equacgao (8), obtemos as transformagdes, na forma vetorial,

independente da dire¢@o da velocidade v,

r' = r+(y—1)xi—-yvt,

= re(y- 1)%[3—ycﬂt e (10)
/= y(t—ﬂ). (11)
c
Na expressao acima, € importante notar que a componente da posi¢cdo ortogonal a v, dada por
r- % , (12)

¢ preservada.

2.1.2 Intervalo Invariante

A Teoria da Relatividade Especial eleva o tempo ao status de coordenada, que deve ser
tratada em pé de igualdade com as demais coordenadas em um espaco-tempo quadridimensional.
No tradicional espaco tridimensional Euclideano, temos o produto escalar entre dois vetores,
a - b como um invariante sob transformacoes de rotacao. Tal grandeza ndo € invariante sob as
transformagdes de Lorentz. Em vez disso, novos invariantes sdo construidos no espago-tempo
relativistico.

Como primeiro exemplo, mostraremos que o intervalo

ds* = 2dr* — dx® — dy* — dz? (13)

entre dois eventos (x, y,z,t) e (x + dx,y + dy, z + dz,t + dt), infinitesimalmente préximos, é
invariante pelas transformagdes de Lorentz (2)-(5).

As transformacgdes (2)-(5) na forma infinitesimal sdo dadas por

de) . (14)

dx' =y(dx —vdt), dy =dy, d7 =dz, dt'=vy (dt -—
c

Substituindo estas transformagdes na expressio (13) correspondente ao diferencial ds’2, obtemos
ds/2 — C2dt/2 _ dx/2 _ dy/2 _ dZ/Z

d 2
= %y? (dt - %) —y*(dx —vdr)? — dy?* — dZ?,
c

2.2 4.2 v? 2452 v 2 2
= cyldtt |1 - | —yidx" |1 - | —dy” —dz”,
c c

= ds>. 15)
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No caso da Teoria Especial da Relatividade, nem a distancia espacial nem o intervalo de
tempo sdo separadamente invariantes, mas somente a combinagao particular destas grandezas,
conforme expressa na equacao (13).

No que segue, introduzimos a notag¢do de quadrivetores,

X=cr, xl=x, x*=y, =z (16)

Assim, um evento no espaco-tempo € indicado pelas coordenadas de um quadrivetor contravariante,
escrito como

0. 1.2 3
xH = (" x x7x0), (17)
ao qual corresponde um vetor covariante, dado por

X = (xo.x1,02,x3) = (x°, = x!, = 2%, = x7). (18)

Os vetores contravariante e covariante se relacionam por meio da métrica de Minkowski,

1 0 0 O
0= =" = 8 glfz g , (19)
0O 0 0 -1
de forma que podemos abaixar ou levantar indices por meio das relacdes,
Xo = naﬁxﬁ e x%= n“ﬁxﬁ. (20)

De agora em diante, como na equagao acima, a repeticao dos indices indicard a existéncia de um

somatorio nesses indices. Ou seja,

n”ﬁxﬁ = naoxo + n“lxl + nazxz + n“3X3. 21

Notemos que, em termos dos componentes do quadrivetor x#, as transformagdes de

Lorentz para v na direcao do eixo x sao dadas por

2 = yx¥ = Byx!,

¥ = —Byx® +yx!,

X/Z — X2

x? = X (22)

Na notacdo de quadrivetores, a transformacdo de Lorentz A¥, serd representada por uma

transformacao linear que pode ser escrita na forma:

X = Aox® + A x! + AFox? + A = AH . (23)
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Estes coeficientes A¥, formam uma matriz, denominada matriz da transformacao de Lorentz A.

No caso particular das transformacdes (2)-(5), podemos escrever a equacao matricial

ct’ vy =By 0 0 ct ct
! - 00
el leal T 4)
! 0 0 10 y
! 0 0 01 Z Z
em que
y By 00
- 00
A= By v (25)
0 0O 10
0 0 01

O quadrivetor tempo-posicao € um modelo para todos os quadrivetores. Define-se um
quadrivetor a* como um objeto de quatro componentes que se transforma da mesma maneira

que x* quando passa de um sistema de referéncias inercial para outro:

at =A*,a”, (26)
com os mesmos coeficientes A¥,. O intervalo invariante ds*> é um caso especial do produto
escalar no espago-tempo quadridimensional de Minkowski,

a-b

a”b,u = aobo + albl + a2b2 + a3b3,

= a'b’ —a'b' —a?b? - a*p? =ad°p° —a - b, 27)

que facilmente é demonstrado como invariante.

2.1.3 Grupo de Lorentz

Podemos obter as condicdes genéricas que uma transformacdo de Lorentz na forma (23)
deve satisfazer, utilizando-se, para isso, a invariancia do intervalo ds?. Escrevemos a equagao
(13) como

ds* = 1, dx* dx” (28)

e utilizamos a equacio (23) como segue:

ds’? = nﬂvdx'ﬂdx’v = nﬂVA“adxa/Avﬁdxﬁ, (29)

em que 7, € 0 tensor métrico definido na equagdo (19) para o espaco de Minkowski. Da equacdo

(29), obtemos que a invaridncia ds’> = ds* equivale 4 condicdo

A“anwA"/gdx“dxﬂ = nalgdx“dxﬁ, (30)
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0 que implica
Nap = NN p. (3D

Respeitando os critérios de multiplicacdo de matrizes (colunas contraidas com linhas), a

equacao (31) podera ser reescrita na forma

Nap = (A1) "1\ g, (32)

em que A’ € a transposta da matriz A. Assim, a relacdo (32) pode ser escrita na forma matricial,

n=AnA. (33)

Portanto, uma transformacio de Lorentz A é definida pela relagio (33). E possivel, ainda, a
partir da condi¢do acima, obter algumas propriedades da matriz A. Primeiramente, calculamos o

determinante da equacdo (33):
Il = [ATnAl = [AT[In]Al, (34)

de onde tiramos que |A|?> = 1, ou |A| = +1. Para obtermos o resultado acima, utilizamos o fato
de que o determinante do produto € igual ao produto dos determinantes. Para o determinante
igual a 1, a transformacdo de Lorentz é conhecida como propria. No caso em que o deteminante
€ igual a —1, dizemos que a transformacgao de Lorentz € imprépria.

Facamos, agora, @ = § = 0 na equacdo (31). Obtemos

1 =100 = Aonu N0 = (A%)% = (Al9)* = (A%)? = (AP0)?, (35)
tal que
(A%)% =1+ (A'g)? + (A%0)* + (A%)* > 1. (36)
Portanto,
(A%)| = 1= A% > 10uA’ < -1. (37)

No caso em que A% > 1, a transformacio de Loretnz é conhecida como ortécrona, a qual
preserva o sentido do tempo. Se A% < —1, a transformagio é conhecida como nio-ortécrona
(ou seja, inverte o sentido do tempo). As transformacgdes proprias e ortdcronas sao chamadas de
transformacoes de Loretnz restritas. Uma transformacdo de Lorentz infinitesimal €, necessaria-
mente, restrita. De fato, somente o subconjunto da transformacgao de Lorentz restrita possui a
matriz identidade.

Concluimos que o conjunto das transformacdes de Lorentz se decompde em quatro

subconjuntos disjuntos, conhecidos como setores do grupo de Lorentz:



Capitulo 2. Equagoes Relativisticas 24

Setores do Grupo de Lorentz

LT JAl=+1 e A% >+l
Li O JAl=+1 e A% < -1
LT : JAl=-1 e A%3>+1

LY : JAl=-1 e A%<-1

Um subconjunto LI € o Unico setor que forma um subgrupo do grupo de Lorentz, denominado

grupo de Lorentz restrito.

2.2 Equacao de Klein—Gordon

A equacdo de Klein-Gordon € um equacao para uma particula com spin nulo. Ou seja,
uma particula escalar, que possui apenas um componente ¢. Para obter a equagdo de onda,

partimos da equacgdo de energia relativistica. Definimos o quadrivetor momento,

p'u:(E/C’pX’py’pZ)a (38)
a partir do qual temos o invariante
2 2.2 E? 2 2.2
pupt =pT=mict = — —|p[f=mc, (39)
tal que
E? = |p|*c? + m*ct (40)

Reescrevendo a equagao (40) com os operadores diferencias E e p,

0
E— ihE p — —ihV, 41)
ficamos com ) -
10 ) mc

que € a equacdo de Klein-Gordon. Assumindo 7% = ¢ = 1, escrevemos

(@+m?)¢ =0 (43)

em que

12 2 2 2 12
oe g, L0 (a 9 a) 2

Zor \a2tar ez @ T 9

A interpretacdo da equacao de Klein-Gordon, do ponto de vista de equacdo de onda

relativistica para uma particula, apresentou dificuldades. A fim de entendermos, voltemos a
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equacgdo nao relativistica. Se substituirmos os operadores (41) na aproximagao nao relativistica

da equacdo (40), £ = %, obtemos equacgdo de Schrodinger para uma particula livre,
#? L)
" v - in??. 45
2m b= ot 45)

A partir da fun¢@o de onda ¢, obtém-se a densidade de probabilidade,
p=e¢"¢, (46)
e a densidade de corrente de probabilidade,
J = (89~ 0V4), @)

que obedecem a equacgdo de continuidade

ap

W v.i = Ligo - ipvie- gvig
GtV = o (079) 2 (6"~ V"),

— *a_(ﬁ_i 2 8¢*_z 2 %
“”(m 2mv¢)+¢(6t 2mv¢)’

= 0. (48)

No desenvolvimento acima, a equacao de Schrodinger e sua conjugada complexa foram usadas.
Vejamos agora se tal interpretacio pode ser adotada para a equagao de Klein-Gordon. A
construcdo de uma equacdo de continuidade para a funcao de onda de Klein-Gordon, nos leva a

uma densidade

_ih (09 o¢*
p_zm( ot ¢at)’ )
que compde um quadrivetor densidade de corrente,
. > ih R e i ih 2
=, j)=—=¢"(0, V)p=—¢"0"¢, (50)
m m
em que
<« 1
AO0"B = E[Aal‘B - (0" A)B]. (51)

A expressao da equacdo (49) traz dificuldades para a sua interpretacdo como densidade de
probabilidade, pois p ndo € positivamente definida. Isto se deve ao fato de a equacdo de
Klein-Gordon (43) ser de segunda ordem no tempo.

Outra questao com a equagao de Klein-Gordon € a solugdo para a equagao (40), interpretada

E = £\/m%c* + p2c?, (52)

que possui solucdes com energias positivas ou negativas. No caso da particula livre, no qual a

como equacdo de energia

energia € constante, esta questdo pode ser evitada, escolhendo a particula com energia positiva.
O problema € que uma particula em interacao pode trocar energia com seu ambiente, o que a
possibilita entrar para infinitos estados de energia negativa, emitindo uma quantidade infinita de

energia no processo.
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2.3 Equagao de Dirac

Abordaremos agora a equacgao de Dirac, que se aplica a campos de spin %, e as represen-
tacoes das matrizes de Dirac com algumas identidades relevantes para o trabalho. Na equacdo de
Schrodinger, as derivadas em relagc@o ao tempo sdo de primeira ordem, ao passo que as derivadas
em relacdo as coordenadas espaciais sdo de segunda ordem. Em um modelo relativistico, tempo
e coordenadas espaciais devem ser tratados em pé de igualdade. A equacgdo de Klein-Gordon
preenche este requisito, sendo de segunda ordem no tempo e no espago. Contudo, incorre nas
dificuldades de interpretacdo discutidas na dltima secao.

A equagdo de Dirac foi desenvolvida a fim de evitar o problema das probabilidades
negativas. Para isso, construiu-se uma equacao de primeira ordem para as coordenadas espaciais

e temporais. Iniciamos pela fatoracdo da equacdo da energia relativistica,
pupt =m*c* = pupt = m*c =0 = (Bpy+ mc) (y*pc —me) =0, (53)

em que B e y* sdo coeficientes. Multiplicando os termos da tltima equacao (53), obtemos

By pepa+me(y* — B)pi — m*c* = 0. (54)

Comparando com a equacdo (53), vemos que o termo linear em p, devera ser anulado, de forma

que y* = B*. Substituindo este resultado em (54), ficamos com

Yy pepi —m*c* = 0. (55)

Deixaremos esta equagdo por um momento para introduzirmos algumas defini¢Oes e

identidades das matrizes de Dirac.

2.3.1 Matrizes de Dirac

As chamadas matrizes y de Dirac, 4 X 4, ttm como caracteristica o respeito a relagdo de

anticomutacao,
YY" =y Ty =2 (56)
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Existem vdrias representacdes possiveis para essas matrizes. Apresentamos a forma explicita das

matrizes de Dirac na chamada representagado standard,

10 0 0] 0 00 1]
s |01 0 o Lo ot1o0]
"“loo -1 ol Tl o100
00 0 -1 1 00 0
' ' (57)
000 —i| 00 0]
, |00 i o0 . | 000 -1
"“loio ol "Tl1o00 o
~ 00 0] 010 0

Ha uma abordagem simplificada dessas matrizes de Dirac, na qual utilizamos as matrizes

de Pauli
01 0 —i 1 0
ol = : o2 = ok o3 = . 59)
10 i 0 0 -1

Dispondo as matrizes (57) em blocos de matrizes 2 X 2 e aplicando as matrizes de Pauli (58),

ficamos com

0_ I 0 - 0 ol 2 0 o2 3 o3 (59)
y_O—I’y_—G'IO’y_—O' O’Y_—0'30
Ou seja,
0_ I 0 . 3 0 o 60)
Y Tlo - [ I

Importante notar que (y°)> = (y/)? = I. Defimos também a matriz ys = iy%y'y?y3, tal que
{y",ys5} = 0e (ys5)? = I. Essas matrizes serdo importantes para desenvolvermos alguns célculos,
portanto evidenciamos abaixo algumas identidades relevantes que podem ser obtidas a partir da
relacdo de anticomutagdo (56):

L y'yvu =y + v+ 7y +ytya = 4L

20 Ry v =2y

3. yMy Y v = At

4. yryly "y, = =2y yyh
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2.3.2 Equagao de Dirac para uma Particula Livre

Com as defini¢des e identidades das matrizes de Dirac, podemos prosseguir e avaliar os
coeficientes da equacao (55). Para que retornemos a equacao da energia relativistica, o primeiro

termo deve se reduzir a

Yy'pepa = ppa. (61)

Ainda ndo determinamos a real natureza dos coeficientes Y. Assim, usamos a simetria entre os
indices k e A para escrever

K, A AA K

(7 yt+yly

> ) pepa=p'pa. (62)

Tal relagdo s6 pode ser verdadeira se y*y* + yy* = 2n**. Assim, concluimos que os coeficientes
v¥ sdo as chamadas matrizes de Dirac introduzidas na ﬁltima subse¢do. Examinado a equacado
(53), escrevemos o quadrivetor p, = i%d,, em que d,, 6 — € aplicamos a operacdo na funcio

de onda . Obtemos, entdo, a equacao de Dirac para uma particula livre,

(ihy* 0, — me)y = 0. (63)

O préximo passo serd determinar a solu¢ao da equacao de Dirac para uma particula livre.

A funcdo de onda ¢ € o chamado espinor de Dirac, que contém 4 componentes. Escrevemos

_ (l/’ 1)
Y= 4 , em que ¥2 . (64)
X v = Y3
/7
o _
Imclalmente consideraremos a situagéo em que ¢ € independente da posi¢@o, ou seja, 7 =
al;/ = az = (. Com isso, a equacdo (63), se transforma em
h o0y
i~ 0 — 65
i~y = = mey (65)
ou 5
1 0) ([
ih( )(5;() = mc* | ¥ (66)
0 -1 Bt X
Realizando as operag¢des matriciais, obtemos as solugoes;
3 —imc?t
iha—(’: =mc*p = ¢(1) = p(0)e "1, (67)
a imc t
_in2X — e 2y = x(®) = x(0)e # (68)

ot
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Analisando as solugdes (67) e (68), temos que me?

€ a energia de repouso da particula,
~ P —iEt P iEt

e que a solugdo (67) estd variando com e # , enquanto (68) estd variando com e » . Devemos

tomar cuidado, pois o sinal negativo e o positivo nestas solu¢cdes denotam que ¢ € uma particula

e Y a sua antiparticula, sendo ambas com energias positivas. A parte os fatores de normalizacao,

obtemos
1 0
—imczt 0 —imczl 1
=e ; =e ;
Y 0 %) 0
0 0
0 0
imczr 0 imczt O
—e h ; —e h A
V3 1 W 0
0 1

Analisaremos agora o caso em que ¢ depende da posi¢dao. Supondo uma solucdo de onda

plana, €sCrevemos

W (r.0) = ae® EP y(E,p). (69)
Na notagdo de quadrivetores, sendo x* = (ct,x,y,z) e p* = (%,px,py,pz), temos
p-x:p“xﬂ=p0x0+pixi:p0x0—pixi=%-ct—p-rzEt—p-r, (70)
de forma que
W(ri) =y(x) = a et Pu(p). (71)
Substituindo este resultado na equacao de Dirac (63), obtemos
(y*pu —me)u(p)a e it = 0, (72)
o que resulta na equacdo de Dirac no espaco dos momentos,
(y*pu —mc) u(p) = 0. (73)

Substituindo as matrizes de Dirac na equag@o de Dirac no espago dos momentos, ficamos

com
E[lI O 0 o E p.o
My — a0 . p=_ —p. = ¢ 74
Y Pu=YPo~Y P CO—I) p(_(r 0) (p_a _%) (74)
e
I 0 mc 0
mc = : (75)
0 1 0 mc
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Com esses resultados a equagdo de Dirac (73) toma a forma

%—mc -p-o | [|ur] (O (76)
p-o —%—mc u o/’

equivalente ao sistema de equagoes;

(E-mc)uy—(p-o)uz =0

c

(77
(p-o)ur—(E+me)u, =0
Isolando u; na segunda equagdo do sistema, obtemos
“ s (p-o) (78)
u = ——— . u
2 E+me P :
que, substituido na primeira equacdo do sistema, resulta em
C2 2
M1=m@'0’) ui. (79)
Sendo
1, i=j
gi0; = , (80)
IEjkOk, LF]
podemos escrever 0,07 = 0;; + ig;;0. Desta forma, obtemos o resultado
(p : 0-)2 =Ppip;j [6ij + igijko—k] = |P|2 + igijl( PiPjOkx = |p|2 (81)

O termo ig;j, p;p o« € anulado porque p; comuta com p ;. Substituindo este resultado em (79),
obtemos )
lp|”c
" ®2

comprovando-se consistente com a equacdo para a energia da particula livre relativistica,
E2 =|p|? ¢+ m2c*.

Voltando a equagao (78) e utilizando as matrizes de Pauli, escrevemos

0 1) o | (10
O s
d Plof ™\ o) P04

_ pz' Px — ipy - (83)
DPx t1ipy Pz
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Com isso,

c -1
Uy = —2( be o P py)ul. (84)
E +mc Pxtipy -P;

Caso isolarmos u na primeira equagao do sistema (78) e substituirmos o resultado (83), ficamos

com
c c )2 Px —Ip
ulz—z(p'O')Ltz:—z Z' * Y u. (85)
E —mc E —mc” \p, +ipy -P:
Diante das relacdes determinadas entre os espinores de duas componentes, teremos quatro
situacoes
1
m=||=2uw=—0 " |, (86)
0 E+mc” \p,+ipy
0 -1
up = = Uy = ¢ Px Py , (87)
1 E+mc?\ —p,
1 c )2
uy = = u = 3 ) , (88)
0 E —mc” \p,+ip,y
0 —i
w=|=u=—S—P"" (89)
1 E-mec2\ —p.

A equacdo da energia relativistica nos fornece duas solugdes:

E = +ym2c* +|p|* 2. (90)

Analisando as equagdes, temos que as duas primeiras exigem E > 0, pois, em caso de |p > =0,
teremos E = + m?c?, de forma que a soluciio negativa nos levaria a um denominador nulo. Estas
sdo solucdes de particulas com spin i%. As duas dltimas equagdes, por outro lado, exigem E < 0,

pelo mesmo motivo, correspondendo a solucdes de antiparticulas com spin i%.
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3 Simetrias na Eletrodinamica Quantica

As simetrias desempenham um papel fundamental na formulacdo de teorias fisicas. Um
objeto ou teoria possui uma ou mais simetrias se houver transformacdes que deixem invariantes
certas caracteristicas dos objetos ou da teoria a qual as transformacgdes de simetrias sdo aplicadas
(BERGHOFER et al., 2021).

Um exemplo notédvel € a Teoria da Relatividade, que estabelece quais sdo as simetrias
do espacgo-tempo. Em particular na TQC, um outro tipo de simetria importante sdo as simetrias
internas, mais especificamente as simetrias de calibre. Esses dois tipos de simetria, do espaco-
tempo e de calibre, formam a base teérica do MP da fisica de particulas elementares.

Neste capitulo, tratamos das simetrias na eletrodindmica, mais especificamente a simetria
de calibre. Inicialmente, apresentamos as equagdes de Maxwell em sua formulagao covariante.
Discutimos também a eletrodinamica de Proca, na qual € introduzida uma massa para o féton.
Por fim, tratamos da simetria de calibre e apresentamos modelos com violagdo da simetria de

Lorentz.

3.1 As Equagdes de Maxwell no Formalismo Covariante

Nesta secdo, partimos das conhecidas equacdes de Maxwell em sua representacdo
diferencial e determinamos a sua forma covariante de Lorentz. Esta secdo foi baseada em
(RYDER, 1996).

Iniciamos com as as equagdes de Maxwell em sua representacao diferencial,

V-B=0, 91)
oB

VXE+—=0, 92

X +8t 92)

V-E =p, (93)
OE

VXB—-——=17j. 94

X o 94)

A primeira equacdo (91) € a lei de Gauss para o magnetismo e reflete a auséncia de carga
magnética. A equacio de Faraday-Lenz (92) indica que a varia¢do no tempo do campo magnético
B induz um campo elétrico E. A terceira equacao (93) € a lei de Gauss para o campo elétrico E
e, finalmente, a equacdo de Ampere-Maxwell (94) nos diz que a variagdo temporal do campo
elétrico E ou a existéncia de correntes que induz um campo magnético B. Importante notar que
estamos adotando o sistema de unidades em que ¢ =7 = 1.

A fim de obter a representacdo covariante para as equagdes de Maxwell, definimos o
quadrivetor potencial,

AF = (¢, A), 95)
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tal que suas componentes obedecem as equagoes

A
B=VxA, E:—%—I—W/). (96)

A partir do quadrivetor A¥, definimos o tensor intensidade de campo,

FH = gHAY - 9" A, ©7)

cujas componentes podem ser obtidas das relacdes (96):

FOi — aOAi _ aiAO’
0A
—+V

(57

= -E, (98)

s
i

F7 = 0'A/-0/A,
= —&lUkBk, (99)

em que fizemos uso do tensor totalmente antissimétrico de Levi-Civita, /%

8123

= &;jk, que € tal que

= 1. Assim, podemos escrever o tensor intensidade de campo na forma matricial:

0 -E' -E? -E?
~_ | E' 0 -B B
FH = 2 B o g | (100)

E3 -B?> B! 0

O tensor intensidade de campo € antissimétrico e de segunda ordem, de forma que sob

transformacao de Lorentz obtemos

F'W = A, N g FP, (101)

Considerando o tensor totalmente antissimétrico de Levi-Civita no espago-tempo qua-

0123 _

dridimensional (espaco de Minkowski), 7% tal que & —&o123 = 1, definimos o tensor

eletromagnético dual, também antissimétrico,

]
I = 26/ Fpg, (102)

cuja representacdo matricial € dada por

FFY = . (103)
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Verificamos que
% 1 vpo
uF" = 567 (3uBp Ag = GudrAp) = 0, (104)

devido a antissimetria do tensor de Levi-Civita. As duas equacdes de Maxwell homogéneas, lei
de Gauss para o magnetismo (91) e lei de Faraday-Lenz (92), sdo obtidas desta equacdo (104)
quando se fixam v = 0 e v =7 (i um indice espacial), respectivamente.

A fim de obtermos as outras duas equagdes, definimos o quadrivetor densidade de

corrente,
J"=1(p. J) (105)

Construimos, entdo, a equacao
O F* = j”, (106)

que nos fornece a lei de Gauss (93), para v = 0, e de Ampere-Maxwell (94), para v =i (i um

indice espacial). Assumindo v = 0, temos

NWFO+0,F0 + :F = p,
V-E = p. (107)

Para o caso em que v é um indice espacial, vejamos v = 1. Teremos,
30F01 + 82F21 + 83F31 = jl,

OE! 9B® OB’ |

108
ot  oxy  oxs (108)

Il
~.

resultado na primeira componente da equagdao de Ampere-Maxwell (94). Assim, as quatro

equagoes de Maxwell se reduzem, no formalismo covariante, a duas equagdes simples:

O F* =j" e §,F*" =0. (109)

3.2 Equacgdes de Campo para o Quadrivetor Potencial

Nesta se¢do, utilizamos as equacdes de Maxwell no formalismo covariante (109) e a
defini¢do do tensor intensidade de campo (97) para obter equacdes de campo para o quadrivetor
potencial, que é o campo mais fundamental e que descreve o féton. E conhecido que diante das

transformacoes

A— A-Vy, ¢—>¢+%—)t(, (110)

os campos elétrico e magnético ficam invariantes. Tais transformacdes podem ser reunidas na
forma covariante,
AH — AH 4+ 9H y, (111)
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em que y representa uma funcdo escalar arbitrdria. Para tal transformagdo na versdo covariante,

o tensor eletromagnético intensidade de campo fica inalterado:
FFY' — FFY 4 (0H9" — 3" 0") y = FH. (112)
Com o intuito de obter a equagdo de campo para o potencial, usamos a defini¢do do tensor
F*” nas equagdes de Maxwell ndo homogéneas (109). Obtemos
OA” - 9" (0,A%) = j7, (113)
em que O = §,0. Como vimos, o campo potencial A* possui uma liberdade de defini¢dao que

depende da fungdo escalar y(x). Tal fun¢do pode ser escolhida de forma que

9, A" =0, (114)

que define o chamado calibre de Lorentz. Neste caso, a equacado (113) se reduz a

DA* = j*, (115)

que, na auséncia de matéria, nos fornece

oA# = 0. (116)

Vemos, entdo, que o campo que representa o féton respeita uma equacao de Klein-Gordon para
uma particula ndo massiva (43). Nas préximas secoes, trataremos mais a fundo a questao da
simetria de calibre e de como ela se relaciona com o fato de um campo vetorial ter ou ndo massa.

Uma versao massiva das equacoes de Maxwell é expressa pelo modelo de Proca, para o

qual, na auséncia de matéria, temos a equacao

3, F" + m*A” = 0. (117)

Se calcularmos a quadridivergéncia da equacao acima, obtemos

m26,A” =0, (118)

o que, para m> # 0, nos exige d,A” = 0. Assim, a condicdo de Lorentz é obrigatéria para a
eletrodindmica de Proca, havendo a perda da liberdade de ajuste da fungo escalar y (x). Usando

a condicao de Lorentz na equagao (117), obtemos

(m+m?)A* =0, (119)

que significa que cada componente do campo A* obedece a equagao de Klein-Gordon (43).
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3.3 Simetria de Calibre

A simetria de calibre exerce um papel fundamental no MP que descreve as interagdes
eletrofraca e forte entre as particulas elementares. Sua aplicacao a Mecéanica Quantica remonta
ao trabalho de Vladimir Fock em 1926 (JACKSON; OKUN, 2001).

Conforme ja discutido no Capitulo 1, as simetrias ou invariancias sdo de vital importancia
na Fisica. O teorema de Noether enuncia que as simetrias continuas estdo sempre relacionadas
a conservacao de uma grandeza fisica. Assim, a homogeneidade do espaco resulta em uma
invariancia por translagdo que, por sua vez, implica na conservacdo do momento linear; da
homogeneidade do tempo, ou seja, da invaridncia com respeito as translacdes temporais, chega-se
a conservacao da energia; a conservagao do momento angular é consequéncia da invariancia por
rotagdes (GREINER; MiLLER, 1991).

Uma importante classificacdo das simetrias corresponde a sua natureza local ou global.
As simetrias globais sdo transformagdes que sdo realizadas de forma idéntica em cada ponto
do espago-tempo. No caso das simetrias locais, as transformagdes dependem do ponto do
espaco-tempo em que sao aplicadas. Uma transfomacao de calibre global em um campo ¢ (x) é
definida por

Y(x) — ' (x) = ey (x), (120)

em que 6 € independente das coordenadas x do espago-tempo. Quando a fase 6 depende das
coordenadas x (6 = 6(x)), diz-se que a transformacao de calibre € local. Uma transformacgao
(global ou local) do tipo (120) corresponde a uma transformag@o pelo grupo de simetria U(1), o

0

conjunto das transformacdes unitdrias U = e'"” com 6 € R.

3.3.1 Simetria de Calibre Local na Eletrodinamica

A interacao de particulas carregadas com o campo eletromagnético impde o principio
de que as equacdes da teoria sdo invariantes por transformacao de calibre local. No que segue,
iremos exemplificar esta questdo no contexto de particulas relativisticas de spin %, descritas pela
equacdo de Dirac:

iy o —my =0, (121)

em que m corresponde a massa da particula.

Para que a equacdo de Dirac seja invariante pela transformacao de calibre local,

y — ey, (122)

devemos utilizar o principio de que a derivada d,, deve ser substituida pela derivada covariante

D, =8, +ieA,, (123)
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sendo e um parametro adimensional que desempenha o papel de constante de acoplamento entre

0 campo eletromagnético e a matéria fermidnica, campo A, deve transformar-se como

1
Ay — Ay = =0,6(x). (124)

O campo A* = (¢,A) é denominado quadrivetor potencial e 6(x) € uma fungado real que
implementa a transformacao de calibre. Desse modo, para assegurar a invariancia de calibre

local, a equagdo de Dirac (121) deve ser modificada para

iy o —my —y'eAy =0, (125)

em que a equacao (123) foi substituida na equagdo (121). Portanto, a simetria de calibre local
introduz o termo de interagdo do campo iy com o campo A, que neste caso, corresponde ao
potencial vetor do campo eletromagnético da teoria de Maxwell.

Na Fisica de particulas, o aspecto importante do principio de invariancia de calibre local é
introduzir a interacdo do campo eletromagnético com a particula relativistica (Iéptons) de acordo
com a equacdo (125). Neste contexto, emprega-se a linguagem da Teoria de Campos, em que a
densidade Lagrangeana descrevendo a intera¢do do campo eletromagnético com o campo de spin

% ¢ dada por

— 1
L=y(y'D, —m)y - ZF'“VF#V. (126)

Nesta expressdo, o primeiro termo corrresponde ao campo de Dirac interagindo com o campo
eletromagnético, descrito pelo tensor F,, = 0,A, — 0,A,.

A Lagrangeana (126) descreve a QED. Ela pode ser aberta e escrita explicitamente como
1 — . —
Loep = = F" Fuy + ¢ () (1y" 0 = m)y (x) — ey () y* Apih (x) (127)

em que o ultimo termo define a interacdo dos campos via a constante de acoplamento e,
relacionada com a carga elétrica da particula. Utilizando a transformacao de calibre local (122) do
campo de Dirac, juntamente com a transformagao (123) do campo A, mostra-se que a densidade
Lagrangeana (127) € invariante por uma transformacao de calibre local.

Finalizamos com dois comentdrios acerca da TQC. Primeiramente, para uma quantizagdo
covariante, deve-se adicinonar a Lagrangeana (127) um termo de fixacdo de calibre, que em geral,

pode ser escolhido como
—%(aﬂAﬂ)z, (128)

em que ¢ € o parametro de fixacdo de calibre, que é um nimero real arbitrario. Em segundo lugar,
os observdveis fisicos ndo devem depender da escolha de &. Este é um resultado importante
que pode ser provado na TQC que descreve o MP da Fisica de particulas elementares (LEE;
ZINN-JUSTIN, 1973).
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3.3.2 Prova da Invarianvia de Calibre na Teoria Classica

A seguir, mostraremos explicitamente a invariincia de calibre da densidade Lagrangeana
(127). Isso sera feito para a transformacao global (120) e para transformacao local (122).

A prova da invariancia de calibre envolverd trés termos: a Lagrangeana para o campo

eletromagnético,
1
Ley == F Fuy, (129)
a Lagrangeana de Dirac,
Lpirac = ipy* 0 — my, (130)

e o termo de interacao que acopla o campo de Dirac e o campo eletromagnético,

Lin = ey YA, (131)

As trés partes acima compdem a Lagrangeana da QED dada em (127). Nos referimos a Teoria
Classica, porque nao consideramos as corre¢des de ordem superior na constante de acoplamento,
as chamadas correcdes quanticas devidas aos loops. A demonstracao seguinte estd baseada na
referéncia (MCMAHON, 2008).

A invariancia de calibre global das contribuicdes expressas pelas equagdes (130) e (131)
¢ obtida diretamente, uma vez que 8 € uma constante real e, portanto aﬂeie = 0. Para o termo de

massa, por exemplo, temos

myy — mle Y (x) ][y (x)] = myy. (132)

Para a fisica de particulas, ¢ importante verificar a invariancia da soma das contribuicdes
(129), (130) e (131) sob uma transformacao de calibre local. Neste caso, iremos adotar o parametro
6 = 6(x), dependente das coordenadas x* = (x°, x!, x2, x*) do espaco-tempo. Considerando o
termo de massa contido na equagdo (130), a invariancia de calibre local segue 0 mesmo padrao
da obtida em (132). A diferenca fundamental ocorre no termo contendo a derivada, j4 que agora

@eie(x) # 0. Aplicando a transformg¢ao local no primeiro termo da equacao (130), obtemos

iy o — ile™ Y)Y 0, Py (x)],
= iy ()Y 0 (x) — ¥ ()Y Y (x)8,0,
£ Wpyrou. (133)

O cdlculo acima mostra que a Lagrangeana de Dirac com apenas a derivada simples (em
contrapartida a covariante) nao € invariante sob uma transformacdo de calibre local. Contudo, se

exigirmos que o campo eletromagnético transforme-se como

1
Ay — Ay —=08,0, (134)
e

7
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com a consequente transformacdo do termo de interacdo (131) dada por
— 1 — —
L — —eyy'y (A,u - zaue) = _ellfyﬂ‘//Au + '707#1//8/1‘9’ (135)

obteremos exatamente o termo necessdrio para cancelar a parte extra que aparece em (133).

Diante dos resultados (132), (133) e (135), temos a Lagrangeana Lp;yqc + Ln; invariante:

Lpirac + Lim — W (x)y 0 (x) — Y (x)y"¥ (x) 0,0
+  my ()Y (x) - eby YA+ (x) Y Y (x)d,0,
= Wy Ou — myy — ehy YA,
= Lpirac + Lin- (136)

Notemos que o termo de interagdo faz exatamente o papel do complemento para a derivada
covariante. A prescri¢ao d, — D,, d4 origem ao chamado acoplamento minimo do campo ¥
com 0 campo A,.

Para finalizar, devemos mostrar a invariancia da Lagrangeana (129) pela transformacgao

(134). Temos, para o tensor eletromagnético,

1 1
F/JV bl a,u (AV - ;(9,,6’) - (9V (A# - Zaﬂg) 5
= 0,A, - 0,A,, (137)

0 que garante a invariancia da parte referente apenas ao campo eletromagnético. Uma outra
forma de mostrar tal invaridncia em Fy, seria pela substitui¢do da derivada simples pelo derivada

covariante, F;w =D,A, -D,A, =F,.

3.4 Eletrodinamica Massiva

Um dos maiores triunfos da ciéncia do século XIX foi a formulagdo, por Maxwell, de
uma descricdo matematica unificada da Eletrodinamica Classica. Uma consequéncia direta do
eletromagnetismo de Maxwell € o fato de a velocidade de propagacao de qualquer radiagao
eletromagnética ser constante no vicuo, independentemente do referencial inercial adotado.
Experimentos em uma grande faixa de frequéncias confirmam com alto grau de precisado este

resultado. A constancia da velocidade da luz implica, por sua vez, o quantum de radiacdo, o f6ton,

ter massa nula. Contudo, o féton apresenta energia /v, momento linear % e spin 1. Embora
o enorme sucesso da QED tenha levado a quase total aceitagdo do f6ton ndo massivo, ha um
esforco experimental para se determinar, direta ou indiretamente, se a massa do féton € zero.
Como veremos adiante, uma massa de repouso nao nula para o f6ton, do ponto de vista tedrico, €
perfeitamente compativel com os principios gerais da Fisica de particulas elementares.
Considera-se impossivel formular um experimento a partir do qual se demonstre que a

massa do féton € exatamente zero. Na verdade, o melhor que se pode fazer € restringir cada vez
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mais o limite superior para a magnitude de uma eventual massa. De acordo com o principio da
incerteza, 0 melhor que se poderia obter para o limite superior da massa do f6ton seria m,, ~ #,
o que daria algo da ordem de 107%° kg, para uma idade do universo de 10'° anos. Mesmo com
uma massa de magnitude tio infima e extremamente dificil de detectar, as consequéncias de
uma massa nao nula para o féton seriam importantes. Por exemplo, terfamos uma velocidade da
luz no vicuo dependente do comprimento de onda, haveria desvios da lei de Coulomb e ondas
eletromagnéticas longitudinais.

A quebra da invaridncia de calibre pode causar problemas indesejdveis no modelo, como a
violacdo da unitariedade, com efeitos deletérios na renormalizabilidade da teoria. Para o habitual
modelo de Proca, uma solugao foi encontrada por (STUECKELBERG, E.C.G., 1938), em que
um termo misto que inclui um campo escalar € adicionado a densidade Lagrangeana, de modo
que a simetria de calibre seja restaurada. Acontece que o modelo de Proca pode ser obtido por
meio da fixagdo do calibre da Lagrangeana de Stueckelberg. Outra possibilidade € a aplicacao
do conceito de teorias duais, usando, por exemplo, o procedimento de dualizacdo de Noether
(FARGNOLI et al., 2014). Considera-se o modelo ndo invariante como a versao de calibre fixado
de uma teoria de calibre. Simetrias ocultas podem ser reveladas pela construcao de uma teoria
invariante de calibre a partir de uma nao invariante.

Além da discussao realizada acima, é importante notar que hd situagdes em que o féton se
comporta como se tivesse uma massa efetiva, como nos casos em que a luz interage com o plasma
carregado ou se propaga ao longo de um guia de onda. Assim, o estudo da eletrodinamica massiva
apresenta diversas aplicagdes. Nos capitulos que seguem, faremos estudos de consisténcia fisica
de alguns modelos com termos de massa ndo usuais. A fim de completar a compreensao da
motivagao desses modelos, faremos, a seguir, uma breve introducao as teorias com violagao da

simetria de Lorentz.

3.5 Modelos com Violacdo da Simetria de Lorentz

As simetrias de Lorentz e CPT desempenham um papel fundamental na TQC e sao
observadas com alta precisdo em todos os testes experimentais (KOSTELECKY; RUSSELL;
TSO, 2012). A simetria de Lorentz caracteriza todas as teorias relativisticas, que sdo invariantes
sob as transformacdes de Lorentz. A invariancia sob uma combinac¢do das transformacoes
discretas de conjugacdo de carga, de paridade e de inversdo temporal, simetria CPT, é vinculada,
por meio do teorema CPT, a invariancia de Lorentz, ja que todas as teorias que respeitam esta
simetria obrigatoriamente sao invariantes sob transformagoes CPT.

Entretanto, o interesse em modelos que violam as simetrias de Lorentz e CPT vem
crescendo desde que um termo do tipo Chern-Simons em um espago-tempo de quatro dimensdes
foi considerado pela primeira vez (CARROLL; FIELD; JACKIW, 1990). O MPE (COLLADAY;
KOSTELECKY, 1997; COLLADAY; KOSTELECKY, 1998), que inclui o termo tipo Chern-

Simons (também conhecido como termo de Carroll-Field-Jackiw), proporciona uma descricao
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das violagdes de Lorentz e CPT, controladas por um conjunto de coeficientes, cujas pequenas
magnitudes devem ser garantidas pelos experimentos. Tais violagdes viriam de uma teoria
mais fundamental e os coeficientes que as caracterizam seriam valores esperados no vacuo de
quantidades tensoriais da teoria subjacente. Muitos aspectos do MPE té€m sido estudados desde
entdo (PEREZ-VICTORIA, 2001; SCARPELLI et al., 2001; ALTSCHUL, 2007; CASANA et
al., 2010).

A Eletrodindmica Quantica Tradicional (MARIZ; NASCIMENTO; PETROV, 2022),
como a Teoria de Campos de maior sucesso, € um modelo invariante sob transformacgdes de
Lorentz e de calibre. Modelos de eletrodindmica massiva violam, em uma primeira andlise, a
simetria de calibre. O termo de massa de Proca, embora quebre a invariancia de calibre, respeita
a simetria de Lorentz. E possivel, contudo, elaborar modelos com termos de massa que, em
principio, violem ao mesmo tempo essas duas simetrias.

Modelos com a presencga de termos de massa que violam a simetria de Lorentz foram
investigados antes e apresentam interessantes peculiaridades. Algumas dessas particularida-
des foram apontadas nas referéncias (GABADADZE; GRISA, 2005) e (DVALI; PAPUCCI,
SCHWARTZ, 2005), em que um termo de massa do tipo —%m2Af A/ foi considerado, sendo J
um indice espacial. O campo de calibre, neste caso, tem dois graus de liberdade massivos, mas a
forca estdtica entre as particulas carregadas é do tipo Coulomb. Em (ALTSCHUL, 2006), foi
investigada a possibilidade de se gerar radiativamente uma massa para o f6ton em segunda ordem
no vetor de quebra de Lorentz. Também foi realizada uma andlise de termos de massa mais
gerais, e a possibilidade de existéncia de modos superluminais em tais casos foi mostrada. Uma
Lagrangeana de Stueckelberg para fétons massivos em um calibre R; generalizado foi estudado
no trabalho (CAMBIASO; LEHNERT; POTTING, 2012). Termos de massa que quebram a
simetria de Lorentz gerados por quebra espontinea de simetria de calibre em um modelo de
calibre-Higgs violador de Lorentz foram investigados na referéncia (ALTSCHUL, 2012). Em
(FARGNOLI et al., 2014), alguns aspectos deste tipo de quebra de simetria de calibre foram
focados em um estudo de modelos duais.

Nos capitulos que seguem serdo examinados modelos que apresentam termos de massa
que violam a simetria de Lorentz e, em uma primeira andlise, a invariancia de calibre. Veremos
que, mesmo em tais situacoes, € possivel recuperar caracteristicas essenciais para um modelo

fisicamente consistente.
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4 Dualizacao

O conceito de dualidade é muito util no estudo de modelos tedricos em diversas dreas da
Fisica, que abrangem da matéria condensada as TQC (POLCHINSKI, 2017), (HIELMELAND;
LINDSTROM, 1997).

Isso porque alguns modelos apresentam caracteristicas ocultas que sdo evidentes no
seu dual. Sendo os modelos duais aqueles diferentes na forma, mas equivalentes na descri¢ao
de um sistema fisico, pode-se dizer que eles sdo complementares: se um € mais adequado em
determinado regime, em outra situacao limite, o outro modelo se mostra mais efetivo. Torna-se,
entdo, uma questao interessante saber se um determinado modelo posssui um dual com as
caracteristicas desejadas. Além disso, relacdes de dualidade permitem o mapeamento de uma
teoria com acoplamento fraco em outra com acoplamento forte, em fun¢ao da implementacdo da
relagc@o entre acoplamentos elétrico e magnético.

A primeira relacdo estabelecida neste contexto foi a paradigmatica dualidade entre o
modelo autodual e o de Maxwell-Chern-Simons, no espaco-tempo tridimensional (DESER;
JACKIW, 1984) e foi discutida como uma caracteristica genérica de uma ampla classe de modelos
de Teoria de Campos. Desde entdo, diferentes métodos para estabelecer e estudar as relacdes de
dualidade foram elaborados (HIELMELAND; LINDSTROM, 1997).

Neste capitulo, em um contexto geral, apresentaremos alguns exemplos de dualidade,
como a da relac@o entre campos escalares e tensoriais € a dualidade entre a eletricidade e o
magnetismo (HHELMELAND; LINDSTR6M, 1997). Por fim, apresentamos o0 MDN, o qual tera
grande relevancia para o desenvolvimento deste trabalho.

4.1 Escalar x Tensor

Nesta secdo, apresentaremos um exemplo de dualidade entre modelos que envolvem
campos escalares e tensoriais. Mostraremos que as acdes apresentadas sdo diferentes na forma,
mas equivalentes na descrisao de um sistema fisico. Ou seja, mostraremos que se tratam de

modelos duais. Consideremos as duas agdes abaixo:

I) para o campo livre de Klein-Gordon, ¢, sem massa, em um espago-tempo quadridimensio-

nal,

1
S¢:§/d4x[F,,(¢)Fﬂ(¢)], emque F, =d,0, (138)

II) e para um campo tensorial de segunda ordem antissimétrico, A, também sem massa, em

quatro dimensdes espago-temporais,

1
Sa =3 / d*x[Fup(A)FPP(A)], emque Foyp = 044, — OyAup +0pA,y. (139)
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A partir das equacdes de Euler-Lagrange e da definicao dos campos duais,

FIP(¢) = &"P7F,(¢), (140)
F7(A) = %g#WFW(A), (141)

podemos obter as equagdes de campo e as identidades de Bianchi. Para o campo livre de

Klein-Gordon, obtemos

0, FF(¢) =0 — equacdo de campo,

8,F"?(¢) =0 — identidade de Bianchi,
e para o campo tensorial antissimétrico livre:

9,F*(A)=0 —  identidade de Bianchi,

0,F*"(A) =0 — equacdo de campo.

Convém observar que as identidades de Bianchi provém da defini¢ao dos tensores duais.

Como podemos observar, a alteracdo de uma descri¢do para a outra faz a troca do papel
das equagdes de campo e das identidades de Bianchi. A fim de se fazer uma anélise mais detalhada
da relacdo entre os dois modelos, cria-se uma a¢do mestre S 4 que gere as duas agdes por meio

da substitui¢do das equacgdes de campo na Lagrangeana original. Consideremos a acao,

Srg = / d*x(aF,,,F*"* + bd, F*). (142)

em que ¢ € um campo escalar multiplicador de Lagrange e F),,, € um campo independente, sem
nenhuma relagdo a priori com o campo A.

Aplicando-se o principio da a¢do minima a a¢do Sr 4 em relacdo a variacdo do campo ¢,
d¢, obtemos

1
— PTG, Fypy =0 (143)

.
o F =3

Desta forma, o campo F, - € for¢ado a satisfazer a identidade de Bianchi, e podemos escrever

Fypo =0yAp0 —0pA,s +05-A,,. Substituindo este resultado na acdo mestre da equacio (142),

fazendo a = ok obtemos a acdo para o campo tensorial livre (139).
Para finalizar, falta obter a equagdo para o campo ¢ a partir da equacio (142). Fazendo
a = 7, escrevemos a acao mestre como

Srg = d*x(Fuyp F*™° + bs""?7 8, F, ). (144)

3!

Entéo, aplicamos o principio da a¢do minima, em relagdo a variagdo do campo tensorial Fj,,,,

0 Fyy,p, obtendo a relagdo

FIP = —gewpkakgb, (145)



Capitulo 4. Dualizagdo 44

que, substituida em S 4, nos fornece

1 b? b?
Sre — = d*x (ZSA“VPSKWPE),W[)K(]& + Esﬂvp"swpmaﬂak(p) ,

3!
1 bz b2
-3 d*x (Z(—3!)6’1K61¢6K¢ - 7(—3!)5“&#(158%) ’
b2
= Z/d“x(@yqﬁaf‘qs)_ (146)

Para b = V2, recupera-se a acdo para o campo escalar livre, para o caso de dualiadade em 4
dimensdes consultar (GUIMARAES et al., 2010). Assim, a partir da acdo mestre S 4, obtemos S
e S4, que representam, pelo menos classicamente, modelos equivalentes ou, em outras palavras,

modelos duais.

4.2 Dualidade Eletricidade x Magnetismo

Nesta secdo, apresentamos mais um exemplo de dualidade. Partimos das equacgdes de
Maxwell sem fontes € mostramos uma dualidade eletromagnética.
Conforme vimos no Capitulo 3, no formalismo covariante as equagdes de Maxwell

reduzem-se a duas equagdes tensoriais,

0uFuy =0 e Oy Fyy =0, (147)

sendo a segunda delas a identidade de Bianchi. Vemos uma simetria na troca da equagdo de

campo pela identidade de Bianchi, ou simplesmente as permutas

FH — FHY e FH —s —FHY, (148)
em que
0 E. E, E 0 B, By, B,
v _ | “Ex 0 B -By . puv_ | “Be O —E: Ey . (149)
-E, -B, 0 B, -B, E, 0 -E,
-E, By -B, 0 -B, -E, E, 0

0 que resulta em uma simetria discreta pelas trocas
E— B e B — -E. (150)

Trata-se de uma dualidade eletromagnética.

Como fizemos na Secao 4.1, construimos uma ac¢do mestre. Considerando a acao

1
Sa = e d*xF,,(A)F*" (A) (151)
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em que g € a constante de acoplamento, com F,,(A) = 0,A, — 0,A, e a identidade Bianchi,

Oy F v = 0, tentamos uma a¢ao mestre na forma

1 N
Sra = / d“x(@FﬂyFﬂua/\ﬂavFW : (152)

em que A, € um campo vetorial e na qual, em principio, Fy,, € um campo independente. Variando

a acdo em relacdo a A, obtemos

0, F" =0 = F,, = d,A, — 0,A,, (153)

de forma que tal substituicdo em Sr A nos levaa S4 (151).
Pretendemos agora obter uma agdo dual a S4 (151). Aplicamos o principio da acdo

minima, desta vez por meio da varia¢do do campo F},,, 6F);,, obtendo

1 a
TP = S =

a
—G", 154
> (154)
em que G*” é o tensor dual de GH¥ = A — 3 A,

Subtituindo este resultado em (151), obtemos a ac@o para o campo vetorial A¥,

g2a> o
Sk — S == d*x G,,G*". (155)

Para escrevermos a agdo em termos do tensor G*”, usamos

- A 1
GG = 28upoGP7e"" G p,

1
~2(8265 — 6255)GPT G op = —E(G“ﬂ — GG op,
_GaﬁGaﬁ’ (156)

de forma que, para a = 1, obtém-se a a¢do dual de (151),

2
Sh = gz / d*x G (NG (A). (157)

Nota-se que, no processo de dualizagdo, mudou-se o regime de acoplamento: g — g’ = é. A

relagdo obtida por meio do principio da agio minima, - F#* = G*” explicita a troca entre campos
8

elétrico e magnético no procedimento de dualiza¢do. A dualidade eletricidade-magnetismo € do

tipo vetor-vetor.

4.3 Meétodo Iterativo de Dualizacao de Noether

Em teorias de campos, um dos procedimentos mais poderosos para a obtencdao de
teorias duais € a constru¢ao da chamada acdo mestre (GOMES; MALACARNE; SILVA, 1998),
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utilizada nas duas secOes anteriores, Secao 4.1 e Secdo 4.2, que acomoda os dois campos. Em tal
procedimento, os dois modelos sdo obtidos pelo uso das equacdes de movimento dos campos na
acdo original. Por outro lado, o MDN (ANACLETO et al., 2001) € baseado na transformacao de
um modelo com violagdo da simetria de calibre em outro simétrico por meio da adicdo iterativa
de contratermos que seriam nulos na camada de massa. O método remete aos trabalhos de Ferrara,
Freedman e Van Nieuwenhuizen (FREEDMAN; NIEUWENHUIZEN; FERRARA, 1976), e
Ferrara e Scherk (FERRARA et al., 1977), que foram importantes na constru¢ao de acdes de
supergravidade com campos componentes. O método também foi aplicado com sucesso em
teorias supersimetricas (FERRARI et al., 2006). No contexto proposto, 0 método € fortemente
sugestivo de fornecer modelos duais, pois em todos os testes realizados até o momento, 0s
modelos tém apresentado descri¢des equivalentes da fisica sob estudo (FARGNOLI et al., 2014),
(CANTCHEFF et al., 2003), (TONIOLO et al., 2017).

O método também estd apoiado na ideia de promover uma simetria de calibre global
para uma versao local, presente na teoria dualizada. O novo modelo dual deve ser equivalente
fisicamente ao modelo original e invariante por uma transformacao de calibre local. Este capitulo
€ dedicado a introdu¢dao ao MDN por meio da constru¢do de Lagrangeanas duais. Para isso,
na Subsecdo 4.3.1 faremos uma breve discussao do método, que serd aplicado no modelo de

interesse em capitulos posteriores.

4.3.1 Descri¢ao do Método

O MDN consiste em uma técnica iterativa em que a Lagrangeana dualizada £p inva-
riante por transformacio de calibre local é construida a partir da Lagrangeana original £(?,

recursivamente, seguindo os seguintes passos (FARGNOLI et al., 2014):

I) definir a teoria de um campo vetorial A, pela Lagrangeana £ que nio possui simetria

pela transformacao de calibre A, — A, + 0,7;

I) calcular a variacio da Lagrangeana £(? em relacio ao campo A u» definindo a corrente de
Noether K;:
5LO = K,6A%; (158)

III) adicionar a0 modelo um campo vetorial auxiliar B, por meio da Lagrangeana modificada

LW =r0_p g~ (159)

tal que 6B, = 6A, = 0,1;
IV) uma vez que do passo anterior conclui-se que 6 £ = —B, §K”, escrever a Lagrangeana

LY =rV4r (160)

sendo £ definida de modo que 6 L? =6LW +6L =0;
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V) obter a equagdo de movimento para o campo B, a partir 6L? = 0 e substituir na
Lagrangeana invariante £(?. O modelo dualizado serd definido por £p = £® apés a

elimina¢do do campo auxiliar B,,.

Nos passos descritos acima, assumimos que é possivel definir £? invariante de calibre.
Caso isso ndo fosse possivel, o processo de adicionar termos continuaria até obter-se uma
Lagrangeana invariante de calibre. Na préxima Subsecdo 4.3.2, este método serd aplicado a um
modelo apresentado no artigo (DESER; JACKIW, 1984). Assim como no Capitulo 6 utilizaremos

0 MDN para determinar o modelo dual da Lagrangeana proposta nesta tese.

4.3.2 Aplicagao do Método Iterativo de Dualiza¢ao de Noether: Modelo Auto-

dual de Deser e Jackiw

A fim de exemplificar a aplicagdo do MDN, estudaremos o modelo autodual de Deser e
Jackiw (DESER; JACKIW, 1984). Trata-se de um modelo no espaco-tempo em 3 dimensdes,
com um grau de liberdade massivo e governado por uma a¢ao com derivada de primeira ordem
em termos do campo vetorial. No artigo (DESER; JACKIW, 1984) mostra-se que o modelo é
equivalente, por meio de uma transformacao de Legendre, a uma teoria invariante de calibre com
um campo vetorial com massa topoldgica. Aqui, mostraremos esta equivaléncia por meio do
MDN.

Partimos de um modelo que ndo possui simetria pela transformacio de calibre A, —
A, +0un,

L0 = %mzA”Aﬂ - %msf’ﬂﬂAaaﬁAﬂ. (161)

Para determinar a corrente de Noether devemos calcular a variacao da Lagrangeana (161)

em relagdo ao campo A,,. Variando termo por termo, obtemos
5(Lm2ara,) = m2arsa
Em u = m u €

—mePH (0, Apg)dA,, (162)

1 Q,
o (—Ems B“AaalgA#)

de forma que
5L = (m2AH" — mg“ﬁ“ﬁaAﬁ)éA#. (163)

Assim, verificamos que a corrente de Noether é dada por
K = m*A* — mePro, Ag. (164)
Como a variacio de £© ndo é nula, devemos adicionar um campo auxiliar B, tal que
0A, = 0By, para obter a Lagrangeana LW, representada na equagio (159), ou seja,

£0 =20 _pk» (165)
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A seguir, calculamos a variacio de £V, dada por

LY = 6£©0 —65(k*B,),
= K“SA, — (5K"B, + K"6B,) —> (6A, = 6B,),
= —6K"B,. (166)

A préxima etapa serd obter a Lagrangeana £, Para isso, vamos calcular a variacio da
corrente de Noether (164),
SK* = —m*5 AF. (167)

Como a varia¢io de £? deve ser nula, adicionamos a £(!) uma Lagrangeana £, tal que essa

condic¢do seja satisfeita. Assim,

1
2 1 2
£® = £y 3 B,B*, (168)
6L® = -m’B,6A* + m*B,6B" — (5A, = 6B,),
= 0.

Desta forma, obtemos a Lagrangeana invariante de calibre £(?, dada por

1 1 1
—m*AFA,, — EmgaﬂﬂAaaﬁAﬂ — B,K* + EmZBHBﬂ. (169)

@ _
L7=3

O préximo passo para a obtencio do modelo dual é a eliminacio do campo auxiliar B# de £®.

Para isso, devemos calcular a varia¢ao de (169) em relagdo ao campo B:

5pL? = —-K"6pB, + m*B*53B,, = (~K" + m*B")53B,,. (170)
K#

K" +m?’B* =0 = B* = —. (171)
m

Substituindo (171) em (169), obtemos

1, 1 B K*K, m? K*K,
LD = Em A#A# - Eme 'uAaaﬁAﬂ - 2 + 7 m ,
| 1 KK,
= SmiANA, - EmsaﬁﬂAaaﬂA,J -5 (172)
Escrevemos
apu 1 apu 1 apu = FH
& 8QA5 = 58 (8QA/3 - 8ﬁAa) = 58 Fgﬁ = Fr. (173)

Utilizamos esta defini¢do na multiplica¢do (K#K,), em que K* estd definido em (164):
K'K, = (m*AF —me"ProgA,) (m* A, — me,,, 0 AY),

(mzA# - mF“)(mzAﬂ -mF,),
miAF A, —2mP AFF, + m*FFF,. (174)
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Finalizando, substituimos (174) em (172):

1 2 ! @ KIJK/J
Lp = Fm*AMA, = sme PrALOpA, — S
1 1 1 1

EmzA“A# = mFrA, EmZA“A# +mFYA, = SF'Fy,

1 1
= —EF'uFlu'FEmF'uA#,

(175)

que € o modelo dual proposto no artigo (DESER; JACKIW, 1984).
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5 Invariancia de Calibre Residual em uma
Eletrodinamica Massiva com Violacao

da Simetria de Lorentz

Uma forma alternativa de gerar um termo de massa que viola a simetria de Lorentz foi
investigada em (FELIPE et al., 2019), na qual uma formulagao tipo Palatini do modelo de CFJ
foi realizada. Interessantemente, esta formulagdo, com a participagdo do termo de CFJ, causou a
emergéncia de uma contribui¢do de massa na densidade Lagrangeana do f6ton. Enquanto o usual
termo de massa de Proca quebra apenas a invariancia de calibre, a presente contribuicdo de massa
viola a simetria de Lorentz e, supostamente, a de calibre. Tais resultados parecem intrigantes,
porque o modelo do qual se parte, no qual F*” € tratado como um campo independente, nao
apresenta nenhuma evidéncia de violag@o da simetria de calibre. Neste capitulo, estudamos uma
versao mais geral do modelo massivo obtido em (FELIPE et al., 2019) e mostramos que ha
uma invariancia de calibre residual no modelo obtido a partir da formula¢do do tipo Palatini. O
conteddo deste capitulo deu origem a publicacdo (MARQUES et al., 2022b).

Consideremos o modelo definido pela densidade Lagrangeana

1 1
Lo= - ZF“VFW + pakt AY0P A% €y po + §,u2MWA#AV - 'g(KﬂFW)Z
+ Lp+epAlyy (176)
em que
L =iy y oy — mpy e My = K1y — PRuKy.

Na Lagrangeana, F,, = 9,A, — d,A, € o tensor do campo eletromagnético definido na
Secdo 4.2, e representa a carga do campo fermidnico ¢ e o vetor k* introduz no setor de calibre
da teoria uma violacdo da simetria de Lorentz, no sentido proposto na referéncia (COLLADAY;
KOSTELECKY, 1997). A modificagéio no setor do féton da eletrodindmica ¢é introduzida pelos
termos
KHAY 0P A% &y pers M, AFAY e (K’“‘FW)Z.

A constante y possui dimensao de massa enquanto que «, 8 € p sdo constantes adimensionais
auxiliares que tém o propdsito de selecionar diferentes possibilidades de modelos.

Para avaliar a consisténcia fisica da densidade Lagrangeana (176), primeiro calculamos o
propagador cléssico, seguindo-se uma andlise explicita de seus polos. Além disso, também sera
estudada a consisténcia do modelo em relacdo a unitariedade da matriz S em nivel de arvore. Isto

serd feito por meio do método de saturagdo do propagador por correntes conservadas.
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5.1 Determinagao do Propagador do Campo de Calibre

Pode-se inferir diversas caracteristicas de um modelo por meio da andlise dos propagadores
dos campos envolvidos. O primeiro passo para determinar o propagador de um campo € a obtencao
do operador de onda, proveniente da parte quadraitica da Lagrangeana livre, quando escrita na

forma (no caso do campo do féton),

1
La= EA”O,“,AV. (177)
Para isso, devem-se realizar integracdes por partes e desprezarem-se os termos de superficie,
partindo-se do pressuposto de que os campos se anulam no infinito. Por exemplo, o termo de

Maxwell fica da seguinte forma:

1
_4_1 MVF#V

1
—Z(aﬂAV - 0,A,)(0"A” — 37 AY),

1 4 4 4 v
3 (OuA AT~ 0,4, 0M A — 3, A0 A +0,A,0"AM),

1 4 4 1 4 4
5 (QuAVOHAY = 8,4, 04 A”) = S(ADA” = A,0,0" A),

1
S A (O = 00 A”. (178)

Para a teoria descrita pela densidade Lagrangeana (176), considerando a parte livre do campo de

calibre, apds a integracdo por partes de todos os termos, obtemos um operador de onda dado por

O = (O+ /12/(2)0/” + ,uzkza)w =28,y — p,uzAW. (179)

em que utilizamos as defini¢des dos seguintes operadores:

9,0
Op = Ty — "DV, (180)
9,0
Wy = “DV, (181)
Suw = Keuypsd?, (182)
Apy = Kuky, (183)

em que 0, € w,, sao os operadores de projecdo transversal e longitudinal, respectivamente.
Adotaremos, no modelo que vamos estudar, 8 = 0, y = —1 e u?> = 1. O propagador é

definido a partir do inverso do operador de onda, que satisfaz a relacao

0, (0N, =1, (184)

A fim de que o operador de onda seja invertido, € necessario que a dlgebra dos operadores seja
fechada. Para isso, definimos X, = «,0, e EW = ky0, = Z,,. Utilizando o fato de que (O‘I)W

deve ter a forma

(O_I)UV = blggv + bzw‘TV + b3SUV + b4AUV + b520V + b6igv, (185)
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podemos usar a identidade (184) para determinar as constantes b1, by, b3, b, bs € bg em (185).

A édlgebra dos operadores acima definidos € exibida na Tabela 1, na qual utilizamos

fuv = =(K2p* + 220, — Bwyy + p* Ay + AT, + A2, € A=k19, = 3H, (186)

Tabela 1 — Algebra dos operadores - Multiplicagio de linhas por colunas

x| e Jwn [0 A 2, [¥,
A—

Oucr Oy 0 Sy AW—EZW Sy —Adwy |0
11— —

Wyo 0 Wyy 0 EE”V Awyy DI

S/JO' S/,tV 0 fyv 0 0 O

pi pi

Ao || Ay = EZ’” Ezﬂv 0 K2 Ny K22,y ANy

I 0 Xy | 0 AN, Az, OA .y

Lo || Sy —Awuy | Awyy | 0 K22, KOwuy | A2y

Fonte: Autoria propria.

A partir da equacgdo (184) e utilizando a dlgebra descrita pela Tabela 1, obtemos, no

espaco dos momentos, em que fazemos as substitui¢des

d, — ip,, implica, 0 — —p? (187)

o operador inverso

(O Yy = % {—(p2 ~ k)6, + % D+ %2(sz + 45)] Wy — 21'5,”} +
+ %{—%H(zw +X,) — %(—K2H+4D~)AW}, (188)
com
D = (p> - k) +4(k*p* - 2%, D =—-(*p* - p2?) +«*(1 - p)
(&

H=-p(p* - k) +4c*(1 - p).

O propagador do campo A, no espago dos momentos € definido por

<ALA, >=i(07),,. (189)

Na préxima se¢do, analisaremos os polos deste propagador, assim como as restri¢des que eles

impdem as solucdes das equacdes de campo.
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5.2 Polos do Propagador no Espaco dos Momentos e Equacoes

de Campo

A partir das equacdes de campo e do propagador do campo dado em (189) podemos
analisar diversos aspectos da consisténcia do modelo. A escolha do presente modelo para
andlise se deve a uma particularidade que observaremos para o caso p = 1. Vamos adotar
um vetor de quebra de Lorentz do tipo espago e escolher um sistema de referéncias tal
que «* = (0,x) = (0,0,0,¢), resultando k? = —f%. Esta restricdo € motivada pelo fato de
que vetores tipo tempo ndao conduzem a uma teoria fisicamente consistente (FELIPE et al.,
2019). Os quadrivetores para 0 momento e o potencial sdo definidos, respectivamente, por
P = (p,papysp2) € AF = (9,A) = (A% A,, Ay, A;). O sistema de coordenadas adotado € tal
que o vetor k estd na dire¢do positiva do eixo z € Ay = 0. Deste modo, o potencial vetor A estd
contido no plano x X z.

Com as escolhas adotadas acima, temos

A=pukt =—tp, e KHA, = —tA;. (190)

Substituindo os resultados (190) no operador inverso (188), obtemos o propagador do campo
(189)

/ 1 2 p? .

<A A, > = %{—(p2+t2)9w—t—2 D+ gz(p2H+4D) ww—zitsmﬁpﬁ}
[ [tp.H S 2o 353 £3
B{TE(ZW+EW)—BUH+4D)6ﬂ6V : (191)

Na expressao acima, o simbolo 62 representa o delta de Kronecker e € diferente de zero somente

para i = 3, ou seja, para a componente z. Para as escolhas realizadas, temos

D = (p*+13)? -4 (p* + pd), (192)
D = 2[p*+pp2+t*(1-p)l, (193)
H = —p(p*>+1%) -4*(1-p). (194)

As massas fisicas sao polos simples do propagador e, portanto, devem ter valores nao
negativos. Para determinar os polos devemos verificar em que ponto o propagador € singular, ou
seja, os pontos em que os denominadores D e D se anulam. A partir dessa andlise, poderemos
saber se os polos correspondem a propagacao de graus de liberdade fisicos no modelo.

Os polos podem ser determinados de forma simples, observando que as equagdes (192) e

(193) podem ser escritas na forma

D = (pj —m3)(pg — m3) e D =t*(pj —m?),
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fornecendo os polos m%, m% e m?2, dados por
mi = pl+(p.+1)%, (195)
my = pl+(p.—1% (196)
m* = pi+(1-p)(p:-17), (197)

2_ .2 _ 2 2 2.2 _ 2 2
emque p~ = py = Py — Py — Pz PpL=DPxtPy.
O préximo passo da anélise € investigar como os polos afetam a equagao de movimento do
campo A, que corresponde a condi¢do O, A” = 0, com Oy, definido em (179) e os operadores

(180)-(183) no espago dos momentos, ou seja, com as substitui¢oes (187),

(=p* + KA, + (p- A)py— p(k - A)ky + 2iepk” PPAF = 0. (198)

Nesta equagdo, utilizamos a notagdo p - A = pHA, = pYAp — p - A (aplicamos a mesma notagio

para « - A). Multiplicando a equacgdo (198) por p*, obtemos a condi¢ado de calibre,

1
p-A= %(K'A)’ (199)

que substituida na equagdo de campo (198), com as escolhas adotadas em (190), nos leva a

—(P2+ 1A, — p(popu+126,°) A, + 2ite,ppP AY = 0. (200)

A expressao acima equivale a quatro equacdes, uma para cada valor do indice p,

—(p*+ ) A = p(p2 - 17)A, =0, (201)
—(p* + 1)) Ay + ppoprA; +2itpy =0, (202)
PPPyA; +2it(poAx — px¢) =0, (203)
—(p*+1%)¢ — pp.poA; - 2itp, A, = 0. (204)

Verificamos, que para, A, # 0 o polo p(z) = 7m? dado em (197) é solucdo da equagiio de movimento
(201). Portanto, este polo € consistente com as solu¢des das equacdes de movimento para o
campo de calibre, sendo, portanto, um candidato a um modo massivo de propagacao.

2 2
1 ©m;

vinculo p% = /2, obtido da (201), nas equagdes (202)-(204). Adotando um calibre em que ¢ = 0,

O efeito dos polos m nas equagdes de movimento pode ser obtido substituindo o

ap6s manipulagdo algébrica simples obtemos

(pg— PP AL =0. (205)

Usando a (197), podemos mostrar que para A, # 0 a equagdo (205) equivale a

pi+(1-p)(p:-13)=0. (206)
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Como p, e p, sdo componentes independentes, a (206) serd sempre satisfeita somente se p, = 0

e p, = +t. A relacdo desta solu¢do com os polos m% e m% pode ser demonstrada da seguinte forma.

Caso I: Vamos impor que pg =m? = m%.

Usando (195) e (197), obtemos

pp:+2p. +1*(2=p) =0, (207)
cujas solucdes sao,
—t, se0<p<1
p:=3 tlp-2) (208)

, sep<Ooup>1.

Vemos portanto, que para 0 < p < 1, obtemos a solu¢ao p, = —t de (206). O momento associado

com este modo de propagacdo € p = (0,p,, —t). Assim,

p-A=pp—p-A=1A,. (209)

Para obter este resultado utilizamos as escolhas feitas anteriormente: A = ¢ = O e Ay =0.
Mostraremos agora que a equagdo (209) pode ser usada para fixar o valor de p. Utilizando a

(199) nas condi¢des (190) e lembrando que k%> = —12, obtemos

p-A=ptA,. (210)

Comparando esta equacao com a (209), concluimos que p = 1. De fato, levando este valor nas

expressoes dos polos (195)-(197) e fazendo p, = —t obtemos,!
m* = mi=|pl, 211)
ms = | pl|*+ 4% (212)
Desse modo concluimos que existem dois modos de propagacido do campo: um modo massivo

dado pelo polo m% e um modo sem massa dado pelo polo 7i?.

Caso II: Vamos impor que p(z) =m? = m%

Usando (196) e (197), obtemos

pp: =2tp;+1*(2-p) =0 (213)

cujas solucdes sdo,

t, se0<p<1

=2 12 - 214
bz M, sep<0Ooup>1. @14)

' A relacdo de dispersio relativistica para uma particula com massa m é dada por p> = m*> > 0, ou seja,

(p®)? =| p |? +m?. Para uma particula sem massa, (p°) =| p |*.
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Vemos, portando, que para 0 < p < 1, obtemos a solucdo p, = ¢ de (206). O momento associado
com este modo de propagagdo € p = (0,p,,t). Seguindo os mesmos passos do caso anterior

concluiremos que p = 1 e os modos de propagac¢do sao dados por

m* = my=|pl*, (215)
mi o= | pl|*+ 4% (216)

Assim, obtemos os mesmos modos de propagacdo do caso anterior, mas com a dire¢do de
propagacdo da componente p, invertida.

Ocasoemque A, = 0e A, # 0 ndo é fisicamente relevante, uma vez que resultard em um
possivel polo miultiplo que, portanto, nao pode ser interpretado como polo fisico. Para A, # O e
A, =0, uma solugdo fisica aceitdvel ocorre para p, = 0 e p, = +¢. Com o valor da componente

p. correspondendo aos modos de propagacdo analisados anteriormente.

5.3 Analise da Unitariedade

Uma vez analisado o modelo em relacdo aos polos do propagador e a natureza dos
graus de liberdade como modos transversais e longitudinais, passamos agora a andlise da
unitariedade do modelo em relacdo aos estados de particulas no espagco de Hilbert. Esta questao
pode ser investigada pelo método do propagador saturado por correntes conservadas (CASANA;
FERREIRA; MOREIRA, 2012). Nesta abordagem o propagador saturado é definido por

SP=JY< A, A >0J, (217)
U

em que J# € a corrente conservada satisfazendo p,J* = 0. O método consiste em calcular os
residuos do polo do propagador (217). Quando a parte imagindria do residuo for ndo-negativa, a
unitariedade no espaco de Hilbert € preservada e o polo representa um grau de liberdade fisico.

Utilizando a (191), os operadores (180)-(183) no espaco dos momentos, ou seja, com as

substitui¢des (187) e a conservagdo da corrente J,,, temos o operador saturado (217) dado por

sp=2 2412 £J; *H + 4D 218
=D —(p~+17) —7( +4D) ¢, (218)
em que
D = (p5—m)(pg—m)), (219)
D = (pi-m?), (220)
H = —p(p*+1%) -42(1 - p). (221)

A partir dos resultados apresentados em (208) para 1> = m% e (214) para m? = m%, determinare-

mos os residuos do propagador saturado (218) quando p, = +t.
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Para p. = +t, as partes imagindrias R | ») dos residuos associados aos polos 7> = m? e
z (1,2) 1

2

52 _
m —m2

sdo iguais e podem ser obtidas a partir de (RILEY, 2006)

4°(1-p)

(pg —m?)

1
Rz = lim ——————1{—(p2—mJ*+
(1,2) pl—ii? p(z) — 2 — 42 { (Po )

I (4 - p)} . (222)

O limite acima estard definido somente quando p = 1. Este resultado € coerente com as solucdes
(208) e (214), em que p pode assumir valores no intervalo 0 < p < 1. Desse modo, parap =10
residuo (222) € dado por

R(12) = =J2. (223)

O residuo acima € positivo, indicando que os polos correspondentes preservam a unitariedade no

espaco de Hilbert.

5.4 Invariancia de Calibre Residual

Verificamos que a Lagrangeana (176) é consistente para p = 1, por meio dos polos do
propagador e das equacdes de campo. Certificamos que € preservada a unitaridade no espaco de
Hilbert, e que os polos representam graus de liberdade fisicos. Outra questdo interessante de

observar € que o termo de massa
2
M,y = KNy — PKuKy, (224)

ndo teria inversa para p = 1:

%+ww+ PPy )
k2 k2 k(1-p)

Luy= (M) = (225)
Tal inversa € essencial para a determina¢dao do modelo dual invariante de calibre, conforme
veremos no Capitulo 6.

Os resultados apresentados sugerem uma invariancia de calibre residual. Verificaremos
esta possibilidade analisando a densidade Lagrangeana L), com o termo que viola a simetria de
calibre, .

Ly = EA“M#VAV. (226)

Ao considerar a transformagao de calibre A¥ — A + 9 y, teremos;

1 1
Lry = EAMM#VAV + A'UM,uv(avX) + 5(8#X)M#V(8VX)' (227)

Se 9* y € proporcional a k*, tal que d* y = B(z)k*, com B(z) uma fung¢do adimensional de z

(assumindo que o eixo z € paralelo ao vetor de fundo), obtemos, explicitamente, usando (224),

(0" x)M,,

ﬁ(Z)K#(K277/JV - PK,qu),
B(2)kPk, (1 = p), (228)
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que serd anulado, caso seja p = 1. Assim, obtemos uma invariancia entre as densidades
Lagrangeanas (226) e (227). Desta forma, observamos que a densidade Lagrangeana (176) se
mostra invariante sob uma classe de transformacdes de calibre: aquelas em que a funcdo escalar
x (x) apresenta gradiente quadridimensional dado por 0 y = 8(z)«*. Trata-se de uma invariancia

de calibre residual.
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6 Equivaléncia entre Modelos Duais em

Niveis Classico e Quantico

Neste capitulo, apresentaremos uma andélise geral da equivaléncia entre modelos duais
obtidos pelo MDN descrito na Subsecdo 4.3.1. Para isso, serd necessdrio levar em consideragao
0s novos termos de interagdo que aparecem no modelo dualizado. Em particular, mostraremos
que a interagcdo corrente-corrente com quatro férmions, obtida no modelo dual, é fundamental
para estabelecer a equivaléncia fisica dos modelos cldssicos. Esta € uma contribui¢do original
do trabalho que é um primeiro passo importante para uma andlise pertubativa completa da
equivaléncia entre os modelos. A equivaléncia também serd desenvolvida em nivel quantico na
ordem de um loop, partindo da equivaléncia on-shell para off-shell, este desenvolvimento gerou a
publicagdo do artigo (MARQUES et al., 2022a).

As equivaléncias serdo demonstradas em cinco se¢des. Na Secao 6.1 iniciamos deter-
minando a Lagrangeana dualizada referente a Lagrangeana (176), com a utilizacdo do MDN,
abordado na Subsecdo 4.3.1. A seguir na Secao 6.2 reescrevemos esta Lagrangeana dualizada
com os operadores. A relagcdo entre os propagadores dos modelos serd obtida na Secao 6.3. Na
Secdo 6.4 apresentamos a equivaléncia entre os modelos no nivel drvore utilizando o espalhamento
Mgller. Finalizando, na Secdo 6.5, mostramos a equivaléncia dos modelos em ordem de um
loop, partindo da equivaléncia on-shell para uma amplitude simples de um loop e, em seguida,

mostrando que a equivaléncia € valida off-shell.

6.1 Dualizacdo da Lagrangeana

Nesta secao aplicamos o MDN na densidade Lagrangeana (176) para a construc¢ao da
densidade Langrageana dual £p.

Uma Lagrangeana € invariante sob a transformacéo de calibre A, — A, + 77, quando
sua variagdo € nula apds esta transformacdo. A densidade Lagrangeana (176), ndo € invariante de
calibre para uma fungio escalar geral n(x) (Secio 5.4 demonstra que ha uma invariancia residual
para um caso particular do tensor de massa). Iniciamos calculando a variacdo de cada um dos

termos em (176) em relagdo ao campo A,
1 v 4
* 0 —ZFMVF“ = 0,F"6A,.
* O(yaktAYOP A" gy p0) = 2yak, 0,ArePTOA,.

1
* 5 (E,uZMWA“AV) = —u>M" A, BA,.
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L) (_g(KﬂFyv)z) = Brukp 0P FHY6 Ay + BP kY OF Fp0A, .

o« S(eY Aty ) = ey YSA,.

A partir das variacdes acima, podemos calcular 6 L. Usando a definicdo (158), concluimos que

a corrente de Noether é dada por:

K" = 0,F* + 2yak,0,A-e"""7 + ,uzM’“”’A# + Bk 0P F* — BP K OF Fpp + ey . (229)

Dando seguimento aos passos listados na Subsecdo 4.3.1, como 6 Ly # 0, vamos definir

a Lagrangeana (159) e calcular sua variagao:

LY = Lo -K"B,, (230)

tal que

sL£M Lo — 6(K'B,),
K"§A, — (6K*B, + K*SB,,),

—5K"B,, (231)

em que foi utilizada a condi¢do 6A, = 6B,. Dada a variac@o da corrente de Noether,

6K = §(~p*M*" A,) = —* MM 5A,, (232)

obtemos
LY = (~p*M*§A,)B, . (233)

A partir da Lagrangeana (230) e da variagdo (233), define-se a proxima Lagrangeana, de

modo que a sua variacdo 6§ £ seja nula:

2
L=y %BMM,,VBV (234)

De fato, calculando a variacdo de L@ temos

2
5L = 6L(1)+%MW6(B“BV),
= —u*M" B,5pB, + u*M,,, B (63 B*),

= 0. (235)

em que na ultima linha foi utilizado o fato de que a variagdo dos campos A* e B sdo iguais.

Desse modo, obtemos que a densidade Lagrangeana £ é invariante de calibre:

2

LO = 15— BK" + %B“MWBV. (236)
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Com £ ? determinada, procedemos a eliminaco do campo auxiliar B# desta Lagrangeana.

Para isso, calculamos a variacao de £P em relacdo ao campo By, ou seja, ¢ 3 L®,

63L® = (=K, + u*M,,, B")5 B (237)

Como 6L =0, a igualdade (237) resulta na equagdo de movimento do campo B,:

K, - u*M,,B" =0, (238)
0 que conduz ao resultado
L., K
B, = 5 (239)
7

em que definimos L, = (M‘l)w.

Substituindo (239) em (236), determinamos a Lagrangeana dual £ p, invariante de calibre:

L,K'K* 1 ,
Lp = Lo- " + " LM M, L K Ko,
ro - K (240)

= oO—————.

2u?
6.2 Lagrangeana Dualizada com Operadores
Abordaremos nesta se¢cdo uma densidade Lagrangeana de forma geral

1

Lo=La+ 5;ﬂA#MWAV — J A" + LF. (241)

Na qual, este modelo representa uma extensao violadora da simetria de Lorentz da QED.
Um exemplo explicito deste tipo de modelo foi apresentado pela densidade Lagrangeana (176).
O termo L4 fornece a parte invariante de calibre do setor do féton, que pode abranger termos
invariantes no nivel da acdo; L € a densidade Lagrangeana de férmions livres; M, € um tensor
adimensional, dado que u € um parametro com a dimensao de massa.

E possivel construir, a partir de (241), um modelo invariante de calibre por meio do MDN,

conforme discutido detalhadamente na Secdo 6.1, em que se obteve

1 4
Lp=Lo— Q—#ZK#L“ K, (242)

em que L,, = (M ‘l)w. Nos casos anteriores, levou-se em conta apenas a Lagrangeana livre
do féton. Na sequéncia deste capitulo, veremos que a corrente de Noether pode incluir termos
dependentes do campo fermidnico.

Inicialmente, observamos que, apds a integracao por partes na acao, a densidade Lagran-

geana (241) pode ser representada por

1
Lo = EAﬂ(OO)/JVAV - JﬂAy +Lr, (243)
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em que (Op ),y € 0 operador diferencial que aparece na equacdo de onda. Desse modo, a variagdo

da Lagrangeana (243) em rela¢do ao campo A, € dada por
6Lo =[(00)'""A, —JH]6A,. (244)
O operador diferecial (Op),, contém termos de primeira e segunda ordem nas derivadas,

além do termo de massa (ordem zero nas derivadas). A partir desse resultado podemos comparar

as equacoes (158) e (244), e concluir que

K" = (0p)* A, — J*. (245)

Substituindo a equagdo (245) no segundo termo da Lagrangeana dual £p em (242), utilizando

integracdo por partes, obtemos

1 1
- v o _ _ 17¢] I a%
QﬂzK#LW K" = 2 [(O0)*" Ay = JF]Ly[(O0)" Ap = J7],
1 1 . 1 y
= EA“ E(OO)M/L)/,B(OO)ﬁ Ay, - ,L?J#L”V[(OO) F Ap]
1
+ 2—/ﬂJﬂLMVJV. (246)

Iremos considerar o modelo (243) com a parte quadratica %A ﬂOgVA,, definida por

oL = O + 1> M*”, (247)

em que O"” representa o operador correspondente a parte invariante de calibre do modelo, obtido
quando o termo de massa € omitido. Em particular, substituindo a igualdade (247) no primeiro

termo da segunda igualdade em (246), temos
(00)*"Lys(00)" = (00" Lys(OP” + 1’ MP") = (00)*" LysOP + 1> (00)*”.  (248)
Na udltima igualdade acima, utilizamos LHP Mg, = 6+,.

Substituindo a (243) e a (246) na (242), levando em conta o resultado (248), obtemos a

Lagrangeana dualizada:

1 1
Lo =54 [‘;7(00)%%0‘” Ay+ L)+ L, (249)
em que
1 1
Ly=-J* (A/l - ELﬂV(OO)VﬁAﬁ) e Ly =Lr- Z—MJ“LWJV- (250)

E importante notar que na (249) novos termos de interacio foram gerados pelo procedi-
mento de dualizagdo: um nao minimo, dado pelo segundo termo de £, e um acoplamento tipo

Thirring corrente-corrente que aparece no segundo termo da expressao L.
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6.3 Relacao entre os Propagadores

Nesta secdo, obteremos uma relagc@o entre os propagadores dos modelos original (243)
e dualizado (249), generalizando a relacdo demonstrada em (SCARPELLI; CANTCHEFF;
HELAYEL-NETO, 2004).

Iremos analisar agora a parte quadratica da ac@o de calibre dualizada, dada pela densidade

Lagrangeana (249). Desta expressao identificamos o operador diferencial do modelo dualizado:

oy = —/%(OO)WLWO/”. (251)

E importante lembrar que o operador O#” que aparece em (251) corresponde 2 parte invariante de
calibre de (243) e, portanto, ndo possui inversa. Por isso, € necessdrio introduzir na Lagrangeana
(243) um termo de fixagdo de calibre proporcional a (aﬂA“)z. Com esta modificacdo, o operador
diferencial da parte quadratica do setor invariante de calibre € redefinido para

O" = OF 4+ = (252)
T

. . - . E . o )
em que 7 € o pardmetro de fixagdo de calibre e w,, = 7= € o projetor longitudinal responsével

pela quebra da transversalidade de O*”.
Com a introducdo do termo de fixacdo de calibre, a expressdo (251) sera modificada pela

substituicao 0P — OPY. Assim, obtemos

v 1 x
o = —?(OO)“VLyﬁOﬁV,

1 1
—F(OO)MLyﬁoﬁug ~-2(00) Ly . (253)

Para obtermos a equagdo acima, substituimos o resultado (252) na equagao (253). A equagao
(253) contém um novo termo de fixagdo de calibre em que w*” foi substituido pelo operador
_l%(oo)wLyﬁwﬁv .

A partir dos resultados anteriores podemos calcular o propagador da teoria dualizada:

(AA)Dp = i(05") v (254)

em que o operador inverso de (253) € dado por

(Op) v = —12(071) 1y ME (O gy (255)

Deduziremos, agora, uma expressao do propagador dualizado (255) exclusivamente em
termos dos propagadores do modelo original (243). Isolando o operador O*” representado em

(252) e substituindo na expressao (247) obtemos
Ogv = OM 4+ IuZM,uv’
~ O
O — =M + > M™". (256)
T
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Multiplicando (256) pela direita por (O~") v € pela a esquerda por (051) uv» Obtemos, ap6s uma

algebra elementar,

(é_l)uv = (O(_)l)uv + ,UZ(ON_I)/J)/MYﬁ(O(sl)ﬁV - g(é_l)uyw)Iﬁ(O(Sl)ﬁw (257)

Vamos analisar o dltimo termo da equacgdo (257), levando em consideracdo que o operador
inverso de (252) é dado por

O~y = (051 + éw‘” (258)
em que (O, rl)‘“’ é a parte transversal de (O~")*”. O primeiro termo da decomposigio (258) é
explicado pelo fato de que o modelo que origina o operador diferencial O*” € invariante de

calibre. Destacando o ultimo termo da equagdo (257) e substituindo a (258) temos

o~ ~ O ~ T _
_;(0 l)uVWYﬁ(Ool)ﬁv 7 ((OTrl)w + Eww) “’Yﬁ(ool)ﬁv’
_wﬂﬁ(Oél)ﬁih

0,05y — (05" v (259)

em que W,y = Nyuy — By, tendo sido 6, definido em (180). Substituindo o resultado acima e a

equivaléncia (255) na equacao (257) resulta em

(O[_)l)yv = Huﬂ(Oél),Bv - ((j_l)yw (260)

A relagdo entre propagadores mostrada na identidade (260) é notavelmente simples e
mostra que o propagador dualizado pode ser determinado diretamente dos propagadores do

modelo original (243) e da parte invariante de calibre com adicdo de termo de fixagdo de calibre.

6.4 Equivaléncia em Nivel Arvore

Nesta secdo, mostraremos a equivaléncia dos modelos descritos pelas densidades La-
grangeanas Ly e Lp, dadas, respectivamente, em (243) e (249), por meio do processo de
espalhamento Mgller (elétron-elétron).

Da expressdo (249), definimos a corrente modificada
7 v 1 7]
Ju=Jy |67, — l?L (Oo0)py| - (261)

O primeiro passo € mostrar que esta nova corrente € conservada. Para isso, utilizaremos a

expressao no espaco dos momentos

y 1
prJ, = p* [J# - E(Oo)#ﬁLBVJV] . (262)
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Substituindo (247), no segundo termo da expressao (262), resulta em

1 v 1 v v
—lﬁpﬂ(oo)ﬂﬁLﬁ J, = —l?pﬂ(oﬂﬁ + 1 M) LR T, = —pY T, (263)

em que usamos o fato de que L, = M /;\} e que O,p € transversal (o modelo original sem massa
€ invariante de calibre). Diante deste resultado, conclui-se de (262) que p#J,, = 0, ou seja, a
corrente € conservada.

Considere o espalhamento elétron-elétron em nivel arvore (THOMSON, 2013). Para o

modelo original (243), a amplitude de espalhamento € representada pelos diagramas exibidos na

Figura 2.
Figura 2 — Espalhamento elétron-elétron para o modelo massivo original.
i , "
Pl - P P2 - P1
k=p —p} k=pi—ph
Ph P2 Pl P2

Fonte: Autoria propria.

Utilizando a corrente escrita em termos das solu¢des da equagao de Dirac (linhas externas

do diagrama na concha de massa), os diagramas da Figura 2 possuem a forma geral
Fo = —iJ* (05" J". (264)

Por outro lado, a amplitude de espalhamento elétron-elétron para o modelo dual deve
levar em conta, além dos diagramas do tipo (a), os diagramas do tipo (b), correspondentes a
interacdo corrente-corrente existente em (249). Estes dois tipos de diagrama s@o mostrados na
Figura 3. Em particular, o diagrama do tipo (a) corresponde aos dois diagramas da Figura 2,
porém escritos com o propagador da teoria dual e a corrente modificada. O diagrama do tipo (b)
também corresponde a dois diagramas com momentos trocados.

Assim, a amplitude de espalhamento correspondente a Figura 3 para o modelo dual é
.7 -1 sy Luv v
Fp =—=iJ"(Op ) J” — lJ”—ZJ . (265)
J7

O primeiro termo da amplitude acima corresponde ao primeiro diagrama da Figura 3, enquanto
que o segundo termo € introduzido pela interacdo corrente-corrente que corresponde ao segundo
diagrama da Figura 3.

Usando a identidade 6,,, = 1, — w,, na equagio (260), obtemos

(O[_)l)uv = (Oél)uv - (6_1),111/ - wug(oal)av (266)
- (Oél)uv - (O~_1),uv’ (267)
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Figura 3 — Contribui¢des para o espalhamento férmion-fermion para o modelo dual.

N
(a)

Fonte: Autoria prépria.

em que o terceiro termo de (266) foi ignorado, uma vez que nao contribuird no calculo da
amplitude (265), dado que w,,J” = 0.
Substituindo a nova corrente apresentada em (261) e a representagao do propagador dual

(267) no primeiro termo da amplitude de espalhamento (265), temos

L 1 . 1
. -1 . -1 -1
—iJOR\T = -iJ (77 - PLOO) (05'-07) (n - FOOL) J,

= —iJ0,'J + S JLI +iJ07') = 5JO0 0o LT + LI
. /1 . #. ll
— LJLOoLI - 5JL000™"] + —JL0x0™ OLJ. (268)
! I

u

Iremos agora utilizar a equacio (256) e a conversdo para o espaco dos momentos, 0 — —p2, nos
dois dltimos termos apresentados em (268). Apds alguns cdlculos, temos:
2

~JL0007) = -~ 5L (j+p—+/.12M] oy,
1 M T
I 2 A-1 P2 -1
= -—J|L+u O +—LwO | J. (269)
U T
I -1 i = p? ol A1 |4 PP 2
—JLOGO'OoL] = —IJL|0+=w+i2M|07" |0+ w+u®M|LJ,
[l H 7 7
I 2 A3-1 P2 P2 2 -1
= —J |LOoL + >0 0oL + —LwL + —1*LwO™" |
U T T
i et A
u T

Utilizando a equagdo (258) no espagco dos momentos € as relacdes w(O;rl) =0ew’=wno
ultimo termo de (270), obtemos

2

4
P 1w YL = -2 LoL. 271)
T

72

Substituindo (271) em (270), ficamos com

. . 2
L JL060 ' 0oL = 1 |LOoL + 1?07 0oL + 42 L0 | 1. (272)
u T

u
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Finalizando, vamos substituir (269) e (272) em (268), chegando a igualdade

—iJ (O T, = =id (OZH T, + ’L%JML“VJV. (273)

Voltando a equacao (265) e substituindo o resultado (273), verificamos a equivaléncia com a

equacgdo (264). Ou seja,

i i L,y - Ly,
Fp = —iJ* (O J” - iJﬂﬂ—‘;JV = —iJ, (0" )Y T, + 'L%JﬂL‘”’JV - i.ﬂ‘ﬂ—”zjv =Fo. (274)

Note que o dltimo termo em (273) cancela a contribui¢do do diagrama de quatro férmios da
Figura 3-b que aparece na amplitude (265). Essa equivaléncia € vélida para os dois tipos de

diagrama da Figura 2.

6.5 Equivaléncia em Ordem de Loops Superiores

Nesta se¢ao demonstraremos a equivaléncia on-shell para uma amplitude simples de um
loop e, em seguida, mostraremos que a equivaléncia é valida off-shell. Iniciaremos considerando a
auto-energia do elétron de uma eletrodindmica massiva estentida e de seu modelo dual invariante
de calibre correspondente. A auto-energia do férmion para a densidade Lagrangeana (243) esta

representada no diagrama da Figura 4,

Figura 4 — Diagrama de auto-energia para o férmion no modelo massivo original.

—
M\
—_— Q" “7 —_—i
e S
P—kK
—t
iX(p)

Fonte: Autoria propria.

que, de acordo com as regras de Feynman (KANNILE, 2013), é dada por

. A dk oyt (p-Kem)y”
_ _ 2 1
2= [ 55 (05 (b 275)

Seguindo para a Figura 5, obtemos a auto-energia do férmion para a Lagrangeana dual

(249), a qual recebe as contribuicdes dos diagramas (a) e (b),

iZ(p) =iZ,(p) +iZp(p), (276)
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em que
1 1 Y
A gy V|17 k00 (P —K+m) n-500L| v
5, _ Ha By OBk
l (P) q (27_[)4 (p _ k)z _ m2 ( D ) ( )
277)
€
q2 A d4k »),#L’uv,y\/(k/_i_m) _ mqZ A d4k y#Lﬂv'}’V (278)

iZp(p) = e 20t (K2 —m?] 12 (2n)* [k2 —m?]’

Figura 5 — Contribui¢Oes para a auto-energia de um lago do férmion no modelo dual.

)

o Y
p __'-;J\’ ‘/!f-';;_ p p |/ | p
. E. - a - "
p—K
(a) iSq(p) (b) i¥s(p)

Fonte: Autoria prépria.

Observe que o operador Op atua no campo vetorial e, portanto, depende apenas do

momento k*. Consideremos primeiro a amplitude (277). Temos que lidar com o produto dos
1

=)
7

No célculo em nivel drvore da dltima Secio 6.4, desconsideramos o termo w®? em (266) devido

operadores

1
(OpN ™ (k) (n - FOOL) : (279)

ua By

a conservagao da corrente. Nesta parte iremos considerar este termo e mostrar como o cdlculo
on-shell fixa essa contribui¢do em zero. As possiveis partes ndo transversais dos vértices sao

2

proporcionais a w*. Como w? = w, por ser um projetor, a contribui¢io devida ao termo

desconsiderado, no numerador, envolve o fator

Vo (p =K+ m)y” = Ky K+ mk, (280)

sendo proporcional a

A
]:/ d*k  K(p—K+mk (281)

2m)* K2 [(p — k)2 —m?]’

Para calcular /, utilizamos a método de Regularizacao Implicita (RI) descrita em (FELIPPE et

al., 2022) e abordada no Apéndice A. Supondo que a integral seja regularizada, realizamos a
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parametrizacdo de Feynman, apresentada na Sec¢ao A.1, na qual apresentamos o desenvolvimento
dos célculos da integral

N Ak Krxp) [ —x)p =K+ m] (K + xp)
I—/O dx/ (271_)4 (k2+H2)2 s (282)

em que H> = p?x(1 — x) — m%x. Selecionando os termos pares no numerador e usando as
condi¢des on-shell i(p)p = i(p)m, pu(p) = mu(p) e p? = m?, obtemos

1 A 4 A 4
k1 Pk kakg
I = dx {— +2(1 —x)p%yP
/0 x{ mx | o e TR TPy (27)* (K2 + H?)?

3 3.2 A dtk 1
+ [mxH +m’x (2—x)] i R (283)
Usando a relag@o
A g4
L = 2 guad(—H?), (284)

Qn)* (k2+ H2)? 2

com o objetivo de eliminar os termos de superficie, que € uma condi¢do para a invariancia de

calibre, e o resultado on-shell H> = —m?x2, obtemos

1
[ = / dx {(1 = 2x)mlguga(—H?) +2m>x*(1 = x)[1pg (~H*)} , (285)
0

em que usamos as defini¢des das divergéncias basicas da RI,

A g4
d*k 1
2\ _ 2\ _
losm) = | iy € lawa(m) =

A dtk 1
(2m)* (k2 —m?)’

(286)

As seguintes relagdes de escala sdo usadas para que as divergéncias bésicas fiquem livres do

momento externo,

Lo (—H?) =1 2 Ly H 287
log(_ ) = log(m ) = 16,22 n _ﬁ ( )
(&
Lyuad(—H?) = Luaa(m?) — (m? + H) 11y, (m?) — LI P S B I B . (288)
i 1 & 1672 m2
Temos,

1 1
I = Iquad(mz)/ dxm(l—2x)+[log(m2)/ dxm(1 =x)(4x> +x—1)
0 0

; 1
! 3 _ 2 207 2] _
16”2/0 dxm’® [(1-2x)(1 = x%) +x°(3 - 4x) Inx*] = 0. (289)

Isso mostra que, mesmo na presenca de um vértice nao transversal no modelo dual, este termo

espurio ndo contribui para os calculos fisicos. No entanto, como j4 foi indiretamente mostrado na

Secdo 6.4, temos

1 My 1 y
(n - —ZLOO) ky =kt — = [L(O+*M)])"" k, =0, (290)
2 ju
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jd que O é transversal e M = L~!. Voltamos, entio, nossa atencdo para a equagio (277). Dado
que os vértices sdo transversais, seguimos exatamente os mesmos passos dos cdlculos da equagao
(268) a equacao (273), para obter

(n - izLOO) (057 (k) (n - izoaL) : (051 + izL) . (291)
M H By uv

ua

Como consequéncia, podemos escrever

btk g Kamy” ooy @ [P Ak y o K m)y Ly
Cm* [(p-k)2-m?] 70" 2 ) ot [(p-k)?-m?]
292)

i£4(p) = —¢*

O primeiro termo € (275) e, no segundo, fazemos a mudanca k — k + p e o descartamos do

termo de superficie, conforme prescrito pela RI. A amplitude fica

> [N d*k y*(—K+m)y'Ly,

iZ4(p) = iZ(p)—l? 0 —m?)
. mg® [N d*k Y'Y Ly <
= i2(p) -5 (2ﬂ)4(k2_njz) =iZ(p) - iZ(p), (293)
temos,
i£(p) =iZ(p) +iZy(p) = iZ(p) — iZy +iZ, = iZ(p), (294)

0 que mostra a equivaléncia dos cdlculos a partir das densidades Lagrangeanas original e
dualizada.

Salientamos que esse resultado ocorre para off-shell. E natural esperar que o resultado da
equacao (291) garanta que a equivaléncia entre os dois modelos inter-relacionados através do
processo de dualizacdo pode ser estendido a todas as ordens de loops. Isso ocorre porque a cada
diagrama em arvore do tipo mostrado na Figura 2, referente ao modelo massivo original, que
compde uma amplitude, corresponderd um par de diagramas dos tipos mostrados na Figura 3 (a)
e (b), referente ao modelo dual invariante de calibre. Como resultado disso, esperamos que seja
possivel construir uma prova diagramadtica da equivaléncia de todas as ordens de loops entre os

modelos interligados por dualizacgao.



71

7 Conclusao

Conforme discutido na Introducdo, o fio condutor deste trabalho foi contextualizado no
ambito geral das extensdes da Eletrodinamica Quéantica (QED) que incluem termos de massa, seja
por meio de teorias com violacdo da simetria de Lorentz ou ndo. Em uma das frentes, estudamos
o interessante caso que envolve um tensor de massa ndo inversivel, o que sugere uma invariancia
de calibre residual. Além disso, investigamos relagdes de dualidades de modelos que violam
simetria de calibre por meio de um termo de massa com outros que respeitam esta simetria.

Estudamos uma eletrodinadmica alternativa CPT-impar que incorpora um termo geral
de massa que viola a simetria Lorentz que, na verdade, é uma versao estendida daquela obtida
a partir de um procedimento semelhante ao de Palatini em (FELIPE et al., 2019). Mostramos
que, a parte do tensor de massa que viola a simetria Lorentz afeta apenas um dos trés modos
de propagacao do campo de calibre. O parametro p que controla esta parte do tensor de massa
desempenha um papel fundamental na preservacao das propriedades fisicas essenciais do modelo.
Mostramos que quando p = 1, o campo vetorial apresenta um modo de propaga¢cdo sem massa ao
longo do eixo z. Este fato, juntamente com a falta de um inverso para o tensor de massa, nos levou
a investigar a presen¢a de uma invariancia de calibre residual no modelo. Enfim, mostramos a
consisténcia fisica do modelo por meio de suas equagdes de campo cléssicas e da andlise dos
polos do propagador do campo vetorial. Com esses resultados, elaboramos um artigo, que foi
publicado na revista Advances in High Energy Physics (MARQUES et al., 2022b).

Tratamos, também, o método de imersao em calibre (método de dualizacao de Noether)
para um modelo que viola a simetria de calibre. A técnica pode ser aplicada em um espago-
tempo de dimensao arbitrdria, em modelos que podem incluir derivadas superiores ou nao,
ser invariante de Lorentz ou ndo. A metodologia, como sempre, implica o surgimento de um
novo modelo invariante de calibre para o campo vetorial. Obtivemos, a partir da relacdo entre
os propagadores destes modelos, a confirmacgao de que eles apresentam modos de propagacao
comuns, descrevendo, portanto, as mesmas particulas.

Em seguida, de uma forma mais geral, mostramos a equivaléncia fisica dos modelos duais
em niveis cldssico e quantico. Em nivel cldssico, a equivalancia foi demonstrada por meio do
célculo da secao de choque do espalhamento elétron-elétron (espalhamento Mgller) em nivel
arvore. No caso da equivaléncia quantica, partimos da equivaléncia on-shell para uma amplitude
simples de um loop e, em seguida, mostramos que a equivaléncia € valida também off-shell.
Além disso, pode-se esperar que tal equivaléncia ocorra naturalmente para corre¢des de loops
em qualquer ordem. Motivados com os resultados apresentados, publicamos outro artigo na
revista European Physical Journal C (MARQUES et al., 2022a).

Para trabalhos futuros seria interessante investigar como funcionaria um processo de
dualizacdo no limite p — 1. Em outras palavras, valeria a pena entender que tipo de modelo

surge neste limite em um modelo invariante de calibre mais geral com p indeterminado, obtido
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a partir de um procedimento de imersdao em calibre. Esperamos, também, que seja possivel
construir uma prova diagramadtica da equivaléncia em ordens superiores de loops entre os modelos

interligados por dualizagdo e procurar dualidades em loops superiores.
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APENDICE A - Desenvolvimento da

Integral de Feynman

Neste apéndice, damos detalhes do cdlculo da integral de Feynman que foi necesséria a

demonstracao de equivaléncia dos modelos duais na Secao 6.5.

A.1 Parametrizacao de Feynman

A parametrizacdo de Feynman é um procedimento que facilita o cdlculo das integrais de

Feynman. Este método se baseia na equivaléncia

= ( 1)!/d /d /d o = 2, %) (295)
b1b2 "o . 2 o (b1x1 + boxo + ... + byxy)"

em que 6 € o delta de Dirac, os x; sdo os parametos de Feynman, e os b; geralmente sio

propagadores de particulas correspondentes as linhas internas do diagrama abordado, ao qual
estd associada a integral que se deseja calcular. Estes b; normalmente envolvem massas, por
serem mondmios quadriticos dos momentos internos e externos.

Tendo pelo menos dois fatores b; iguais, derivamos a expressao (295) em ambos os lados,

em relacdo a um dos b; para resultar na expressao adequada. Por exemplo, obtém-se

o(1 - Z,r'lzl Xi)X1
— =n! | dx; dxy... | dx, . (296)
b2 b2 (bix1+boxo+...+ bnxn)”+l
Vejamos alguns exemplos importantes:
1 ! dx
- = 297
ab /0 [(b—a)x+a]? (297)
1 _
L 2/ dx (1 - %) (298)
a’b o [(b-a)x+al’

1 1 1-z dy
abc 2/0 dz/o [(c—a)z+(b—a)y+a]’ (299)

Observe que, apds a parametrizacdo de Feynman, existe uma forma genérica para o
denominador, dada por
[k + B(pk) +C]® (300)

facilitando a integragdo em k.
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A.2 Desenvolvimento da Integral

Partimos, entdo, da integral (281),

A g4
d*k - K+
I:/ K(p —K+mK , 301)
2m)* k2 [(p — k)? — m?]
que tem a forma da integral (297). Neste caso, analisamos o denominador, para o qual teremos

a = (p—k)?-m?=p>=2kp+k*-m?
b = k*

assim,

(a—b)x+b (p? = 2kp + k> —m® — kP)x + k?

= p’x —2kpx —m*x + k* + p*x® — p*x?

(k — px)® + p’x(1 —x) - m*x
k> + H?,

em que k — k + px e H = p?x(1 — x) — m?x. Desta forma, chegamos ao resultado

I =

Atk K(p —K+m)K _/1 d*k (K+ px)[(1 = x)p — K+ m](K + px)
Qm*k2[(p -k -m?]  Jo (2n)* (k% + H?)? '
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ANEXO A - Regularizacao Implicita

A Regularizacdo Implicita (RI) € um procedimento a ser utilizado no espaco dos
momentos, desenvolvido com o objetivo de desagregar a parte divergente das integrais de
Feynman, eliminando a necessidade de se calcular explicitamente tais divergéncias (SCARPELLI
et al., 2001). Para melhor entendimento, a seguir apresentamos as propriedades essenciais da

técnica :
1. funciona diretamente na dimensao fisica do modelo;
2. preserva simetrias de maneira automdtica, para teorias sem conteido andmalo;
3. trata as anomalias de maneira adequada;

4. ¢ aplicdvel a teorias nao-massivas originalmente livres de divergéncias infravermelhas de

maneira segura, mantendo a teoria livre de tais divergéncias;
5. ndo introduz novas estruturas na Lagrangeana da teoria;

6. ndo € complicada do ponto de vista do calculo das integrais de Feynman.

H4 algum tempo, um procedimento no espaco dos momentos que compartilha algumas
das caracteristicas da Regularizacdo Diferencial (FREEDMAN; JOHNSON; LATORRE, 1992)
(que € executada com as amplitudes escritas como distribui¢des no espago das configuracdes) foi
proposto, tendo sido usado com grande sucesso em muitas teorias. Tal procedimento, batizado
de Regularizacao Implicita (RI) (BATTISTEL; MOTA; NEMES, 1998), opera no espaco dos
momentos e na dimensao fisica da teoria.

A RI pode ser formulada por meio de um conjunto de regras. A ideia basica do
procedimento de Regularizacdo Implicita de uma integral de Feynman € assumir, antes de
manipular os integrandos, a presenca implicita de algum esquema ou fun¢do genérica reguladora
p(k?, A), que permite a manipulagio algébrica dos integrandos com o objetivo de separar sua
parte dependente de regularizacao da parte finita (CAMARGO, 2013):

A gtk
(2m)4

4 4
Tr iy / Tr p(2A) = £(K). (302)

(2m)* (2m)*

em que o indice A nas integrais € para indicar que elas estdo regularizadas. Importante destacar

que a funcao reguladora deve definir uma integral absolutamente convergente, ou seja

4
| S lrtopte. )< . (303)
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Primeiramente, supomos que uma regularizacdo € aplicada a amplitude completa, de modo
que as manipulacdes algébricas podem ser realizadas no integrando. Em seguida, realizamos a
algebra do grupo de simetrias e escrevemos a amplitude no espaco dos momentos como uma
combinagdo de integrais basicas, multiplicadas por polindmios no momento externo e objetos

tipicos do grupo de simetrias. Damos, abaixo, exemplos de integrais béasicas:

;o /A d*k 1
B 2m)* (k2 =m?)[(p - k)* = m?]’

A d4k k#

=] @t e kel
_ (M dk kuky
I,UV - (2ﬂ)4 (k2 _ m2) [(p _ k)2 _ mz] . (304)

Cada uma dessas integrais basicas pode ser tratada de acordo com um conjunto de regras. Assim,
uma tabela com seus resultados pode ser usada sempre que um novo célculo estd sendo executado.
As regras de Regularizagcdo Implicita Restrita para calculos na ordem de 1-loop podem ser assim

listadas:

1. uma amplitude € considerada regularizada com uma técnica que é mantida implicita e que
tem as propriedades de ndo modificar nem o integrando nem a dimensao do espago-tempo.
A primeira propriedade € para preservar a parte finita e a segunda é um requisito para nao

violar supersimetria;

2. para obter a parte divergente de uma integral bdsica, aplicamos recursivamente a identidade,

1 _ 1 B p2_2pk
(p—k2-—m?  (K2—m2) (R—md)[(p-k?2—m2]’ (305)

até que a parte divergente ndo apresente 0 momento externo p no denominador. Isso
vai garantir contratermos locais. Os integrandos das partes divergentes sao escritos
somente em termos do momento interno nos loops, de forma que essas integrais nao
precisam ser avaliadas. A independéncia das integrais divergentes do momento externo
€ uma caracteristica altamente desejavel, j4 que necessitamos de contratermos locais
na Lagrangeana do modelo, para fins de renormalizacdo. Além disso, essas integrais
divergentes podem ser escritas como uma fun¢do de um parametro de massa arbitrario que
caracteriza a liberdade de separagdo da parte divergente de uma amplitude e desempenha
o papel de escala na equacdo do grupo de renormalizacdo (DIAS, 2008). As integrais

divergentes restantes tém a forma

Akyky -
K
5o 306
./k (k> —m?) (306)
em que usamos fk como uma notac¢ao simplificada de / —(3111;4;
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3. asintegrais divergentes com indices de Lorentz devem ser expressas em termos de integrais

escalares divergentes e termos de superficie. Por exemplo:

N kuky, 1 A 1 A g K,
J (kz—mz)f?l{"”/k el akv[(kz-mzﬂ]}' 0D

A RI €, por construcdo, um procedimento que preserva simetrias. E bem conhecido que os

termos que possivelmente quebram as simetrias sao os chamados termos de superficie,
que sao facilmente identificados como diferencgas entre divergéncias basicas de mesmo
grau de divergéncia. Essas diferencas sdo finitas, mas dependentes de regularizacdo. Elas
podem ser parametrizadas por constantes a serem ajustadas. Pode-se lidar com os termos
de superficie por meio da adicdo de contratermos locais a Lagrangeana, de tal forma
que as identidades de Slavnov-Taylor sejam satisfeitas. No entanto, um procedimento que
automaticamente as satisfaca é desejdvel. Termos de superficie ndo nulos implicam que a
amplitude depende da escolha de roteamento do momento. Na pratica, defini-los como zero
desde o inicio € equivalente a cancelar esses termos de superficie por meio de contratermos

de restauragdo da simetria local;

4. finalmente, a parte divergente das integrais € escrita como uma combinacao das divergéncias

basicas

liog (mz) = /kA m e Iquad (mz) = /kA m, (308)

0 que exigird contratermos locais no processo de renormalizacgao.
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