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Resumo

Neste trabalho, estudamos teoricamente um modelo optomecéanico de dois modos finito
e ndao amortecido que consiste em uma cavidade Optica de alta qualidade contendo uma
membrana fina, elastica e dielétrica. O objetivo principal € investigar os precursores da
transicao de fase quantica em tal modelo, estudando o comportamento de alguns observa-
veis no estado fundamental. Ao controlar o acoplamento entre a membrana e os modos,
descobrimos que os dois autoestados de menor energia tornam-se degenerados, como
€ indicado pelo comportamento do valor médio de alguns operadores e por outros quanti-
ficadores em fungdo do acoplamento. Tais estados degenerados sdo caracterizados por
uma superposicado coerente de autoestados que descrevem um dos dois modos prefe-
rencialmente preenchido e a membrana deslocada de sua posicédo de equilibrio, devido
a pressao de radiacao (estados de gato de Schrddinger). A deslocalizagdao do sistema
composto fétons+membrana resulta em um aumento nas flutuagées medidas pelas relagées
de incerteza de Robertson-Schrédinger.

Palavras — chave : sistemas finitos; sistemas optomecanicos; Modelo de Dicke.
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Abstract

In this work, we theoretically study a finite and undamped two-mode optomechanical model
consisting of a high quality optical cavity containing a thin, elastic, and dielectric membrane.
The main objective is to investigate the precursors of quantum phase transition in such a
model by studying the behavior of some observables in the ground state. By controlling the
coupling between membrane and modes, we find that the two lowest energy eigenstates
become degenerate, as is indicated by the behavior of the mean value of some operators and
by other quantifiers as a function of the coupling. Such degenerate states are characterized
by a coherent superposition of eigenstates describing one of the two modes preferentially po-
pulated and the membrane dislocated from its equilibrium position due the radiation pressure
(Schrédinger’s cat states). The delocalization of the compound system photons+membrane
results in an increase in fluctuations as measured by Robertson-Schrédinger uncertainty
relations.

Keywords : finite systems; optomechanical systems; Dicke model.
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Capitulo 1

Introducao

Sistemas optomecanicos sao caracterizados pelo acoplamento entre radiacao e matéria.
Em geral, esse acoplamento é estabelecido pela interagdo da pressao de radiagdo com
algum grau de liberdade mecénico (HOLLANDER; GOTTLIEB, 2021), (BOWEN; MILBURN,
2016), (VAHALA; KIPPENBERG, 2008), (ASPELMEYER; MEYSTRE; SCHWAB, 2012).
O estado da arte alcangado em optica quantica experimental, entretanto, tem permitido
controlar e manipular a interagdo de campos eletromagnéticos com dispositivos mecanicos
macroscopicos em nivel quantico (BOWEN; MILBURN, 2016). Exemplos de sistemas
optomecanicos quanticos sdo numerosos. O mais simples € formado por um espelho mével
acoplado a uma mola, permitindo que o sistema oscile ao ser atingido por fétons. Para
otimizar a interagcéo entre a luz e o oscilador mecanico, os fotons sdo armazenados em
cavidades Opticas onde um dos espelhos esta livre para oscilar. Neste esquema, os fétons
sofrem multiplas reflexdes entre os espelhos, prolongando o tempo de interagdo com o
espelho em movimento e, consequentemente, aumentando a presséo de radiagcdo sobre
ele. Vale a pena notar que, em uma cavidade éptica com um espelho mével, a frequéncia
natural do modo eletromagnético armazenado dentro dela € determinado e controlado pelo
comprimento da prépria cavidade. Este fenémeno é chamado de acoplamento paramétrico.

Atualmente, os sistemas optomecanicos tém se tornado um objeto de crescente inte-
resse no campo da Fisica. Por um lado, muitos experimentos tém sido propostos neste
tipo de plataforma experimental para investigar a natureza da interagao entre radiacédo
e matéria e outros aspectos envolvendo sistemas mecanicos macroscopicos e campos
eletromagnéticos no regime quantico. Como exemplos, pode-se citar medi¢cdes quanticas
de ndo demolicdo de uma quadratura mecanica (CLERK; MARQUARDT; JACOBS, 2008),
(HERTZBERG et al., 2010), resfriamento de modos mecanicos ao estado fundamental
(BHATTACHARYA; MEYSTRE, 2007), (BHATTACHARYA; UYS; MEYSTRE, 2008), (TEUFEL
et al., 2011), (CHAN et al., 2011), transparéncia induzida optomecéanicamente (WEIS et
al., 2010), superposi¢ao quantica macroscépica em sistemas mecanicos (MARSHALL et
al., 2003), (KLECKNER et al., 2008), (ABDI et al., 2016), controle quantico coerente de



oscilador mecéanico usando campos opticos (VERHAGEN et al., 2012) e emaranhamento
quantico entre campos eletromagnéticos e um oscilador mecanico (VITALI et al., 2007). Por
outro lado, sistemas optomecanicos sao considerados dispositivos promissores para serem
usados em aplicagoes praticas, como osciladores de radiofrequéncia (LIN et al., 2009),
(MERCADE et al., 2020), memodrias 6pticas (WEIS et al., 2010), sondas de aceleragao de
alta sensibilidade (KRAUSE et al., 2012) e de campos magnéticos (FORSTNER et al., 2012).
Finalmente, o estado da arte alcangado no controle e manipulagéao de sistemas mecanicos
macroscopicos em nivel quantico pode permitir testar experimentalmente a contextuali-
dade quantica em tais sistemas. Como exemplo, nas referéncias (ASADIAN; BRUKNER,;
RABL, 2013) e (DEHGHANI et al., 2020), os autores propdem acoplar magneticamente
um oscilador mecanico a um ponto quantico que atuara como um sensor de movimento
mecanico. Esta proposta parece viavel, uma vez que a realizagcao experimental de uma
deteccao quantica do movimento mecanico de um ressonador ja foi relatada na referéncia
(KOLKOWITZ et al., 2012).

O interesse deste estudo esta voltado para um modelo que consiste em uma cavidade
Optica de alta qualidade com espelhos fixos, onde uma membrana elastica dielétrica é
colocada em seu interior, dividindo a cavidade exatamente ao meio. Como resultado, dois
modos eletromagnéticos sdo estabelecidos, um a esquerda e outro a direita da membrana.
Esses modos sédo capazes de trocar fétons através da membrana. Sob a influéncia da
pressdo de radiagdo, a membrana vibra como a pele de um tambor e esta vibragao é
responsavel por alterar as frequéncias dos modos a direita e a esquerda da membrana,
dentro da cavidade, como consequéncia do acoplamento paramétrico (JAYICH et al., 2008),
(MUMFORD; O'DELL; LARSON, 2015). Este tipo de sistema optomecanico de dois modos
€ particularmente interessante, pois pode ser considerado uma realizagdo do modelo Dicke
de N-atomos (DICKE, 1954), mapeando adequadamente os operadores de campo em
operadores de momento angular. Procedendo desta forma, os dois modos sdo mapeados
conjuntamente na parte atdmica do modelo de Dicke, enquanto a membrana é associada
com a parte do campo correspondente (MUMFORD; O’DELL; LARSON, 2015). Embora o
modelo de Dicke seja um sistema simples, ele apresenta uma fenomenologia muito rica,
como a ocorréncia da transicao de fase quantica (TFQ) e caos em seu analogo classico
(EMARY; BRANDES, 2003a), (EMARY; BRANDES, 2003b). Por outro lado, conforme apre-
sentado em (AKRAM; SAIF, 2016), os autores mostram que um sistema optomecanico de
dois modos pode ser efetivamente modelado por um oscilador harménico chutado, desde
que certas condi¢des sejam observadas. Este modelo também apresenta uma dinamica
cadtica.

As transicdes de fase sdo um fenébmeno amplamente estudado na fisica. Ao passar por
uma transicao de fase, um sistema fisico macroscépico muda qualitativamente de estado,
quando se varia algum parametro, como pressao, temperatura ou campos magnéticos. Em



um sistema termodinamico comum, proximo a uma transi¢ao de fase, as flutuagdes térmicas
desempenham um papel importante. De fato, perto de uma transicao de fase, as flutuagdes
térmicas, que de outra forma seriam microscopicas em escala, sdo intensificadas e atingem
tamanhos macroscépicos. A medida que a temperatura 7' de um sistema tende a zero, as flu-
tuacoes térmicas tendem a desaparecer e, perto do limite de temperatura nula, elas deixam
de existir. No entanto, mesmo neste caso, um sistema fisico ainda pode exibir flutua¢des de
um tipo diferente. Estas sdo chamadas de flutuagées quanticas (SACHDEV, 2017). Assim,
quando no sistema, T' — 0, as transicdes de fase sao dominadas por flutuacdes quanticas
e ocorrem quando um determinado parametro de controle do hamiltoniano deste sistema
atinge um valor critico (SACHDEV, 2017), (CEJNAR; STRANSKY, 2008). Existem alguns
exemplos classicos de modelos teoéricos onde as transicoes de fase quantica (TFQ) sao estu-
dadas: o modelo de Heisenberg de ferromagnetismo e antiferromagnetismo (HEISENBERG,
1928), (HOLSTEIN; PRIMAKOFF, 1940), o modelo de Dicke (DICKE, 1954), (HEPP; LIEB,
1973), que descreve a interagcao de N atomos com um campo eletromagnético, o modelo
de Lipkin-Meshkov-Glick (LIPKIN; MESHKOV; GLICK, 1965), (RIBEIRO; VIDAL; MOSSERI,
2007), que foi introduzido na Fisica Nuclear para reproduzir o comportamento de nucleos
de camada fechada, que é um modelo simples com um grau quantico de liberdade. Esses
modelos podem ser realizados em aparatos experimentais como sistemas semicondutores
de bicamada (MOREIRA et al., 2008), conjuntos de spin de estado sélido acoplados a
cavidades de supercondutores (ZOU et al., 2014), condensado de Bose-Einstein acoplado
a uma cavidade éptica (BAUMANN et al., 2010) e condensados de polaritons em cavidades
de semicondutores (FRAZAO et al., 2018).

No limite termodinamico, sabe-se que, modelos tais como os apresentados acima, exibem
transicao de fase quantica (TFQ) e quebra espontanea da simetria, dependendo do valor
dos parametros (BAUMANN et al., 2011), (WURL; ALVERMANN; FEHSKE, 2016), (MIRI;
VERHAGEN; ALu, 2017). TFQ e quebra espontanea de simetria sdo fendbmenos geralmente
atribuidos a sistemas macroscopicos. O referido limite termodinamico parte de um sistema
finito, ou seja, um sistema formado por um numero finito N de componentes, ocupando um
volume finito V/, tal que ao fazer os limites N — oo e V' — o0, tenha-se N/V mantido finito.
No entanto, alguma atencao tem sido dada aos precursores desses fendmenos macros-
copicos em seus sistemas finitos correspondentes, (BIRMAN; NAZMITDINOV; YUKALOQV,
2013) (Birman et al., 2013), (RESLEN; QUIROGA; JOHNSON, 2005) (Reslen et al., 2005),
(VIDAL; DUSUEL, 2006) (Vidal & Dusuel 2006), (PLASTINA; LIBERTI; CAROLLO, 2006)
(Plastina et al., 2006), (LIBERTI; PIPERNO; PLASTINA, 2010) (Libert et al., 2010), (KONYA
et al., 2012) (Kénya et al., 2010). Tais precursores estdo relacionados com mudancas
sofridas pelo sistema finito a medida que algum parametro ou potencial é variado. Esta é
a situacao aqui estudada, uma vez que consideramos um modelo optomecénico de dois
modos com um numero finito de fétons.



Neste trabalho, observamos como o estado fundamental do hamiltoniano correspondente
do modelo optomecanico “cavidade com membrana no centro” € afetado a medida que um
dos parametros do sistema é variado. Em geral, espera-se que o aparecimento de algum
tipo de ndo analiticidade (descontinuidade da derivada) no estado fundamental ocorra
no ponto critico. Tal ndo-analiticidade pode manifestar-se nos valores médios de alguns
observaveis escolhidos - por exemplo, o imbalance no numero de fétons armazenados nos
dois modos - e na suscetibilidade de fidelidade. Para este caso, existem dois parametros
de interesse que poderiam ser utilizados para acessar os precursores da TFQ ou quebra
espontanea de simetria: a refletividade da membrana e o acoplamento entre o campo € a
membrana resultante da pressao de radiacdo. Optamos por manter constante a refletividade
da membrana, enquanto o acoplamento campo-membrana é variado. Este estudo leva em
consideracao uma situagao muito idealizada: o sistema optomecénico esta perfeitamente
isolado do ambiente, ou seja, ndo sao consideradas fugas de fétons da cavidade ou entrada
de fétons térmicos pelos espelhos ou forgas dissipativas na membrana. Além disso, 0s
campos Opticos dentro da cavidade ndo sdo bombeados por fontes externas. Reconhece-
mos que tais simplificagdes ndo sdo verificadas em experimentos envolvendo dispositivos
optomecanicos. Apesar disso, o sistema optomecanico é estudado em um quadro quantico
completo, sem recorrer a aproximacoes semiclassicas ou métodos similares.

Para identificar os precursores da transicao de fase quantica em nosso modelo, elegemos
alguns indicadores. Estudamos, por exemplo, como se comporta o valor médio de alguns
observaveis como o imbalance € 0 quadrado deste observavel, no estado fundamental,
a medida em que variamos algum parametro de interesse do sistema, no caso, o acopla-
mento entre 0s modos e a propria membrana. Analisamos, também, outros quantificadores
como a suscetibilidade de fidelidade, flutuagdes e a forga resultante sobre a membrana.
Verificamos que existem duas contribuicdes opostas para a forga resultante na membrana:
a primeira é a forga elastica restauradora e, a segunda, como esperado, € devido a pressao
de radiagéo e é proporcional ao imbalance de fétons entre os dois modos. Percebe-se
qgue o hamiltoniano exibe degenerescéncia, mas nem todos os indicadores escolhidos sdo
sensiveis ao aparecimento desta degenerescéncia. Analisamos, em particular, o imbalance
de fétons préximo ao ponto critico e verificamos que este observavel ndo € sensivel ao
estabelecimento da degenerescéncia. Por outro lado, o quadrado deste observavel ja apre-
senta tal sensibilidade. Antes da ocorréncia da degenerescéncia, o estado fundamental do
hamiltoniano correspondente descreve os fotons, aproximadamente, distribuidos igualmente
entre os dois modos. Apds tal ocorréncia, os modos, continuam, de forma aproximada,
igualmente populados e, em ambos o0s casos, o valor do imbalance é aproximadamente
nulo. No entanto, estes estados (antes e ap6s o estabelecimento da degenerescéncia), sédo
qualitativamente diferentes. O que observamos no segundo caso, € uma sobreposi¢ao coe-
rente de dois estados: um estado representado por um modo preferencialmente populado e
o outro vazio e um estado "oposto", onde o modo que esta vazio no primeiro estado esta,
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agora, preferencialmente populado e o que esta populado no primeiro estado, esta, agora,
vazio. Este comportamento pode ser considerado como um precursor da transi¢cao de fase
quantica em cavidades optomecénicas simétricas, para as quais um teste experimental
recente foi relatado, como pode ser visto em (XU et al., 2017).

Esta tese esta organizada da seguinte maneira: no capitulo 2, sera apresentada uma
fundamentacéo tedrica sobre conceitos fundamentais que serdo necessarios para o desen-
volvimento do trabalho. Este capitulo € dividido em se¢des que apresentam estudos tedricos
e também uma explanagdo do modelo proposto como objeto de estudo deste projeto. O
capitulo 3 trata da metodologia que sera empregada para execuc¢ao da pesquisa. O capitulo
4 trata da analise e da discusséo dos resultados obtidos e, por fim, o capitulo 5 é reservado
as consideragdes finais e conclusao.



Capitulo 2

Fundamentacao Teorica

Para construir uma fundamentacéao tedrica que possa embasar o leitor deste trabalho,
serao apresentados alguns conceitos basicos sobre fundamentos de mecéanica quantica
e transicao de fase quéntica, assim como uma explanagao sobre sistemas optomecani-
cos, particularmente, sistemas de dois modos acoplados, separados por uma membrana
movel. Finalmente, sera feita uma revisdo sobre o modelo de Dicke e, posteriormente, o
mapeamento do modelo de dois modos no modelo de Dicke e a determinag&o da forga na
membrana.

2.1 Fundamentos de Mecéanica Quéantica

2.1.1 Os postulados da Mecéanica Quantica

A mecanica quantica esta fundamentada em poucos principios. Nesta secao serdo apresen-
tados os seis postulados para descrevé-la e fundamenta-la. Seguiremos com a apresentagao
destes postulados tal como é feito em (COHEN-TANNOUDJI; DUI; LALOE, 1977).

2.1.1.1 Postulado 1

Na mecénica quantica, cada estado fisico possivel é descrito por uma fungéo de onda .
Em um instante de tempo t,, 0 estado de um sistema fisico é definido especificando-se um
ket |¢(to)) que pertence ao espago de estados £ do sistema.

2.1.1.2 Postulado 2

Todo observavel A é descrito por um operador autoadjunto A atuando em €.

2.1.1.3 Postulado 3

O Unico resultado possivel em uma medida de uma quantidade fisica .A € um dos autovalores
do observavel correspondente A.



2.1.1.4 Postulado 4

No caso de um espectro discreto ndo-degenerado, quando a quantidade fisica A, repre-
sentada pelo operador autoadjunto A é medida em um sistema no estado normalizado [v),
a probabilidade P(a,,) de se obter o autovalor ndo-degenerado a,, do observavel corres-
pondente A é P(a,) = |(u, |¢)|*, onde |u,) é o autovetor normalizado de A associado ao
autovalor a,,. Quando ha degenerescéncia de grau g, de alguns autovalores de A, temos

gn

A‘u;> :an}uz>ai:1727--->gn§<uin|uj 5mn6w722‘u ' :i (1)

n i=1

onde 1 é o operador identidade e
=2 2 ) () =2 > enlu)sd D el =1 @)
n =1 n =1 n =1

Assim, fica postulado que: para um espectro discreto degenerado, quando a quantidade
fisica .A é medida em um sistema no estado normalizado |¢), a probabilidade P(a,) de
obter o autovalor «a,, para o observavel correspondente Aé

9n gn
i 12 i 2
Plan) =Y |en]" = [(uple)] (3)
=1 i=1
onde g, € o grau de degenerescéncia de a,, e {|u’,),7 = 1,2, ..., g,} € um conjunto ortornor-

mal de autovetores que forma uma base no sub-espaco &, associado ao autovalor a,, de
A.

A probabilidade P(a,) ndo depende da escolha da base em ¢&,,. Definindo o projetor B, no
autosubespago de a,, como P, = 39" |u?) (u? |, podemos definir |¢,) como

[n) = Pu ) = Z\u u [0) = ful) (4)
i=1

do que decorre

([t Z\c»—Zl L)) (5)

Portanto, a probabilidade P(a,) é dada por

Plan) = (i [t} = (¥

)={v

)= (v




ou seja, qualquer base formada pela combinagéo linear dos g,, autovalores |u’) no subes-
pago &, fornece a mesma probabilidade P(a,,).

Para um espectro continuo ndo degenerado, tem-se que

Alvy) = alva) ; (Vg |var) = 6 (. — ) ;/da [Ua) (Vo] = 1. (7)

Portanto, os possiveis resultados para uma medida de .4 nao sdao mais discretos e, sim,
continuos. Define-se entéo, a probabilidade de se obter um valor entre a e doaw como uma
densidade de probabilidade dada por dP («). Deste modo, esta densidade de probabilidade
€ expressa por

dP () = p(a)da = |c(a)|" da = |{va [9)|" da. (8)

Assim, ao medir uma quantidade fisica .4 em um sistema no estado normalizado |¢), a
probabilidade de se obter um resultado entre a e a + da é dP (o) = |{v, [¢0)|* dov, onde
|va) € 0 autovetor de A associado ao autovalor .

2.1.1.5 Postulado 5

Se a medida da quantidade fisica .4 em um sistema fisico no estado |) fornece o resultado
a,, 0 estado do sistema imediatamente ap6s a medida é a proje¢do normalizada de |¢),
P, |¢) /\/{(&|P,| ¥), no subespago &, associado a a,,. No caso de a, nio-degenerado,
temos

pn ) _ |un) (un| V) _Gn |tn) — (iArgen) )

Jelfs) VOl

que difere de |u,) por um fator de fase (global) e, portanto, representa 0 mesmo estado que

Ja no caso degenerado, temos

gn
B= D o) (10
=1

Pulg) Sl Gale) Sl ) )

<¢ ‘Pn‘ ¢> \/ ) (W Jud) (| ) \/Z;qll |CZ}L|2
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2.1.1.6 Postulado 6

A evolucéo temporal do vetor de estado|i(t)) é governada pela equagéo de Schrédinger

d (1))
dt

ih — H(t) [4(t)) , (12)
onde H(t) é o observavel associado com a energia total do sistema, conhecido como
operador hamiltoniano ou, simplesmente, hamiltoniano.

2.1.2 O Oscilador Harmoénico

Esta secao € dedicada as definicdes sobre o oscilador harménico classico e o oscilador
harmdnico quantico.

2.1.2.1 Oscilador Harmonico Classico

O estudo do oscilador harménico mostra uma ampla aplicabilidade em torno de seus
principios fisicos. Todo sistema fisico que oscila em torno de um ponto de equilibrio estavel,
de forma que a forca aplicada ao sistema dependa linearmente do deslocamento em relagao
ao ponto de equilibrio, pode ser considerado um oscilador harménico nas vizinhangas desse
ponto de equilibrio.

De acordo com (GRIFFITHS, 2011), o oscilador harménico classico pode ser representado,
de forma mais simples, por um sistema massa-mola onde um corpo de massa m esta preso
a uma mola e, desta forma, sujeito a uma forga restauradora que atua proporcionalmente a
sua posicao. Matematicamente, este sistema € representado pela Lei de Hooke, expressa
por:

F=—kz, (13)

onde k € a constante elastica da mola ou, em um caso mais geral, a constante de proporci-
onalidade entre a forca em relacéo a posicao do corpo e = é a posi¢cao do corpo em relacao
ao ponto de equilibrio.

O potencial a que corpo oscilante estd submetido, é dado por
1
V(z) = —/de = Eka’ (14)

e sua frequéncia angular de oscilagdo w é

w:\/z (15)
m

De acordo com a segunda lei de Newton,

md’x
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logo, tem-se uma equacao diferencial linear de segunda ordem, dada por
mx + kx =0, (17)
cuja solucao é dada por
z(t) = Xpcos(wt — ). (18)

onde X,, é a amplitude e ¢ é o angulo de fase do oscilador.

A energia cinética K do sistema é dada por

1 dz\>  p?
K=-m(Z) = 22 1
Qm(dt> 2m’ (19)

onde p € o momento linear do corpo.

Ja a energia total F do sistema é dada pela soma de suas energias cinética K e potencial
V, sendo assim, representada por

2
1

p=2 + —mw?z?. (20)
2m 2

2.1.2.2 Oscilador Harménico Quantico

Tomando como referéncia (COHEN-TANNOUDJI; DUI; LALOE, 1977), sejam os observaveis
Z e p 0s analogos das quantidades classicas x e p. Atuando sobre a base das posicoes,
estes operadores originam as relacoes

Tlr) = xlr), (21)
d
p|z) = ih— 22
pla) = ih—|z) (22)
e o comutador entre e p é
[, ] = ih. (23)

O problema do oscilador harménico quéantico consiste em resolver a equacao de Schrédinger
independente do tempo para o potencial, que pode ser escrito como

V(z) = %mw%z (24)

e, consequentemente, o operador potencial € dado por

~

1
V() = §mw2§c2. (25)

O operador hamiltoniano do sistema € um analogo da energia para o oscilador harmonico

classico, entao
- pr1
h = + —mw?a?. (26)
2m 2



E possivel mostrar que o espectro de autovalores (niveis de energia) do oscilador harménico
é discreto e limitado inferiormente por 0, ou seja, os autovalores somente assumem valores
positivos. Aqui, as autoenergias serdo chamadas de F,, e os autoestados de |¢,), onde n é
o indice que diferencia os autoestados e as autoenergias.

Como o hamiltoniano £ independe do tempo, considerando ¥,, = ¥, (x), uma fungdo de
onda dependente unicamente da posi¢ao, tem-se a seguinte relagdo de autovalores e
autovetores:

h ‘!pn> = E, ‘!pn> (27)

que, projetada sobre a base das posi¢des, se torna
- —— 4 —mw?2? = EV. (28)

Com o intuito de tornar esta relagdo adimensional, define-se H= %, obtendo, assim

ETL

V) - (29)

. e . . . ~ o Z} O _ MW A, s _
Definindo, também, os operadores adimensionais P = T © X = /%7, obtém-se

i = % (152 + Xz) . (30)

Os operadores aniquilacdo a e criacdo a' sdo definidos por

d:%()?—i—iﬁ) (31)
) it = % (X . iP) . (32)

A agéo dos operadores aniquilagéo a e criagdo a' em um autoestado |¥,,) com energia E,
leva a particula aos estados de energia F,,_; € E, 1, respectivamente. Assim, tem-se:

e
a7, = vVn+1|[W,.,). (34)

O operador numero n é definido pelo produto dos operadores criagdo e aniquilacdo. Assim,
n = a'a. A relagdo de 72 com o hamiltoniano 4 e dos autovalores de 7 com as autoenergias
de h sdo dadas, respectivamente, por:

h= <N+%>m (35)
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1
E, = (n + 5) hw. (36)
Assim, o estado quantico de menor energia, |¥,) possui energia fuw /2.
Os comutadores de interesse na abordagem do oscilador harménico quantico séo: [z, p| =
in, [X,P} =i, [a,a1] =1, [N,a} — _ae [N,aq —at.

No estado fundamental, a fungéo de onda do oscilador harménico quantico pode ser obtida
pela projecédo (z |¥,) , uma vez que o estado de menor energia é |¥;,) , ou seja, a |¥,) = 0.
Projetando sobre |z) e resolvendo a equagao diferencial resultante, obtém-se:

1
mw\z _ mw 1.2
\I/0<;L') = (E) ! e 2n7 (37)
Como os estados excitados podem ser obtidos pela acéo de a' no estado anterior, tem-se
como regra geral:

2

U, (z) = CoHy(x)e™ 2%, (38)

onde C,, sdo constantes de normalizagdo para cada estado de energia n e H,(x) séo
chamados polinbmios de Hermite.

2.2 Transicao de Fase Quantica

Transicao de fase é um fendmeno muito conhecido na Fisica Classica no campo de estudo
da Matéria Condensada, da Mecénica Estatistica e da Termodinamica. Estas transi¢coes
sao controladas por parametros termodinamicos, ou seja, a transicao de fase acontece
devido a flutuagdes térmicas, quando a temperatura 7' do sistema se aproxima de uma
temperatura critica 7... No entanto, a medida em que a temperatura do sistema diminui, as
flutuacdes térmicas, seguindo 0 mesmo comportamento, também diminuem. Préximo ao
limite inferior para a temperatura, ou seja, T' — 0, as flutuagdes térmicas deixam de existir,
mas o sistema ainda apresenta flutuacdes de natureza quéantica, em razdo da relacao de
incerteza de Heisenberg. Considerando 1" = 0, pode-se afirmar que as transigcdes nao
sao mais controladas por temperatura e sim por outros parametros como, por exemplo, um
campo magnético externo. Estas transi¢cdes sdo, agora, de natureza quéntica e acontecem
quando tal parametro atinge um determinado valor, chamado de ponto critico quantico
(RIBEIRO; VIDAL; MOSSERI, 2007).

Partindo de um hamiltoniano ﬁ(g), em que g € um parametro de acoplamento entre
as grandezas que se conservam no sistema, e que governa as transigdes de fase do
mesmo, e considerando, ainda, o hamiltoniano do sistema em seu estado fundamental
dependente de g, pode-se escrever H(g) = Hy + gH; e o comutador [FIO, fh] = 0. Isso

implica que H, e H, podem ser diagonalizados simultaneamente, obtendo autofungdes
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(a) (®)

Figura 1 — (a) Representagcdo esquematica de uma transicao de fase quantica de primeira
ordem, entre os niveis fundamental e primeiro estado excitado, caracterizada
pela descontinuidade na derivada %—f no grafico do comportamento da energia
do sistema em fung¢do do parédmetro adimensional g. (b) Transi¢cdo de fase
quantica de segunda ordem caracterizada pela aproximagao entre os niveis e
pela continuidade da derivada %—f no sistema.

qgue sao independentes de g, mesmo que seus autovalores apresentem essa dependéncia.
Analisando o comportamento do sistema através da variacao da energia em funcéao do
parametro g, pode-se observar, para determinados sistemas, que existe um cruzamento de
niveis no ponto critico g. (SACHDEV, 2017). Nesta situagao, tem-se uma descontinuidade
na derivada %—5 que implica em uma transi¢cdo de fase de primeira ordem, onde ocorre a
transicao do estado excitado para o estado fundamental, mostrada no gréafico da Fig. 1(a). Ja
o grafico da Fig. 1(b) mostra uma situagdo em que observa-se uma aproximagao dos niveis
de energia dos estados fundamental e excitado a medida em que g se aproxima de g., sem
haver, contudo, o0 cruzamento entre eles. Embora as energias ndo apresentem, neste caso,
um ponto de degenerescéncia, existe um ponto minimo de separacao entre os niveis, onde
ocorre a transi¢ao de fase quantica. Graficamente, pode-se observar tal comportamento pela
continuidade da derivada %—’j que representa, neste caso, uma transicao de fase de segunda
ordem. Préximo ao limite termodinamico, quando o numero de particulas do sistema tende
para o infinito, a repulsao entre os niveis fundamental e primeiro excitado, tende a diminuir,
podendo tornar-se ndo analitico, criando um ponto de cruzamento entre eles e, neste ponto,
ocorre a transicao de fase quantica (CEJNAR; STRANSKY, 2008).

2.3 Sistemas Optomecanicos

Sistemas optomecanicos podem ser definidos como sistemas fisicos onde a radiagéo
interage com a matéria, proporcionando, através da pressao de radiacao, uma troca de mo-
mentos entre fotons e graus de liberdade mecanicos (VAHALA; KIPPENBERG, 2008). Este
fendmeno fisico de interagdo mecénica entre luz e matéria foi observado e documentado,
primeiramente, por Johannes Kepler, que atribuiu o fato da cauda de um cometa sempre
apontar em direcao oposta ao sol, a forca que o mesmo, através de sua luz, exerce sobre
as particulas que constituem o cometa (KEPLER, 1619). Mais tarde, James C. Maxwell

13



(a) (®)

Figura 2 — (a) Dispositivo optomecénico representado por um feixe de frequéncia wy que é
refletido por um espelho movel acoplado a um oscilador mecénico de frequéncia
Q). (b) Representacao esquematica de uma cavidade de Fabry-Perot, onde o
feixe de fotons é armazenado dentro da cavidade, aumentando a interagcao
optomecaénica e a troca de momento entre os fétons e o espelho.

tratou teoricamente o assunto na eletrodinamica, que prevé que a radiacao eletromagnética
exerce forga sobre 0s corpos nos quais ela incide, uma vez que a mesma possui momento
(MAXWELL, 1954). A esta forca deu-se o0 nome de pressao de radiagao. Posteriormente,
apos muitos anos de estudos e experimentos no campo da interagao entre radiacédo e
matéria, teve origem o campo de pesquisa da optomecéanica.

Existem varios tipos de sistemas optomecéanicos. Um exemplo muito simples trata de um
espelho mével acoplado a um oscilador harménico mecanico que é atingido por um feixe de
fotons de frequéncia w, e oscila com uma frequéncia €2 dependente da frequéncia do feixe
(ASPELMEYER; MEYSTRE; SCHWAB, 2012). Este dispositivo esta apresentado na Fig.
2(a). Como forma de otimizar a interacdo entre a luz e o oscilador mecéanico, aumentando a
pressao de radiacao, foi sugerido que os fétons ndo incidissem diretamente no espelho e
sim que fossem armazenados em uma cavidade oOptica, onde o feixe de fotons, inicialmente
com frequéncia wy, sofreria reflexdes sucessivas, aumentando o tempo de interagdo com o
espelho mével, aumentando, consequentemente, a transferéncia de momento entre eles.
Este modelo de cavidade, mostrado na Fig. 2(b), pode ser representado por uma cavidade
de Fabry-Perot modificada (BRAGINSKII; MANUKIN, 1967), de forma que um dos espelhos
é livre para oscilar.

E interessante notar que, com o movimento do espelho mével, o comprimento da cavidade é
alterado, variando, assim, as frequéncias de ressonancia da cavidade. Fora da ressonancia,
a troca de momento diminui, diminuindo a pressao de radiagdo e fazendo com que o
espelho volte para a posicao de equilibrio (BRAGINSKY; MANUKIN; DOUGLASS, 1977).
Este processo é chamado de acoplamento paramétrico (BRAGINSKY; VYATCHANIN, 2002).

O foco de estudo deste trabalho € um modelo que consiste em uma cavidade que € dividida
exatamente ao meio por uma membrana dielétrica. Desta forma, otém-se dois modos, a
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e b, com frequéncias w, e w, respectivamente, de forma que os modos da cavidade sao
degenerados, ou seja, w, = wp = Wp.

2.3.1 O Modelo Optomecanico de Dois Modos

Um exemplo simples de um sistema multimodo consta de uma cavidade dividida ao meio
por uma membrana flexivel ou mesmo um espelho mével, ambos dielétricos, que possuem
graus de liberdade para se moverem ou vibrarem de acordo com a dinamica do sistema
(JAYICH et al., 2008). No presente estudo, foi adotado o esquema e nomenclatura adotados
por (MUMFORD; O'DELL; LARSON, 2015). Seréa considerada uma cavidade optica de alta
qualidade e de comprimento L que possui uma membrana dielétrica altamente reflexiva
colocada equidistante entre seus dois espelhos. A membrana € elastica e capaz de vibrar
como a pele de um tambor. Dessa forma, considera-se apenas dois modos de cavidade
neste estudo: um atribuido a direita, com frequéncia w,, e outro atribuido a esquerda da
membrana, com frequéncia w;,. Nas condicées normais do sistema, essas frequéncias sao
iguais quando a membrana esta localizada no centro da cavidade, ou seja, w, = w, = wy. EM
um experimento tipico, os modos da cavidade sao alimentados por lasers de frequéncia wy,
garantindo que, para a membrana no estado fundamental, ndo exista diferenga entre os dois
modos. No entanto, no modelo aqui estudado, como aproximacéao adicional, consideramos
o sistema perfeitamente isolado. Assim, ndo sera levado em conta as perdas por atrito e
pelas imperfeicoes dos espelhos. Além disso, os modos da cavidade ndo sdo alimentados
por nenhum tipo de bomba externa. Este sistema esta representado na Fig. 3.

A pressao de radiacao é proporcional a diferenca de fétons (imbalance) entre os modos
direito e esquerdo da cavidade e a membrana é modelada como um oscilador harménico
mecanico de frequéncia natural w (BHATTACHARYA; UYS; MEYSTRE, 2008). Além disso,
as frequéncias destes modos dependem instantaneamente da posi¢édo da membrana. O
valor médio da diferenga entre os numeros de fétons nos modos no estado fundamental
apresenta um valor, predominantemente, préximo de zero, antes do estabelecimento da
degenerescéncia. O acoplamento entre a pressao da radiacao e o deslocamento da mem-
brana depende da posicdo em que esta é colocada, considerando o comprimento total da
cavidade. Assim, este acoplamento pode ser linear ou quadratico, caso a membrana seja po-
sicionada em um n6 ou um anti-n6 do modo da cavidade, respectivamente (THOMPSON et
al., 2008). Assumindo que as frequéncias modais dependem linearmente do deslocamento
da membrana, a descricao quéantica completa deste modelo é dada pelo hamiltoniano

A2 22

PO 2
H=— + hg(dTb + de) + _hw[)j:(ﬁa - ﬁb)a (39)
2m 2 L

onde m representa a massa do oscilador mecénico, = e p sdo os operadores candnicos
de posicao e momento linear para a membrana que, na auséncia de fétons, se encontra
na posi¢cdo média x = 0 (MUMFORD; O’DELL; LARSON, 2015). Os operadores a' e
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Espelho Membrana Espelho
fixo movel fixo

p Wq

Figura 3 — Configuragao do sistema optomecanico de dois modos. Uma membrana fina,
elastica e dielétrica é colocada no meio de uma cavidade dptica de alta qualidade.
Como resultado, dois modos sédo formados: um a esquerda e outro a direita da
membrana, com frequéncias w, € w,. Se a posicao de equilibrio da membrana
for simétrica em relagéo aos espelhos, podemos considerar w, = w, = wy. Este
sistema permite que fotons sejam transmitidos de um modo para outro a uma
taxa g. O sistema é completamente isolado e a membrana ndo tem atrito: perdas
ou bombeamento de fétons e fébnons para o ambiente ndo sdo consideradas.

b' sdo operadores de cria¢éo de fétons nos modos a e b respectivamente, enquanto os
operadores a e b sdo operadores de aniquilacao de fétons nos modos «a e b, respectivamente.
Estes operadores obedecem as relagbes de comutagdo bosénica, [a,al] = [b, bq =1

e [&,b} = 0. Os operadores nimero de fétons nos modos sdo dados por 7, = afa e

7y, = bib. De agora em diante, por uma questao de brevidade, os modos direito e esquerdo
da cavidade serdo chamados de modos a e b, respectivamente. Finalmente, a constante
de acoplamento g esta relacionada com a refletividade da membrana e mede a taxa com
que os modos trocam fétons, considerada, neste caso, préxima da unidade (MUMFORD;
O’DELL; LARSON, 2015). Devido as suas propriedades, a membrana permite que fétons
sejam transmitidos, a uma taxa g > 0, de uma cavidade para outra, dada por

c/2(1—r)

L
onde c representa a velocidade da luz no vacuo, L € o comprimento total da cavidade e
r é a intensidade da refletividade da membrana, que, por sua vez, depende do indice de
refracao e da espessura da membrana, de acordo com as referéncias (JAYICH et al., 2008)
e (GRUNER; WELSCH, 1996). Foram suprimidas, neste hamiltoniano, as perdas em relacao

g= (40)
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a membrana e as paredes da cavidade, além do bombeio.

As transi¢des de fase sao definidas no limite termodinamico, onde o sistema comeca a
ficar muito grande. Para estuda-las adequadamente, se faz necessario algumas altera-
¢des no hamiltoniano representado na Eq. (39) (KAC; UHLENBECK; HEMMER, 1963).
Definindo os operadores adimensionais X = i+/mw/h e P = j/v/mhw, os operadores
aniquilagdo e criagdo de fénons s&o, respectivamente, dados por ¢ = 1/v/2 (X + z‘f’) e

éd=1/v2 (X — zP) Além disso, o operador nimero de fénons é definido por 7. = ¢fé.
Com essas defini¢cdes, o hamiltoniano da Eq. (39) pode ser reescrito como

ol 9 (ath e ita) o L2 s
H = hw nﬁ—;(ab—i—ba)—i—z . (c—i—c)(na—nb) ) (41)
Definindo H' = % e 0s parametros adimensionais ¢’ = g/we A = % %33, temos
H =, +g (a*é + BTa) L2 (6 + et (R — ). (42)
V2

2.4 O Modelo de Dicke

O modelo de Dicke é bastante estudado no campo da 6ptica quéntica, principalmente em
estudos que tratam sistemas quéanticos de muitos corpos e efeitos coletivos. Este modelo
€ também conhecido e explorado por apresentar transicao de fase quantica. A proposta
original deste modelo era descrever as emissoes coletivas de luz por N atomos de dois
niveis acoplados a um unico modo do campo electromagnético. O fenébmeno conhecido
como superradiancia foi introduzido por Dicke, em 1954, para descrever a emissao de luz por
um grande conjunto de atomos. Dicke considerou um sistema com N atomos de dois niveis
que sao inicialmente preparados em seu estado excitado. Quando, em um determinado
momento, um dos atomos decai emitindo um féton, é induzida uma reacdo em cadeia que
faz com que todos os NV atomos decaiam emitindo N fétons no espago livre. Estes fotons
sao indistinguiveis se todos os atomos estiverem confinados em uma regiao de tamanho da
ordem do comprimento de onda da luz emitida. Este processo de emissao da origem a um
campo eletromagnético com amplitude proporcional ao numero de fétons N e densidade de
energia proporcional a N? (DICKE, 1954).

O modelo de Dicke descreve um unico modo bosénico, que pode ser representado por
um modo de campo eletromagnético em uma cavidade que interage com um conjunto
de N atomos de dois niveis. Neste modelo, os operadores relativos a cada atomo séo
representados por o%, o', e o', que sdo os respectivos operadores do i-ésimo atomo
presente no sistema. Podemos, no entanto, a partir destes operadores individuais, definir
operadores coletivos para o sistema, dados por S, S, e S_ e, assim, o hamiltoniano de
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Dicke F[D € dado por

N N A N N
iy =il +wS. + = (i +4) (8 +5). (43)

onde ) é o parametro de acoplamento entre a matéria e o campo, os operadores a' e @ sdo
os operadores de criacao e aniquilacdo de fotons, S, € o operador de populacéao relativa
atdbmica e §+ e S_sdo operadores de transicao atdbmica.

O modelo de Dicke pode ser considerado uma generalizagcdo multidtomo do modelo de
Jaynes-Cummings, que é representado por um hamiltoniano quéntico, completamente
soltvel, de um atomo de dois niveis em um campo eletromagnético de um modo (JAYNES;
CUMMINGS, 1963).

Uma caracteristica muito importante do hamiltoniano de Dicke, descoberto por Hepp e
Lieb, é a presenca de uma transi¢éo de fase de comportamento normal para superradiante.
Este fendmeno foi usado para para descrever a radiacdo coerente, um efeito coletivo
envolvendo todos os N atomos do sistema, onde a taxa de decaimento é proporcional a
N2, diferentemente do resultado esperado para a emisséo de atomos independentes, que é
um decaimento proporcional a N (HEPP; LIEB, 1973). Embora essa transicao para a fase
superradiante tenha sido muito debatida na literatura, devido a baixa intensidade do valor
da forca de acoplamento campo-matéria, resultados experimentais recentes indicam que
ela pode realmente ser observada (NAGY et al., 2010).

2.4.1 Mapeamento do Modelo de Dois Modos no Modelo de Dicke

Como sera mostrado a seguir, 0 modelo optomecanico de dois modos em questao pode ser
mapeado no conhecido modelo de Dicke, que descreve a interagao entre um nimero de ato-
mos de dois niveis com um campo eletromagnético. Vale ressaltar que a dissipag¢ao tem sido
considerada teoricamente em estudos do modelo de Dicke, conforme visto em (BHASEEN
et al., 2012), (GELHAUSEN; BUCHHOLD, 2018), (REITER et al., 2020) e (FUCHS et al.,
2016), com base em aproximagao de campo médio ou abordagens semiclassicas. Tais tra-
balhos revelam novas e interessantes propriedades ausentes no caso ndo amortecido. Por
exemplo, se 0 amortecimento coletivo dos &tomos for levado em conta, transi¢ées bicriticas
ou coexisténcia de duas ou mais fases sao previstas (BHASEEN et al., 2012), (GELHAU-
SEN; BUCHHOLD, 2018). Simulagbes experimentais do modelo dissipativo de Dicke foram
realizadas usando atomos ultrafrios confinados em cavidades de alta finesse (ZHIQIANG et
al., 2017), (KLINDER et al., 2015). Apesar do presente trabalho adotar a aproximagao de
sistema fechado, que é muito restritiva em modelos optomecéanicos quanticos, vale ressaltar
que foi considerado o caso de sistema de tamanho finito e empregou-se abordagem de
mecanica quantica completa, como uma caracterizagao inicial do modelo optomecanico de
dois modos. Os estudos no dominio do modelo dissipativo de Dicke citados acima apontam

18



a incluséo de dissipacao e bomba éptica como uma extensdo natural deste trabalho, e
sugerem o modelo optomecanico de dois modos como uma plataforma promissora para
realizar novos fendbmenos, como histerese e transicoes multifasicas.

Para estudar o modelo de dois modos acoplados por uma membrana movel proposto no
hamiltoniano da Eq. (42), sera feito um paralelo com o modelo de Dicke, cujo hamiltoniano
pode ser escrito em funcao dos operadores de momento angular, dados por

~ 1 ~ ~
_ At t A
8. =3 (a b+ b a), (44)
~ 1 N ~
— /\'I' . -I—/\
S =5 <a b—1 a), (45)
N
S, = 5 (T — Tip) - (46)

Estes operadores obedecem as relagbes de comutacao da algebra do grupo SU(2), ou
seja, [5}, Sj} — ie;;1Sk, cOm i, j, k assumindo valores em {z,y, z}. Aqui, £, representa o
simbolo de Lévi-Civita. O operador S, possui autoestados |S, ms), que estdo relacionados
com os operadores de numero n, e n,. Cada autoestado do operador S, possui dois
numeros quanticos: S, que é igual a metade do numero total de fétons armazenados na
cavidade S = ”T“”' e 0 mg, que € igual a metade da diferenga do numero de fétons no

Mg —Np

modo a pelo numero de fétons no modo b, m, = 5

Sera realizada, por conveniéncia, uma reflexdo no hamiltoniano de Dicke, de forma a trocar
os papéis dos operadores S, e S, (MUMFORD; O’'DELL; LARSON, 2015). Desconsiderando
a parte relativa ao bombeio e as perdas, tem-se que o hamiltoniano do sistema optomecéanico
€ dado por

H' =, +2¢'S, + V2 (e +¢) S, (47)

onde, analogamente ao hamiltoniano original de Dicke, 7. = ¢fé representa o operador
numero de fénons. O hamiltoniano reescrito deste modo (Eq. (47)) é completamente analogo
ao que representa 0 modelo de Dicke N-atomos, conforme visto em (DICKE, 1954), (HEPP;
LIEB, 1973), (WANG; HIOE, 1973) e (KIRTON et al., 2019), exceto pela troca S, < S..
Neste caso, o papel do campo do modelo de Dicke é representado pelo sistema mecanico,
ou seja, pela membrana, enquanto o papel dos &tomos no modelo de Dicke é representado,
agora, pelos modos a e b.

Apesar do modelo proposto ser um sistema simples, o0 mesmo apresenta uma fenomenologia
muito rica, uma vez que, em sua dindmica, é observada transicao de fase quantica. O valor
médio do observavel S, que representa a diferenga entre o numero fétons nas cavidades a
e b, varia quando variamos o parametro \, e tal parametro apresenta um valor critico para o
sistema.
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2.5 Forca na Membrana

Para verificar o comportamento da forgca média que atua na membrana a medida em que se
varia o parametro ), tomando como referéncia o estado fundamental, foi feita uma analogia
com a mecéanica classica. Pode-se considerar que o valor médio da forgca na membrana
equivale ao valor médio da derivada temporal do momento linear da mesma, representado

por p.
Da equacéao de Schrddinger expressa por

AWy
h—— = H'|V 4
ih— ), (48)

tem-se, supondo que o hamiltoniano H independa explicitamente do tempo ¢, que

nE [A,ﬁ] , 49
th— (49)
onde [A, H] é 0 comutador entre um operador A e H.

Logo, para o caso do hamiltoniano dado pela Eq. (47),
1 2

d : LA R R .
%p —H = —= [p7 H’} = —mw?i — Zﬁwo (Mg — 71p) . (50)

N

Pode-se observar, pela Eq. (50), que existem duas contribuigbes para a “for¢a” resultante
na membrana, que é dada pela soma de um termo que depende da posicao da membrana,
representada pelo operador & com o termo que representa o imbalance, dado pelo operador
S,. A primeira € chamada contribuigdo harménica, uma vez que a membrana se comporta
como um oscilador harménico. A segunda contribuigdo para a forca, que nao é trivial, vem
da interacdo do campo com a membrana e esta diretamente relacionada com a diferenga
de pressao da radiagdo que atua na membrana, gerada pela diferenga do numero de fétons
entre os modos, representada pelo termo (72,-7;). Em termos de operadores e parametros
adimensionais, temos

dilTﬁ: ~X — (it — 1) = —% (¢+¢é) — 278, (51)
onde 7 = wt é um tempo adimensional. Vamos definir o operador de forga adimensional
como F = d%fD. Da mesma forma, percebe-se duas contribuicdes para F' no lado direito da
Eq. (51): o primeiro termo representa a forga de restauragao elastica, o segundo é devido a
pressao de radiagao atuando na membrana e é proporcional ao imbalance de fétons dos
modos a e b.
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Capitulo 3

Metodologia

A metodologia proposta é de carater investigativo e exploratério, visando compreender o
comportamento dos sistemas optomecéanicos de dois modos acoplados que apresentam
degenerescéncia, realizando seu estudo através de valores médios de alguns observaveis,
da suscetibilidade de fidelidade, das flutuagdes do sistema e do comportamento da forgca
resultante na membrana. Estudos tedricos foram realizados durante todo o processo com a
finalidade de embasar e solidificar ao maximo os conhecimentos sobre o assunto. Estes se
deram através de pesquisas e leituras de referéncias, buscando sempre a aplicacdo em
sistemas optomecénicos, em questdes especificas que foram objeto deste estudo.

A mecénica quéantica assim como conceitos fisicos relacionados e necessarios para o enten-
dimento dos fendbmenos observados também foram bastante estudados. Ja as simulacoes
foram realizadas por meio de algoritmos e modelos matematicos desenvolvidos para esta
finalidade, além do uso de ferramentas ja existentes.

Uma vez que trabalhamos com matrizes muito grandes, da ordem de (25 + 1) (N + 1),
o processo de diagonalizagao foi realizado por meio de um algoritimo que utiliza uma
técnica conhecida como "dividir para conquistar". Esta técnica divide o problema, de forma
recursiva, em subproblemas do mesmo tipo, que devem representar uma parte do problema
original. Estes problemas s&o, entéo, resolvidos e as solu¢ées combinadas, adequadamente,
formulando a solug¢éo para o problema original, reduzindo, assim, a complexidade e o tempo
de computagdo. Como ferramentas, utilizamos programas e linguagens de programacao
como o Matlab e o Python.

O desenvolvimento destas ferramentas faz parte da metodologia proposta e dos objetivos
do trabalho. Posteriormente, sera feita uma interpretacdo dos resultados encontrados, alcan-
cando informacdes precisas e relevantes sobre os temas em questao, visando melhorias
e sugestdes que possibilitem e auxiliem possiveis trabalhos futuros sobre os assuntos
estudados.
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Capitulo 4

Resultados

O objetivo principal deste trabalho é observar e investigar os precursores da transicdo de
fase quantica no modelo proposto, estudando o comportamento de alguns observaveis,
pré-definidos, no estado fundamental, mediante a variacao de parametros pertencentes ao
hamiltoniano que rege o sistema, além de outros quantificadores. Para isto, utilizou-se de
ferramentas matematicas e computacionais, como algoritimos e programas de computacao
numérica, que possibilitaram a execucao de tais processos.

Primeiramante, foi tomado o limite termodinamico do sistema, aumentando o niumero de
particulas de forma que N— co. Neste limite, obtém-se um equivalente classico a partir do
hamiltoniano quantico do sistema dado pela Eq. (47). A partir de entao, foi caracterizado o
valor critico do parametro \, a partir do qual o hamiltoniano quéantico exibe degenerescéncia.

Na sec¢ao seguinte, investigamos os precursores da transicao de fase quantica no modelo
optomecanico proposto. Foram, entédo, avaliados os aspectos da diagonalizagdo do hamilto-
niano do sistema, a degenerescéncia dos estados menos energéticos, o imbalance entre 0s
modos préximo ao ponto critico, a suscetibilidade de fidelidade e as flutuagées no sistema
como sinalizadores dos precursores da transicao de fase quantica.

Ja na ultima secéao deste capitulo, foi discutido o comportamento da forca média sobre
a membrana, dada pelo operador F, préximo ao ponto critico. Todas as situagdes foram
realizadas com o sistema em seu estado fundamental, mediante a variagdo do parametro
de controle \.

4.1 O Limite Termodinamico

Com o intuito de observar o comportamento do sistema optomecénico de dois modos,
descrito pelo hamiltoniano da Eq. (47), apresentado na subsecgao 2.4.1, fazendo analogia
com modelos da fisica classica, vamos aumentar o numero quantico S na cavidade. Este
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numero é relacionado ao numero total de fétons armazenados nos modos. Chamamos
de limite termodinamico quando, em um sistema, o numero de particulas ou, neste caso,
fétons, se torna grande o suficiente para considerarmos S — oo.

Lembrando que o hamiltoniano quantico do sistema, Eq. (47), € dado por

H' =i, +2¢'S, + V2 (e +¢) S,

e definindo .
. H
= 52
H=— (52)
temos os operadores normalizados R
C
Y= —, 53
S
Sy = —, 54
=g (54)
S
5, = — 55
5= (55)
e o parametro de acoplamento normalizado
u=\S. (56)
Em termos destes operadores e parametro de acoplamento, # é dado por
H =419 +2¢'s, + V2u (3 +4) 5. (57)

O limite de S — oo, equivale ao numero de fétons armazenados na cavidade indo até o
infinito.
No limite termodinamico, o hamiltoniano quantico L se torna H, em que
ad
H = lim — (58)

S—o00 S’

onde S é igual a metade do numero de fétons nos modos a e b. Da mesma forma, ¥ — =,
S, — S, € 5, — s,. Temos, entdo, que

A

1 v
1= dm (59)
S
_ z — 2
sxfslgrolo 57\/1 52 cos ¢ (60)
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com—-1<s,<1,eqp,com0 < ¢ < m, sdo as variaveis dindmicas deste hamiltoniano
classico.

Sabendo que
[e.¢'] =1, (62)

temos que as relagdes de comutagcao sao dadas por

1 1
. ,\T ~ o . il /\T N — . i
s 0] = Jim g1 e) = Jim 5 =0 3
© 1 1
Jim (503 = Jim 5[5 ] = Jim, ggeunsie =0, (64

onde ¢;;;, representa o simbolo antissimétrico de Levi-Civita. No limite S — oo, os opera-
dores do hamiltoniano da Eq. (57) podem ser substituidos por funcées c-number, dando
origem ao hamiltoniano classico

’H:Shm7:[:7*7+2g’\/1—3§cos¢+\/§u(7*+7)sz. (65)
—00

Para manter o parametro de acoplamento renormalizado « finito, a medida que .S vai para o
infinito, A\ vai para zero.

4.1.1 Caracterizacédo do ponto critico \,

A partir do estudo do limite termodinamico do sistema, vamos utilizar este conceito para
caracterizar seus pontos criticos. Mudangas na estrutura dos niveis de energia de um
hamiltoniano quéntico podem ser sinalizadas por mudangas na estrutura do espago de
fase classico correspondente (HEISS; SCHOLTZ; GEYER, 2005), (MOREIRA et al., 2008).
Como discutimos anteriormente, quando o parametro de acoplamento A atinge o primeiro
valor critico A1, 0 modelo optomecénico apresenta degenerescéncia. Para calcular o valor
de \;, recorremos ao limite termodinamico do hamiltoniano dada a Eq.(47), definindo na
subsecao anterior.

O hamiltoniano classico na Eq. (65) depende de quatro variaveis dinamicas. O espaco
de fase classico esta inserido em um espaco quadridimensional, de modo que, a medida
que os parametros variam, a estrutura das orbitas, juntamente com a natureza dos pontos
criticos também muda. Os pontos criticos do hamiltoniano H podem ser obtidos tomando-se
a sua derivada primeira no limite termodindmico em relacédo as variaveis v, v*, s, € ¢
respectivamente, obtendo, assim
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oOH

£ =" +V2us., (66)
0
a:i =~ +V2us., (67)

OH  —2g's.cos¢ 4V

asz_ \/1—83

(v +7) (68)

37—[ = —2¢'\/1 — s2sin¢. (69)

Tornando nulas ou indefinidas as derlvadas nas Eq. (66)—(69), obtém-se o seguinte conjunto
de pontos criticos:

=~"=0,s5.,=0,¢=0o0um, (70a)

g/2
v =" —:i:u1/2 1— 4—u4,¢:OOU7T,e (70b)
¥ =7 =+V2u, s, = F1, egbelndeflmdo. (70c)

Em nossas simulagdes, fizemos ¢’ = 1/2. Assim, assumindo s, real, o ponto critico da
Eq. (70b) s6 deve ser considerado para v > 1/2. Para u = 1/2, as Eq. (70a) e (70b)
representam o mesmo ponto critico e, a medida que v assume valores maiores que 1/2,
tais pontos criticos se separam.

Com o intuito de classificar os pontos criticos, foi construida a matriz Hessiana para estes
valores, correspondentes ao hamiltoniano 7. Esta ficou representada da seguinte forma

1 0 V2u 0
0 1 V2u 0
H(y,7850) = | au au - e, 2's:5in ¢ : (71)
)3/2 /1753
2gszsin¢ G PV 2
0 0 i 2¢9'v/1 — s2cos ¢

A Eq. (70a) fornece dois pontos criticos, um para ¢ = 0 e outro para ¢ = 7. Para ¢’ = 1/2,
temos det H (0,0,0,0) = 1 + 4u?, que é sempre positivo qualquer que seja o valor de u.
Mas, neste caso, a matriz Hessiana H nao é definida positiva nem definida negativa, uma
vez que a mesma apresenta autovalores positivos e negativos, e o ponto critico na Eq. (70a)
para ¢ = 0 corresponde a um ponto de sela. No entanto, det H (0,0,0,7) = 1 — 4u?, é
positivo para 0 < u < 1/2 e negativo para u > 1/2. Observa-se que a natureza deste Ultimo
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ponto critico muda se u = 1/2. Na verdade, para 0 < u < 1/2, H é definida positiva (minimo
local), mas, para u > 1/2, a positividade/negatividade de H nao é definida (ponto de sela).

Para o caso da Eq. (70b), definimos 7 = u, /2 <1 — f;) es, =14/1— %. Esta equacéao
fornece quatro pontos criticos dependendo do valor tomado para ¢ e do sinal escolhido
paray e s.. Assim, para ¢’ = 1/2, temos

det H (£7, £7", 75, 0) = 8u* — 1/2 (72)

det H (£7, £7*, F5.,0) = Su* + 1/2. (73)

Como mencionado acima, esses pontos criticos ndo tém sentido se u < 1/2. Para u >
1/2, os pontos criticos na Eqg. (70b) para ¢ = 0 sdo pontos de sela, uma vez que a
positividade/negatividade de H néo esta definida. Contudo, para ¢ = 7 e para u > 1/2,
0s pontos criticos na Eq. (70b) sdo minimos locais, em virtude da positividade de H. Em
suma, o ponto critico v = v* = 0, s, = 0, ¢ = m € um minimo local para 0 < u <
1/2 e se transforma em um ponto de sela para v > 1/2, e dois novos minimos locais,

. . . 2
localizados simetricamente em torno dele, aparecem em v = v* = Fu,y/2 (1 g )

T 4ud

S, = Fqa/1— %,qﬁ = 7. Novamente, a natureza dos pontos criticos relacionados com
¢ = w muda quando u atinge o valor 1/2. Em nossas simulagdes, a degenerescéncia
ocorre para u = 1/2, de acordo com o valor critico encontrado usando a versao classica do
hamiltoniano H’.

4.2 Precursores da Transicdo de Fase Quantica no Modelo
Optomecéanico de Dois Modos

Os resultados apresentados nesta se¢ao foram obtidos pela diagonalizagao do hamiltoniano
H'. Vale ressaltar que o observavel n, + n, comuta com o hamiltoniano H' e 0 nimero
quantico S esta associado ao numero total de fétons armazenados em ambos os modos.
De fato, como os autovalores do operador de imbalance de fétons S, definido na Eq. (47)
vai de —S (todos os fétons encontrados no modo b) até S (todos os fétons no modo a), 0
nuamero de fétons armazenados na cavidade é igual a 25. Assim, ao estabelecer um dado
valor para .S, definimos um subespaco particular do espaco global de estados caracterizado
para coletar os autoestados de n, + n, com 0 mesmo autovalor 25. Quando nos referimos
ao estado fundamental de H’ para um valor fixo de S, nos referimos ao autoestado de
menor energia de H' restrito a este subespaco particular.

Por outro lado, o numero de fénons, representado por n., ndo é preservado na dinamica
regida pelo hamiltoniano H'. Este fato impde alguns desafios a diagonalizagdo numérica
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de H’, uma vez que a expansao exata de qualquer um de seus autoestados usando
os autovetores de n. produz um numero infinito de coeficientes desconhecidos. Para
que a diagonalizacao seja viavel, o truncamento nessa expansao € imposto, limitando o
namero de autovetores de n,. em uma expansao de um autoestado de H'. Definimos este
truncamento como N,,.., logo a base utilizada na diagonalizagdo numérica € o conjunto
{Im, ne) e 5. Smu—0..N,,., - NO entanto, conforme discutido por (CHEN et al., 2008), a
energia do estado fundamental de H' ndo converge rapidamente a medida que o numero
de termos incluidos na expansao do estado fundamental aumenta. Discutimos, também,
como essa convergéncia afeta a avaliacao dos valores médios dos observaveis associados
ao subsistema mecanico.

4.2.1 Aspectos da Diagonalizacdo do Hamiltoniano do Sistema Optomeca-
nico de Dois Modos
Comecamos com o hamiltoniano que descreve a interagao de dois modos do campo eletro-

magnético com uma membrana, dado pela Eq. (47). Definimos o operador de deslocamento
generalizado

D (g) — exp (é@* _ é*é) , (74)
que, de acordo com (PERELOMOV, 1986) ao atuar em ¢ e &f, produz
D (g) Dt (g) —e_¢ (75)
) D (5) &t Dt (g) — ot ¢t (76)
onde
{=as, (77)

A

D <§> é unitario, pois D' <§> D1 <£ =D <— . Considere, agora, o hamiltoniano
h =, —2X252. (78)

Seja {|m,n.) = |m) @ |n.)} comn,=0,1,...,e =S < m < S, o conjunto de autoestados
de h com autovalores Ep.m = n. — 2)>m?2. Fazendo o = v/2)\ na Eq. (77), definimos

i = Dt (g) LD (g) _ (éT n \/§A§Z> <c + \/EAS;) — 20282 =+ VNS, (e + &) . (79)

Observe que h = H — 2g’§m. Além disso, os autoestados de i formam o conjunto
{|m; _gmanc> = |m> & |_€manc>}1 onde |_§m7nc> = f)T (5771) |TLC>, com Sm - \/5)\7715 é
um estado de numero deslocado (OLIVEIRA et al., 1990). Os respectivos autovalores sao

Eppn = ne — 2X°m* = n. — &2, (80)
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Diferenca entre as menores autoenergias de H' (Eo) e h (Fo,+s)

Nnhny,
IR
DO DD = =

GO OO Ot

Eo+s5 — Ey

0 I I I
0 0.5 1 1.5 2

Uu

Figura 4 — Diferenca entre as energias dos estados fundamentais de H’ e h. Usamos
Nper = 155 como truncamento do nimero maximo de fébnons considerados
em nossas simulagdes. Aqui, A\ = u/+/S. Diferentes cores e simbolos foram
atribuidos a diferentes valores de S: 5 (+ preto), 10 (x azul), 15 (* vermelho), 20
(LJ verde) e 25 (o magenta ).

Vale notar que os autoestados com m # 0 sao, pelo menos, duplamente degenerados. De
fato, para um dado n., os estados |m; =&, ne) € |—m; =&, ne), m # 0, tém a mesma
energia &,_,, = L, _.,,. Em particular, o estado fundamental de h é duplamente degene-
rado com energia £y _g = Fy g = —2)\252. Para ilustrar a convergéncia da autoenergia mais
baixa de H’ para a correspondente de /& & medida que ) cresce, a Fig. 4 mostra a diferenca
entre elas. Como n, = 0, o estado fundamental de 7 é | £S5, £v/2)S) = |£5) ® |£V2AS),
onde |£v/2)\S) representa o estado coerente D(£v/2AS) [0).

Neste trabalho, escolhemos os autoestados do operador numero de fénos |n.) para diago-
nalizar o hamiltoniano H’. Como a dimensao do espaco de Hilbert associado ao subsistema
mecanico ¢é infinita, deve-se adotar um truncamento para o numero quantico n. na diagona-
lizagdo numérica de H'. Assumindo

Nmam

S
W)= > Y cmn, Imne) (81)

m=—=S5 n.=0

como um autovetor desconhecido de H’ associado a um autovalor desconhecido ¢, H' 1)) =
€|1). A faixa de niUmeros quénticos n, foi truncada por N,,.., ou seja, 0 < n. < Ny
Existem (2S5 + 1) (N + 1) coeficientes desconhecidos {c,, .} a se determinar, além do
préprio €. Essas incognitas sdo obtidas numericamente resolvendo um sistema linear dado
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Médulos das contribuigées harménica e da pressao de radiacdo para a forca média na membrana
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Figura 5 — Médulos dos valores das duas contribui¢cdes para a forga média na membrana
[ em fungéo do parametro \ (u) no estado fundamental para varios valores do
truncamento do nimero de fénons N,,... As curvas pontilhadas e tracejadas
correspondem a contribuicao da pressao de radiacao, que depende do imbalance
de fotons S,. As curvas continuas correspondem a contribuicdo harmdnica, que
depende da posicao da membrana. Nesse caso, o0 aparecimento de um platd
para um dado valor de )\ indica que a avaliagdo do valor médio falhou para
valores maiores ou igual aquele valor de \. Para todos os graficos, S = 10.

pelas equacdes
N’NL(L(L'

S
2 : 2 : al
Hm’,ng;m,nccmync = Ecm'ﬂlé' (82)

m=—S n=0

Naturalmente, a escolha do truncamento do numero de fébnons N,,,.. afeta o tempo de
computacao usado na diagonalizagcdo numérica. Além disso, esta escolha afeta a qualidade
do calculo dos valores médios dos observaveis no estado fundamental em relacdo ao
parametro de acoplamento A (ou seu equivalente u). Se o observavel alvo atuar no espacgo
do subsistema de dois modos, o respectivo valor médio converge rapidamente com N4z,
como acontece com o ¢mbalance de fétons SZ nos modos. No entanto, a convergéncia é
lenta se o0 observavel visado atuar no espaco do subsistema da membrana. Isso pode
ser verificado na 5, onde sao tragados graficos dos modulos dos valores médios das
contribuigdes da forca harménica e da pressao de radiacdo para a forga na membrana. Como
a contribuicdo da pressao de radiacao depende do imbalance dos fétons, a convergéncia é
boa, mesmo para altos valores de \. Isso nédo € observado para a contribuigdo harménica.
Quanto maior o valor de A, maior o valor de N,,,, para obter uma boa avaliagao do valor
médio. Em outras palavras, o valor escolhido para N,,.. limita a faixa de variacao para u
ou A. Em nossas simulagdes, adotamos N,,.. = 55, 0 que se mostrou adequado para
preservar a convergéncia dos valores médios dos observaveis a medida que u varia no
intervalo [0, 1].
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Diferenga entre as energias dos estados fundamental e primeiro excitado de A
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Figura 6 — Separagédo de energia entre os estados fundamental e primeiro excitado em
relagdo a A (u), 6 (\) = E1 (A\) — Ep (\), para diferentes valores de S. Observe
que a separagao de energia é zero para valores de A\ maiores que um valor
critico. Para todas as curvas, ¢ = 1/2, Ny, =55 e A = u/v/S.

4.2.2 A Degenerescéncia dos Estados Menos Energéticos

Outro ponto a ser considerado ao diagonalizar o hamiltoniano H éo aparecimento de
estados degenerados para valores suficientemente grandes de \/g. Para valores de A
maiores que um valor critico, tais estados tém a mesma energia. Para confirmar a presencga
da degenerescéncia, avaliamos a separacao de energia dos estados fundamental e primeiro
excitado em relagdo a A, 0 (A\) = E; (A\) — Ey (A), para diferentes valores de S. Na Fig. 6
tragamos curvas de 6 () para diferentes valores de S. Para um valor fixo de S, a separagéo
de energia vai para zero conforme A\ aumenta, atingindo zero em \;, e € mantido igual
a zero para A > \;. Devido ao método numeérico adotado, a degenerescéncia afeta a
"escolha" de um dos estados degenerados como o estado fundamental. De fato, apés a
degenerescéncia ser estabelecida, para valores de A maiores que \; o algoritmo pode
escolher, em um autosubespaco degenerado de dimensao 2, um autoestado que descreva
os fétons ocupando preferencialmente o modo a, como sendo o estado fundamental mas,
para outro valor de A, o algoritmo pode escolher um outro autoestado, que descreva 0 modo
b preferencialmente ocupado como sendo o estado fundamental. Para valores moderados,
o estado fundamental € uma superposicao coerente destes ultimos.

O estado fundamental de H’ é usado para avaliar os valores médios dos observaveis.
No entanto, como dito anteriormente, o procedimento de diagonalizagdo numérica de
H, pode escolher como autoestados de menor energia, qualquer estado do subespaco
bidimensional gerado como estado fundamental, entre eles, um estado que descreva um
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Valor médio de Sz como funcado de A préximo a transicdo de fase quantica
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Figura 7 — Valor médio do operador S, (imbalance) em fungdo do parametro A (u) no es-
tado fundamental do hamiltoniano da Eq. (47) para varios valores do numero
quantico S (5, 10, 15, 20, 25 e 30). Para todas as curvas, ¢ = 1/2, Ny =25 €
A=u/ V/'S. E possivel observar através do grafico que as curvas apresentam

saltos bruscos, aparentemente aleatérios, de <SZ> apo6s um valor critico de A,

causados por estados degenerados no processo de diagonalizagdo do hamiltoni-
ano.

dos modos preferencialmente preenchido e o outro vazio. Assim, o aparecimento de estados
degenerados pode se manifestar em observaveis que dependem do imbalance, <SZ> @)

comportamento de <SZ> /S em fungdo de X (ou, equivalentemente, u) € mostrado na Fig.
7. Para fins de comparacao, fizemos o numero quantico S assumir 0os seguintes valores:
5,10, 15, 20, 25 e 30. Observamos que, para um valor fixo de S e para valores baixos de
A, <SZ> /S é préximo de zero, o que aponta para uma distribuigao igualitaria do nimero
de fétons em ambos os modos. Se A assumir um valor maior que o valor critico A\; (que
depende de 5), <SZ> /S atinge valores préximos de 1 (maximo) ou —1 (minimo), mostrando
que um dos modos esta preferencialmente ocupado e o outro esta vazio. Além disso, as
curvas exibem variagées aparentemente aleatérias e abruptas entre tais valores negativos

e positivos. Ressaltamos que este fenémeno € produzido pelo processo de diagonalizacao
do hamiltoniano.

4.2.3 O Imbalance Entre os Modos Proximo ao Ponto de Degenerescéncia

Apéds a diagonalizacdo do hamiltoniano do sistema dado pela Eq. (47), em um primeiro
momento, foi tomado como indicador para estudo dos precursores da transicao de fase
quantica, o valor médio do operador S. no estado de menor energia (estado fundamental),
representado por <Sz> = <% S’z Ll70>, em que ¥, denota o estado fundamental do sistema.
Este valor representa, no modelo proposto, a diferenca de fétons entre os modos a e b e
este desequilibrio compde uma das contribui¢cdes para a forgca na membrana. O parametro

A, que regula o acoplamento da membrana com os campos entre os modos, foi definido
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como o parametro a ser variado para se observar o comportamento do operador <SZ> O
parametro ¢’ foi mantido fixo, ¢’ = 1/2. Assim, tem-se que o parametro A varia em unidades
do parametro ¢’. Como apontado por (MUMFORD; O'DELL; LARSON, 2015), em sistemas
optomecanicos tipicos, ¢’ >> 1, e a intensidade da refletividade r esta muito préxima da
unidade. Para atingir ¢ ~ 1, a frequéncia natural de vibracdo da membrana deve ser da
ordem de dezenas de MHz, mesmo quando se trabalha com cavidades de microondas. Este
fato pode impor alguns obstaculos a realizagdo experimental deste modelo. A simulagéo é
feita considerando o sistema em seu estado fundamental e, tal procedimento, é repetido
para varios valores do numero quantico S. A diagonalizacao numérica do hamiltoniano H
¢ viavel definindo um truncamento do niumero de excitagdes (fénons) da parte mecanica,
Npmae- Para renormalizar o acoplamento entre membrana e modos, definimos A = u/+/S.

Conforme discutido na subsecéo anterior, para valores de A maiores que o critico A, 0s
dois autoestados de menor energia de H' sdo degenerados. A degenerescéncia ocorre
para um valor critico dado por A; = 1/ (2\/§> Este valor pode ser determinado usando o

hamiltoniano classico correspondente de H’ obtido tomando o limite termodinamico, com o
namero de fétons armazenados indo para infinito, conforme demonstrado na seg¢édo 4.1. A
ocorréncia de tal degenerescéncia pode ser detectada pela forma como o valor médio de
alguns observaveis muda a medida que A varia.

Para contornar os efeitos dos saltos abruptos e aleatérios de <SZ> escolhemos um ob-
servavel que nao é afetado pela degenerescéncia mas cujo comportamento ainda sinaliza
a transicao de fase quantica, ou seja, tomou-se o quadrado do valor do observavel S,
que representa o imbalance de fétons entre os modos, representado por <S§> Este ob-
servavel mostra, simplesmente, que um modo esta preferencialmente ocupado e o outro
esta vazio, mas nao faz distincao entre eles. A Fig. 8 mostra o valor médio do operador
de tmbalance ao quadrado 5”3 em funcédo do parametro u, para diferentes valores de S.
Como se pode observar, a medida em que u € aumentado, acontece uma mudanga, em
ue. ~ 1/2, onde <S§> /S? passa de pequenos valores positivos para um valor proximo de 1,
independentemente do numero de fétons armazenados na cavidade.

No entanto, existem observaveis que sao insensiveis a ocorréncia de degenerescéncia. Um
exemplo particularmente interessante € o proprio operador de imbalance S,. A dependéncia
do valor médio deste operador com parametro A é mostrada na Fig. 9. A medida que o

valor de v aumenta, <Sz>‘ muda abruptamente de zero para valores positivos para v = us,

dependendo do numero de fétons armazenados. Apds esta mudanca abrupta, ’<SZ>‘ /S
tende a um valor préximo da unidade, o que significa que o estado fundamental escolhido
descreve um dos dois modos preferencialmente ocupados. E importante ressaltar que tais
mudancas abruptas ndo estdo relacionadas a mudangas no sistema, pois resultam do
processo de diagonalizag&do. No entanto, elas langam alguma luz sobre alguns aspectos

32



Valor médio de Sf como fungdo de A
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Figura 8 — Valor médio do operador 5‘3 (operador do imbalance de fétons ao quadrado)
em fung¢do do parametro u no estado fundamental do hamiltoniano da Eq. (47)
para varios valores do nimero quéntico S: 10 (preto), 15 (azul), 20 (vermelho),
25 (verde), 30 (magenta) e 40 (marrom). Para todas as curvas, ¢ = 1/2 e
Nz = 5S.

dos dois autoestados degenerados de energia mais baixa, como sera discutido abaixo.

Conforme discutido anteriormente, o procedimento de diagonalizacdo numérica de H pode
pegar o autoestado que descreve o modo a preferencialmente preenchido, <SZ> /S ~1,

ou pegar aquele autoestado que descreve o modo b preenchido, <SZ> /S ~ —1. Para cada
valor de A\ maior que )., tal procedimento pode escolher um ou outro autoestado para
representar |¥).

Para suprimir saltos abruptos aleatérios na avaliacdo do valor médio de S., uma ligeira
modificagdo é implementada no algoritmo usado para diagonalizar H’. Os dois autoestados
degenerados de energia mais baixa, |¥, (A,))| e |¥ (\,)) obtidos para o valor atual do paréa-
metro de controle, \,, s&o comparados com o autoestado de referéncia anterior |7, (A,_1)).
Como \,, esta proximo de A,,_;, um dos dois autoestados de energia mais baixa, [¥, (A,,))
ou |¥; (\,)), tem sobreposicdo consideravel com |¥, (A,_1)) enquanto o outro é quase
ortogonal a este. Assim, 0 estado de energia mais baixa que apresenta maior sobreposicao
com o estado de referéncia anterior sera escolhido como o autoestado de referéncia atual.
Adotando este procedimento, o valor médio do operador de imbalance S, em funcdo de \ é
avaliado no atual estado fundamental de 71’ e os resultados sdo mostrados na Fig. 9.

As mudangas abruptas nas curvas da Fig. 9 podem ser entendidas como resultado do
processo de diagonalizacdo. Elas ocorrem para valores do parametro de acoplamento
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Valor médio de SZ como fungdo de A
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Figura 9 — Médulo do valor médio do operador S, (tmbalance de fétons) em funcdo de u no
estado fundamental do hamiltoniano da Eq. (47) para vérios valores do nimero
quantico S: 10 (preto), 15 (azul), 20 (vermelho), 25 (verde), 30 (magenta) e 40
(marrom). Para todas as curvas, ¢’ = 1/2 € Ny.. = 5S.

Ay que depende de S, e € maior que o valor A\{, para o qual os dois autoestados de

menor energia se tornam degenerados, ou seja, A > A;. Neste caso, os dois auto-
estados de energia mais baixa |¥) e |¥;) definem um autosubespago bidimensional,
W= span{|¥) , |¥1)}. Qualquer estado pertencente a JV pode ser considerado o estado

fundamental pelo processo de diagonalizagdo. Portanto, as mudancas abruptas obser-
vadas nas curvas da Fig. 9 ocorrem porque, apos o processo de diagonalizacao, € es-
colhido em W um estado que descreve um dos dois modos preferencialmente ocupa-
dos. Isso pode ser melhor compreendido observando a distribuicéo dos coeficientes c,, ,,,

dada pela expansao do estado fundamental na base computacional. As Fig. 10 e 11

mostram tal distribuicdo para trés situacoes diferentes com S = 15. Para tanto, os es-
tados da base computacional sdo organizados em ordem crescente da seguinte forma:
lm = —=15,n.=0),lm = —15,n, = 1) ,....Jm = =15, 1. = Nyaz) » -, |m = 15,1c = Nypaa)-
Assim, os coeficientes associados aos valores negativos de m aparecem no lado esquerdo

dos graficos, enquanto os coeficientes associados aos valores positivos de m aparecem no

lado direito. Antes da degenerescéncia, conforme mostrado na Fig. 10 para v = 0.4, 0s coe-
ficientes sao distribuidos simetricamente ao longo de todo o eixo horizontal, apresentando

valores mais significativos na parte central, onde m ~ 0.

Apds o aparecimento da degenerescéncia, a distribuicdo dos coeficientes muda de forma.
Na verdade, os coeficientes desaparecem na parte central e sdo diferentes de zero nas
extremidades dos gréficos, como pode ser visto na Fig. 11. Esta figura exibe as distribuicdes
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Valores absolutos dos coeficientes ¢m,n, do estado fundamental para u = 0,4
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Figura 10 — Mddulos dos coeficientes ¢,,,, do estado fundamental de H’
em relagdo & base computacional {[m,nc)},— g gn..N,... Para

u = 0,4. Aqui, S = 15 e Npu = 55. Os estados na base
computacional sao ordenados em ordem crescente, da seguinte
forma: lm = —15,n.=0),m = —15,n.=1),..../m = —15,n. = 75) , ...,

|m = 15,n. = 75). Os nUmeros no eixo horizontal rotulam os estados da base
computacional seguindo esta ordem. As variaveis sao discretas e as linhas sao
guias para melhor visualizagao.

dos coeficientes para ambos os autoestados degenerados de energia mais baixa em duas
situacdes: apos a degenerescéncia, mas antes da mudancga abrupta observada na Fig. 9
(v = 0,7) e depois da mudancga abrupta (v = 0,9). Na primeira situagéo, para ambos os
autoestados, os coeficientes ndo nulos aparecem em ambas as extremidades do grafico.
Porém, para a outra situagcédo, com u = 0, 9, os coeficientes ndo nulos estdo concentrados
em uma extremidade do grafico para um dos autoestados, enquanto para o outro autoestado,
os coeficientes estdo concentrados na outra extremidade. Assim, para u = 0, 9, o0 autoestado
com coeficientes distribuidos na extremidade esquerda produz <SZ> /S ~ —1 enquanto o

autoestado com coeficientes distribuidos na extremidade direita produz <Sz> /S =~ 1.Na

situacao em que a degenerescéncia se estabeleceu, mas a mudanga abrupta de <SZ>
ainda nao ocorreu, o0 estado fundamental descreve uma superposi¢cao coerente desses dois
autoestados (uma espécie de estado de gato de Schrddinger) que descrevem os fotons
ocupando preferencialmente um dos modos.

Ressaltamos que a mudanca abrupta observada nas curvas da Fig. 9 n&o é resultado de
nenhum processo fisico, mas sim produto do algoritmo de diagonalizagéao. Por exemplo, se
uma realizacao experimental deste sistema for realizada de tal forma que o parametro de
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Coeficientes ¢m,n, dos autoestados de menor energia para v = 0,7
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Figura 11 — Distribuicbes de coeficientes para os dois autoestados de menor energia
H' em relagéo a base computacional {|m,n¢)},,_g g, n parau = 0,7

(superior) e u = 0,7 (inferior). Aqui, S 15 e N = 55. Os estados

na base computacional sdo ordenados em ordem crescente, da seguinte
forma: lm = —15,n.=0),/m = —15,n.=1),..../m = —15,n. = 75) , ...,
|m = 15,n. = 75). Os ndmeros no eixo horizontal rotulam os estados da base
computacional seguindo esta ordem. As variaveis sdo discretas e as linhas séo
guias para melhor visualizacao.
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acoplamento A seja variado adiabaticamente, néo € razoavel esperar que esta mudanca
abrupta ocorra.

4.2.4 Susceptibilidade de Fidelidade

A fidelidade entre os estados puros |¢)) e |¢) mede quéo indistinguiveis sdo esses estados.
Esta fidelidade pode ser medida pela sobreposicdo destes estados

F(y,¢) = (¢ |9)]. (83)

Como discutido acima, para A < A;, o estado fundamental |%,) do hamiltoniano H’ descreve
ambos os modos, aproximadamente, igualmente preenchidos, enquanto para A > Ay, )
descreve um dos dois modos preferencialmente preenchido. Como as situacdes fisicas
descritas por |¥,) s@o muito diferentes para A < A; e para A > )., espera-se uma pequena
sobreposicao entre os estados fundamentais imediatamente antes e imediatamente apés
o inicio da degenerescéncia e a ocorréncia da mudancga abrupta mostrada na Fig. 9. Em
outras palavras, considerando ¢ positivo e suficientemente pequeno, espera-se a fidelidade
FA=e,A+¢e)=[(¥%(N—e)| ¥ (X + €))| sofrendo um decaimento signifcativo para A =
A1 € A = )\ se comparado com outros valores de .

Para nossos propositos, ao invés de usar fidelidade diretamente, optamos por trabalhar com
a suscetibilidade de fidelidade, conforme feito em (MUMFORD; O'DELL; LARSON, 2015),
(YANG, 2007) e (GU et al., 2008). Definindo a fidelidade entre os estados fundamentais
W (N)) e [W (A+9)) como F' (A, 6), a suscetibilidade de fidelidade é dada por

1 9°F (A,0)

Xr(A) = 3 o L (84)

A Fig. 12 mostra os resultados da avaliagdo numérica da suscetibilidade de fidelidade
em fungao do parametro \ para diversos valores do numero quéantico .S. Para valores de
A < \i, xr é aproximadamente constante e préximo de zero. A medida que \ aumenta,
surge uma saliéncia no valor de xr, em torno de v = 1/2, sinalizando o aparecimento de
degenerescéncia dos dois autoestados de menor energia. No valor critico Ay, xr apresenta
um pico alto que cai rapidamente e, para A > ), torna-se aproximadamente constante. A
medida que o numero quantico S aumenta, esses picos parecem se acumular em torno de
um determinado valor do parametro A. O valor critico A\; correspondente ao aparecimento
de degenerescéncia. O pico sinaliza que os dois autoestados degenerados e de energia
mais baixa agora descrevem fétons armazenados em um modo € o outro vazio, em vez de
descrever uma superposicao quantica de tais autoestados.
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Susceptibilidade de fidelidade xr como fungao de A
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Figura 12 — Suscetibilidade de fidelidade x » entre os estados fundamentais do hamiltoniano
da Eq. (47) em fungdo do parametro \ (u) para varios valores de S. Utilizou-se
Npaz = DS como truncamento do nimero maximo de fébnons considerados nas
simulacdes. Aqui, A = u/+/S. Diferentes cores foram atribuidas a diferentes
valores de S: 10 (preto), 15 (azul), 20 (vermelho), 25 (verde), 30 (magenta) e
40 (marrom).

4.2.5 Flutuacdes

Parametros de ordem sao grandezas selecionadas para distinguir duas fases diferentes de
um determinado sistema macroscépico e, para serem mensuraveis, as flutuagdes dessas
grandezas devem ser suaves em comparag¢ao com seus valores medidos quando o sistema
€ encontrado em qualquer uma de suas fases (BIRMAN; NAZMITDINOV; YUKALOV, 2013),
(SACHDEV, 2017). No ponto de transicao de fase, espera-se que tais flutuagbes diverjam.
Uma questao que surge naturalmente € como as flutuacdes se comportam quando um
sistema finito sofre alteracbes semelhantes aquelas aplicadas ao sistema macroscépico
correspondente, durante uma transigéo de fase.

A fim de esclarecer o papel das flutuagées no modelo aqui estudado, avaliamos a relagéao
de incerteza de Robertson-Schrédinger (RS) (ROBERTSON, 1929), (ANGELOW; BATONI,
1999) para os observaveis Xe P da membrana, & medida que o parametro de acoplamento
A varia para diferentes valores de S. No modelo de Dicke, as flutuagdes foram usadas
como um indicador de caos (SONG et al., ) e de transi¢cdo de fase quantica na aproximacao
do campo médio (BAKEMEIER; ALVERMANN; FEHSKE, ). No modelo aqui estudado, as
variancias desses observaveis foram calculadas no estado fundamental do hamiltoniano F’.
Os resultados sao apresentados na Fig. 13. A incerteza RS é dada por
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Relagao de incerteza de RS para X e P como funcdo de A

16

12

NnNnnninn
[ | T
W N N — —
OO UTTO UtO

o%0h — okp

0 T
0 0.2

u

Figura 13 — Flutuacdes dos observaveis Xe P da membrana medidas pela relacdo de incer-
teza RS em fungdo do parametro A(u) no estado fundamental do hamiltoniano
H’, para varios valores de S. Usamos N,,,, = 55 como truncamento do nu-
mero maximo de fénons considerados em nossas simulagdes. Aqui, A = u/+/S.
Diferentes cores foram atribuidas a diferentes valores de S: 10 (preto), 15 (azul),
20 (vermelho), 25 (verde), 30 (magenta) e 40 (marrom).

2 2 2
Ox0p = Oxp 2

T (85)
. A\ 2 . A\ 2

onde c% = <X2> — <X> g0’ = <P2> — <P> representam as variancias dos operadores
Xe P, enquanto oyp :% <X]5 + PX> — <X> <P> representa a covariancia correspon-
dente. De acordo com os resultados obtidos, mostrados na Fig. 13, se A for inferior a \; ou
superior a \,, as flutuagdes sao relativamente pequenas. Porém, no valor critico A, quando
a degenerescéncia aparece, as flutuagdes comecam a aumentar de forma quase linear até
A atingir o valor \,, correspondendo a uma situacdo em que o estado fundamental descreve
um dos modos preferencialmente ocupados. Quando este valor € atingido, as flutuagdes
caem rapidamente e permanecem constantes depois disso. Observe que, a medida que
0 numero quantico S aumenta, ou seja, a medida que o numero de fétons armazenados
aumenta, as flutuacdes crescem mais rapidamente com .

O estado fundamental é uma espécie de estado de gato de Schrédinger quando \ esta
na faixa [\{,A\2] €, devido a deslocalizacao, a relacdo de incerteza posicao-momento au-
menta. Nesta situacao, o estado fundamental é uma superposicao coerente de estados
que descrevem fétons presos em um modo e a membrana deslocada de sua posicao
de repouso como resultado da pressao de radiacdo. Como subproduto do processo de
diagonalizacdo, quando A > \,, o estado fundamental é agora um estado localizado, como
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se a superposicao esperada tivesse colapsado em um dos estados que a formam.

4.3 Forca Média na Membrana

Conforme discutido na sec¢ao 2.5, reconhecemos duas contribuigdes para a forga na mem-
brana F' dadas pela Eqg. (51), a primeira devido a forga restauradora proporcional a X
(chamamos de contribuicdo harmdnica), e a segunda atribuida a pressao de radiacao que
€ proporcional ao imbalance dos fétons nos modos. Para analisar como a forga sobre a
membrana é afetada conforme o parametro \ varia, calculamos seu valor médio no estado
fundamental do hamiltoniano dado pela Eq. (47).

A Fig. 14 mostra o valor médio das duas contribuicdes para a forca na membrana, <Fhwm> =

— <X> e <Fmd> = —\ (i, — M), em fungdo de . Para A < ), 0s valores médios dessas
contribuicées sao préoximos de zero e, quando o valor )\, é atingido, ambos sofrem um
salto abrupto. O valor médio das contribuicbes harmdnicas e de pressao de radiagao
crescem linearmente com A para A\ > \,. Neste caso, estas contribuicdes mantém a
mesma magnitude absoluta, mas sinais opostos. Assim, a forca harménica restauradora
equilibra a forga aplicada na membrana pela pressao de radiagao, resultante do imbalance
na populacado de fétons dos dois modos. Como consequéncia, para qualquer valor do
parametro de acoplamento A, o valor médio da forca na membrana é nulo. Para A > \,,
para cada valor de A, no estado fundamental escolhido, a membrana atinge uma posigcéo
de equilibrio, cuja média é dada por

<X> — A (e — 15) ~ £2)\S. (86)

O sinal "t" no lado direito da Eq. (86) é devido a degenerescéncia dos dois autoestados
de menor energia. Conforme discutido, cada um destes autoestados descreve um dos dois
modos preferencialmente preenchido para A > \,.
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Contribuigbes harménica e da pressdo de radiagdo para a forga na membrana
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Figura 14 — Valores médios das duas contribuicbes para a forca na membrana F como
fungdes do parametro \ (u) para varios valores de S no estado fundamental do
hamiltoniano da Eq. (47): Fharm (contribuicao harménica - linha continua) e Fmd
(contribuicao de pressao de radiagao - linha tracejada). Usamos N,,,, = 55
como truncamento do niumero maximo de fébnons considerados em nossas
simulagdes. Aqui, A = u/+/S. Diferentes cores foram atribuidas a diferentes
valores de S: 10 (preto), 15 (azul), 20 (vermelho), 25 (verde), 30 (magenta) e

40 (marrom).
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Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho, estudamos um modelo optomecéanico de dois modos que é equivalente
ao conhecido modelo Dicke N-atomos da 6ptica quantica. O modelo de Dicke possui uma
riqueza de fendmenos, como a transi¢ao de fase quantica, TFQ, e seu limite classico pode
exibir o caos. Utilizando tal equivaléncia, analisamos o comportamento dos valores médios
de trés observaveis escolhidos em relagcdo ao parametro A\, que mede o acoplamento entre
a membrana e os modos de luz no estado fundamental do hamiltoniano da Eq 47.

Os resultados numéricos apresentados na seg¢ao anterior mostram a existéncia de dois
valores diferentes do parametro de acoplamento \ para os quais o sistema optomecanico de
dois modos sofre alteragdes significativas. Para A = \; ~ 1/ (2\/§) os dois autoestados

de menor energia do hamiltoniano H’ tornam-se degenerados. Para um segundo valor
A2 > A1, 0 estado fundamental descreve um dos dois modos de cavidade preferencialmente
preenchidos. Na verdade, isto é produto do processo de diagonalizagdo do hamiltoniano H.
Apbs o inicio da degenerescéncia, para A em [\, As], 0 algoritmo usado para diagonalizar
H’ escolhe estados fundamentais que sao caracterizados como superposi¢des coerentes
de autoestados que descrevem um dos dois modos preferencialmente ocupados. Vamos
identificar tais autoestados como |U*) e |¥~), com cada um deles descrevendo fétons
que povoam um dos modos, ou seja, <\Ifi ‘Sz‘ \Di> ~ £S5 e (U*|¥UF) = 0. Logo apos a
degenerescéncia, os dois autoestados de menor energia sdo superposicoes coerentes
de |U*) e |T~). No entanto, para A > \s, 0s papéis desses autoestados de energia mais
baixa sdo desempenhados pelos proprios [¥+) e |¥~). O valor de A\, depende do nimero
quantico .S, ou seja, do numero total de fétons armazenados na cavidade.

Conforme mostrado na Fig. 12, a medida que o parametro A varia, a curva de suscetibilidade
de fidelidade xr exibe um aumento seguido por um pico alto que cai rapidamente. Este
ressalto indica o estabelecimento da degenerescéncia entre os dois autoestados de menor
energia de H, enquanto o pico sinaliza que o estado fundamental descreve o aprisio-
namento de fétons em um dos dois modos, um efeito numérico, como apontado acima.
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Observa-se que, a medida que o numero de fétons armazenados aumenta, a distancia
entre o ressalto e o pico diminui. Tal comportamento é confirmado pelos célculos numéricos
de <SZ>(>\) e xr(A). O estabelecimento da degenerescéncia pode ser verificado na Fig.
6, que mostra a separagao de energia J entre os dois autoestados de menor energia em
funcdo de ). Apesar de o imbalance S, ser insensivel ao surgimento de degenerescéncia, o
imbalance ao quadrado 5‘3 € sensivel, como pode ser verificado na Fig. 8.

Finalmente, foi possivel verificar como a forca na membrana £ ¢ afetada proximo de A,
para diferentes valores de S. F' é formada por duas contribuicdes opostas, analogas a
um par de forgas de acao-reacdo: uma delas proporcional a posicdo da membrana X,
relacionada a for¢ca harmonica restauradora e a outra proporcional ao imbalance de fétons
§Z = % (n, — ny), atribuida a pressao de radiagdo. Para valores mais baixos de \, ambas
as contribuicoes para F sdo préximas de zero, porque ambos 0os modos estao igualmente
ocupados. Em A = \,, ambas as contribuicdes saltam para valores opostos ndao nulos
com a mesma magnitude absoluta. Apds esta mudancga, no estado fundamental, ambas as
contribuigdes crescem linearmente com A, mantendo a mesma magnitude absoluta, mas
com sinais opostos. Assim, o valor médio de £ é mantido nulo, independentemente do
valor de \. Porém, nesta situagdo, a membrana atinge uma nova posi¢ao de equilibrio que
depende do nimero de fétons armazenados nos modos da cavidade. Este comportamento
pode ser considerado como um correspondente de tamanho finito da transicao de fase de
flambagem em cavidades optomecanicas simétricas, para a qual, um teste experimental foi
recentemente relatado na referéncia (XU et al., 2017).

Conforme enfatizado ao longo deste trabalho, consideramos a aproximacao de sistema
fechado em nosso modelo, o que pode dificultar seu teste experimental, considerando o
atual estado da arte de experimentos envolvendo dispositivos optomecanicos. Um teste
deste modelo poderia ser realizado em um dispositivo semelhante ao descrito na referéncia
(XU et al., 2017). No entanto, uma cavidade supercondutora poderia ser necessaria para
aumentar a vida util dos fotons ali armazenados. Portanto, tal dispositivo exigiria sistemas
criogénicos e de vacuo. Além disso, a criogenia seria necessaria para reduzir a presenca
de excitag6es térmicas tanto na cavidade quanto na membrana.
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